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1 Uvod

Tento dokument doplnuje slidy k prednasce predmétu Zaklady matematické analyzy (BI-ZMA).
Slidy slouzi primarné jako doplnék k prezentaci a prilis se nehodi ke studiu ¢i tisku. Slidy zejména
neobsahuji vysvétlujici komentare prednasejiciho a mohou byt proto bez téchto podptrnych infor-
maci nejasné az matouci. V tomto textu je uvedeno vse co na slidech, navic s dalsimi dodatecnymi
informacemi.

Na tomto misté je vhodné seznamit ctenare s historii vyuky matematické analyzy na FIT. Pred-
mét BI-ZMA byl po zrodu fakulty nejprve vyucovan pod vedenim prof. Ing. Edity Pelantové, CSc.
(KM FJFI). Poté predmét prevzali Ing. Tomas Kalvoda, PhD. a doc. RNDr. Jaroslav Milota, CSc. V ak-
tualnim semestru je druhym prednasejicim Ing. Pavel Hrabak, Ph.D. a tfetim pfednasejicim Ing. Ivo
Petr, Ph.D. Tento text, a pojeti prednasky vibec, jsou vysledkem tohoto postupného vyvoje.

Pro vétsi prehlednost a zvyraznéni logické struktury latky je tento text standardné ¢lenén do
definic, vét, dikazt a prikladd. Definice a véty jsou Cislovany prubézné v celém dokumentu. Pfi-
pomenime ctenafi vyznam takto oznacenych casti textu.

« Definice ukotvuje definovany pojem. V celém textu ma od tohoto okamziku dany pojem jed-
noznacny vyznam (porovnejte s definici funkce ve zdrojovém kodu).

« Véta(ptipadné Tvrzeni, Diisledek, Lemma) obsahuje tvrzeni o jiz dfive definovanych pojmech.

« Dikaz je argument postaveny na logickych pravidlech zarucujici pravdivost dané véty (tvr-
zeni, dusledku ¢i lemmatu). Jde v podstaté o certifikat pravdivosti.

Rovnice a obrazky jsou v textu ¢islovany v ramci kapitol. Odkaz na rovnici poznate podle zavo-
rek, napft. (2.1) je prvni ¢islovana rovnice v druhé kapitole. Konec dikazu oznacujeme symbolem
[J. Na konci tohoto dokumentu je ¢tenari k dispozici seznam pouzivanych symboli se struénym
vysvétlenim vyznamu, rejstiik pojmi pro pohodlnéjsi vyhledavani a seznam zajimavych odkazt
na literaturu.

Informace tykajici se organizace predmeétu, jako napiiklad podminky ziskani zapoctu a slozeni
zkousky, jsou uvedeny na oficialnich strankach predmétu BI-ZMA. Studentim je dale k dispozici
elektronicka cvic¢ebnice ptiklada MARAST.

Pokud laskavy ¢tenar v textu objevi nejasnosti ¢i chyby, necht je prosim hlasi jednomu z autora
emailem (tomas.kalvoda@fit.cvut.cz). Alternativné k tomuto ucelu mizete vyuzit BI-ZMA repozi-
tar na fakultnim gitlabu.


https://courses.fit.cvut.cz/BI-ZMA
https://courses.fit.cvut.cz/BI-ZMA
https://marast.fit.cvut.cz
mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
https://gitlab.fit.cvut.cz/BI-ZMA/bi-zma/issues
https://gitlab.fit.cvut.cz/BI-ZMA/bi-zma/issues

2 Zakladni pojmy

V tomto kurzu predpokladame, zZe ctenar je jiz seznamen se zakladnimi zpusoby zadani mnozin
(vyctem, vlastnosti), mnozinovymi operacemi (prinik, sjednoceni, rozdil a doplnék) a orientuje se
mezi ¢iselnymi mnozinami (pfirozena, celd, racionalni a realna ¢isla — tém se ale v této kapitole
budeme vénovat znovu a podrobnéji). Dale na strané ¢tenare predpokladame znalost vlastnosti
elementarnich funkeci (polynomialni, racionalni, mocninné, exponencialni, logaritmické a trigono-
metrické). V neposledni fadé téz vyzadujeme znalost zakladnich kombinatorickych vztaht, to jest
definici a kombinatoricky vyznam faktorialu, kombinac¢niho ¢isla, ¢i binomické véty.

Pokud si ¢tenar v nékterych z téchto zminénych partiich neni jisty, maze si znalosti osvézit
napfiklad v prazdninovém Pripravném kurzu matematiky (BI-PKM), nebo s pomoci své oblibené
ucebnice stfedoskolské matematiky.

O Matematické analyze bylo napsano jiz mnoho ucebnic, skript a knih s rozmanitymi pfistupy
k problematice a rizné urovné. Pfipadnym zajemctim o dalsi studium, ¢i alternativni zptisob vy-
kladu, Ize doporucit publikace [1] a [2]. Ze zahrani¢ni literatury by naseho ¢tenafe mohly zaujmout
knizky [4] ¢i [3]. Tyto ucebnice ovsem pokryvaji podstatné vice latky nez tento text. Zajemce o mo-
tivacné bohaty text pokryvajici i historické detaily 1ze doporucit vynikajici knizku [5].

2.1 Mnozina realnych cisel

Nejprve se budeme zabyvat mnozinou realnych ¢isel, ktera v nasem vykladu matematické analyzy
predstavuje ustfedni pojem. V pribéhu semestru budeme totiz studovat

« realné ¢iselné posloupnosti,

« realné ciselné rady,

« realné funkce jedné realné proménné.
Je tedy ocividné, Ze znalost vlastnosti mnoziny realnych ¢isel budeme intenzivné vyuzivat. Mnozinu
realnych ¢isel nejprve predstavime jako pfirozené rozsifeni mnoziny racionalnich ¢isel.
Prirozena, cela a racionalni cisla

Oznaéme N = {1,2,3,... } mnoZinu pfirozenych ¢isel, Z = {...,—2,—1,0,1,2,... } mnoZinu
celych cisel a Q = {§ | p € Z,q € Nap,qjsou nesoudélné} mnozinu racionalnich cisel. Na
téchto mnozinach, které jsou v mnozinovém vztahu N C Z C Q, umime pfirozené s¢itat a nasobit,
pficemz vSechny tifi mnoziny jsou vici témto operacim uzavrené'. Tyto operace dale pro kazdé

To znamena, Ze vysledek operace nad &isly z dané mnoziny je opét &islo z této mnoziny.


https://courses.fit.cvut/BI-PKM
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a,b, c € Q (nebo Z, N) spliuji:

a+b=>b+a, a-b=">0-a, (komutativita),
a+(b+c)=(a+0b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c, (asociativita),
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c), (distributivita).

V souladu se zazitou konvenci zavadime pifednost nasobeni pred s¢itanim a distributivitu proto
bez nebezpeci nedorozumnéni mizeme zkracené zapsat také bez uzavorkovani na pravé strané,
tedy

a-(b+c)=a-b+a-c

Poznamka 2.1: Priorita operaci je v programovacich jazycich znama pod terminem operator pre-
cedence. Viz napf. prioritu operatora v jazyce C. Uvédomte si, ze bez zavedeni této konvence na-
priklad vyraz 3 - 5 + 7 nema smysl — nelze ho jednoznac¢né interpretovat. Tento postieh neni vazan
pouze na s¢itani a nasobeni realnych ¢isel.

Inverznimi (opacnymi) operacemi ke scitani a nasobeni jsou od¢itani a déleni nenulovym ¢is-
lem. Vici nim vsak nejsou vSsechny vyse uvedené mnoziny uzaviené. Jak uz vime, pfirozena cisla
muzeme bez omezeni pouze scitat a nasobit aniz bychom mnozinu pfirozenych ¢isel opustili. Cela
¢isla mizeme bez omezeni navic od¢itat a racionalni ¢isla od¢itat a délit jakymkoli nenulovym
racionalnim ¢islem. Znamena to tedy, Ze v 7Z muzeme (jednozna¢né) fesit rovnice typu

a+x=0b, abeZ,

pro neznamou = € Z. Toto nelze fict o mnoziné prirozenych ¢isel (rovnice z+5 = 3 pro neznamou
x nema mezi pfirozenymi Cisly feSeni). Podobné v (Q mizeme fesit rovnice typu

qg-r=p, pqeQ, q#0,

pro neznamou = € Q. Toto tvrzeni ale neplati o celych ¢islech (rovnice 4z = 5 nema celocCiselné
feseni x).

Poznamka 2.2 (Co to vSechno znamena?): Za timto rozsifovanim ¢iselnych mnozin je mozné vi-
dét praktickou pottebu popisu stale sofistikovanéjsich realnych situaci. Pfirozena ¢isla nam postaci
k popisu poctu stejnych objektt (deset krav, jeden vlk atp.). V jejich ramci uz ale snadno nevyja-
dfime napft. koncept ,,dluhu”. Tento problém odstranuji cela ¢isla. Pomoci celych ¢isel ale nejsme
jednoduse schopni popisovat ¢asti celkti (ptl kolace, tfi pétiny senatu atp.). Tento nedostatek od-
stranuji racionalni ¢isla. S jejich pomoci miizeme snadno pracovat se zlomky (¢astmi) celkd.

Podivejme se nyni podrobnéji na algebraickou” strukturu racionalnich ¢isel. Mezi racionalnimi
¢isly existuji ¢isla O (nula) a 1 (jedna) splnujici

a+0=a a a-1=a,

pro kazdé a € Q. Dale ke kazdému a € Q existuje ¢islo —a € Q spliwjicia+(—a) = (—a)+a = 0.
Podobné, ke kazdému nenulovému ¢islu a € Q existuje ¢islo a™! € Q spliujicia-a? La=1.

V predchozich odstavcich jsme si ukazali, Ze mnozina racionalnich ¢isel spolu s operacemi s¢i-
tani a nasobeni spliiuje asociativni, distributivni a komutativni zakony, existuji v ni prvky 0 a 1

:ai

2Tj. co se s¢itani/odEitani a nasobeni/déleni tyce.


http://en.cppreference.com/w/c/language/operator_precedence
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a opacné, resp. inverzni, prvky popsané vyse. To znamena, Ze racionalni ¢isla spolu s operacemi
s¢itani a nasobeni tvoii tzv. ¢iselné téleso’.

Otazka 1: Tvoripfirozena Cisla spolu s operacemi s¢itani a nasobeni téleso? A jak je tomu v pripadé
celych ¢isel?

Usporadani racionalnich ¢isel
Vratme se zpét k racionalnim c¢islim. Vedle vyse zminénych algebraickych vlastnosti maji raci-
onalni ¢isla dalsi zajimavé vlastnosti. Racionalni ¢isla lze porovnavat podle velikosti. Jsou-li a, b
racionalni ¢isla, pak zapisem a < b vyjadfujeme, Ze Cislo a je (ostfe) mensi nez Cislo b, a tuto
vlastnost definujeme jako

a<b, pravekdyz 0<b-—a, (2.1)

pricemz pro racionalni ¢islo ¢ = b—a zapsané v zakladnim tvaru jako ¢ = § platic > 0, pravé kdyz
p,q € N (Citatel i jmenovatel jsou kladna ptirozena ¢isla). Takto zavedené porovnani (oznacované
symbolem <) predstavuje relaci’ (ostrého) ,uspofadani na Q, ktera je ,,uplna“, tj. pro libovolna
dvé rizna racionalni ¢isla a a b 1ze rozhodnout, zda li @ < b nebo b < a. Kdyz b < a tak fikame, ze
a je (ostie) vétsi nez b a zapisujeme a > D.

Relace usporadani < je svazana s operaci s¢itani a nasobeni znamymi stfedoskolskymi pravidly
pro pocitani s nerovnicemi. Pfipomenme, Ze pro kazdé a, b, c € Q plati tvrzeni

a<b = a+c<b+eg

a>0Ab>0 = a-b>0. (2.2)

Symbol = oznacuje implikaci, ktera vyjadiuje: ,Jestlize jsou splnény podminky vlevo od Sipky,
pak plati tvrzeni vpravo od Sipky.“ Z téchto vlastnosti Ize snadno odvodit dalsi znamé vztahy jako
napiiklad

(a<bAec>0) = a-c<b-c

(a<bAec<0) = a-c>b-c
platné pro kazdé racionalni a, b, c. Vzpomente si na stfedoskolské tulohy na feseni nerovnic.

Otazka 2: Pomoci vyse definovaného usporadani < na mnoziné racionalnich ¢isel (viz rovnici
(2.1)) dokazte implikaci (2.2).

Poznamka 2.3: Pomoci uspofadani < muzeme zavést také (neostré) usporadani a < b, ekviva-
lentni platnosti a < b nebo a = b. Pod @ > b mame pak pfirozené na mysli b < a.

Diky konceptu uplného usporadani si mizeme racionalni ¢isla geometricky predstavovat jako
body na ¢iselné ose, viz obrazek ¢. 2.1. Skutec¢né, protoze umime kazdé racionalni ¢islo porovnat
s kazdym jinym racionalnim ¢islem, mizeme je timto zptisobem na pfimce usporadat. Bez tohoto
uplného usporadani bychom k takovémuto linedrnimu znazornéni racionalnich ¢isel neméli Zadny
divod.

3Vice se o &iselnych télesech dozvite v pfedmétu BI-LIN. Pro aplikace v pocitatové bezpeénosti (kryptologii, $if-
rovani) maji velky vyznam zvlasté konecna télesa. Tj. télesa s konetnym poctem prvka. Q je téleso s nekoneénym
poctem prvki.

“Pojem relace nebudeme v tento okamzik formalné zavadét, zminime se o ném pozdéji v kapitole o sloZitosti
tridicich algoritmu. Intuitivné ji chapame jako jisty vztah mezi dvéma objekty, v tomto pfipadé racionalnimi éisly.

4
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I |a_b| I

1 1
4 4

0 a b

Obrazek 2.1: Ciseln4 osa s body a,b € Q. Zde a < ba tudiz |[a — b| = b — a.

Vzdalenost racionalnich cisel

Usporadani racionalnich ¢isel nam dale umoziuje definovat veledtlezity pojem vzdalenosti mezi
racionalnimi ¢isly. Vzdalenost dvou racionalnich ¢isel a a b definujeme pomoci absolutni hodnoty
vyrazem |a — b|, kde | - | je absolutni hodnota definovana vztahem

x, proz > 0,

x| = (2.3)

—x, proz <0.

Tento zapis je tfeba ¢ist takto: hodnota |z| je definovana jako x pokud x je nezaporné a jako —x
pokud x je zaporné. Zpusob zapisu pouzity v rovnici (2.3) je pomérné Casty a jesté na néj nékolikrat
narazime. V oblibeném programovacim jazyce Python bychom napftiklad psali

def abs(x):
if x >=0:
return x
elif x < 0:
return -x

Z obecné znamych vlastnosti’ absolutni hodnoty pfipomerime jenom veledilezitou trojuhelniko-
vou nerovnost
|a+b] < [af 4 |0], (2.4)

platici pro kazdé racionalni a, b.

Diikaz trojuhelnikové nerovnosti. Pfimo z definice absolutni hodnoty (2.3) plynou nerovnosti x <
|z| a —x < |z| platné pro libovolné = € R. Uvazme libovolné a,b € R. Pokud a + b > 0 potom
la+bl=a+b<|a|+1b].Je-lia+b < 0potom |a+b] = —(a+b) = —a+ (=b) <|a|+[b]. O

Neuplnost racionalnich ¢isel

Jak jiz bylo zminéno, racionalni ¢isla obvykle graficky znazornujeme jako body na tzv. ¢iselné ose,
tj. na pfimce s vyznacenym pocatkem odpovidajicim ¢islu 0. Na obrazku ¢. 2.1 je timto zpisobem
znazornéno usporadani dvou racionalnich ¢isel a jejich vzdalenost.

V tomto geometrickém znazornéni racionalnich ¢isel je kazdému racionalnimu ¢islu pfifazen
jeden bod na ¢iselné ose. Opak vsak neplati. Existuji body na této idealizované primce®, které neod-
povidaji zadnému racionalnimu ¢islu. Pokud by ¢iselna osa byla tvofena pouze racionalnimi ¢isly,
byla by ,,dérava‘“. Ilustrujme toto tvrzeni na nasledujicim prikladu.

>Napf. snadno z definice odvoditelné |—a| = |al, |a - b| = |a] - |b], atp.
SPojem bodu na &selné ose zde chipeme intuitivné. Korektni matematicka definice jiz ve skute¢nosti vyuziva
realnych Cisel.


https://python.org
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0 V2

Obrazek 2.2: Bod na ¢iselné ose odpovidajici v/2 lze zjevné zkonstruovat pomoci uhlopiicky
¢tverce o strané délky 1. Lze ho ale popsat pomoci racionalniho ¢isla?

Priklad 2.4: Neexistuje kladné racionalni feseni rovnice 2 = 2. Graficky toto tvrzeni odpovida
nemoznosti popsat bod odpovidajici konci thlopricky ctverce o strané s velikosti 1 oto¢eného o
45° pomoci racionalniho ¢isla, viz obrazek ¢. 2.2.

Dokazme toto tvrzeni sporem. Pfedpokladejme opak, tj. Ze existuji p, ¢ € N, nesoudélna a spl-
fjici (p/q)? = 2. Pak p? (= 2¢?) je nutné sudé &islo a tedy i p je sudé. Lze ho proto vyjadiit ve
tvaru p = 2k, kde k € N. Potom ale p? = 4k* = 2¢° a ¢° i q jsou suda ¢&isla. To ale znamena, Ze p, q
jsou soudélna (obé jsou délitelna ¢islem 2), coz je ale spor s nasim pfedpokladem nesoudélnosti p

aq.

Axiom uplnosti

Nyni ukazeme jak obecné zformulovat pozadavek ,bezdérovosti® ¢iselné osy. Pfedpokladejme, ze
mame mnozinu R, ktera obsahuje racionalni ¢isla, Q C R, a mame na ni definované operace na-
sobeni, s¢itani, jejich inverze (od¢itani a déleni) a také usporadani < a vSechny tyto operace maji
stejné vlastnosti, jako u racionalnich cisel (tj. jedna se o iplné usporadané ciselné téleso, viz
vyse).

Pro a,b € R, a < b, ozna¢me (a,b) == {r € R | a < x < b} a nazvéme tuto mnoZinu
uzavienym intervalem a body a, b koncovymi body tohoto intervalu. Délkou intervalu (a, b)
nazyvame ¢islo |b — al, tj. vzdalenost jeho koncovych boda. Z vlastnosti absolutni hodnoty, které
jsou stejné jako pro racionalni ¢isla, plyne nerovnost |z —y| < |b—a| platné pro kazdé z,y € (a,b).

Piedpokladejme nyni, ze R jiz obsahuje kladné feseni rovnice 2 = 2, které ozna¢ime v/2. Pro
V2 musi platit v/2 € (1,2) = I, (protoze a < 1 implikuje a®> < a-1 < 1aa > 2 implikuje
a?> > a -2 > 2), tudiz pro /2 nemtize platit ani v/2 < 1 ani v/2 > 2). Rozptilenim I, podobnym
zplisobem zjistime, ze v/2 € (1, 3) = I, (protoze a > 3/2 implikuje a> > 9/4 > 2). Pokra¢ujeme
nadale ptilenim téchto uzavienych intervald. Protoze takto konstruované koncové body jsou vzdy
racionalni ¢isla a v/2 racionalni neni, nikdy se nestane, Ze by po né&jakém déleni byl bod v/2 kon-
covym bodem intervalu, a postup tak 1ze libovolné opakovat. Dostavame tudiz intervaly /,,, n € N,
uvnitf kterych musi lezet /2. Pro tyto intervaly plati inkluze I,,., C I,, a délka intervalu I,, je 2,1%1

Tudiz ﬂ:g I,, je nejvyse jednoprvkova mnozina. Opravdu, pro kazdé 2 riizné body, mezi nimiz je
nutné vzdalenost d > 0, existuje m € N takové, ze délka intervalu /,,, je mensi nez d, a nemohou
tedy oba sou¢asné patiit do I,, a tedy ani do priiniku. N43 pozadavek v/2 € R v tomto ptipadé

znamena, ze
+oo
ML= {\/5 } .
n=1

Grafickou ilustraci konstrukce téchto intervala lze nalézt na obrazku ¢. 2.3.
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Obrazek 2.3: Ilustrace ke konstrukei intervalt 11, I5 a I3 obsahujicich v/2 s racionalnimi koncovymi

body.

Obecny pozadavek aby mnozina R ,neméla diry“ mizeme nyni presné formulovat jako tzv.
axiom uplnosti: Kazdy systém uzavrenych a do sebe se vnorujicich intervalil, jejichz délky jsou libo-
volné malé, ma neprazdny prinik. Podrobnéji, pokud jsou I,,, n = N, uzavfené intervaly spliujici

1. I, D 1,41 pro libovolné n = N,
2. pro kazdé € > 0 existuje pfirozené n tak, ze délka I,, je mensi nez ¢,

pak
(1. #0. (2.5)
n=1

Jak jiz bylo zminéno v odstavci vyse, v praniku v rovnici (2.5) miize lezet nejvyse jeden bod.

Lze ukazat, ze takova mnozina R, ktera je uplnym usporadanym télesem spliujicim axiom
uplnosti, existuje a nazyvame ji mnozinou realnych ¢isel. Samotna konstrukce mnoziny realnych
Cisel jde daleko nad ramec tohoto kurzu a nebudeme se ji zde zabyvat.

Je dulezité si uvédomit, Ze axiom uplnosti je to jediné, co odlisuje realna c¢isla od racionalnich.
Jak bylo ukazano vyse, racionalni ¢isla tento axiom nesplnuji. Algebraicky (vzhledem k + a -) maji
jinak tyto mnoziny shodné vlastnosti. Pro tiplnost dodejme, Ze realna ¢isla také znazornujeme jako
body na ciselné ose, pficemz nyni jiz kazdému bodu na této ose odpovida pravé jedno realné cislo.
Z tohoto divodu nékdy ¢iselnou osu nazyvame realnou osou.

Realna ¢isla: shrnuti vlastnosti

Pro uplnost shrime a zdiraznéme vlastnosti mnoziny R a operaci s¢itani +, nasobeni - a usporadani
<:

« asociativni zakony,

+ komutativni zakony,

distributivni zakony,

« existence nuly a jednicky,

opacné prvky,
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« inverzni prvky,
+ Uplné usporadani,

« axiom uplnosti.

Okoli bodu a rozsirena realna osa

Vyse v textu jsme definovali pojem uzavieného intervalu. Tuto definici nyni zopakujme a rozsifme
i o dalsi typy intervala.
Necht pro a,b € R plati @ < b. Potom definujeme,

otevieny interval: (a,b) = {x eR ’ a<x< b},
uzavieny interval: (a,b) = {x eR ’ a<x< b},
polootevieny (polouzavieny) interval: (a,b) = {x eR ’ a<z< b},
polootevieny (polouzavieny) interval: (a,b) = {x eR ’ a<z< b}.
Dale definujeme neomezené intervaly

(a,+00) :={z € R|a <z},

(a,+00) :={z €eR|a < z},

(—00,b) :=={z € R|z < b},

(—00,b) = {z e R|z < b}

Ve vsech téchto intervalech je a tzv. pocatecni bod a b tzv. koncovy bod intervalu. O bodech a a
b souhrnné mluvime jako o krajnich bodech danych intervali.
Pro neomezené intervaly s krajnim bodem 0 navic obc¢as pouzivame specialni znaceni:

R* = (0,+00), R™ =(-00,0), Rf =(0,+0), Ry = (—o0,0),

tedy poradé kladna, zaporna, nezaporna a nekladna realna ¢isla.

Poznamka 2.5: V predchozich odstavcich jsme o nékterych podmnozinach realné osy mluvili jako
o ,neomezenych®. Tento pojem je ziejmé intuitivné uchopitelny, ale pro Uplnost uvedme i jeho
formalni definici.

« Mnozinu A C R nazyvame omezenou, pravé kdyz existuje konstanta K > () takova, zZe pro
kazdé x € A plati nerovnost |z| < K.

« Mnozinu A C R nazyvame neomezenou, pravé kdyz neni omezena. Tedy pro kazdé K > 0
existuje = € A spliujici |z| > K.

Napftiklad mnozina N je neomezena. Naproti tomu mnozina {sin(n) | n € N} je omezena (na-
leznéte vhodnou konstantu K).

Otazka 3: Které z nasledujicich mnozin jsou omezené a které neomezené?

. |2
n

b. {tgx |z e (—n/4,7/4)},

nEN},
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c. {tgz|xe(—n/4,7/2)},
d. {z € R |sin(z) = 0}.

Dalsim dillezitym pojmem je okoli bodu, které budeme pozdéji intenzivné vyuzivat.
Definice 2.6 (Okoli / neighborhood): Necht a € R a ¢ > 0. Otevieny interval (a — €, a + ¢)

nazyvame okolim bodu a o poloméru ¢ a znatime H,(¢). Nékdy téz o této mnoziné mluvime
jako o e-okoli bodu a.

Je-lia € Rae > 0,pak x € H,(¢) plati pravé, kdyz |x —a| < €. Bod z tedy patii do okoli H,(¢)
bodu a € R praveé tehdy, kdyz jeho vzdalenost od a je mensi nez . O parametru € se z o¢ividnych
davodt ¢asto mluvi jako o poloméru a o bodu a jako o stiedu okoli H,(¢).

Vyse zavedena okoli H,(¢) téz ¢asto nazyvame oboustrannd, tyto mnoziny se totiz ,rozprosti-
raji“ na obé strany od bodu a, tedy okolo bodu a (odtud by méla byt patrna motivace pro volbu
nazvu ,,okoli“). Dale zavadime tzv. jednostranna okoli bodu a € R.

Definice 2.7 (Jednostranné okoli): Necht a € R a e > 0. Polouzavieny interval (a, a + ¢), resp.
(a — €, a), nazyvame pravym, resp. levym, ¢ okolim bodu a a znatime ho H; (¢), resp. H, (¢).

Déle je ¢asto vyhodné pracovat se symboly 400 a —oo podobnym zptsobem jako s realnymi
¢isly. V nasledujici definici proto o tyto prvky mnozinu realnych ¢isel rozsifime.

Definice 2.8: Mnozinu R := R U {400, —00} nazyvame rozsifenou mnozinou realnych ¢isel
(pfipadné téz rozsifenou realnou osou).

Prvky mnoziny R umime porovnavavat pomoci nerovnosti <. Toto usporadani miizeme rozsirit
i na mnozinu R pfirozenym zptisobem pomoci vztaha

—00 < x < 400

pro kazdé = € R. Definice operaci s¢itani a nasobeni na R nechame na pozdéji (viz sekci 3.5).
Pro dalsi vyklad (zejména o limitach posloupnosti a funkci) je vhodné definovat i okoli téchto
novych bodti +00 a —oo0.

Definice 2.9: Necht ¢ € R. Otevieny interval (¢, +00), resp. (—00, ¢), nazyvame okolim bodu
+00, resp. —00, v R a znac¢ime H . (c), resp. H_(c).

Okoli bodu @ mame tedy definované pro libovolné a € R. Vsimnéte si, ze toto okoli je vzdy pod-
mnozinou R. Neni-li u okoli bodu a tieba specifikovat jeho velikost, tj. zadavat konkrétni hodnotu
¢ pripadné c, pisSeme zkracené H,.

Priklad 2.10: Procvi¢me si vySe zavedené nazvoslovi,

« interval (—1,1) je okolim bodu 0 s polomérem 1, jedna se o Hy(1),

« interval (—1, 1) neni okolim bodu 0,
« interval (—1,2) neni okolim bodu 0, jedna se ovsem o okoli bodu 1/2 s polomérem 3/2,

« interval (—o0, 1) neni okolim bodu +oc ani —o0,

(=
(=
« interval (10, +00) je okolim bodu +o0, jedna se o H, ., (10),
(=
{

interval (2, 3) je pravym okolim bodu 2, jedna se o H, (1).

Laskavy Ctenaf si v tento okamzik jisté rad vymysli dalsi priklady.

9



2. ZAKLADNi POJMY ZOBRAZENT

2.2 Zobrazeni

Ve velké casti predmétu BI-ZMA se budeme zabyvat vlastnostmi funkci. Zobrazeni patfi mezi
ustfedni matematické objekty. Funkce, posloupnosti, pole (v programatorském smyslu), matice,
permutace, binarni operace, to vse jsou priklady zobrazeni.

Zacnéme nejprve nékolika motiva¢nimi priklady konceptu zobrazeni.

Priklad 2.11: Data v pocitaci jsou ulozena v binarni formé. Jednim ze zpisobu jak zakédovat
(nejen) znaky latinské abecedy je ASCIl tabulka. Kazdému celému &islu v rozsahu 0 az 127 (sedm
bitt) je prirazen jisty znak. Nekompletni ilustra¢ni ukazka je uvedena v tabulce ¢. 2.2.

Priklad 2.12: Bud z libovolné nezaporné realné ¢islo. Rovnice 2% = x mé pravé jedno nezaporné
feSeni z. Toto feeni ozna¢me symbolem +/z a nazvéme ho druhou odmocninou z x.

Rozeberme odstavec vyse podrobnéji. Da-li nam neptitel (uzivatel) nezaporné kladné ¢islo z,
pak abychom mu vratili /7, musime vyfesit rovnici 22 = x s nezdpornou neznamou z. V piedcho-
zim odstavci se tvrdi, Ze toto feSeni existuje a je dano jednoznacné (je pravé jedno).

+ Jednoznacnost dokdzeme snadno sporem: predpokladejme, ze mame dvé nezaporna a vza-
jemné riizné z1, 2, spliyjici 22 = x a 23 = 2. Potom nutné plati 27 — 22 = x — x = 0. Pomoci
znamého algebraického vztahu odtud plyne rovnost (21 — 25)(21 + 22) = 0. Protoze ale (dle
nasich predpokladt) z; + 2z, # 0 miZeme tuto rovnost upravit a ziskat rovnost z; — 2o = 0,
¢ili 2y = 29. Coz je spor (pfedpokladali jsme z; # z5).

« Existence: prozatim odlozime (neni trivialni, viz vétu ¢. 5.41).

Uvodnim odstavcem tohoto piikladu je tedy hodnota /x dobfe definovana. Intuitivné si predsta-
vujeme, Ze na vstup x se zobrazi na vystup /z.

Konkrétné naptiklad v/4 = 2, protoze 22 = 4. Z vy3e uvedeného také plyne, Ze i pro 7 existuje
jisté ¢islo /7 spliujici (ﬁ)Q = 7. Jak vypocitat jeho hodnotu (v dané pfesnosti) vyse uvedena
definice druhé odmocniny nefesi.

Definice zobrazeni

Pristupme nyni k samotné definici zobrazeni.

Definice 2.13 (zobrazeni / mapping): Necht jsou dany dvé mnoziny A, B a pfedpokladejme, ze ke
kazdému prvku x z mnoziny A je jednozna¢nym zpliisobem pfifazen praveé jeden prvek z mnoziny
B, ktery oznac¢ime f(x). Potom fikame, ze f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, a tento fakt
znatime f : A — B. Mnozinu A nazyvame defini¢énim oborem zobrazeni f a prvek f(x) pro
dané r € A nazyvame hodnotou zobrazeni f v bodé x.

Pro explicitni zddraznéni faktu, ze bod z je pomoci f zobrazen na bod y = f(x), nékdy pouzi-
vame znaceni® f : x — y.V piipadé, ze y = f(z) pro jisté x € D; také o x mluvime jako o vzoru
prvku y pfi zobrazeni f a naopak o y jako o obrazu prvku x pii zobrazeni f. Defini¢ni obor
zobrazeni f : A — B ¢asto zna¢ime symbolem Dy, ptipadné D( f). Ilustrace k definici zobrazeni
je uvedena na obrazku ¢. 2.4.

" American Standard Code for Information Interchange
8Cili « je zobrazeno na y. Napiiklad druhou mocninu bychom takto zapsali jako f : x +— 2.

10
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binarni hodnota hexedecimalni hodnota znak abecedy

100 0001 41 A
100 0010 42 B
100 0011 43 C
100 0100 44 D
100 0101 45 E
100 0110 46 F
100 0111 47 G
100 1000 48 H
100 1001 49 I
100 1010 4A ]
100 1011 4B K
100 1100 4C L
100 1101 4D M
100 1110 4E N
100 1111 4F o)
101 0000 50 P
101 0001 51 Q
101 0010 52 R
101 0011 53 S
101 0100 54 T
101 0101 55 U
101 0110 56 \Y%
1010111 57 w
101 1000 58 X
101 1001 59 Y
101 1010 5A Z

Tabulka 2.2: Vybrané symboly abecedy a jejich kody v binarni a hexadecimalni formeé (dalsi detaily
o ASCII tabulce).

11
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Poznamka 2.14 (zobrazeni vs. hodnota zobrazeni): RozliSovani mezi zobrazenim a hodnotou zob-
razeni je bézné i v programovacich jazycich. Naptiklad v Pythonu mizZeme jedinym piikazem vy-
tvofit funkci f pusobici na svém argumentu predpisem f(z) = = + 10,

f = lambda x: x + 10

V proménné f je nyni uloZen objekt typu funkce, pfikaz type(f) nam vrati function. f ma smysl samo
o sobé (an sich). Teprve volame-li funkci f na konkrétnim argumentu, ziskame funkéni hodnotu.
Napriklad polozime-li x=3 po vyhodnoceni f(x) dostaneme 13.

Poznamka 2.15 (Casty omyl): Je-li f : A — B zobrazeni, pak mnoZzina B nutné nemusi byt jeho
oborem hodnot. Tento pojem zavadime nize v definici ¢. 2.17. Napfiklad sin vétsinou chapeme jako
zobrazeni R — R, ale obor hodnot funkce sin je (—1, 1), coZ jisté neni cela realna osa.

Rovnost mezi dvéma zobrazenimi zavadime nasledovné.

Definice 2.16: Mame-li dvé zobrazeni f : A — Bag: A — B paktikame, Ze se rovnaji a piSeme
f = g, pravé kdyz pro kazdé x € A= Dy = D, plati f(z) = g(z).

Jinak feCeno, dvé zobrazeni A — B se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji jejich defini¢ni obory
(jakozto mnoziny) a ve vSech bodech tohoto spole¢ného defini¢niho oboru maji stejné funkéni
hodnoty.

Otazka 4: Méjme tfi zobrazeni f, g a h s defini¢nimi obory
Df = R, Dg = <O, +OO), Dh = <0, +OO)
dané predpisy

x, ¥ € Dy,
g(z) =2z, x€ D,,
h(z) = |z|, = € Dy.

Ktera jsou si vzajemné rovna?

Obraz a vzor zobrazeni

Zobrazeni tedy zobrazuje prvky ze svého defini¢niho oboru na jiné prvky ze svého oboru hodnot.
Casto byva vyhodné neuvazovat pouze o jednotlivych prvcich, ale rovnou o mnozindach prvk,
které jsou zobrazovany, pfipadné na které se zobrazuje. Proto zavadime nasledujici pojmy.

Definice 2.17: Necht jsou dany dvé mnoziny A a B a zobrazeni f : A — B.Je-li E C A, pak
mnozinu’

f(E):={f(zx)eBlzeE}
nazveme obrazem mnoziny F pfi zobrazeni f. Mnozinu f(A) nazveme oborem hodnot zob-
razeni f.Je-li G C B, potom mnoZinu

UG ={zeA|f(x)eG}

nazveme vzorem mnoziny G pfi zobrazeni f.

’Mnozina f(F) je tedy tvofena hodnotami zobrazeni f ve viech bodech mnoziny . Formalné Ize také psat f(F) =

{yeB|@EreE)(y=/@)}

12
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f:A—B

fioe fx)

Obrazek 2.4: Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Oborem hodnot zobrazeni f je mnozina f(A),
tj. obraz defini¢niho oboru A pfi zobrazeni f.

Symbol pro vzor mnoziny, f~(G), je nutno chapat jako nedélitelny. Netvrdime nic o exis-
tenci inverzniho zobrazeni (tj. f !, viz definici €. 2.26 niZe). Vsimnéte si, Ze obrazem jednoprvkové
mnoziny {z} pro néjaké x € Aje f({z}) = {f(x)} a tedy jednoprvkova mnozina.

Priklad 2.18: Koncept obrazu mnoziny pfi zobrazeni je ¢asto vyuzivany v programovacich ja-
zycich podporujicich funkcionalni paradigma. Naptiklad mnozinu'® vsech druhych mocnin vsech
pfirozenych ¢isel mezi 0 a 5 v Pythonu vytvoiime piikazem'’

[n ** 2 for n in range(6) |
Srovnejte tento zapis s matemati¢téj$im zapisem'
2
{n*|ne{0,1,2,3,4,5}}.

Tato mnozina pfedstavuje obraz mnoziny F = {0, 1,2, 3, 4,5} pfi zobrazeni definovanym ptedpi-
sem f(n) = n% n € D; := N. Jedna se tedy o mnozinu f(E). V jazyce Python tohoto faktu také
muzeme vyuZzit nasledovné:

map(lambda x: x ** 2, range(6))

Tento zapis muze byt piehlednéjsi, na rozdil od konstrukce listu pomoci for cyklu.

Injekce, surjekce a bijekce

Podle dodate¢nych vlastnosti zobrazeni vyclenujeme nasledujici tfi dalezité typy.

Definice 2.19 (Dulezité typy zobrazeni): Zobrazeni f : A — B je
« prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici 21, x2 € A, x1 # xo, plati f(x1) # f(x2).
« na (surjektivni), jestlize f(A) = B, to jest pro kazdé y € B existuje z € A spliujici
f(x) =y.

OTechnicky list.
1Qperator ** v Pythonu piedstavuje umocniovani.
2Podobnost obou zapistt samoziejmé neni ndhodn4, ale tviirci Pythonu se matematickou syntaxi inspirovali.

13
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« vzajemné jednoznac¢né (bijektivni), jestlize f je prosté a na.

Na obrazku ¢. 2.4 mizeme o prvnich dvou typech zobrazeni uvazovat také graficky takto: u
prostého zobrazeni nikdy ,nemifi dvé Sipky z riznych bodt mnoziny A do jednoho bodu v mno-
ziné B“, u zobrazeni na pak ,vede alespon jedna Sipka do kazdého bodu mnoziny B*“. Pomoci
kvantifikatort lze tyto podminky zapsat nasledovné:

fieproste < (Varz € A) (@1 £ 22) = (flw) # f(z2))).
f je na LN (Vy € B)(Fz € A)(f(x) =y).

Pii ovéfovani prostoty zobrazeni ¢astéji vyuzivame ekvivalentni formulaci'’:

f je prosté = (Vay, 29 € A)((f(xl) = f(z2)) = (z1 = x2)>
Priklad 2.20: Bud A libovolna mnozina. Zobrazeni id4 : A — A definované predpisem
idg(x) =2z, z€A,

nazyvame identické zobrazeni. Zobrazeni id4 je injektivni, surjektivni a tedy i bijektivni.

Priklad 2.21: Zobrazeni f : N — N definované piedpisem f(n) := n? pro kazdé n € N je prosté,
ale neni na. Skuteé¢né, spluji-li n,m € N rovnost f(n) = f(m), pak n> = m? a diky kladnosti i
n = m. Zobrazeni nemiiZze byt na, protoze napiiklad pro m = 3 neexistuje pfirozené ¢islon € N
spltiujici n? = 3.

Piiklad 2.22: Mé&me zobrazeni f : Z x Z — 7 X 7 definované piedpisem'* f(m,n) := (m —
n,m - n). Toto zobrazeni neni prosté, protoze napiiklad f(1,0) = (1,0) = f(0, —1). Pokusme se
ovéfit surjektivitu, tedy zda pro libovolnou dvojici (k, ) € Z x Z existuje dvojice (m,n) € Z X Z
spliujici f(m,n) = (k, (), tedy

m—-—n=%k a mn=>/,.

Vyjadfenim m z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostavame kvadratickou rovnici pro n,
2 —
n°+kn—{0=0.

Tato ma feSeni n. = %( —k+VEk2+ 46). Tento vyraz neni vzdy celé ¢islo. Konkrétné naptiklad
pokud zvolime (k,¢) = (0, —1) dostaneme ny = =+i. Dvojice (0, —1) tedy neleZi v oboru hodnot

zobrazeni f, ktery tak neni celd mnozina Z x Z a zobrazeni tedy neni na.

Z\zeni a skladani zobrazeni

Nyni se zaméfime na zpusoby jak lze ze zobrazeni vyrabét nova zobrazeni. UkaZzeme si nejprve
operace zuzeni a skladani.

Definice 2.23: Bud f : A — Ba M C A. Zobrazeni g : M — B definované predpisem g(x) :=
f(z) prokazdé x € M nazyvame ziizenim zobrazeni f na mnozinu M. Zapisujeme g = f| e

Priklad 2.24: Uvazme zobrazeni f : R — R definované pro kazdé = € R ptedpisem f(z) = z?

ajeho zizenig = f ‘R+. Grafy téchto funkci jsou znazornény na obrazku ¢. 2.5.
0
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2. ZAKLADNi POJMY ZOBRAZENT

Obrazek 2.5: Zde pro defini¢ni obory plati D; = Ra D, = (0, +00). Na praniku defini¢nich obort
se funk¢ni hodnoty rovnaji a zobrazeni g je proto zizenim zobrazeni f.

Nova zobrazeni mizeme také vytvaret pomoci operace skladani. Ovsem pouze pokud jsou zob-
razeni spravného typu.

Definice 2.25: Necht £ C Banecht f : A - Bag : EF — C jsou zobrazeni. Oznac¢ime-li
Doy = [7Y(FE) C A, pak definujeme slozené zobrazeni g o f : D,y — C ptedpisem

(9o f)(x) = g(f(x))
pro vsechna z € D..

O defini¢nim oboru sloZzeného zobrazeni pouze vime, ze D,y C A.V piipadé, ze f(A)NE = 0,
nastane situace Dy, = (). Nazorné je tato situace uvedena na obrazku €. 2.6. O zobrazeni g se ¢asto
mluvi jako o vnéjsim a o f jako o vnitinim zobrazeni sloZeného zobrazeni g o f.

Libovolna dvé zobrazni tedy nelze slozit. Musime zajistit, aby vnitini zobrazeni nevracelo hod-
noty mimo defini¢ni obor vnéjsiho zobrazeni. Tento pozadavek presné vystihuje definice ¢. 2.25,
pro nazornost mizeme vyraz pro D, rozepsat (zachovavame znaceni z definice ¢. 2.25):

Dyy=f"(E)={z€ Al f(z) € E=D,}.

Inverzni zobrazeni

Pfirozené se nabizi otazka, jestli mizeme ,zménit smér” zobrazeni f : A — B. Pfesnéji, jestli
zadanému prvku z oboru hodnot zobrazeni f miZeme jednoznacné prifadit néjaky prvek v defi-
ni¢nim oboru Dy = A. To lze zfejmé pouze v piipadé, ze kazdy prvek v oboru hodnot zobrazeni
f ma pravé jeden vzor, ¢ili kdyz zobrazeni je prosté. Je-li tedy f : A — B prosté zobrazeni, pak
kazdému prvku x z oboru hodnot f(A) lze pfifadit pravé jedno y z mnoziny A tak, ze © = f(y).
Takto ziskané zobrazeni nazyvame inverznim a znac¢ime f~!.

BVzpomerite na vétu obménénou.
1Pouzili jsme ptirozeny zkraceny zapis f(m,n) misto f ((m, n))
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2. ZAKLADNi POJMY REALNA FUNKCE REALNE PROMENNE

A B
g
9(E)
f
gof
Obrazek 2.6: SloZené zobrazeni.
/
A B

Obrazek 2.7: Prosté zobrazeni f : A — B ajeho inverze f~!: f(A) — A.

Definice 2.26: Je-li f : A — B prosté zobrazeni, pak inverzni zobrazeni f~! : f(A) — A
definujeme pro kazdé = € f(A) predpisem f~!(z) = y, kde y je takovy prvek A, ze z = f(y).

Z definice ihned plynou vztahy f~lof =idga fof~! =id £(A), pficemz f ~1je jediné zobrazeni,
které tuto dvojici podminek splnuje. K ilustraci tohoto pojmu také uvadime obrazek ¢. 2.7.

Piiklad 2.27: Uvazme zobrazeni f : N — Z definované piedpisem'

f(n)=(=1)" {gJ , neN.

Toto zobrazeni je prosté a na. Inverzni zobrazeni f ! : Z — N je dano pfedpisem

£ m) =

2m, m>1,
1—-2m, m <0,

pro libovolné celociselné m.

2.3 Realna funkce realné proménné

Matematicka analyza, kterou budeme v tomto kurzu studovat, spocdiva prevazné ve studiu real-
nych funkci realné proménné. Intuitivné je takové funkce jednoznacny vysledek néjakého procesu,
ktery lze mérit pomoci realnych ¢isel. Pritom vysledek procesu zavisi na ménicim se vstupu, jehoz
hodnotu lze opét popsat pomoci realnych cisel. Jedna se tedy o specialni pfipad zobrazeni.

1Pro realné x oznacuje |z | dolni celou éast ¢isla .



2. ZAKLADNi POJMY REALNA FUNKCE REALNE PROMENNE

funkce nerovnosti popisujici defini¢ni obor
% x#0

x r>0,keN

In(x) r >0

tg(x) v#5+rk ke’

cotg(x) xz#km kel

Tabulka 2.4: Ptirozené defini¢ni obory nékterych elementarnich funkeci.

Definice 2.28: Zobrazeni f : Dy — R, kde Dy C R, nazyvame realnou funkci realné pro-
ménné.
Poznamka 2.29: V celém kurzu BI-ZMA budeme termin realna funkce realné proménné povétsi-

nou zkracovat na termin funkece.

Realna funkce realné proménné je casto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci funkéniho predpisu
typu f(z) = V(xz), kde V(x) je n&jaky vyraz v proménné z. Napt. f(x) = x? + 1. Pfirozenym
defini¢nim oborem takto zadané funkce nazyvame mnozinu vsech realnych z, pro které ma vyraz
V() smysl jakozto realné ¢islo, a 1ze mu tedy jednoznacné piifadit realné ¢islo. Pokud je dan pouze
funkéni predpis bez dalsich detailti, automaticky mame na mysli funkci definovanou na pfislusném
prirozeném defini¢nim oboru. Pro pfipomenuti uvadime tabulku ¢. 2.4 s pfirozenymi defini¢nimi
obory nékolika znamych funkei.

Piiklad 2.30: Pod funkci f zadanou explicitné vzorcem f(x) = v/x + 1 si tedy predstavime funkci
f + Dy — R urcenou timto pfedpisem na prirozeném defini¢nim oboru, kterym je mnozina D
takovych z € R, ze v/ + 1 ma smysl a dava realné ¢islo. Zejmeé tedy Dy = (—1, +00).

Piiklad 2.31: Uvazme predpis f(z) = x—‘ﬁ Pfirozenym defini¢nim oborem f je mnoZzina

Dy =(0,1) U (1,400).

Podminky na ,,smyslupnost® daného vyrazu jsou totiz v tomto pripadé nenulovost jmenovatele a
nezapornost argumentu odmocniny.

Protoze jsou funkce zobrazenimi, pfenasime na né pojmy prosta, na a bijektivni. Také pfenasime
zazeni funkce, skladani funkci a inverzni funkce. Pfi vyse zavedeném znaceni defini¢nich obort a
obort hodnot tak dostavame znamé vztahy pro slozenou funkci g o f,

Doy = f_l(Dg)> Hgop = g(Hy N Dy),
a také pro inverzni funkci f~! k prosté funkci f,

D = Hy, H; = Dy,
flo f =idp,, fof™t=idy,.

Dale uvadime nékolik prikladtt demonstrujicich pravé zavedené pojmy.
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2. ZAKLADNi POJMY REALNA FUNKCE REALNE PROMENNE

Priklad 2.32: Urcime zda je nasledujici funkce prosta, na, pripadné bijektivni.

=4

Funkce f je prosta. Vskutku, piedpokladejme, Ze existuji x1 # xo takova, ze f(z1) = f(x2). Protoze
f(z) mé stejné znaménko jako x, tak musi mit z; stejné znaménko jako x5 a zjevné téz musi byt
obé nenulova. Pfedpokladejme, Ze jsou obé kladna. Potom 1/x; = 1/x5 je ekvivalentni x5 = x; a
dostavame spor s piedpokladem x; # x2. Analogicky postupujeme, pokud by byla obé zaporna.

Funkce f je také na. Pro y = 0 plati f(0) = 0 a pro y # 0 plati f(1/y) = vy, tedy ke kazdému
y € R najdeme bod x takovy, ze f(z) = y. Celkové je tedy f bijektivni.

Piiklad 2.33: Uvazme funkce f(z) = /7 a g(z) = \/|7| jejichz pirozenymi defini¢nimi obory
jsou Dy = (0,+00) a D, = R. Funkce f je ziiZenim funkce ¢ na mnozinu (0, +00). Plati tedy
f = g (07_’_00)'

Funkce f je prosta a pfisluné inverzni funkce f~' ma defini¢ni obor D;-1 = (0, +o0) a pro
kazdé x > 0 plati f~!(z) = 2% Funkce g prosta neni, protoZe napt. g(—1) = g(1) = 1.

Priklad 2.34: Uvazujme funkce f(z) = 2% a g(x) = +/z. Pfirozenymi defini¢nimi obory jsou
Dy =RaD, = (0,+00).

Slozena funkce g o f mé defini¢ni obor Dyor = f~1((0, +o0)) = R a pro kazdé = € D, plati
(go f)(z) = g(f(x)) = Va? = |z|. Slozena funkce f o g méa definiéni obor Dj,, = g (R) =
(0,+00) a pro kazdé € Dy, plati (f o g)(z) = f(g(z)) = (Vx)* = x. Je tedy ziejmé, ze
fog# go f.Pokud ale zdzime f na (0, +00), dostaneme uz prostou funkci, ke které je funkce g

inverzni. Tj. (f‘<0’+oo))71 =gq.

Typy monotonie funkce
Vyjma vyse uvedenych typt funkei (prosta, na, bijektivni) rozeznavame rostouci a klesajici funkce.

Definice 2.35: Funkci f definovanou na mnoziné M nazyvame

« rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x,, zo € M splijici x; < x9 plati f(x;) <

f(z2),

« klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé =1, xo € M splaujici 1 < xs plati f(x;) >

f(za),

« ostie rostouci na mnoziné )M, pravé kdyz pro kazdé x;, x5 € M spliujici 7 < x, plati

flan) < fla2),

« ostie klesajici na mnoziné ), pravé kdyz pro kazdé zy, 2o € M spliujici z; < x5 plati

f(x1) > f(x2).

Pokud néktery z vyse zminénych pojmi pouzijeme bez reference na mnozinu M, pak za M

bereme cely defini¢ni obor uvazované funkce. Napiiklad f(z) = 2% = € D; = R, je funkce
rostouci na (0, +00), ale nejedna se o rostouci funkci. Funkce g(z) = —2®, © € D; = R, je ostte
klesajici.

Neni tézké si rozmyslet, Ze kazda ostte rostouci (nebo ostfe klesajici) funkce je prosta. Opak ale
neplati, ne kazda prosta funkce je ostre klesajici (nebo ostfe rostouci). Skute¢né, podivejte se na
funkci z prikladu ¢. 2.32.
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2. ZAKLADNi POJMY REALNA FUNKCE REALNE PROMENNE

Casto chceme souhrnné mluvit o (ostfe) rostoucich nebo klesajicich funkcich. Proto zavadime
nasledujici dva pojmy.

Definice 2.36: Funkci, ktera je rostouci nebo klesajici nazyvame monotonni. Funkci, ktera je
ostfe rostouci nebo ostie klesajici nazyvame ryze monotonni.

Graf funkce

Funkci si ¢asto mizeme také predstavit, respektive nakreslit, pomoci jejiho grafu. K tomu nejdriv
potfebujeme matematicky vyjadrit pojem roviny.

Definice 2.37: Jsou-li z a y prvky (néjakych mnozin), zavedeme symbol (x, y) pro jejich uspofa-
danou dvojici. Jsou-li (z,y) a (u,v) dvé usporddané dvojice, pak definujeme rovnost mezi uspo-
fadanymi dvojicemi nasledovné,

(,y) = (u,v) & r=way=u.

Podobné definujeme usporadanou n-tici (x1, za, . .., x,).

Vsimnéte si, ze {x,y} je mnozina shodna s {y, z}, kdeZto uspotadané dvojice (z,y) a (y, z)
nejsou stejné (obecné). Presto 1ze usporadanou dvojici zavést pouze pomoci mnozinovych pojmu,
napf. dvojici (z, y) lze ztotoznit s mnozinou {z, {z,y}}.

Definice 2.38: Necht A a B jsou mnoziny. Symbolem A x B oznacujeme mnozinu vSech uspora-
danych dvojic tvaru (x,y), kde x € A ay € B. Tedy symbolicky

Ax B := {(x,y)!xeAayeB}.

Mnozina A x B se nazyva kartézsky soué¢in mnozin A a B.

Kartézsky soucin byl pojmenovan na pocest René Descarta (latinsky Renatus Cartesius, fran-
couzsky matematik, 1596 — 1650). Operace X mezi mnozinami je nekomutativni, tedy mnozina
A X B je obecné ruzna od B x A.

Piiklad 2.39: Uvazme A = {1,2,3} a B = {a, b}. Potom

Ax B={(1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)},
Bx A={(a,1), (a,2), (a,3), (b, 1), (b,2), (b,3)}.

V kartézském soucinu A X B jsou tedy vSechny mozné uspofadané dvojice (a,b), kde a € A,
b € B. Nyni jiz mizeme definovat graf funkce f.

Definice 2.40: Grafem funkce f nazyvame mnozinu
graf f .= {(z, f(z)) |z € D;} CR xR

Body kartézského souc¢inu R x R se obvykle znazornuji jako body roviny vybavené tzv. kar-
tézskym souradnym systémem, coz je dvojice vzajemné kolmych smérovych pfimek nazyvanych
soufadné osy, které se protinaji v bodé zvaném pocatek soustavy souradné. Usporadané dvojici
(z,y) € R x R potom ptislusi bod v roviné, ktery je od pocatku ve sméru prvni z os (nazyvané
osa x) vzdalen x jednotek délky a ve sméru druhé z os (osa y) y jednotek délky. Graf funkce je tedy
podmnozina kartézského soucinu R x R, ktery mizeme pfirozené interpretovat jako rovinu.

Na obrazku 2.8 jsou pro ilustraci vykreslené grafy nékolika vybranych funkei.
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d)y =z(1 — 2?)

Obrazek 2.8: Grafy vybranych funkeci. Funkce na obrazcich a) a b) nejsou ani prosté ani na. Funkce
na obrazku c) je prosta i na. Funkce na obrazku d) je pouze na.
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3 Realné posloupnosti

3.1 Definice realné posloupnosti

Pomoci pojmu posloupnosti mizeme formalizovat procesy probihajici v diskrétnich krocich. Na-
priklad posloupnost méfeni pramérné denni teploty v jistém misté, nebo posloupnost aproximaci
feSenti jisté ulohy (timto zptisobem funguje cela fada numerickych algoritmu, jen ¢leny téchto po-
sloupnosti nejsou pouha ¢isla, ale naptiklad matice nebo vektory; k pochopeni konceptu limity
nam pro zacatek hristé realnych ¢isel bude zcela stacit).

V této kapitole také poprvé narazime na pojem limity v jeho nejjednodussi formé (limita po-
sloupnosti). BEhem semestru se s limitami jesté nékolikrat setkdme, budeme studovat

o limity funkci,

¢iselné fady (jejichz soucet je limitou jisté posloupnosti),
o derivace funkeci (které jsou limitami jistych funkeci),
« Riemannuv integral funkce (jehoz konstrukce také vyuziva pojem limity).

Z téchto odkazt na dalsi casti prednasky je patrné, Ze pochopeni limity posloupnosti je pro dalsi
vyklad stézejni.

V této kapitole si postupné ukazeme, jak pojem posloupnosti definovat, jaké vyznamné vlast-
nosti posloupnosti nas budou zajimat a jak definovat velediilezity koncept limity posloupnosti.

Definice 3.1 (Posloupnost / sequence): Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame realna
posloupnost.

Dale budeme pouzivat nasledujici standardni znaceni. Je-lia : N — R posloupnost, pak funkéni
hodnotu a v bodé n € N, tj. realné ¢islo a(n), oznatujeme pomoci dolniho indexu'® symbolem a,, a
nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti a. Skutecnost, Ze a : N — R je posloupnost, zapisujeme

také zkracené symbolem (a,,)2 ;.

Otazka 5: Vyzyvame Ctenafe, aby vlastnimi slovy zformuloval, jaky je rozdil mezi symbolem a,, a
(an)22 ;. Srovnejte s podobnou symbolikou u funkci, tedy rozdilem mezi f(z) a f v pfipadé funkce
f D f— R.

Bez velkych obtizi bychom misto indexové mnoziny N mohli pfipustit libovolnou nekonecnou
zdola omezenou podmnozinu J mnoziny Z. V tom ptipadé bychom tento zdmeér zdaraznili zapisem
(@n)nes. Takovouto mnozinu J 1ze vzdy ocislovat pFirozenymi ¢isly podle jejich velikosti.

16Z4vislost na diskrétnich parametrech (napft. celoéiselnych) ¢asto vyjadiujeme pravé pomoci dolnich indext. Jako
napiiklad u posloupnosti: a,,. Naopak zavislost na spojitych parametrech pak vétsinou pomoci zavorek, tj. naptiklad
u realnych funkei redlné proménné piseme f(z).
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Obréazek 3.1: Piiklad posloupnosti (a,,)2 ;, kde a,, = (—1)", n € N.

n=1»

Na strankach tohoto textu si vysta¢ime s posloupnostmi indexovanymi pfirozenymi ¢isly, tj.
(@)%, a posloupnostmi indexovanymi piirozenymi ¢isly véetné nuly, tj. (a,,)02 . Zdiraznéme,
ze nase Ciselné posloupnosti jsou vzdy nekonecné. Nékdy zavadény pojem , koneéné posloupnosti®

je pro nas prosté jista usporadana n-tice (s pevné danym n).

Piiklad 3.2: Uvazme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)" pro kazdé
n € N.
Napriklad tedy plati rovnosti a3 = —1, ay = 1, ¢i agyy = —1. Tuto posloupnost jsme mohli
zadat i ekvivalentnim zptisobem:
a= ((—1)”)n:1.

Oborem hodnot posloupnosti a je mnozZina obsahujici pouze dva prvky, {—1,1}. Jinak fe¢eno,
¢leny této posloupnosti nabyvaji pouze dvou hodnot, bud 1 nebo —1. Posloupnost (a,)5° ; ma ale
nekone¢né mnoho ¢lent. Posloupnost (a,, )5, je graficky zndzornéna na obrazku ¢. 3.1.

3.2 Vlastnosti posloupnosti

Podobné jako u funkeci (viz definice ¢. 2.35 a 2.36), zavadime nékolik typt posloupnosti podle vlast-
nosti jejich sousednich ¢lent’.

Definice 3.3: Posloupnost (a,,)2 ; je rostouci (resp. klesajici) pokud a,, < a,, 11 (resp. a, > an11)
pro kazdé n € N. Posloupnost (a,)5% , je ostie rostouci (resp. ostie klesajici) pokud a,, < a,1
(resp. a,, > a,+1) pro kazdé n € N. Posloupnost (a,,)$° ; nazyvame monotonni jestliZe je rostouci
nebo klesajici. Posloupnost (a,,)$° | nazyvame ryze monotonni jestlize je ostfe rostouci nebo ostte

klesajici.

Riazni autofi pouzivaji dale termin ,neklesajici“ misto naseho ,rostouci (a podobné ,neros-
touci“ v pripadé ,klesajici“). V tomto textu a v celém predmétu BI-ZMA se budeme dtrazné drzet
nazvoslovi zavedeného v definici ¢. 3.3.

Dale se nam pii diskuzi o posloupnostech muze hodit pojem konstantni posloupnosti. Patrné
je jasné co si pod nim predstavit, ale pro uplnost si ho formalné zavedeme.

Definice 3.4: Posloupnost (a,)5

spliujici a,, = ¢ pro kazdé n € N.

nazyvame konstantni, pravé kdyz existuje konstanta ¢ € R

Piiklad 3.5: Posloupnost (sin(5)):o:1 je konstantni, kazdy jeji ¢len je roven ¢islu sin(5). Naproti
tomu posloupnost ()% ; neni konstantni, jeji prvni ¢len je roven &islu 1 a druhy éislu 2, tieti ¢len
je roven cislu 3, atd.

7Pozor, u funkci o ,,sousednich® ¢lenech nema smysl mluvit.
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Obrazek 3.2: Tii priklady posloupnosti.

Priklad 3.6: Rozmysleme si nasledujici jednoduché tvrzeni: posloupnost je konstantni, praveé kdyz
je soucasné rostouci i klesajici.

Tvrzeni ma formu ekvivalence. K jeho ditkazu proto dokazeme obé implikace.

Dukaz =-: Predpokladejme, ze mame konstantni posloupnost a,, = ¢, n € N, kde c je realna
konstanta. Potom jisté plati a,,,1 = ¢ > ¢ = a,, pro kazdé n € N. Posloupnost (a,,)5°; je proto dle
definice ¢. 3.3 rostouci. Stejny argument ukazuje, Ze se jedna i o klesajici posloupnost.

Duikaz <: Naopak nyni predpokladejme, Ze mame posloupnost (a,, )22 ,, ktera je rostouci i kle-
sajici zaroven. Dle definice ¢. 3.3 tedy plati nerovnosti a,, > a,+1 > a, pro kazdé n € N. To
je mozné pouze v pripadé, ze plati a,, = a,1 pro kazdé n € N. Jinak feceno, a,, = a; pro kazdé
n € Naposloupnost (a, ), je tedy konstantni. Cislo a; hraji roli konstanty ¢ v definici konstantni
posloupnosti.

Otazka 6: Rozmyslete si, které posloupnosti z obrazku 3.2 jsou rostouci, klesajici, ostfe rostouci,
ostte klesajici, ¢i monotonni.

Pokud mame rozhodnout jakého (a jestli viibec) typu zadana posloupnost je, musime ové-
fit/vyvratit podminky uvedené v definici ¢. 3.3. To samo o sobé muze byt komplikovana uloha
zavisejici na zadané posloupnosti. Ukazme si to na jednoduchych prikladech.

Priklad 3.7: Uvazme posloupnost a,, = (n + 1) —n% n € N.
V prvnim pfipadé je vhodné vyraz nejprve lehce upravit,

an=n*+2n+1-n>=2n+1, neN.
Tato posloupnost je dokonce ostfe rostouci, protoze
1 =2n+1)+1=2n+1+2>2n+1=a,, neN

Priklad 3.8: Uvazme nasledujici posloupnost: pro zadané n € N necht b,, oznacuje nejvétsi faktor
v prvociselném rozkladu ¢isla n.
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Rozmysleme si nejprve definici posloupnosti (b,,)°; prozkouméanim prvnich nékolika ¢lent:

121:>b1:1,
2:2:>b2:2,
3=3=b3=3,

4=2.2=b,=2.

Vidime, Ze by < b, ale by > by. Proto nemuze platit ani jedna z podminek v definici ¢. 3.3. Uvedena
posloupnost proto neni (ostfe) rostouci ani (ostfe) klesajici.

2

Priklad 3.9: Uvazme posloupnost ¢, = n* —n,n € N.

Prvnich nékolik ¢lent m4i hodnotu
C1 = 0, Co = 2, C3 = 6, Cy = 12.

,Zda se”, ze posloupnost bude ostfe rostouci. To ale nemiizeme tvrdit na zadkladé porovnani jejich
prvnich ¢tyt clent! Srovnejte to se situaci v pfedchozim prikladé, kde jsme rist/klesani vyvraceli.
Nyni ho chceme prokazat, musime proto ovéfit platnost nerovnosti a,, < a,+1 pro vsechnan € N.
Tato nerovnost je v nasem konkrétnim pripadé ekvivalentni nerovnosti

n—n<m+1)?>—(n+1), neN.
Po jednoduchych ekvivalentnich upravach ziskavame nerovnost
0<2n, neN,

ktera je ocividné pravdiva (dvojnasobek libovolného ptirozeného ¢isla je jisté kladny). Posloupnost
(€n)$2, je proto ostie rostouci.

Otazka 7: Méjme rostouci posloupnosti (a,)32; a (b,)22 ;. Ktera z nasledujicich posloupnosti je
rostouci?

(an + 3b,)22,
. (1000a,, — by)®

n=1
(@ by
o0
an
()

Aritmeticka a geometricka posloupnost

S

o

o

Ctenéfi jsou jisté dobfe zndmy nésledujici dva specialni ptiklady posloupnosti.

Priklad 3.10: Aritmeticka posloupnost je definovana rekurentnim vztahem a,,.; = a,,+d, kde
parametr d € R se nazyva diference.

Aby tento rekurentni vztah jednoznac¢né zadaval posloupnost je nutné zafixovat prvni ¢len a;.
Je-li dan prvni ¢len a; pak oc¢ividné'® plati

ap=a1+(n—1)d, n=1,23,...

Aritmeticka posloupnost je ostfe rostouci pokud d > 0, ostte klesajici pokud d < 0 a konstantni
pokud d = 0.

18],ze snadno dokazat pomoci matematické indukce.
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Priklad 3.11: Geometricka posloupnost je dana rekurentnim vztahem
Apni1 =0n-q, n=123,...

kde parametr ¢ # 0, 1 se nazyva kvocient. Je-li din prvni ¢len a4, pak je a, = a; - ¢" . Snadno
nahlédneme, Ze geometricka posloupnost je ostfe rostouci pokud a; > 0, ¢ > 1 nebo a; < 0,
0 < g < 1 a ostre klesajici pokud a; > 0,0 < ¢ < 1 neboa; < 0,q > 1.

Na tomto misté ctenafi pfipomeneme vzorce pro soucty prvnich nékolika clent téchto posloup-
nosti. Pro aritmetickou posloupnost ay, = a; +d - (k — 1), k € N, plati

- a1 +a

1
E ap = “.n, neN.
k=1

2

Pro geometrickou posloupnost a; = a; - ¢* 1, k € N, plati

n 1 — "
Zak:al q, n € N.
k=1

I—g¢q

3.3 Limita ¢iselné posloupnosti

V této podkapitole nejprve zavedeme pojem limity posloupnosti a pak prozkoumame jeho zakladni
vlastnosti. Hlavni myslenkou je vyjadfeni intuitivniho pozadavku, aby se ,,¢leny posloupnosti a,,
blizily libovolné blizko k jistému ¢islu .. Pro¢ by nas takovato otazka méla zajimat? V praxi je
Casto potieba zjistit, jestli proces, ktery ¢leny dané posloupnosti popisuji, nékam spéje (napf. jestli
posloupnost jistych aproximaci konverguje k hledanému feseni jistého problému). Viz naptiklad
definici souctu ciselné rady.

Poznamenejme, Ze limita neni jedinym nastrojem pro zkoumani chovani ¢lentt posloupnosti
pro velké indexy n. V dalsi ¢asti tohoto textu se budeme bavit o hromadnych bodech a Landau-
ové asymptotické notaci (podkapitola ¢. 10.3), pomoci které budeme moci také vyjadrovat chovani
posloupnosti v oo (napfiklad i v situacich, kdy dané posloupnost limitu nema).

Pristupme nyni k definici limity ¢iselné posloupnosti.

Definice 3.12 (Limita posloupnosti / limit of a sequence): Realna posloupnost (a,,)5° ; ma limitu

a € R, pravé kdyz pro kazdé okoli H, bodu « Ize nalézt ny € N takové, ze pro véechnan € N
vétsi nez ng plati a,, € H,. V symbolech

(VH,) (3no € N)(V¥n € N)(n > ng = a, € H,). (3.1)
Tuto skute¢nost miizeme zapsat nékolika moznymi ekvivalentnimi zpisoby:

lim a, = « nebo lima, =« nebo a, — .
n—oo

Slovné mtzeme definici 3.12 preformulovat i takto: o € R je limitou posloupnosti (a,)3;,

praveé kdyz v kazdém okoli H, bodu « lezi vSechny ¢leny posloupnosti s dostatecné velkym in-
dexem, tj. vSechny az na konec¢ny pocet vyjimek. Na druhou stranu, k tomu aby lima, = « ale
nestaci, aby v kazdém okoli bodu « lezelo nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti. Uvazte napriklad
posloupnost

1

n, n jesudé,
an = TR (3.2)
—, njeliché.
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Obrazek 3.3: Grafické znazornéni posloupnosti definovené v rovnici €. (3.2).

V kazdém okoli bodu 0 lezi nekone¢né mnoho jejich ¢lend, ale tato posloupnost nemaze mit limitu,
protoze mimo toto okoli lezi taktéZ nekonecné mnoho jejich ¢lent. Prvnich nékolik ¢lend této po-
sloupnosti je znazornéno na obrazku ¢. 3.3. Mimochodem, o ¢lenech posloupnosti (a,,)5° ; z rovnice
(3.2) bychom také mohli fici, zZe se jeji cleny priblizi libovolné blizko 0, pfesto 0 oc¢ividné limitou
této posloupnosti neni (tato posloupnost ve skute¢nosti nema limitu).

Pokud bychom v definici limity zaménili ,no € N* za ,ny € R", pak se jeji smysl nezméni.
Vyznam zlstane také zachovan pripustime-li ,n > ny" misto ,n > ny“. Index ny totiz vyjadiuje
pouze to, Ze inkluze a,, € H, plati pro vSechna dostatecné velka n.

Pokud uvazujeme o € R, mizeme definici pfeformulovat a zbavit ji reference na pojem okoli.
Kazdé okoli H, je v tomto pfipadé tvaru (o — £, a+ ¢) pro néjaké kladné . Déle inkluze a,, € H,
plati, pravé kdyz |a,, — a| < €. Dostavame tedy ekvivalentni formulaci definice,

lima,=a€eR &

n—o0

& (Vs eER, &> O)(Elno EN)(VnGN)(n >ng = |a, — <8).
Podobnou uvahou pro pfipad o = +o00 obdrzime nasledujici tvrzeni

lim a, = +0 < (Vc E]R)(Elno € N)(‘v’n € N)(n >ng = a, > c).
n— o0
Rozmyslete si podminku pro o = —o0.

Nyni se budeme zabyvat zakladnimi vlastnostmi zavedeného pojmu a nékolika jednoduchymi
priklady. Nasledujici véta odhaluje veledtlezitou vlastnost pojmu limity. Posloupnost bud limitu
nema, nebo ji ma a jeji hodnota je pak dana jednoznac¢né. Jinak feceno, zadna posloupnost nemuze
mit dveé rizné limity. Pokud tedy dva lidé pocitaji jeden pfiklad a vyjde jim rozdilny vysledek, pak
alespon jeden z nich musel nékde ve vypoctu udélat chybu.

Véta 3.13 (O jednoznacnosti limity): Kazda ¢iselna posloupnost mé nejvyse jednu limitu.
Ditkaz sporem. Predpokladejme, Ze (a,,)°>, ma dvé razné limity o, 3 € R, a # S3. Potom existuji

dvé disjunktni okoli H,, a Hpg, tj. H, N Hz = (. Z definice limity ov§em mame k dispozici ny € N
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1/n

?

E:\.?o

R T S S (NN N SN, SR )
0‘12L3456789n

)

Obrazek 3.4: Grafické znazornéni posloupnosti a,, = 1/n a volby ng pro jedno konkrétni ¢ v definici
limity.

amgy € N takova, Ze pro vsechna n > ny je a,, € H, a pro vSechna n > my je a,, € Hg. Tudiz pro
libovolné n > max{ng, mo} plati,
a, € H, N Hg =10

COZ je Spofr. L

Pouziti definice na jednoduchych prikladech

Pfi poditani limit vétsinou (pfimo) nepouzivame definici, ale vypocet zakladame na znalosti jed-
noduchych, elementarnich, limit. V nasledujicich tfech ptikladech si ukazeme jak definici pouzit
pravé na téchto jednoduchych posloupnostech. Dalsimi dulezitymi priklady posloupnosti se bu-
deme vénovat v sekci ¢. 3.9.

Priklad 3.14: Limita konstantni posloupnosti a,, = a, n € N, je rovna a.
Bud ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li jakékoliv ny € N, tieba ny := 42, potom pro n > ng trivialné
plati
la, —al =0 <e.

Priklad 3.15: Limita posloupnosti a,, = n? je rovna +oo.
Bud K > 0 libovolné. Zvolime-li ptirozené ny > Vv K, pak pro kazdé n > ng platin > ng >
VK atudiz a, =n?> > K.

1
Priklad 3.16: Dokazte tvrzeni lim — = 0.

n—oo M

Bud ¢ > 0 libovolné. Pozadavek
1

1
la, — 0] = =—<e
nl n

je ekvivalentni podmince n > % Staci tedy k danému ¢ volit libovolné ny € N splnujici ng > %
Pro ilustraci vizte obrazek 3.4. VSimnéte si, Ze ¢im mensi okoli zvolime (¢im mensi je €) tim veétsi
musime ng zvolit, aby vSechny ¢leny za nim padly do zadaného okoli.

Poznamka 3.17: Z predchozich tfi prikladd by mélo byt patrné, zZe plati

400 a >0,
lim n* =<1 a =0,
n—oo

0, a < 0.

Toto tvrzeni je snadné'’ ovéfit na zakladé definice stejné jako v predchozich piikladech.

YOvsem obecnou mocninu jsme jesté nezavedli. V tento okamZik je toto tvrzeni pravdivé pouze pro a € Z.
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Konvergence a divergence posloupnosti

Z pohledu existence limity rozliSujeme nasledujici dva dualezité typy posloupnosti.

Definice 3.18: Bud (a,)22, posloupnost. Pokud pro jeji limitu plati lim a, € R, pak se nazyva
n—o0

konvergentni. V ostatnich pfipadech ji nazyvame divergentni.

O konvergentni posloupnosti nékdy takeé ze zjevnych duvodu fikame, ze ,,ma konec¢nou limitu®.

Na zakladé vysledkt prikladd z predchozi sekce ¢. 3.3 muzeme tvrdit nasledujici: posloupnost
(%)Zozl je konvergentni, libovolna konstantni posloupnost je konvergentni, posloupnost (n)

je divergentni.
Shrime si nejpodstatnéjsi vysledek predchozich odstavci. Nejelementarnéjsim zptisobem vy-
poctu limity posloupnosti (a,,)° ; je Gspésné provedeni nasledujicich dvou kroku.

9]
n=1

1. Uhodnéme kandidata na limitu, ozna¢me si ho o € R,

2. Pomoci definice dokazme, Zze lim a, = o.
n—oo

V dalsi ¢asti tohoto textu si ukazeme sofistikovanéjsi nastroje pro vypocet limit. Velmi casto je
nam hodnota limity (pokud vibec existuje) neznama. Typicky je jeji pfipadna hodnota pravé to,
co hledame. Vyvstava proto pfirozena otazka: 1ze rozhodnout o konvergenci posloupnosti (a, )5,
pouze na zéakladé znalosti jejich ¢lent, bez toho abychom museli operovat s hodnotou limity? Na
tuto otazku zanedlouho kladné odpovime.

Casto je vyhodné k odvozeni limity jedné posloupnosti pouZit jeji srovnani s jinou, jednodussi,
posloupnosti se znamou limitou. V nasledujicich kapitolach si ukazeme jesté nékolik takovych vét.

Véta 3.19: Méjme dvé posloupnosti (a,,)22,, (b,)5%; a necht existuje ny € N takovy, Ze pro

vsechna n vétsi nez ng plati nerovnost a,, > b,,. Pokud lim,,_, b, = 400, potom také lim,, ., a,, =
+00.

Dukaz je jen dvojitym pouzitim definice.

Ditkaz. Vezmémé okoli H, ., = (¢, +00). Protoze lim,,_,, b, = 400, mame pro toto ¢ k dispozici
jisté mg takové, Ze pro vsechna n vétsi nez my je b,, > c. Vezmeme-li proto nyni libovolné n vétsi
nez Ny := max{ng, mo}, pak a, > b, > c. Tudiz lim,,_,, a,, = +0o0. O

Priklad 3.20: Uvazme naptiklad posloupnost
a, =2+ (-1)")n, n=1,23,...

Na vypocet limity této posloupnosti nelze pouzit vétu o limité soucinu, protoze ¢len v zavorce nema
limitu. Vzhledem ke kladnosti a omezenosti této zavorky ale ocekavame, ze limitou posloupnosti
(an,)5°, bude +o0. Kazdy ¢len této posloupnosti ale mizeme odhadnout zespoda takto:

an =2+ (-1)")n>2-1)n=n, neN.

O posloupnosti (n)%° | vime, Ze jeji limitou je +o00. Odtud pak podle pfedchazejici véty ihned plyne
lim,, o @, = +00.
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n: 1 2 3 4 b} 7 8 9 10

6
Ay, - aq as Qg ay as a1o
kn: 2 5 6 9
a9 as Qg Qg

Obrazek 3.5: Vybirani podposloupnosti z posloupnosti (a,)32 ;.

3.4 Vybrané posloupnosti

V ptedeslé podkapitole jsme si ukazali, jak pomoci definice ovéfit, Ze jisté o € R je limitou zadané
posloupnosti (a,,)22 ;. Ne vSechny posloupnosti vsak limitu maji. Pokud mame podezieni, Ze limita
zadané posloupnosti neexistuje, miizeme se pokusit jeji existenci vyvratit. Jednim ze zptisobu jak
vyvratit existenci limity je ,vybrat“ ze zadané posloupnosti dvé ,,podposloupnosti® majici vza-
jemné rtznou limitu. Pfesnéji tento postup rozebereme v této podkapitolce. Nejprve definujme
potfebné pojmy, na které jsme v tomto odstavci narazili.

Definice 3.21: Necht (a,)22, je libovolna posloupnost a (k,)>° ; je ostfe rostouci posloupnost
ptirozenych &isel. Pak posloupnost (ay, )22 ; nazyvame posloupnosti vybranou z posloupnosti

(a,)5%;. Posloupnost (ay, )$°; nazyvame také podposloupnosti posloupnosti (a,, )22 ;.

Poznamka 3.22: Ve vyrazu ay, se vyskytuje dvojity dolni index. V podstaté jde o zapis slozeného
zobrazeni. Pfesné feceno se jedna o k,-ty ¢len posloupnosti (a,,)> ;. Pomoci n nejprve uréime k,,
a potom ay,, .

Je-li napriklad a,, = 2n,n € Nak,, = 3n,n € N, pak plati a, = 6n pro kazdé n € N.

Pokud si vzpomeneme na definici posloupnosti (definice ¢. 3.1), pak si uvédomime, Ze se v této
poznamce vlastné bavime o skladani dvou zobrazeni.

Piiklad 3.23: Posloupnost (1)°°, je vybrana z ((—1)”);:0:1. Skute¢né, staci vzit sudé ¢leny, tedy
kn=2npron=1,2,...

Posloupnost (1)9° ; neni vybrana z posloupnosti (1)32 ; i pfesto, ze se ¢len s hodnotou 1 v po-
sloupnosti (n)22 ; vyskytuje (pravé jednou).

Na prvni setkani miize byt predesla definice ¢. 3.21 nejasna. Cleny posloupnosti (k)% , pouze
udévaji indexy ¢lent vybiranych z (a,,)° ;. Pozadavek aby (k,)S% ; byla ostie rostouci znamena, ze
pfi vybéru ¢lend se nesmim vracet k predchozim ¢lentim ani nemohu vybrat stejny ¢len dvakrat.
Pro nazornost uvadime obrazek ¢. 3.5.

Piiklad 3.24: Uvazme posloupnost a,, = (—1)"n, n = 1,2,3,.... Prvnich par ¢lentu tedy je
—1,2,-3,4, ... Posloupnost (2n)° , je vybrana z (a,)5 .

Ano, staci volit ostfe rostouci k,, = 2n a pak ax, = 2n pro kazdé n € N. Posloupnost (2) neni
vybrana z (a,)° ;. Sice plati, ze kdyZ polozime k, = 2, pak a;, = 2 pro kazdé n € N, ale (k)

n=1
neni ostfe rostouci (je konstantni s hodnotou 2).

Ihned vyvstava otazka: jak spolu souvisi limita posloupnosti a limita jeji podposloupnosti?
Pfimo z definice limity posloupnosti nahlédneme platnost nasledujici véty.
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Véta 3.25 (O limité vybrané posloupnosti): Necht posloupnost (a,,)*; ma limitu rovnou o € R.
Pak kazda posloupnost vybrana z posloupnosti (a,, )52 ; ma také limitu «.

Diikaz. Pro (a,)?2, plati formule (3.1). Bud (k)2 libovolna ostfe rostouci posloupnost pfiroze-
nych ¢isel a b = (ag, )22, posloupnost vybrana z (a,)° . Bud H, okoli «, limity posloupnosti
(an)5° . Potom existuje ny € N takové, ze pro n > ng je a,, € H,. Dle piedpokladt o posloup-
nosti (k,)5° , ale existuje ale i my takové, ze k,,,, > no. Je-li tedy m > my pak nutné a;, € H,.
Posloupnost (ay, )°°; ma tedy také limitu . O

1
Priklad 3.26: Plati lim ———— = 0.
n—oo 4n! 4+ n?
1 L) b 1 1) ! lim
P t( > je totiz ; t(—) gite!) ajiz vime, ze lim — =
osloupnost | 777z | jetotizvybranaposloupnostz ;) (ovéfte!) ajiz vime, Ze Jim —
Vsimnéte si, jak je tento argument (vyuzivajici znalosti limity posloupnosti (1/n)22 ;) jednodu-
chy! Neni potfeba pfimo ovéfovat podminku v definici limity posloupnosti (pro ¢ hledat ng s po-
Zzadovanymi vlastnostmi).

Véta ¢. 3.25 nam dava jednoduché a uzitecné kritérium pro neexistenci limity posloupnosti. Pro
zdiiraznéni si ho zformulujeme jako nasledujici dtsledek.
Dusledek 3.27: Lze-li z posloupnosti (a, )5 ; vybrat dvé podposloupnosti s riznymilimitami, pak

limita pavodni posloupnosti (a,)5° ; neexistuje.

Ditkaz. Dukaz dusledku provedeme sporem. Kdyby posloupnost (a,)52, méla limitu a $lo z ni
vybrat dvé podposloupnosti s riznymi limitami, pak se ihned dostavame do sporu s vétou o limité
vybrané podposloupnosti (véta ¢. 3.25). O

oo

Priklad 3.28: Limita posloupnosti ((—1)”)n | neexistuje. Vybereme podposloupnosti se sudymi
a lichymi indexy. Tj. polozime k,, := 2n a ¢, := 2n — 1 pron = 1,2, ... Potom obé takto zkon-
struované vybrané podposloupnosti jsou konstantni s riznymi limitami:

akn:1—>1, agn:—1—>—1.

3.5 Algebraické operace na roz$irené realné ose

V piedchozi kapitole jsme v definici ¢. 2.8 zavedli rozsifenou realnou osu, R = R U {+00, —o0}.
Nyni mezi prvky mnoziny R rozsifime binarni operace s¢itani a nasobeni.
Nejprve ale ptipomenime jak piirozenym zptisobem na R rozsitujeme relaci usporadani. Kon-
krétné klademe
—o0o < a prokazdé a € RU {400},
a < +4oo prokazdéa € RU{—o0}.

Na této definici asi neni nic pfekvapivého, bereme ji jako samoziejmou.
Nyni se vénujme algebraickym operacim. Zde je situace jen mirné komplikovanéjsi.

Definice 3.29: Nechf a € R. V zavislosti na jeho hodnoté definujeme

«a>—00ta+ (+00) = (+00) + a = +oo,
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)

e a>0:a-(4+00) = (+00)-a=+o0,

ca<0:a-(+00)=(+00) a=—o0,

ca>0:a-(—00)=(—00)-a=—00,

ca<0:a-(—00)=(—00)- a=+o0.

=m0

Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (—b), podil § = a - %, pouze v prfipadé, Ze vyraz na
pravé strané je definovan. Klademe —(400) = —00, —(—00) = +00, | + 00| = | — 00| = +o0 a

V/+00 = +o00 pro libovolné k € N.
Nedefinovany tedy zustavaji vyrazy

+00 — (+00), —00— (=), —o00+ (+0), +oo+ (—0)

+o00 a

0 (£o00), T’ 0 proa € R.

Oproti tomu napfiklad vyraz, kde se vyskytuji dvé nekonecna, +00 — (—o0) je dobfe definovany
a jeho hodnota je dle vyse uvedené definice rovna +oo.

Priklad 3.30: Plati tedy napiiklad +00 — 2 = +00, 4 - (—00) = —00, % = (0 a podobné. Vyrazy
%, +00 — (400), €1 0 - (+00) nejsou definovany. Jak uvidime, nelze jim dat dobry obecny smysl.

3.6 Véty o posloupnostech a jejich limitach

Nasledujici véty nam umoznuji ,kombinovat® jednoduché limity do slozitéjsich, jsou tedy velmi
praktickym nastrojem pro vypocet limit. Jeji pouziti, které si za okamzik nazorné ukazeme, vétsi-
nou spociva v upravé vyrazu do tvaru vhodnych souctd, soucinti a podilt, jejichz limity zname a
dohromady davaji dobfe definovany vyraz (ve smyslu pfedchozi podkapitoly ¢. 3.5).

Véta 3.31 (O limité souctu, soucinu a podilu): Necht (a,)>2; a (b,)22, jsou realné posloupnosti

majici limitu v R, ozna¢me je « = lim a, a § = lim b,. Potom plati
n—oo n—oo

lim (a,, + b,) = o + 0,

n—oo
lim (a, - b,) = a- 5,
n—oo
lim @ _ @
im — =
nooo b, B’

pokud je vyraz na pravé strané definovan.

Vsimnéte si, ze aby podil % byl definovan, musi byt 3 # 0. Za chvilku uvidime, Ze odtud plyne
existence nyg € N takového, ze b, # 0 pro n > ny. Ma tedy smysl zkoumat limitu posloupnosti
(an/bn)nZs-

Diukaz této véty je ponékud zdlouhavy, vzhledem k mnozstvi kombinaci riiznych situaci. Uvedme
alespon argument pro soucet a kone¢né limity. Ostatni pfipady lze osetfit podobné i kdyZz naptiklad
podil a soucin vyzaduji vice prace.
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Dilkaz pro soucet a konecné limity. Pfedpokladejme, Ze o, 5 € R potom lze pro /2 najit ng € N
takové, Ze pro n > ng je |a, — a| < e/2alb, — B| < €/2. Pro tato n pak mame i

€

an+bu = @ = 8 = |(an = @) + (b = B)| < lan —al +|bw = 8] < = + =

=¢&.

Podle definice tedy a,, + b, — o+ . O

Vsimnéme si, ze ve vété se existence limit lim a,, a lim b,, pfedpoklada. Opac¢na tvrzeni obecné
neplati, napiiklad z existence limity lim(a,, +b,,) neplyne existence limit lim a,, a lim b,,. Jako pfiklad
muzeme uvést nasledujici jednoduchou volbu posloupnosti:

an = (—1)" a b, =(—1)"*

Protoze a,, + b, = 0 plati pro kazdé n, existuje limita souctu, ale limita ptivodnich posloupnosti
neexistuje, jak jsme jiz ukazali dfive.

Uvedme dale jeden dulezity dusledek véty ¢. 3.31.
Dusledek 3.32: Bud ¢ € R konstanta a (a,,)%,, (b,)°>; posloupnosti s limitami v R. Potom plati

n=1>
lim ca, = c¢- lim a,,
n—oo n—oo
lim (a,, — b,) = lim a, — lim b,
n—oo n—o0 n—oo

pokud je vyraz na pravé strané definovan.

Diikaz. V ptipadé prvniho tvrzeni dusledku staci vyuzit vétu 3.31 a jeji tvrzeni o soudinu s po-
sloupnosti (a,,)>° ; a konstantni posloupnosti b, = c. K nahlédnuti druhého tvrzeni si pak staci
uvédomit, ze a,, — b, = a, + (—1) - b, a pouzit prvni ¢ast dusledku a vétu 3.31 o souctu. O

Ukazme si, jak lze pfedchozi véty pouzit pfi vypoctu jednoduchych prikladi.
Priklad 3.33: Vypoctéte

23 —4n+5
1. hm - —
n—oo n — n3

22 —4n+5

2. lim —
n—o00 n—mn

ond —4 5

3. lim el n2+ .
n—oo n—n

Je potfeba pouzit predchozi vétu, ale pied tim je tieba vyrazy za limitou vhodné upravit. V prvnim
prikladé plati

n—00 n —ns n—00 = — o 0-1
mn

Vsimnéte si, Zze predchozi vétu jsme pouzili hned nékolikrat (podil limit, vypocet limity Citatele
a jmenovatele pomoci souc¢tu/rozdilu limit). Ve druhém ptikladé podobné mame

o —dn+5 . 2—-245% 2040
lim ———— = lim 1 = =
n—oco M —nd N . 0 — oo

0.
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A konec¢né ve tfetim

g 20— t5 m— 2+ 400—0+0
n—00 n —n? oo %—1 N 0—-1 N

—0OQ.

Samoziejmé zpusobu jak provést tpravu téchto typt zlomku, tak aby bylo mozné pouzit vétu na
podil/soucin/soucet limit, je vice moznych.

Dalsi véta nam ukazuje, jak se chova absolutni hodnota (viz rovnici ¢. (2.3)) vaci limité posloup-
nosti.

Véta 3.34 (O limité a absolutni hodnoté): Necht (a,,)°; je redlna posloupnost. Pak plati nasledujici
dvé tvrzeni

lima,=a = lim |a,| =|q|,
n—oo n—oo
lima,=0 <= lim |a,|=0.

Diikaz. Dokazme nejprve prvni ¢ast. Pokud oo = 400, pak je diikaz pfimocarym pouzitim definice
(rozmyslete!).
Nejprve si rozmysleme nasledujici pozorovani o absolutni hodnoté. Pro libovolna x, y € R plati

|z = Jyl| < |z —yl. (3.3)

Skute¢né, podle trojihelnikové nerovnosti pro absolutni hodnotu plati |a+b| < |a|+ |b| pro realna
a,b. Polozime-lia =z —yab =y, pak

o] <oz —y[+ [yl = |el=lyl < le—yl (3.4)
Zaménou x za y a y za x pak
yl=lel <ly—zf = |z[=lyl= |z -yl (3.5)

Nerovnosti (3.4) a (3.5) lze souhrnné zapsat jako nerovnost (3.3).

Uvazme o € R abud ¢ > 0. Potom dle predpokladu existuje ny € N takové, ze pro kazdé n
vétsi nez ng je |a,, — a| < €. Diky vySe odvozené nerovnosti pak ale pro tato n plati i {|an| — |oz|} <
|a,, — a| < €. Prvni ¢ast tvrzeni je timto dokazana.

Ekvivalence v druhé ¢asti dokazované véty plyne z rovnosti

o= 0= |lal 0
platné pro kazdé realné x. [

Priklad 3.35: Predchozi véta tedy fika, Ze miizeme beztrestné zaménovat poradi pocitani limity
posloupnosti a absolutni hodnoty. Samoziejmé za predpokladu existence limity posloupnosti v ab-
solutni hodnoté. Napriklad

lim
n—oo

1
__2‘:

n

1
lim (— - 2)' =|-2|=2.
n—oo n

Podobné tvrzeni mizeme nyni odvodit i pro odmocniny.
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Véta 3.36 (O limité a odmocniné): Necht (a,)S%, je redlnd posloupnost s nezapornymi ¢leny
anecht £ € N je pevné dané ¢islo. Pak plati nasledujici tvrzeni

lim a, = a € Rf U{+o00} = lim ¥a, = V.

n—oo n—o0

Diikaz. Uvazme ptipad a € R*. Podle predpokladi existuje konstanta ¢ > 0 tak, ze ¥ < a, pro
kazdé n a c* < . Déle si sta¢i povsimnout, ze”’

| -

’ la, — la, — af

[, = k=2 k=1 = fechel
+a a+---+a,aF +aE

an

Je-litedy ¢ > 0 zad4no libovolné, pak lze podle predpokladii nalézt ng € Ntak, ze |a, —a| < ek L.
Potom ale podle nerovnice vyse je
H/an — \’“/a‘ <e.

Uvazme piipad o = 0. Bud € > 0 libovolné. Pro £* existuje ny € N tak, ze pokud je n vétsi nez n,
plati 0 < a,, < £*. Pro tato n je pak alei 0 < {/ay, < ¢. Cili (,k/an)zozl konverguje k 0.
Pripad oo = 400 se vysetfi analogicky. [

Priklad 3.37: Vypoctéte limitu

lim (\/n2 +2n+5— n)
n—oo

Vsimnéte si, Ze nelze pouzit vétu o limité souctu. Dostavame nedefinovany vyraz +o0o — (400).
Skuteéné, protoze lim n* + 2n + 5 = oo pak podle predchozi véty (konkrétné véty ¢. 3.36 v niz

n—oo

volime k = 2) plati lim vVn? 4 2n 4+ 5 = +o00. K vypoétu nasi limity pouzijeme Gpravu
n—oo

24 2n+5—n? 2+2
lim (\/n2+2n+5—n>—hm nohen i = lim =1.
n—00 n—+00 ‘/n2_|_2n_}_ +n n—00 /1+ + +1

Zde jsme v posledni kroku vyuzili pravé predchozi vétu ¢. 3.36 nasledujicim zptisobem:

/ 5
lim 1+ +—2 \/hm 1—|— + >:\/1+0+O:1.
n—00 n n—00

3.7 Kritéria konvergence posloupnosti

V této kapitole se budeme zabyvat zpisoby jak rozhodnout o konvergenci posloupnosti. Nejprve
si ukazeme dulezita kritéria pro existenci konec¢né limity nevyzadujici jeji a priorni znalost.

Pfipomenme si axiom uplnosti realnych cisel probirany v podkapitole 2.1. Nyni jiz navic mu-
zeme podminku, kladenou na délky intervalt, formulovat pomoci pojmu limity.

Poznamka 3.38 (Pfeformulovani axiomu uplnosti): Kazdy smrstujici se systém vnofenych uza-
vienych intervalli ma neprazdny prunik. Pfesnéji, pokud

(an,by) D (ans1,bnr1) prokazdén € N,
lim (b, — a,) =0,

n—o0

pak existuje realné x lezici v kazdém z intervala (a,, b,), n € N.

27de jsme vyuzili znaAmého vzorce " — y" = (z — y) Z;’ 01 27y"~1=J platného pro libovolna x,y € Ran € N.
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Jak jiz bylo zminéno, takovéto z miize byt o¢ividné nejvyse jedno (opét rozmyslete!). Predpokladame-
li existenci dvou ruznych prvka z a y, lezicich v priniku, snadno se dostaneme ke sporu.
Nez se pustime do hlavni ¢asti této sekce zavedme nazorny pojem omezené posloupnosti.

Definice 3.39: Posloupnost (a,)° ; nazveme omezenou, pravé kdyz existuje K > 0 takova, ze
la,| < K pro kazdé n € N.

Priklad 3.40: Posloupnost ( sin(n)) 2021 je omezena (za K lze zvolit napiiklad ¢islo 2), ale posloup-
nost (n)>2 ; neni omezena.

Dale si zavedme jesté pojem hromadného bodu, ktery uzce souvisi s pojmem limity a ktery
budeme dale vyuzivat nejen v této kapitole.

o9
n=1>

Definice 3.41: Bod o € R nazyvame hromadnym bodem?' posloupnosti (a, ), pravé kdyz v

kazdém okoli H, bodu « lezi nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (a, )5 ;.

Jaky je vztah mezi hromadnym bodem posloupnosti a limitou posloupnosti? Pokud ma po-
sloupnost (a, )%, limitu o € R pak je tato i hromadnym bodem posloupnosti (a,,)° ;. Na rozdil
od limit mize mit zadana posloupnost vice hromadnych bodii. Napt. posloupnost ((—1)");’0:1 ma
hromadné body 1 a —1, ale jak uz vime nema limitu.

Vztah mezi limitami posloupnosti, hromadnymi body a vybranymi posloupnosti popisuje na-
sledujici véta.

[eS)
n=1>

Véta 3.42: Bod a € R je hromadnym bodem posloupnosti (ay,)
posloupnost (ag, )2 ; majici limitu a.

praveé kdyz existuje vybrana

o0

Diikaz. « <: V kazdém okoli H, lezi nekone¢né mnoho ¢lendt posloupnosti (ag, )32, a tim

padem i posloupnosti (a,)5 ;.

« =:Uvazme okoli H, (1), existuje k; takové, ze ay, € H,(1).Je-lin € N,n > 1, pak pro okoli
H,(1/n) existuje k, > k,_1 splnujici a;, € H,(1/n). Takto zkonstruovana posloupnost
(ax, )2, je vybrana z (a,)2 ; a konverguje k a.

O

Pfistupme nyni k dtlezité vété nesouci jméno po Bernardovi Bolzanovi (matematik pochazejici
z Italie ale studujici v Praze, 1781 — 1848) a Karlovi Weierstrassovi (némecky matematik, otec mo-
derni matematické analyzy, 1815 — 1897). Jeji tvrzeni neni viibec ocividné a jak uvidime v dikazu,
plyne z axiomu uplnosti mnoziny realnych cisel.

Véta 3.43 (Bolzano-Weierstrass): Kazda omezena ciselna posloupnost ma hromadny bod « lezici
v R.

Diikaz. Bud (a,)S° , omezend posloupnost. Jisté existuje interval (by, ¢ ) takovy, Ze obsahuje viechny
¢leny posloupnosti (a, )52 ;. Rozdélime-li interval (b;, ¢1) na polovi¢niintervaly (by, 25 ) a (M4 ¢,
pak aspon jeden z téchto intervali obsahuje nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti (a,, )32 ;, oznaéme
ho <b2, CQ>.

Timto zpisobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervalt (b, ¢,) z nichz kazdy ob-
sahuje nekone¢né mnoho ¢lent (a,,)5° ; a pro jejichz délky plati

Cl_bl:o

Ao = bn) = 10,

217Zkratka je to bod, kde se ¢leny posloupnosti (a,, )2 ; hromadi.
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Podle axiomu Uplnosti existuje redlné z patiici do kazdého z intervala (b, ¢,,). Protoze délky inter-
vala (b, ¢,) konverguji k nule, 1ze pro libovolné okoli H, bodu = nalézt n dostatecné velké na to,
aby cely interval (b,,, ¢,,) patfil do H,. Proto lze v H, nalézt nekone¢né mnoho ¢lentt posloupnosti
(@), ax je tedy hromadnym bodem (a,,)22 ;. O

Poznamka 3.44: Jinak feceno, predchozi véta ¢. 3.43 tvrdi, Ze z kazdé omezené posloupnosti lze
vybrat konvergentni podposloupnost.

Nasledujici vétu budeme velmi ¢asto vyuzivat. Dava nam totiz postacujici podminku pro kon-
vergenci posloupnosti. Pokud ovéfime tuto podminku (v tomto pfipadé monotonii a omezenost
posloupnosti) pak je zarucena existence jeji konecné limity. Jak je patrné z dukazu, jedna se o du-
sledek predchozi Bolzano-Weierstrassovy véty.

Véta 3.45 (O limité monotonni posloupnosti): Kazda realna monotonni posloupnost ma limitu.
Tato limita je konec¢na, pravé kdyz je dana posloupnost omezena.

Dilkaz. V piipadé, Ze je zkoumana posloupnost (a,,)2% | neomezena4, je z definice limity ziejmé, ze

lim a, = 00 (znaménko + pro neomezenost shora, — pro zdola).
n— o0

Predpokladejme, ze (a,, )22, je rostouci a (shora) omezena. Potom podle Bolzanovy—-Weierstrassovy
véty ma posloupnost (a,)$° ; hromadny bod, ozna¢me ho x. Bud H, libovolné okoli bodu x. Potom
existuje jisté a,, patfici do Hx. Do tohoto okoli ale musi pattit vSechna a,, s n > ng, protoze pro
né nutné plati a,, < a, < z. Kdyby totiz a,, pferostlo x, nemohl by = byt hromadnym bodem

(an)nzy- O

Priklad 3.46: Zkoumejme limitu posloupnosti

S

k=1 n=1

Této posloupnosti se pro jeji dilezitost budeme vénovat jesté dale v semestru. Nyni si ukazeme jak
je to s jeji limitou. Na prvni pohled se mize zdat prekvapivé, ze limita této posloupnosti je 4oco.

Tato posloupnost je o¢ividné ostie rostouci (nasledujici ¢len vznikne z pfedchoziho pfi¢tenim
kladného ¢isla). Podle véty o limité monotonni posloupnosti tudiz existuje jeji limita. Vyberme
posloupnost (b, )nen,

1
=31
k
k=1
Plati
bt — by = b >0 ]
L T o541 T 20+ 2 2420 =7 2+l T 2
Odtud
1
~h Y >l
— Jj+1 = 9 9
Posloupnost (b,,)5°;, a tedy i (a,)52 ;, neni omezena shora. Proto
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Poznamka 3.47: Tento vysledek zdaleka neni zfejmy. Kdybyste s ¢leny posloupnosti z predcho-
ziho prikladu experimentovali na pocitaci, tedy pocitali v konecné presnosti (typicky pomoci 64
bitovych ¢isel s pohyblivou desetinnou carkou), tak byste pravdépodobnéji dospéli k zavéru, ze
tato posloupnost konverguje. Rozmyslete proé¢! K této posloupnosti se pozdéji vratime a ukazeme
si, ze do nekonecna jde stejné rychle jako logaritmus.

Dalsi véta nam dava nutnou a postacujici podminku pro konvergenci posloupnosti. Tedy pod-
minku ekvivalentni s definici konvergence. Podstatnou vyhodou této podminky je, ze vyzaduje
pouze znalost ¢lentt zkoumané posloupnosti, nepotfebujeme se odvolavat na pfipadnou hodnotu
limity (srovnejte s definici 3.12).

Véta 3.48 (Bolzano-Cauchy): Posloupnost (a,,)>° ; je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n,m > ng je |a, — a,| < e.

Diikaz. Nejprve dokazme implikaci =: necht ma (a,)22 ; limitu o € R.Bud e > 0 libovolné. Potom
Ize nalézt ny € N takové, ze pro kazdé n > ny je |a, — a| < 5. Takze pro libovolné n, m > n, plati
€ €
lan — | = |, — a+a — ay| < |a, — a] + |a — ap| <gtgz=e
Pfi odhadu jsme vyuzili znalosti trojuhelnikové nerovnosti.

Nyni se podivejme na implikaci <: necht (a,,)2° ; spliiuje podminku
(Ve > 0)(3ng € R)(Vn,m € N)(n,m > ng = |a, — an| <e).
Zvolme za € = 1, pak existuje index ng € N tak, zZe
| — any| <1 prokazdé m > ny.

Jinak feceno, pro m > ng patfi a,, do intervalu (a,, — 1, an, +1) = H,, (1). Mimo tento interval
muze leZet pouze koneény pocet prvka posloupnosti. Posloupnost (a,, )32 ; je proto omezena. Podle
Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje € R, hromadny bod posloupnosti (a, )5 ;.
Bud H,(¢/2) okoli bodu z. Pro £/2 existuje n tak, ze pokud m,n > ng pak plati |a, — a,,| <
/2. Ur¢ité ale existuje m > nyg tak, ze a,, € H,(¢/2). Tudiz pro n > ng je
e €
lan — x| = |ay, — @ + am — 2| < |ay — | + |am — 2| < 5ty =¢
O

Priklad 3.49: Vratme se jesté jednou k posloupnosti harmonickych ¢isel (3.6). Ukazme, Ze jeji
limita je nekonec¢no alternativné pomoci Bolzanova—Cauchyova kritéria. Nejprve si opét povsim-
neme, Ze zkoumana posloupnost ()32, a, = > 1, %, je rostouci a tedy ma limitu (podle véty
o limité monotonni posloupnosti.). Dokazme, Ze tato limita nemtze byt konec¢na (tj. nemuze patfit
do R) a proto musi byt nutné rovna +oo. K tomu pouzijeme Bolzano—Cauchyova kritéria, chceme

ukazat jeho negaci. Tedy
(Ele > O) (‘v’ng € N) (Eln,m € N) (n,m > nga|a, — ay| > 5),

kde (a,)22, je zkoumana posloupnost. Zvolme € = 1 a bud ny € N libovolné. Polozme n = 4n, a
m = 2ng, potomn > m > nga

4ng
1 1 1
n — Um| — ->—"2 = 3
|a “ | Z k — 47’L0 o 2
k=2no+1

V odhadu jsme pouzili jednoduchého pozorovani: sou¢et N € N kladnych ¢isel je vétsi nebo roven
nejmensimu z nich krat V.
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Obrézek 3.6: llustrace k vété 3.50.

3.8 Nerovnosti a limity

Z nerovnosti mezi limitami lze odvodit nerovnost mezi ¢leny posloupnosti a naopak z nerovnosti
mezi ¢leny posloupnosti 1ze odvodit nerovnost mezi jejich limitami. Hlavnim vysledkem této pod-
kapitolky je véta o seviené posloupnosti, kterou s vyhodou vyuzivame, pokud neni mozné vyuzit
véty o souctu, soucinu, ¢i podilu limit.

Véta 3.50: Necht realné posloupnosti (a,); a (b,)°, maji limity v R. Pokud

lim a, < lim b,
n—oo n—oo

potom existuje ng € N tak, Ze pro vSechna pfirozena n > ng plati a,, < b,.

Diikaz. Oznatme o = lima, a § = limb,, plati « < /3. Pfedpokladejme, Ze o i 3 jsou konecna.
Potom pro ¢ := “5% existuje ng € N tak, Ze pro n > ng je a, € Hqy(c) ab, € Hg(e). Protoze jsou
tato okoli disjunktni plati jisté navic pro tato n nerovnost a,, < b,,.

Podobnym zptisobem snadno ovéfime i pfipad kdy jsou « ¢i S nekoneéna. O

Priklad 3.51: Jako piiklad uvazme a, = 2 — % ab, =1+ % Jejich limity jsou lima,, = 2 a
limb, = 1. Existuje tedy ng € R takové, Ze pro kazdé n > ny pfirozené plati a,, > b,,. V nasem
pripadé lze za ng volit ¢islo 4.

Dusledek 3.52: Necht (a,)%, a (b,)%, jsou relné posloupnosti majici limitu v R. Pokud existuje
no takové, ze pro vSechna pfirozena n > ng je a,, < b,, potom lima,, < limb,.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze lima,, > limb,. Potom podle predchozi
véty existuje ny € N takové, Ze pro vSechna n > ny plati a,, > b,,. To je ovSem ve sporu s predpo-

kladanymi vlastnostmi posloupnosti (a,,)5° ; a (b,)52 ;. O

Vsimnéte si, Ze neostrost nerovnosti v tvrzeni véty €. 3.50 je zde dulezita. Napriklad, pro a,, = %
a b, = 0 plati ostra nerovnost a,, > b,, pro kazdé ptirozené n, ale lima,, = limb,, = 0.

Nyni se dostavame k velmi dulezité vété, kterou casto pouzijeme. Jeji myslenka spoc¢iva v tom,
ze dokazeme-li ,,dobfe vystihnout” chovani dané posloupnosti pomoci posloupnosti se znamymi
shodnymi limitami, pak zname i limitu zkoumané posloupnosti.

Piiklad 3.53: V tomto piikladu ukazeme, Ze limita posloupnosti (sinn)2° | neexistuje.
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b, Cn

Obrézek 3.7: llustrace k vété 3.54.

K tomu dospéjeme sporem. Predpokladejme, Ze limita této posloupnosti existuje a ozna¢me ji
a € R, tedy

a = lim sinn.
n—oo

Protoze nerovnost —1 < sinn < 1 plati pro vSechna n € N, je dle véty 3.50 jisté o € (—1,1)
(specialné, neni to nékteré z nekonecen).

Protoze je posloupnost (sin 2n)5° ; vybrana z posloupnosti (sinn)> ,,
brané posloupnosti také za limitu o.. Ze znamych trigonometrickych vzorcti nyni plyne nasledujici

ma dle véty o limité vy-

vztah
cos2n = cos’n — sin’n = (1 — sin’n) — sinn = 1 — 2sin’n

a proto posloupnost (cos 2n)22 ; ma za limitu 1 — 2a?2.
Odtud ovsem plyne, s vyuzitim souctovych vzorct pro funkei sin, Ze

sin2 = sin(2n + 2 — 2n) = sin(2n + 2) cos 2n — cos(2n + 2) sin 2n — a(l —a?) — (1 —a®)a = 0,

e ¢}

protoze (sin(2n + 2))32,, resp. (cos(2n + 2))32 ,, jsou vybrané z (sin2n)> , resp. (cos2n) .

Celkem jsme dospéli k rovnosti sin 2 = 0, coz je spor.

o0

% 1, (bn)22 a(c,)22 jsou realné posloupnosti pro

Véta 3.54 (O seviené posloupnosti): Necht (a,)
které plati

1. (Elno € N) (‘v’n eEN, n> no) (an <b, < cn)
2. posloupnosti (a,, )%, a (c,)>; maji stejnou limitu o € R.
Potom existuje limita posloupnosti (b,)52 ; a plati limb,, = a.

Diikaz. Bud H, okoli bodu «. Existuje m( € N tak, ze pro n > my patii jak a,, tak ¢, do H,. Pro
n > max{ng, mg} do tohoto okoli musi patfit i b,, protoze a,, < b, < ¢,. Proto ma posloupnost
(b,)22; limitu rovnou a. O

Graficka ilustrace k vété o limité seviené posloupnosti je uvedena na obrazku ¢. 3.7.

Piiklad 3.55: Vypoctéte limitu lim S Funkee sin m4 obor hodnot Hg, = (=1, 1). Tedy plati

n—oo n
nerovnost

—1 <sinz <1, prokazdéz € R.
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Tudiz pro kazdé prirozené n plati

1 sinn 1
—— < < —.
n n n
y .1 L . y e, .
Protoze ale lim — = lim — = 0 je podle véty o limité seviené posloupnosti
n—oo N, n—oo N
sinn
lim = 0.
n—oo n

3.9 Vypocet limit vyznacnych jednoduchych posloupnosti

V této podkapitole odvodime nékolik zakladnich limit, které se Casto hodi znat pii vypoctech. V pre-
deslé casti textu jsme totiz odvodili nékolik vét, které vSak v podstaté nelze pouzit, nezname-li
limity aspon nékterych jednoduchych posloupnosti.

Pfipomenme, ze hned po zavedeni pojmu limity posloupnosti jsme si prakticky odvodili limitu

+o00, a >0,
lim n* =41, a =0,
n—oo

0, a < 0.

Pristupme nyni k dal$im prikladm.
Piiklad 3.56: Plati

lim ¥/n =1.

n—oo

Polozme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n = 1,2, 3, ... Z binomické véty

dostaneme pro n > 2
" /n n
=(L+h)"=> [, |hE>1 h?

k=0
a tedy pro n > 2 plati
n(n —1) 2

2 "
Pron > 2 je vyraz @ kladny a mtzeme jim proto posledni nerovnost vydélit a diky nezapor-

nosti h,, poté i odmocnit. Po téchto apravach dostavame

n—1>

0<h, < z
n

Odtud ihned pomoci véty o seviené posloupnosti dostavame lim h,, = 0. Graf této posloupnosti
n—oo

je pro nazornost uveden na obrazku ¢. 3.8.

Priklad 3.57: Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim Va=1.

n—oo

Pripad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati
1< ¥/a < 3/n.
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Obrazek 3.8: Grafické znazornéni ¢lent posloupnosti (C/ﬁ) 20:1 a jeji konvergence k 1. Jenom na
zékladé tohoto obrazku nelze rozhodnout o tom, Ze tato posloupnost konverguje k 1.

va

a=5a=5/2,a=1,
° [ ]

$ 888 8 0 0 000000528

10111213 141516 17181920 "

Obrazek 3.9: Grafické znazornéni ¢lent posloupnosti (\”/5) Zozl pro riuzné hodnoty a a jeji konver-
gence k 1.

123456789

V ptedchozim piikladé jsme vsak ukazali rovnost lim {/n = 1. Tudiz podle véty o seviené po-
n—oo
sloupnosti lim /a = 1.

n—oo

n—o0

1
Piipad 0 < a < 1: Z predchozi bodu plyne lim % = 1, tudiz
a

1
lim Va = lim =1.
n—00 n—oo ,/1
a

Pro ilustraci uvadime obrazek ¢. 3.9.
Priklad 3.58: Plati

lim W = +00.

n—oo

Pti vypoétu této limity vyuZijeme nasledujici trik. Cleny v sou¢inu dvou faktorialti promichame v
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12345678910 "

Obrazek 3.11: Grafické znazornéni ¢lenti posloupnosti (\"/ n!) >

n=1"

szrcadlovém® poradi:
(n!)2:(1-2-3---n)-(1-2-3---n)
( n)(2(n—1))(3(n—2))(n1) =
[[rn+1-k)

k=1

—_

Z grafu paraboly f(x) = z(n + 1 — x) je zfejmé (viz obrazek ¢. 3.10), ze

f(k)zf(l):f(n):n, k6{1727"'an}7

a proto (n!)? > n". Koneé¢né, 2n-t4 odmocnina davé

Vnl > n — +oo.
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3. REALNE POSLOUPNOSTI VYPOCET LIMIT VYZNACNYCH JEDNODUCHYCH POSLOUPNOSTI

Priklad 3.59: Necht a € R. Pak pro limitu realné posloupnosti (a™)5° ; plati:

0, la| < 1,
. 1, a=1,
lim a" =
n—00 400, a>1,

neexistuje, a < —1.

Jednoduché pripady: Pokud @ = 0 nebo a = 1, pak se jedna o konstantni posloupnost jejiz limita
je rovna prislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz ukazali, Ze limita ((—1)”);’;1 neexistuje.
Necht 0 < |a| < 1. Plati

"] = |a"] -Jal < a"].
[ee)
Posloupnost (!a” |) je tedy ostte klesajici a omezend, 0 < |a”| < |a|. Z véty o limité monoténni
n=1
oo
posloupnosti plyne existence kone¢né limity, ozna¢me ji L = lim ‘a”|. Posloupnost <‘a”+1 ’)
n=1

n—oo

o
je vybrana z (}a“ D a proto maji stejnou limitu. Konec¢né
n=1

L= lim |a"™| = lim |a| - |a"| = |a| - lim |a"| = |a| - L.
n—oo n—roo n—oo
Diky predpokladiim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.
Pripad a > 1: Podobné jako v pfedchozim pripadé ukazeme, ze (a")zozl je ostfe rostouci po-

sloupnost zdola omezena napf. ¢islem 1. Existuje proto limita . = lim a". ProtoZe posloupnost
n—oo

roste, musi nutné byt L > a. Navic plati

L=1lmd" "' =a lima"=a-L.
n—oo n—oo

Protoze ale L > a > 1 muze tato nerovnost platit pouze v pfipadé L = +o0.

Pripad a < —1: Pro vybranou posloupnost (azn)w_l = ((aQ)n> nyni podle predchoziho
n= n=1

bodu plati lim a** = +oo, protoze a> > 1. Limitu vybrané posloupnosti (CLQ”“));’LOZ1 snadno
n—oo
spocteme
lim ¢ =q - lim ¢® = a - (+00) = —00.
n—oo n—oo

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti s riznymi limitami. Pivodni limita, tj. lim a", tedy neexis-
n—oo
tuje.

Shriime si doposud odvozené limity v tabulce ¢. 3.2.
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VYPOCET LIMIT VYZNACNYCH JEDNODUCHYCH POSLOUPNOSTI

posloupnost limita
400, a >0,
(na)v(?Lo=1 ) a =,
0, a < 0.
(V)2 1
({L/E)Zo pa>0 1
( vn! )20:1 ~+00
0, la| < 1,
1 a=1
a™)>® ’ ’
(@) +o00, a>1,
neexistuje, a < —1.

Tabulka 3.2: Znamé posloupnosti probirané v této sekci a jejich limity.
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3.10 Podilové kritérium

Nasledujici kritérium je nedocenitelné pii poc¢itani nékterych ,,o¢ividnych* limit posloupnosti. Po-
divejme se naptiklad na limitu

lim —. (3.7)

Zamysleme se nad tvarem ¢lent této posloupnosti. Jedna se o podil polynomu (v ¢itateli) a exponen-
cialy o zakladu vétsim nez 1 (ve jmenovateli). Pokud si clovék predstavi grafy téchto posloupnosti,
ihned ziska dojem, Ze ,exponenciala ve jmenovateli roste podstatné rychleji“* nez polynom v ¢i-
tateli. Tusime tedy, Ze pro velka n bude tento podil velmi maly. Intuitivné limita (3.7) existuje a je
rovna nule.

Bohuzel, uvaha v pfedchozim odstavci ma hlinéné nohy, je to pouze nase domnénka. Podobné
pozorovani bychom pfeci také z grafu ucinili, kdybychom studovali limitu

I o

B T
jmenovatel této posloupnosti také prece roste podstatné rychleji nez jeji Citatel. Pfesto je tato limita
rovna 1071, coz neni nula. Takovyto argument je tedy sam o sobé nepouzitelny.

KdyZ se nad témito dvéma situacemi zamyslite, tak uvidite, Ze problém je vlastné v tom, co to
presné znamena ,roste podstatné rychleji“. Co timto slovnim spojenim vlastné chceme popsat?
Pfirozené bychom mohli fici, Ze mame-li dvé posloupnosti (a,,)>2 ; a (b,)5°; obé majici za limitu
+00 pak o (a,)2 | fekneme, Ze ,roste podstatné rychleji“ nez (b, )%, pravé kdyz

lim On =0.

n—00 (A,
Zde ale ihned vidime problém. Toto je pozadavek ekvivalentni tomu co mame spocitat! Nemtizeme
prece Fici, ze limita podilt je nula, protoze limita podilt je nula!

Vratme se k limité v rovnici (3.7). Mohli bychom se pokusit dokazat pomoci definice, Ze tato
limita je rovna nule (zkuste!). Na tomto misté zvolime ale jiny postup, ktery se nam bude hoditi v
dalsich prikladech. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 3.60 (Podilové kritérium): Bud (a,,)>2; posloupnost kladnych ¢isel a necht

3 lim 2L — q. (3.8)

n—00

Potom

a. pokud ¢ < 1, pak lim a, =0,

n—oo

b. pokud ¢ > 1, pak lim a,, = +o0.

n—oo

Diikaz. Provedme ditkaz bodu a. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r splitujici ¢ < r < 1. Diky tomu

pak i
Ant1

lim <.
n—oo  (y,

2Exponenciala o zdkladu vétsim ne% 1.
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Dle véty ¢. 3.50 existuje ny € N takové, Ze nerovnost

an+1

<r
Qn

plati pro vSsechna n > ny. Diky nezapornosti ¢lenti posloupnosti pak plati i nerovnost a,, 11 < ra,
pro libovolné n > ny. To ovsem znamena, ze pro n > ng je

0<a, <r" ™ la,..

Protoze 0 < r < 1 je limita pravé strany nerovnosti rovna nule (viz piiklad v predchozi podkapi-
tole). Dle véty o limité seviené posloupnosti (véta €. 3.54) pak ihned dostavame kyzeny vysledek

lim a, = 0.
n—oo
Bod b. se dokaze naprosto analogicky. O

Aplikujme podilové kritérium na piiklad uvedeny na zacatku této podkapitoly. Teprve az tuto
limitu vypocéteme, budeme moc tvrdit, Ze ,,2" roste do nekoneéna podstatné rychleji, nez n?“. Te-
prve po tomto vypoctu bude tato vlastnost téchto dvou funkci odvozena.

Priklad 3.61: Vypoctéme limitu

..n
lim —
n—oo 2N
Pro limitu podila plati
(n+1)? 2
™ 1 1 1
lim 2 — = lim—-(n+ ) =-<1
n—00 gﬁ n—oo 2 n

Podle podilového kritéria proto pavodni posloupnost konverguje k nule.

Poznamka 3.62: Prvni bod véty 3.60 lze relativné snadno formulovat i pro nékteré posloupnosti
nemajici pouze kladné ¢leny. Staci pouzit vétu 3.34. Skutecné, pokud pomoci podilového kritéra
zjistime, Ze posloupnost s nezapornymi ¢leny (|a,|)7°, konverguje k nule, pak k nule konverguje

i posloupnost (a,, )22

n=1*
Poznamka 3.63: Pokud limita podilt vyjde rovna 1, pak podilové kritérium nelze pouzit. Napfti-
klad pro posloupnost (n)%°; plati

n+1

1
lim =lml+-—-—=1

n—00 n n— 00 n

a lim n = +o00. Avak pro limitu (1/n)°, plati

n—oo
1
—1 n 1
lim nTH = lim = lim =1,
n—oo n—oon + 1 n—00 1—+—E
1
ale lim — = 0.
n—oo N

Poznamka 3.64: Podilové kritérium jsme ve vété 3.60 formulovali v tzv. limitnim tvaru. Z dikazu
je zfejmé, Ze plati i silnéjsi nelimitni verze: Jestlize pro posloupnost kladnych ¢isel (a,, )52 ; existuji
ng € Nagq € R takové, ze

Ap+1 Ap+1

<qg<1, resp. >qg>1

Qp Qn,

pro kazdé n > ng, potom lim,,_,, a,, = 0, resp. lim,, ,, a,, = +00.

46



3. REALNE POSLOUPNOSTI PoDiLOVE KRITERIUM

Poznamka 3.65: Existuji i dalsi kritéria konvergence posloupnosti (napt. Raabeovo, Cauchyovo),
kterymi se zde pfimo nebudeme zabyvat.

Poznamka 3.66: V BI-ZMA se snazime naucit studenty umét ovéfit a spravné vysvétlit sva tvr-
zeni. Proto argument ,roste rychleji nez“ pii pocitani prikladi je neakceptovatelny. V téchto pfi-
kladech je to typicky argumentace kruhem, jak bylo vyse zminéno. Ano, je to dobra intuice, ale je
potieba umeét si ji obh4jit, naptiklad pravé podilovym kritériem (to nemusi byt vzdy jedina moz-
nost).
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4 Ciselné rady

4.1 Definice ¢iselné rady

V této casti se budeme zabyvat specialnim typem ¢iselnych posloupnosti, ¢iselnymi fadami. Zhruba
feceno lze Fici, ze fady vznikaji postupnym scitanim clenti zadané posloupnosti (viz definici €. 4.1).
Pozdéji v textu (podkapitola ¢. 7.4) nam fady umozni pocitat funkénich hodnoty nékterych ele-
mentarnich funkei jako sin, ¢i cos, které doted mame ze stfednich $kol zavedené pouze pomoci
geometrické konstrukce.

Definice 4.1 (Ciselna fada / number series): Formalni vyraz tvaru

oo
E ak:ao—l—a1+a2—|—-~~,
k=0

kde (ax)52, je zadana ¢iselna posloupnost, nazyvame ¢iselnou fadou. Pokud je posloupnost
casteénych souétu (s,,)7° , definovana predpisem

n
Sp 1= E ag, n € Ny,
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou fadu také konvergentni. V opacném piipadé o ni mluvime
jako o divergentni ¢iselné fadé. Souétem konvergentni fady » .- a; nazyvame hodnotu limity

lim s,.
n—oo

Konvergence i divergence fady se zachova, zménime-li konecny pocet ¢lent fady. Specialné
konvergence fady ) ;° ay. je ekvivalentni konvergenci fady ) _°  a; pro libovolné zvolené ng €
v_ v s v v ’ veo v o A oo sv s
N. Skutecné, posloupnosti ¢aste¢nych souctt fady » .~ ax a fady )~ aj se lisi o konstantu
(jakou?).

Poznamka 4.2: Je dtleZité rozlisovat mezi pojmy ,posloupnost” a ,fada“. Castou studentskou
chybou je vzajemné pleteni a nepochopeni téchto pojmu. Napiiklad posloupnost (a,,)3 ;, kde a,, =
n?,n € N, je dobré si predstavovat jako po sobé jdouci ¢isla

1,4, 9, 16, 25, 36, ...
atadu )~ a, pro stejnou posloupnost (a, ) jako po sobé jdouci ¢isla

1, 5, 14, 30, 55, 91, ...,

tedy cleny posloupnosti jejich ¢astecnych souctu.
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Piiklad 4.3: Rada

k=0

je divergentni. Skutecné, pro cleny posloupnosti jejich ¢astecnych souctt plati

- 1
k=0

a trivialné tedy lim,, ,, s, = +00. Prislusna rada je proto podle definice divergentni.

Priklad 4.4: Pro |¢| < 1 fada
> d (4.1)
k=0

konverguje. Skutecné, ¢leny posloupnosti caste¢nych souctt lze pfimo secist. Vzpomenme si opét

na znadmy vzorec
n

an—l—l o bn+1 — (CL o b) Zan—kbk
k=0

a polozme a = 1 a b = ¢, po jednoduché upravé pak ziskdvame hledany soucet

n . 1_qn+1
o —-—9 4.2
S %q - (4.2)

1
Takze s vyuzitim ptikladu ¢. 3.59 dostavame lim s,, = o V zavislosti na ¢ proto soucet mtiizeme
n—o0 — q

vyjadrit nasledovné
> 1
qu 1= gl < 1.
k=0 q

Poznamenejme, Ze z rovnice (4.2) také plyne divergence rady (4.1) pro ¢ > 1 nebo ¢ < —1. Pokud
q = 1, pak lze také snadno ovéfit, ze diverguje.

Poznamka 4.5: Soucet v rovnici (4.2) Ize odvodit vice zpisoby. Jednou moznosti je vyuzit znamého
vzorce

n—1
2t -yt =(z—y) Yy 2" R
k=0

platného pro z,y € Ran € N, kam dosadime x = 1, y = ¢ an + 1 misto n, ¢imz ziskdme rovnost
L—q"" =(1—-9q)> d",
k=0

ktera po jednoduché upravé presné dava (4.2).
Nebo si miizeme uvédomit, jak se chova s,, vii¢i nasobeni kvocientem q. Konkrétné

4Sn = Sp+1 — 1= Sn +qn+1 -1
Vyjadiime-li odtud s,,, tak opét ziskavame (4.2).
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Piiklad 4.6: Uvazujme Ciselnou fadu )~ | a,, kde (a,,)22, je aritmeticka posloupnost s diferenci
d. Snadno spocteme ¢astecné soucty jako
ap + ap 2a1 + (n—1)d

= - , N.
S n B n 9 n c

Rada je tedy konvergentni, pravé kdyz a; = d = 0.

4.2 Kritéria konvergence ciselnych rad

O nékterych fadach miizeme rovnou rozhodnout, ze diverguji, aniz bychom slozité zkoumali jejich
castecné soucty. Zamyslime-li se nad definici konvergence rady pak by intuitivné mélo byt jasné,
ze k tomu aby bylo mozné fadu secist, tak posloupnost sc¢itanych ¢isel musi mit nulovou limitu.
Presnéji tuto myslenku vystihuje nasledujici véta a jeji dasledek.

Véta 4.7 (Nutna podminka konvergence): Pokudfada )" - , ai konverguje, potom pro limitu jejich
scitanct plati lim a; = 0.

k—o0
Diikaz. Ozna¢me S € R soucet nasi konvergentni fady a (s,,)72, posloupnost jejich ¢aste¢nych
souctll. Pro libovolné kladné celé n plati

0 <lan| =50 = Sn-1| =150 =S+ S — sp—1| < |50 — S|+ |5 — Sn_1|-

Protoze S = lim s,, dostavame z véty o seviené posloupnosti lim a,, = 0. O]
n—o0 n—oo

Nejcastéji predchozi vétu pouzivame v nasledujicim tvaru.

Dusledek 4.8: Pokud limita posloupnosti (a; )72, je nenulova nebo neexistuje, potomiada ) "~ , a
neni konvergentni.

Priklad 4.9: O radach

D VE D DY

k=1 k=1 o ks
muzeme ihned diky dusledku ¢. 4.8 tvrdit, Ze diverguji, protoze (poporadé)

lim Vk =400, lim (—1)* neexistuje, lim —— =
k—+o00 k—+o00 k—+oo k + 3

Odvodit takovéto tvrzeni pfimo z definice konvergence fady neni trivialni. Zkuste to!

Podminka ve vété 4.7 je pouze nutna. Pokud posloupnost sc¢itancti konverguje k nule, tak ne-
muzeme tvrdit, Ze fada konverguje. Nasledujici priklad ukazuje fadu jejiz ¢leny konverguji k nule
a zaroven neni konvergentni.

Priklad 4.10: Uvazme fadu
>
= Vk
tedy aj, = \/LE’ pro k =1,2,... Vime jiz, Ze plati

lim a; = 0.
k—o00
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4. CiSELNE RADY KRITERIA KONVERGENCE CISELNYCH RAD

Ale pro ¢astecné soucty (s,)0°, plati

Proto lim s,, = 4+-00. Zkoumana rada diverguje.
n—o0

K odvozeni dalsich kritérii pro testovani konvergence fad budeme opét potfebovat Bolzanovo-
Cauchyovo kritérium pro rady.

Véta 4.11 (Bolzano-Cauchy): Rada Z ay, konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje
k=0
ng € R tak, ze pro kazdé n > ng a p € N plati
lan + Gpgr 4 -+ angyp| < e

Diikaz. Jedna se pouze o pouziti Bolzanova-Cauchyova kritéria konvergence na posloupnost ¢as-
tecnych soucti prislusné rady a preznaceni nékterych symboli. O

Vsimnéte si, Ze ma-li fada ), , a) nezaporné ¢leny, pak je posloupnost jejich ¢astecnych
souctll monoténni (vzpomente na vétu o limité monotonni posloupnosti). Vime tedy, ze tato fada
bud konverguje, nebo je limita jejich ¢asteénych sou¢tu rovna +oo. Mame-li fadu ) - ; ay, s ¢leny
riznych znamének, pak je pfirozené ptat se, v jakém vztahu je jeji konvergence vzhledem k radé
Y reo lak|, ktera uz ma nezaporné ¢leny.

Definice 4.12: Ciselnou fadu ), a; nazyvame absolutné konvergentni, pokud ¢iselna fada
Y reo lak| konverguje.

Absolutni konvergence fady implikuje konvergenci fady. Skutecné, plati nasledujici véta.

Véta 4.13: Pokud fada absolutné konverguje, potom tato fada konverguje.

Diikaz. Pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéra pro konvergenci fady. Bud )", a; absolutné
konvergentni fada. Potom pro € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro kazdé n > ngap € N je

|an + @ni1 + -+ | < an] + ania] + -+ langy| < e
Rada ;7 a;, tedy konverguje. O

Poznamenejme, Ze fady které jsou konvergentni, ale nejsou absolutné konvergentni, jsou cit-
livé na zménu poradi s¢itani clent. Jinak feceno, u absolutné konvergentni fady nezalezi na poradi,
v jakém cleny scitame, vysledek bude vzdy stejny. Tak tomu ale neni u fad které konverguji neab-
solutné. BliZe se této problematice na tomto misté vénovat nebudeme.

Poznamka 4.14 (Cerna magie): Obecné je nutné byt opatrny pfi ¢isté formalnich (a neplatnych)
operacich, mohli bychom tak ziskat na prvni pohled neuvéritelné vysledky. Uvazme tieba nasle-

dujici fadu,
k=0

o které vime, Ze je divergentni a nema soucet. Formalné ovsem

S = 1+§:(—1)k =1 —i(—l)’f—l =1-S

atedy S = 1/2.V které ¢asti ,vypoctu® jsme se dopustili podvodu?
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4. CiSELNE RADY KRITERIA KONVERGENCE CISELNYCH RAD

Véta 4.15 (Leibnizovo kritérium): Bud (a)?2 , monoténni posloupnost konvergujici k nule. Potom
je fada
o

> (1 (4.3)

k=0
konvergentni.
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze posloupnost (a)?2 , je klesajici a tedy i tvofena
kladnymi ¢leny. Ozna¢me opét (s,)5°, posloupnost ¢asteénych sou¢tt nasi fady (4.3), tj. s, =
> r_o(—1)*ay. Ukazme nejprve, Ze vybrané posloupnost (s2,,11)52, je konvergentni. Posloupnost
(ak)72, je klesajici a proto pro n € N plati nerovnosti

32n+1:(ao—al)+(a2—a3)—|—---+(a2n—a2n+1)20+0+---+0=0
a
Sont1 = o+ (ag —a1) + (ag —az) + - -+ (agn — agn—1) —a2n41 < ap+04+0+---4+04+0 = qay.

Jinak feceno, posloupnost (sg,,+1)5° je omezena (ukazali jsme, Ze viechny jeji ¢leny leZi v intervalu
(0, ap)). Tato posloupnost je ale navic i rostouci

S9n+3 = S2p+1 + A2p42 — Aopys > Sopt1, N € N
————
>0

Podle véty o limité monotonni posloupnosti proto existuje jeji kone¢na limita, ozna¢nme ji jako
Sy = lim,, oo Sops1 € R.

Protoze ale sy, = Sont1 + a2p41, 7 € N, a dle jednoho z predpokladt dokazované véty je
lim,, 00 @211 = 0, plati lim,, oo Sop, = 54 + 0 = s,

Piimo z definice limity posloupnosti nyni ihned plyne lim,,_,, s,, = s. € R atada (4.3) je proto
konvergentni. [

Poznamka 4.16: Leibnizovo kritérium plati i pro fady tvaru
o0
2 (D
k=0

kde (ax)72, je rostouci posloupnost zapornych ¢isel konvergujici k nule. Skute¢né, staci si uvédo-
mit, Ze

o (Dfar ==Y (~1)*(~a)

a (—ag)32, je klesajici posloupnost kladnych ¢isel konvergujici k nule.

Piiklad 4.17: Prikladem konvergentni fady, ktera ale neni absolutné konvergentni, je fada

00 _1k
;(k)'

Skute¢né, tato fada konverguje podle Leibnizova kritéria, protoze posloupnost (1/k)72 ; mé kladné
¢leny a monotonné konverguje k nule. Rada z absolutnich hodnot ¢lenti je > .7, %, o které jiz vime,
ze diverguje.
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4. CiSELNE RADY KRITERIA KONVERGENCE CISELNYCH RAD

Nasledujici kritérium nam umoziuje rozhodovat o konvergenci a divergenci fady porovnanim
s vhodné zvolenou fadou o které vime, jestli konverguje ¢i diverguje.

Véta 4.18 (Srovnavaci kritérium): Budte >~ ja, a D -, by ¢iselné fady. Potom plati nasledujici
dvé tvrzeni.

a. Necht existuje ky € N takové, ze pro kazdé k € N vétsi nez k, plati nerovnosti 0 < |ay| < by a
necht fada ) - b; konverguje. Potom fada ) ;- ; a; absolutné konverguje.

b. Necht existuje ky € N takové, Ze pro kazdé k € N vétsi nebo rovno nez ky plati nerovnosti
0<ar <bga) ,.,axdiverguje. Potomifada ) .- , by diverguje.

Diikaz bodu a. Opét pouzijeme Bolzanova—Cauchyova kritéria. Lze postupovat shodné jako v da-
kazu véty 4.13. Tvrzeni opét plyne z nasledujiciho odhadu,

Han’ + |ana| + -+ ’anﬂ)H = |an| + |ant1] + -+ |ansp| < bp 4+ bpgr + -+ Do

Diikaz bodu b. Dle predpokladu vime, Ze
D ac< ) b
k=ko k=ko

a limita levé strany je +o0o. Odtud ihned plyne (v podstaté definice limity posloupnosti), Ze i po-
sloupnost ¢aste¢nych soucta fady y .-, by diverguje. [

Jiz vime, ze fada Y, , ¢" konverguje pro |¢| < 1. Tohoto faktu s vyhodou vyuzijeme v dikazu
nasledujici véty, ktera nese jméno po Jeanu d’Alembertovi (francouzsky matematik, 1717 - 1783).

Véta 4.19 (d’Alembertovo kritérium): Necht a; > 0 pro kazdé k € Ny. Pokud

. A+1
lim

> 1,
k—oo A
(e.9]
potom rada Z ay, diverguje. Pokud ovsem
k=0
. Qg1
lim —* < 1,
k—oo
o0
potom rfada Z ay konverguje.
k=0

Diikaz prvniho tvrzeni. Za uvedeného predpokladu z podilového kritéria (véta 3.60) pro posloup-
nost (ax)i2,; plyne

lim a;, = +o0.
k—o0

Neni tedy splnéna nutna podminka konvergence fady > ;- , a;, (véta 4.7) a tato je proto divergentni.
]
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4. CiSELNE RADY KRITERIA KONVERGENCE CISELNYCH RAD

Diikaz druhého tvrzeni. Oznacéme
~ . Q41
G := lim .
k—oco Qp

Dle nasich predpokladt plati 0 < ¢ < 1. Uvazme libovolné ¢ spliujici ¢ < ¢ < 1. Véta 3.50

implikuje existenci ky € N takového, ze je-li & > kg pak plati nerovnost lazs < ¢ < 1. Odtud
Qg
nahlédneme, Ze pro kazdé k > k plati

k—k
ar < ¢ ag,.-

Uz ale vime, ze fada ) ,- , ¢" konverguje pro |¢| < 1. Podle srovnavaciho kritéria (véta 4.18) tedy
konverguje i fada ) - ax. O

Poznamenejme, Ze d’Alembertovo kritérium zdaleka neni véemocné. Napiiklad o fadé ;7 %

vime, Ze diverguje. OvSem pro limitu podila plati
1
sy k
lim B2 = Ky
D’Alembertovo kritérium tedy o konvergenci, resp. divergenci, této konkrétni rady nerozhodne.
Dokonce nerozhodne ani o fadé ) ,° | k. Tato situace je podobna jako u podilového kritéria pro
posloupnosti.
Existuji dalsi kritéria pro vysetfovani konvergence Ciselnych fad (Cauchyovo, Gaussovo, Di-
richletovo, Abelovo, aj.). V posledni ¢asti prednasky odvodime jesté integralni kritérium.

Priklad 4.20: Zkoumejme konvergenci fady
20 11000

2k

k=0

Rada m4 kladné s¢itance, miizeme se proto pokusit pouzit d’Alembertovo kritérium. Musime vy-
pocist hodnotu nasledujici limity

(k+1)1t000 1000 1000

R 1 k+1 1 1 1 1
lim —2 — lim = - [ == = . 1 14 = =Z.(1 1000 _ =
i A AR T\ Tk R 5 110 2

Protoze % < 1 a fada ma kladné c¢leny d’Alembertovo kritérium nam umoziuje tvrdit, Ze zadana
fada je (absolutné) konvergentni.

Pfistupme nyni k prvni jednoduché aplikaci ¢iselnych fad. Pomoci ¢iselné fady mtzeme dat
pfirozeny vyznam nekone¢nému desetinnému ¢éiselnému rozvoji. Ciselné fady budou hrat dile-
zitou roli i v nasledujici podkapitole o Eulerové ¢isle (podkapitola ¢. 4.3) a i pozdéji pti vykladu
o Taylorovych fadach (kapitola ¢. 7).

Priklad 4.21: Bud (ay)$2, ¢iselna posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot pouze z mnoziny {0, 1, . ..

Potom klademe
o0
O.a1asas - - := E ap - 107F,
k=1
Rada na pravé strané defini¢ni rovnosti konverguje a jeji soucet jednoznacné (viz vétu €. 3.13)
definuje jisté realné c¢islo. Konvergence rady plyne ze srovnavaciho kritéria, zfejmé

1 k
<ap-107F<9. [ =
0<a,-107"<9 (10)
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4. CiSELNE RADY EXPONENCIALNI FUNKCE A EULEROVO CISLO

k
afada ) .-, (%) konverguje protoZe jde o soucet geometrické posloupnosti s kvocientem 75,

ktery je v absolutni hodnoté mensi nez 1.

4.3 Exponencialni funkce a Eulerovo ¢islo

V této kapitole se budeme podrobné vénovat exponencialni funkci, ktera predstavuje jednu z nej-
dualezitéjsich matematickych funkci. Dale zavedeme Eulerovo ¢islo (Leonhard Euler, $vycarsky ma-
tematik, 1707 — 1783). Jak uvidime, oba tyto matematické objekty stoji na pojmu ¢iselné rady, ktery
jsme zavedli v pfedchazejici sekeci.

Pro kazdé realné = uvazme ciselnou fadu®

Ool’ T T T
Y =l (4.4)

Pomoci d’Alembertova kritéria se snadno presvédc¢ime o absolutni konvergenci této fady. Prox = 0
fada (4.4) o¢ividné absolutné konverguje. Pro = # 0 pro limitu podila plati

karl

E+1)! 1
lim L& = |z| lim —— =0 < L.
k—oco |zk k—oo k + 1

k!

o |1k
Podle d’Alembertova kritéria proto rada Z |xk—|‘ konverguje a tudiz rada (4.4) konverguje abso-

k=0
lutné pro libovolné x € R. Vyraz (4.4) ma tedy pro kazdé x € R jednoznacny smysl jakozto realné

¢islo.
Po téchto pocatecnich ivahach mizeme piejit k formalni definici exponencialni funkce.

Definice 4.22: Zobrazeni, které kazdému = € R pfifazuje soucet konvergentni fady (4.4), na-
zyvame exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu v bodé x znac¢ime symbolem e”. Plati tedy

o k
X
k=0

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi funkce definované vztahem (4.5). Ukazeme, ze takovato
funkce splnuje vsechny vztahy, které bychom od exponencialni funkce ocekavali.

Véta 4.23 (Zakladni vlastnosti exponencialni funkce): Exponencialni funkce oplyva nasledujicimi
vlastnostmi:

a. eV =1,
b. pro vSechna x,y € R plati e**¥ = e%eY,
x

c. pro vSsechna x € Rplatie® > (0adalee ™ = e%’

d. exponenciala je ostfe rostouci funkce, pro vsechna z,y € R spliujici nerovnost x < y plati
nerovnost e* < €.

BPouzivame algebraickou konvenci 0° = 1.
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4. CiSELNE RADY EXPONENCIALNI FUNKCE A EULEROVO CISLO

Diikaz. a.Plyne ptimo z dosazeni** 2 = 0 do defini¢niho vztahu (4.5),

b. Uvazme z,y € R. Potom®

o k oo
et . eV — <Z% (Z% —

Mkﬁeyk_ﬁ =1y 0, k=t _
DI R BD Bl (S E

k=0 ¢=0 k=0 =0
S

et =" =0 =1 (4.6)

platna pro libovolné = € R. Tato rovnost implikuje nenulovost e” pro libovolné x € R (muzeme
argumentovat sporem: kdyby e = 0 pro jisté * € R, pak z odvozené rovnosti dostavame 0 = 1,
coz je spor). Z rovnosti (4.6) pak ihned dostavame e = eiz

Bud dale z > 0. Potom pfimo z definice exponencialy dostavame

oo
DI
k!

k=0
Piedpoklad > 0 je zde podstatny, diky nému vime, Ze posloupnost castecnych souctti konver-
gentni fady > .-, % je ostfe rostouci a jeji soucet proto miizeme ostfe zdola odhadnout prvnim
¢lenem posloupnosti ¢asteénych souctd, coz je ¢islo 1.

Mame-li nyni x < 0, pak z pfedchoziho odstavce a (4.6) plyne

e’ = —>0.
e x
Celkem proto nerovnost e” > 0 plati pro kazdé x € R.
d. Uvazujme z > (. Nerovnost ¢* > 1 odvozena v diikazu predchoziho bodu dale implikuje, ze
pro zaporné z plati

Je-linyniz < y, pak e¥ = eV %e® > 1.e" = e”, protoze y — x > 0. [l

Pomoci exponencialni funkce mizeme pfirozené definovat Eulerovo ¢islo jakozto funkéni hod-
notu exponencialni funkce v bodé 1.

24Vgimnéte si, ze ted vyuzivame konvenci 0° = 1.
ZPozor, zde jsme se dopustili kroku, ktery by bylo vhodné podrobnéji okomentovat. Konkrétné jsme vynasobili
dvé absolutné konvergentni ¢iselné fady. Spravnost tohoto kroku nedokazujeme.
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Definice 4.24 (Eulerovo ¢islo): Eulerovo ¢islo definujeme pomoci exponencialni funkce predpi-

sem
o0 1
NS
ei=e = E o (4.7)
k=0

Poznamka 4.25: V této poznamce provedeme prvni hruby odhad hodnoty Eulerova ¢isla. Oznac¢me
(81,)5%; posloupnost ¢aste¢nych souéta fady (4.7), tedy

"1
Sn:ZH7 n € N.
k=0

Tato posloupnost je oc¢ividné rostouci a omezena. Skutecné,

1 1
=141+ <
R R O S T DI P DU TP

crereieli L L 1oe g
= 2 22 23 on—1 1-1 '

Soucet fady (4.7), tedy Eulerovo ¢islo, lezi mezi ¢isly 2.5 (soucet prvnich tfi ¢lent fady) a 3 (horni
odhad provedeny vyse).

4.4 Prirozeny logaritmus

Pfipomenme si vysledek predchozi sekce. Exponencialni funkce x +— e” je ostie rostouci (a tedy
i prosta). Z bodu c. véty ¢. 4.23 dale vime, ze e” je kladné pro kazdé realné x. Plati ale vic, oborem
hodnot exponenciélni funkce je** mnozina (0, +00).

Definice 4.26: Existuje tedy inverzni funkce k exponenciale, ktera je také ostfe rostouci a zobra-
zuje (0, +00) na R. Tuto funkci nazyvame prirozenym logaritmem a zna¢ime symbolem In.

Véta 4.27 (Vlastnosti pfirozeného logaritmu): Pfirozeny logaritmus In oplyva nasledujicimi vlast-
nostmi:

a. pro kazdé r € R plati Ine® = x a pro kazdé z € (0, +-00) plati ® =
b. lne=1alnl =0,

c. proz,y € (0,400) plati In(zy) = Inx + Iny.

Ditkaz. a. Plyne pfimo z definice inverzni funkce (viz definici ¢. 2.26).

b. Plyne pfimo z definice inverzni funkce a vztahti e! = ea e® = 1.

c. Uvazme z,y € (0,+00) a oznaéme 2’ := Inz a ¢/ := Iny, ¢ili ¥ = x ae¥ = y. Dle bodu b.
véty ¢ 4.23 plati 2y = e* ¥, neboli In(zy) = 2’ + 3 = Inz + Iny.
[

%Pozor! Tento fakt jsme zatim neodvodili. O jeho pravdivosti se pfesvédé¢ime az za pomoci spojitosti, konkrétné
ve veété 5.48.
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4.5 Obecna mocnina

Pomoci exponencialni a logaritmické funkce zavedené v predchozi sekci nyni definujeme obecnou
mocninu (definice ¢. 4.28). Jinak feceno, cilem této sekce je dat korektni vyznam symbolu a”, kde
a>0axz el

Piipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

at=ga-a---q. (4.8)

n-krat

Pro zaporné celé n a nenulové a pak klademe

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a miZeme proto pouzit vztah (4.8).
Kone¢né polozime?” a” := 1

Symbol a™ ma tedy dobry smysl pro libovolné n € Z a nenulové a € R. Ctenaf jisté snadno
nahlédne, ze pfi uvedené definici plati rovnosti

pro libovolna n,m € Nyaa € R (resp. n,m € Z a0 # a).
Nyni se zbavime pozadavku na celociselnost exponentu. Klicem k uspéchu je nasledujici defi-
nice.

Definice 4.28 (Obecna mocnina): Pro a € (0, +00) a z € R definujeme

a® = exlna'

Poznamenejme, Ze tato definice neni v kolizi s dfive zavedenou exponencialni funkci. Proa = e
totiz mame
et — e:plne — e:p-l — %

Na levé strané symbol e chapeme jako obecnou mocninu a na pravé strané jako exponencialni
funkci.

Pojdme si nyni rozmyslet, jaké vlastnosti ma nami zavedena obecna mocnina a zda-li rozsifuje
celo¢iselnou mocninu zminénou na zacatku této sekce.

Véta 4.29 (Vlastnosti obecné mocniny): Pro a,b > 0 plati
1. a*TY = a*a?,
2. (a"’f)y = a™,
3. (ab)® = a®b".

pro libovolna z,y € R.

T pro a = 0, pozor na toto €asté nedorozumnéni!
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Diikaz. Uvazme tedy a,b > 0 a z,y € R. Potom dle definice 4.28 plati

ax—l—y _ e(:r—l—y)lna _ ezlna—i—ylna _ exlnaeylna — a®av.

Podobné

Yy x xlna
(ax) = eyIna® — gylne = e¥rIna — qvr — 7y,
Na konec s vyuzitim véty ¢. 4.27

((Lb)x _ 6J:ln(ab) — 6a:(lna—i—lnb) — exlnaemlnb — a®b~.

O

Obdobné jako u exponencialni funkce se mizeme na obecnou mocninu divat jako na funkeci
x — a®. V tomto pripadé jeji vlastnosti zavisi na konkrétni hodnoté a.

Véta 4.30: Funkce definovana predpisem a” je:
« ostfe rostouci pokud a > 1,
« konstantni pokud a = 1,
« ostfe klesajici pokud 0 < a < 1.
Obor hodnot funkce a” je interval (0, +00) proa # 1 a {1} proa = 1.

Ditkaz. Pokud je a = 1, pak a® = e*"® = ¢?I"l = ¢0 = 1, Uvazme a > 1. Z definice logaritmu

vime, Ze Ina > 0. Je-liz < y pak zlna < yIna a rist exponencialni funkce implikuje

x zlna ylna

a® =e <e = aY.

Zbyvajici piipad 0 < a < 1 lze vySetfit analogicky.
Pokud @ = 1 pak je oborem hodnot mnozina {1}. V ostatnich pfipadech mé a” stejny obor
hodnot jako exponenciéla, tedy (0, +00). O

Definice 4.31: Funkce a” je tedy pro 0 < a # 1 ryze monotonni a tudiz prosta. Jeji inverzni funkci
nazyvame logaritmem o zdkladu a a znacime log,,.

Poznamka 4.32: Pro kazdé a,x > 0 dostavame
1 1 = 1 1
eloga — 6logaac-ﬁ _ e(loga;vlna)m _ <alogax> e rha = eﬁ‘

Z prostoty exponencialni funkce tudiz dostavame log, x = {E—’: Z tohoto vztahu jiz plynou vsechny
a
ostatni notoricky znamé vlastnosti logaritmu.
Podobny zptisobem (viz cviceni) 1ze dokazat znamou rovnost

log, b* = zlog, b

platnou pro libovolné 0 < a # 1,b > 0axz € R.
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5 Limita a spojitost funkce

5.1 Limita funkce

U posloupnosti (a,, )% ; jsme zkoumali, jak se chovaji jejich ¢leny pro velka n. Pokud se jejich ¢leny
,blizily“ k jistému o € R, pak jsme tuto hodnotu nazyvali limitou této posloupnosti. Vyznam slova
,blizit"“ pfesné popisovala definice ¢. 3.12, ktera fikala, Ze v ,kazdém® okoli bodu « lezi vsechny
¢leny posloupnosti (a,)32 ; az na koneény pocet vyjimek.

Nyni u funkci se miizeme ptat, jak se zadana funkce f chova, kdyZ se nezavisla proménna
x € Dy blizik zadanému bodu a € R, pfipadné 00 (tj. roste nad/pod vSechny meze). V nasledujici
definici limity funkce si vS§imnéte podobnosti s definici limity posloupnosti (definice 3.12).

Definice 5.1 (Limita funkce / limit of a function): Budte f realna funkce realné proménné a a € R.
Necht f je definovana na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a samotného. Rekneme, ze ¢ € R
je limitou funkce f v bodé a, pravé kdyz pro kazdé okoli H. bodu c existuje okoli H, bodu a
takové, ze z podminky

r € H, \{a}

plyne
f(z) € H,.

V symbolech
(VH.)(3H,) (Vz € Dy)(x € H, ~ {a} = f(z) € H.).

Tuto skutecnost zapisujeme

lim f(z) = ¢, ptipadné lim f = c.

T—ra

Poznamka 5.2: Je mozné, Ze z drivéjsiho studia znate pojmy ,vlastni“ a ,nevlastni“ limita ve
,vlastnim“ / , nevlastnim“ bodé. V BI-ZMA tyto pojmy nepouzivame. Definice vSech téchto pojmu
je obsazena v nasi definici ¢. 5.1.

Poznamka 5.3: V pripadé kdy a i ¢ jsou prvky R je podminka

lim () = ¢

ekvivalentni pozadavku, aby f byla definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a samot-
ného a

(Ve >0)(36 > 0)(Vz € Dp)(0 < |z —a| <0 = |f(z) —c|<e).

Analogické formule Ize zformulovat pro riizné kombinace piipadii a, ¢ € R.
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¢ :=lim, ,, f(x)

o

¢ g, {a} x

o
<

Obrazek 5.1: Limita funkce, ilustrace pro a, c € R.

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu a mimo
bod a. Limita funkce f v bodé @ mze byt rizna od funkéni hodnoty f(a). Pfikladem budiz funkce
f(z) := sgnz? definovana na celém R. A¢koliv pro funkéni hodnotu plati f(0) = 0, pro limitu
mame glgli% flx)=1.

Funkce f v bodé a ani nemusi byt definovana, presto limita mize existovat. Pfikladem je funkce
f(z) :=sgn %, Dy = R~ {0}. A¢koliv 0 nepatii do Dy plati alﬂlg% f(z)=1.

K snaz$imu predstaveni si pozadavkil v definici 5.1 uvadime obrazek 5.1.

V definici 5.1 jsme se divali na chovani funkce f na celém okoli bodu a (vyjma bodu a samot-
ného). Podobné mazeme zkoumat chovani funkce pouze vpravo, ¢i vlevo, od zadaného bodu a.
Ziskavame tak pojem limity funkce zprava, ¢i zleva.

Definice 5.4: Budte f realna funkce realné proménné a a € R. Necht f je definovana na levém,
resp. pravém, okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a samotného. Rekneme, Ze ¢ € R je limitou
funkce f v bodé a zleva, resp. zprava, pravé kdyz pro kazdé okoli H,. bodu c existuje levé okoli
H_, resp. pravé okoli H., bodu a takové, ze z podminky

v € H, ~{a}, resp.x € H \ {a},

plyne
f(lz) € H,.
Zapisujeme
lim f(x) = ¢, pfipadné lim f = ¢,
T—a— a—
resp.

I — ¢, piipadné lim f = c.
xir};rf(m) ¢, ptipadné érff c

Pro lepsi predstavu odkazujeme ctenafe na obrazek 5.2. Na zavér této podkapitoly uvedme
nékolik prikladt vypocta limit jednoduchych funkei.

Priklad 5.5: Limita konstantni funkce je rovna dané konstanté.
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o

Qo(/

CHF {a} e

Obrazek 5.2: Jednostranna limita funkce, ilustrace pro a, c € R.

Je-li ¢ € R zadana konstanta a f(x) = ¢ pro kazdé + € D; = R, pak pro libovolny bod a € R
plati lim, ., f(x) = c. Skute¢né, bud H.(¢) libovolné okoli bodu ¢ s polomérem ¢ > 0. V pfipadé
nasi konstantni funkce maizeme zvolit libovolné okoli H,(d) bodu a s polomérem 6 > 0. Pak totiz
prox € H,(0) \ {a} jisté plati f(z) = c € H.(¢).

Piiklad 5.6: Pro libovolné a € R plati

lim z = a.
r—a

Skute¢né, vezmeme-li libovolné okoli H, bodu a pak pro x € H, \ {a} zcela jisté plati, ze x € H,.

Priklad 5.7: Plati

lim — = +o0.
z—0 :132

Skute¢né, bud H . (c) okoli bodu +00 a ¢ > 0. Hledame okoli Hy(J) bodu 0 o poloméru é > 0
takové, ze pokud = € Hy(8) \ {0} pak - € H,(c). Pozadujeme tedy aby

Staci proto zvolit tfeba § := \/LE

Pokud bychom uvazovali H, . (d) s d < 0, pak stadi zvolit tfeba ¢ = 1 z pfedchoziho odstavce,
H,(c) C Hix(d), a zkonstruovat 0 jak je popsano v pfedchozim odstavci.
Priklad 5.8: Plati ) )

Iim —=+4+0c0 a lim — =—-o.
z—0+ z—0—

Ukazme nejprve prvni z limit. Bud H, . (c) libovolné okoli bodu 400 dané konstantou ¢ > 0
(nekladné ¢ mizeme oSetfit podobné jako v pfedchozim pfikladu). Zvolime-li § = % > (), pak pro

z € (0,6) = Hi (6) ~ {0} plati

1
O<ax<d = —>

1
- =c.
A
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Podobné v druhém ptikladé pro libovolné okoli H_..(c) bodu —oo zadané konstantou ¢ < 0 sta¢i
polozit § = X > 0. Pak pro libovolné z € H; (§) \ {0} = (=6, 0) plati

lc|
1 1
—<r<0 = -—<—=—|c]=c
x )

Vzpometite, Ze ¢ < 0. Na tomto misté je dobré si pfipomenout graf hyperboly y = %

5.2 Vlastnosti limit funkeci

Pii vypoctu limit posloupnosti ¢asto nevyuzivame piimo definici, ale znalost nékolika zakladnich
limit, viz pfedchozi kapitolu. Znalosti téchto zakladnich limit 1ze vyuzivat pfi vypoctu limit slozi-
téjsich funkci. Podobné tomu bylo i u posloupnosti. Ukazme si tedy, jak s limitami funkci pracovat.
Nejprve si rozmysleme, jaky je vztah mezi jednostrannymi a oboustrannymi limitami.
Véta 5.9: Necht a € R. Limita lim f(z) existuje a je rovna ¢ € R, pravé kdy?z existuji obé jedno-
Tr—a

stranné limity lim f(z)a lim f(x) a obé jsou rovny c.
T—ay T—a—

Diikaz. K diikazu si staci rozmyslet obé implikace.

« Necht existuje oboustranna limita lim f(x) = c. Je-li H, libovolné okoli bodu ¢, pak existuje
r—a

H, okoli bodu a takové, ze je-li v € H, \ {a}, pak f(z) € H.. Tudiz pro z € HE \ {a} je
f(z) € H,.Jednostranné limity lim f(x) proto obé existuji a obé jsou rovny c.
Tr—ra4

« Naopak. Necht obé jednostranné limity existuji a obé jsou rovny c. Bud H., libovolné okoli
bodu c. Pak existuje levé okoli H,, (£1) bodu a a pravé okoli H; (¢2) bodu a tak, Ze pokud
x € H; (e1)~{a} nebox € H (e9)\ {a}, pak f(z) € H..Polozime-lie = min{ey, e2}, pak
proz € H,(¢) \ {a} plati f(z) € H,.. Oboustranna limita funkce f v bodé a tedy existuje je
rovna c.

O

Predeslou vétu casto vyuzivame na vyvraceni existence oboustranné limity. Presnéji formulu-
jeme nasledujici tvrzeni.

Dusledek 5.10: Necht f je funkce a bod a € R. Plati-li aspon jedna z podminek
« obé jednostranné limity funkce f v bodé a existuji a jsou rizné,
« alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé a neexistuje,

potom limita funkce f v bodé a neexistuje.

Priklad 5.11: Limita

lim sgn z
z—0

neexistuje. Skutecné, pro jednostranné limity plati
lim sgnx =1,
I*)O_'.
lim sgnx = —1.

rz—0_
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5. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE VLASTNOSTI LIMIT FUNKC{

Podle predchoziho disledku oboustranna limita nemuze existovat (1 # —1). Na tomto misté je
vhodné si pfipomenout graf funkce signum!

Priklad 5.12: Limita

Dalsi véta nam ukazuje, jak souvisi pojmy ,limita posloupnosti® a ,limita funkce“. Diky této
vété mizeme nékteré limity posloupnosti pocitat pomoci znalosti limity funkci. Vyhoda tohoto
postupu spociva v tom, Zze na limity funkci mizeme pouzit nastroje diferencialniho poctu (jako
napfiiklad 'Hospitalovo pravidlo), které pro posloupnosti nemame k dispozici.

Véta 5.13 (Heine): lim f(z) = ¢, pravé kdyZ je f definovana na okoli bodu a (s moznou vyjimkou
T—ra

bodu a) a pro kazdou posloupnost (x,,)$° ; s limitou a a spliujici
{zn | n € N} C Df ~ {a} (5.1)
plati lim f(z,) = c.
n—oo
Diikaz. Vynechavame. O

Podminku v rovnici (5.1) Ize slovné pfeformulovat takto: v§echny ¢leny posloupnosti ()22,
patfi do defini¢niho oboru funkce f a zadny z nich neni roven a.

Dukaz Heineho véty vynechavame. Implikace v jednom sméru je snadna (rozmyslete ktera),
druha je jiz komplikovanéjsi. Po drobné modifikaci plati Heineho véta i pro jednostranné limity
funkce.

Véta 5.14 (Heine pro jednostranné limity): lim f(z) = c, resp. limJr f(z) = ¢, pravé kdyz je f
T—a— T—a
definovana na levém, resp. pravém, okoli bodu a a pro kazdou posloupnost (z,,)5% ; s limitou a a
splnujici
{zn,|n e N} C DyN(—00,a), resp. {x,|n e N} C DfnN(a,+00),
plati lim f(z,) =c.
n—oo
Priklad 5.15: Z diivéjsi prednasky o posloupnostech vime (viz vétu 3.36), Ze pro libovolné k£ € N
a pro libovolnou posloupnost (a,)$° ; spliujicia, > 0a lim a, = o € (0, +00) plati lim a,, =
n—oo

n—oo
/. Heineho véta (véta ¢. 5.13) pak implikuje

lim ¥z = Vo

T—Q

pro kazdé a € (0, +00).
Tento fakt lze alternativné dokazat i pfimo z definice limity funkce /= v bodé a.

Heineho véta nam dale umoznuje zformulovat jednoduché kritérium pro vyvraceni existence
(jednostranné) limity.
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y = sin

8 =

Obrazek 5.3: Graf funkce sin % Limita této funkce v bodé 0 neexistuje.

Dusledek 5.16: Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R a (2,)% ,, (2,)%, jsou dvé

n=1»
realné posloupnosti patiici do Dy, majici limitu a a spliujici podminky z,, # @ a 2, # a pro
vsechna n € N. Pokud limity
lim f(xz,) a lim f(z,)
n—oo

n—o0

existuji a jsou riizné, nebo alespori jedna z nich neexistuje, potom limita lim f () neexistuje.
r—a

Priklad 5.17: Limita

lim sin —
x—0 x

neexistuje. Oznaéme f(z) := sin + a polozme
€T

1 1
Ty = —— :

2mn’ 2mn + 5

pron € N.

Tyto posloupnosti spliuji
lim z, = lim 2, =0 a {z,|Jn e N}U{z,|n e N} C Dy =R~ {0}

Konec¢né
lim f(z,) = lim sin(27n) =0,
lim f(z,) = lim sin (27m + E) = sin— = 1.
n—oo n—o0 2 2

Pro predstavu uvadime obrazek 5.3. Z obrazku je patrné, Ze limita posloupnosti obrazti zavisi na
zpusobu jakym se k bodu 0 blizime®®.

Velmi Casto se setkavame se souctem, soucinem, ¢i podilem funkeci. Pro jejich limity plati ana-
logicka véta jako v pripadé posloupnosti. Porovnejte tuto vétu s vétou 3.31.

Véta 5.18: Necht f a g jsou funkce a a prvek R. Potom
licrln(f +g) = lignf + licrlng,
lignf-gzliamf-ligng,
lim f _ lim,

a g lim,g’

plati v pfipadé, Ze vyrazy na pravé strané jsou definovany a v poslednim pripadé za piredpokladu,
zZe 5 je definovana na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a samotného.
28 Zpusob blizeni se k 0 v tomto ptipadé presné definuji posloupnosti (z,,) a (z).
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Ditkaz. Dikaz této véty je potteba provést ve véech moznych ptfipadech”. Ukazeme pouze piipad
sou¢tu koneénych limit, lim, f =c € R, lim, g =d € R,

veH, = |f(x)—c|<%a]g(x)—d]<g.

Je-litedy x € H,, pak pomoci trojuhelnikové nerovnosti plati

c
2
Tudiz lim,(f + g) = c+ d. O

= E&.

[f(2) + g(z) = c—d| = |(f(z) = ¢) + (9(z) = d)| < [f(2) — | +]g(x) —d] <%+

Poznamenejme, ze analogicka véta plati i pro jednostranné limity. Pocitat limitu polynom je
diky predchazejici vété velmi jednoduché.

Piiklad 5.19: Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom
lim P(z) = P(a).

rT—a

Jiz jsme ukazali, Ze lim x = a a vime lim ¢ = c. PouZijeme-li mnohonéasobné vétu o limité souctu
Tr—a Tr—a

a soucinu funkci (véta 5.18), ihned dostaneme tvrzeni uvedené na zac¢atku naseho prikladu. Napfi-

klad tedy plati

lim (z* =3z +1)=2"-3-2+1=-1
T—2
O néco slozitéjsi je pocitat limitu racionalnich lomenych funkei. Zde uz muize nastat vice moz-

nych situaci. Veskeré nastroje uz ale mame pripravené a nasledujici piiklad jen demonstruje jejich
aplikaci.

Piiklad 5.20: Vypoctéte limitu funkce

xt 222 -3

@)= 3 —3x2 + 2z

vbodecha = —-1,b=1,c=2ad = —o0.
Nejprve si vS§imnéme, Ze jmenovatel 1ze rozlozit na kofenové ¢initele

2* =32 + 22 = x(x — 1)(x — 2),

tudiz Dy = R\ {0, 1, 2}. Pro vypocet limity v bodé a« = —1 mtZeme proto pouzit vétu o limité
podilu,
lim,_,, 2* + 222 — 3 0
li = =— =0.
lim f(x) lim, .23 — 322+ 2z —6

Déle, pted vypoctem limity v bodé d upravme vyraz pro f(z) nasledovné

AQ4Z-)_ 1+3-3
R T R e P

Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame

i 1
glgl{)%f(x)——oo-I——oo.

29 Alternativné bychom se mohli odvolat na Heinehu vétu a znalost analogické véty pro posloupnosti.
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y=flx)

)

Obrazek 5.4: Graf racionalni lomené funkce z ptrikladu ¢. 5.20.

Pro vypocet limit v bodech b a ¢ je vhodné upravit na soucin kofenovych cinitelt i ¢itatel,

(22 +3)(2*—=1) (> +3)(x—D(z+1) (22+3)(xz+1)

LG i e P 2z —1)(z-2) wr—2) TS
Tudiz, opét pomoci predeslych vét,
. 8 : I
iliré === -8, 221_>n10 f(z) neexistuje.

Neexistence posledni limity plyne z nerovnosti jednostrannych limit,

lim f(:C)IE‘(—FOO):—FOO, lim f(x):ﬁ~

rx—c+ 2 r—Cc— 2 (_OO) -

Je dobré porovnat nase vysledky s grafem uvazované funkce, viz obrazek ¢. 5.4.

Priklad 5.21: Vypoctéte limitu
. 2 4+x—2
lim .
v2x3 — a2 —x+1
V bodé = = 2 je jmenovatel roven 3, coz je nenulové ¢islo. Podle véty o limité podilu proto ihned
dostavame

. ?+x—2 4
lim = —,
=23 — 22—z +1 3

Priklad 5.22: Vypoctéte limitu

. >+ x—2
lim .
el g3 — a2 —x+1
Nyni je limita typu %. Z polynomu v citateli a jmenovateli proto mizeme vytknout kofenovy c¢initel
z—1,
, >+ —2 . (z—=1D)(x+2) . rz+2 1
lim = = lim . )
solgd —a?2—x4+1 el (x—1)(22—-1) a=1z4+1 -1

Protoze ale pro jednostranné limity plati

2 1 3
lim e = — - (£o0) = to0,
z=lex+1 x—1 2

puvodni limita podle dtsledku 5.10 neexistuje.
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Mnoho funkci, na které narazime, jsou slozené funkce. Nasledujici dulezita véta naAm umoznuje
pocitat jejich limity, aniz bychom se museli obracet na definici limity.
Véta 5.23 (O limité slozené funkce): Necht f a g jsou funkce, a, b, c jsou prvky R a plati tfi pod-
minky

1. il_r)l’(ll g(x) =b,
2. lim f(z) = ¢,
z—b

3. bud (3H,)(Vx € D, N H, ~{a})(g(z) # b) nebo (b € Dy a f(b) = c).

Potom plati lim f(g(z)) = c.
r—a

Diikaz. Vynechavame. O
Poznamka 5.24: Podminka v bodé tfi je dilezitd. Napiiklad pokud uvazime f(z) = sgn—; a
g(x) = 0, pak

glcli%g(x) =0 a ilg(l)f(x) =1

Podminky v bodé jedna a dva jsou tedy splnény, ale ani jedna podminka v bodé tfi neplati. Dale,
slozena funkce fog neexistuje, jeji defini¢ni obor je prazdna mnozina. Nema proto ani smysl pocitat
jeji limitu.

Hrubé feceno lze fici, Ze pokud se vnitini funkce na okoli bodu a nechova ,pékné“, nespliuje
bod tfi pfedchozi véty, pak limita slozené funkce nemusi existovat.

Priklad 5.25: Vypoctéme limitu

1
lime @-n2.
r—1

Oznacme

Y oa x:—;
flr)=e g9(z) (x—1)%

Na cviceni ovéfite, Ze (1. a 2. pfedpoklad véty o limité slozené funkce)

. -1 . T _
M- > 2 Jm e =0
Déle naptiklad pro H;(1) = (0,2) plati g(z) # —oo pro vSechna x € H;(1) \ {1}. Prvni moZnost
v 3. pfedpokladu je tedy splnéna. Vétu o limité slozené funkce lze aplikovat a dostavame vysledek

1
lime 1% =(.
r—1

5.3 Nerovnosti v limitach funkci

K vypocétim limit posloupnosti jsme ¢asto s vyhodou pouzivali vétu o limité seviené posloupnosti

(véta ¢. 3.54). Analogicka tvrzeni plati i pro limitu funkce. Témito tvrzenimi se budeme zabyvat

v této podkapitolce.

Véta 5.26: Mé&me funkce f a g a necht existuji limity lim f(x) a lim g(x). Pak plati nasledujici
r—a

r—ra
dvé tvrzeni:
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a. Pokud lim f(z) < lim g(z), potom existuje okoli H, bodu a takové, ze pro viechnax € H,~{a}
T—a r—a

plati f(z) < g(z).

b. Pokud existuje okoli H, bodu a takové, Ze pro véechna = € H, \ {a} je f(x) < g(zx), potom
lim f(z) < lim g(z).
Tr—a T—a

Diikaz. Dokazme postupné obé tvrzeni.

a. Oznatme o = lim, f a # = lim, g. Podle pfedpokladu o < /3 1ze zvolit disjunktni okoli H,
bodu v a Hz bodu 3. Podle pfedpokladu existence limit existuje jisté okoli H, bodu a pro které
plati

re H,~{a} = f(x) € Hyag(x) € Hp.

Pro stejna z proto plati f(z) < g(z).
b. Plyne ihned z pfedchoziho bodu (napf. sporem a vyuzitim jiz dokazaného bodu a.). [

Hlavnim vysledkem této podkapitoly je pak nasledujici véta (srovnejte s vétou o limité seviené
posloupnosti).

Véta 5.27 (O limité seviené funkce): Necht pro funkce f, g, h a body a, c € R plati:
1. existuje okoli H, bodu a takové, Ze pro kazdé = € H, \ {a} plati f(x) < g(x) < h(z),

2. existuji lim f(z) = lim h(x) = c.
Tr—a r—a

Potom existuje i lim ¢g(z) a je rovna c.
T—a

Diikaz. Uvazme nejprve piipad ¢ € R. Bud ¢ > 0. Existuje okoli U, bodu a takové, ze pokud
r € U, {a} pak f(z) € H.(¢)ah(z) € H.(¢).Prox € U, N H, plati f(z) < g(x) < h(x). Proto
ig(x) € He(e). O

Poznamenejme, ze pokud napf. ¢ = 400, pak staci pouze dolni odhad. Pro libovolné K € R
mame k dispozici U, okoli bodu a takové, ze pro x € U, je f(x) > K. Je-lixz € U, N H, pak
h(z) > f(z) > K.Podobna poznamka plati i pro ¢ = —o0.

Priklad 5.28: Vypoctéte lim, ., x sin %
Ziejmé nelze pouzit vétu o soucinu limit, limita lim,_, sin % totiz neexistuje. OvSem nerovnost

1
x sin —
T

f(x):=0<g(x) =

plati pro libovolné x € R ~\ {0}. Zvolime-li napt. H, = (—1, 1) okoli bodu a = 0, pak
1. nerovnost f(x) < g(x) < h(z) plati pro kazdé z € (—1,1) ~ {0},
2. existuji }:11)1(1) f(z) = }:1—% h(xz) = 0.

o1
x sin —
x

= 0.

Podle véty o limité seviené funkce pak lim g(z) = lim
z—0 z—0

Poznamka 5.29: V predchozim vypoctu jsme vyuzili nasledujici ekvivalence

lim f(x) =0 & lim [f(x)| =0,

Tr—a

jejiz platnost se ovéfi tplné stejné jako u limity posloupnosti (viz vétu ¢&. 3.34).
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Poznamka 5.30: Déle plati nasledujici tvrzeni: je-li f(x) definovana a nezdporna na okoli bodu a,

aexistuje lim f(z) = ¢, pak lim v/ f(x) = /c. Toto tvrzeni se dokaZe velmi podobné jako v piipadé
Tr—a Tr—a

posloupnosti (viz vétu €. 3.36). MiZeme se na néj ale také divat jako na specialni pfipad véty o limité

slozené funkce kde jsme vyuzili toho, Ze odmocnina je spojita. Ke spojitosti se dostaneme v pristi

kapitole.

Priklad 5.31: Ovéfte spravnost nasledujicich tvrzeni

sinx
=1.

limsinx =0, limcosz =1, lim
x—0 x—0 z—0 X

V tento okamzik mame k dispozici pouze geometrickou definici goniometrickych funkci, vizte ob-
razek ¢. 5.5.Prox € (O, g) plati

1 . T

ismx < 5 < §tgx.
Skute¢né, porovnejte obsahy trojihelniku O AB, vysece O AB a trojuhelniku O AC na obrazku 5.5.
Funkce sin je licha a tudiz

T
—|z| < sinz < |z], e(——,—).
|z| <sinz <|z|, =« 55

Potom lirr(l) sinz = 0. A z rovnosti sin? z + cos? r = 1 pak i lin% cosx = 1. (Rozmyslete znaménko!)
T— T—>

Funkce sin i tg jsou liché a proto z nerovnosti

L < * < 1t € (0 W)
2s1n;15 5 5 gr, « '3
plyne nerovnost
T 1 T
1< ‘ < L ze (——,—) 0}
sinx cos T . 272 \{}

Odtud pomoci Véty ¢. 5.27 dostavame posledni hledanou limitu

sinx

lim =1.
z—0 X
sinx
x

Funkce je totiz kladna na jistém okoli nuly.

5.4 Definice a kriteria spojitosti

Jak jiz bylo feceno, hodnota limity funkce v bodé a € R nezavisi na funkcni hodnoté funkce f
v tomto bodé (funkce v daném bodé ani nemusi byt definovana a pfesto v ném muize mit limitu).
Zavadime proto pojem spojité funkce, ktery spojuje pojem limity a funk¢ni hodnoty. Funkce je
spojitd v bodé a € D pravé tehdy, kdyz jeji funkéni hodnota v bodé a je rovna jeji limité v bodé a.
Uvédomime-li si, ze bod a mtze byt i na kraji defini¢niho oboru funkce f, dostavame néasledujici
definici.

Definice 5.32: Necht f je realna funkce realné proménné a necht bod a € D;. Rekneme, Ze funkce

f je spojita v bodé a jestlize nastava jedna z nasledujicich moznosti

» lim f(z) = f(a),

T—ra
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O 1 A

Obrazek 5.5: Jednotkova kruznice a vypocet funkcei sinus a tangens.

« funkce f je definovana jen na pravém okoli bodu a, pfesnéji (3H,)(H, N Dy = HJ), a
lim f(x) = f(a),

r—a+

« funkce f je definovana jen na levém okoli bodu a, piesnéji (3H,)(H, N Dy = H;), a
lim f(x) = f(a)

Funkce f je spojita v bodé a zprava, pokud lim f(x) = f(a). Funkce f je spojita v bodé a

r—a+
zleva, pokud lim f(z) = f(a).
T—a—

Spojitost funkce je velmi dulezita pro praktické aplikace. Na tomto misté zatim jenom pozna-
menejme, Ze je-li funkce f spojitd v bodé a, pak z rovnosti f(a) = b plyne, ze f(x) je blizko b pokud
x je blizko a. Pfesné to totiz korektné rika definice ¢. 5.32.

Jako prvni pozorovani uvedme, ze pokud a ¢ Dy, pak takovato funkce nemiize byt z definice
spojita i kdyby liLn f(x) existovala. V definici spojitosti se totiz predpoklada, ze funkce je definovana
v bodé a. V talzovaémto bodé bychom mohli danou funkci tzv. spojité dodefinovat touto limitni
hodnotou. Vytvorili bychom tedy novou funkci, ktera by v bodé a byla spojita.

Protoze a € Dy C Ra f(a) € R, dostavame preformulovanim definice limity nasledujici ¢ — ¢
formulaci spojitosti:

Poznamka 5.33: Funkce f definovana na okoli bodu a je spojita v bodé a € Dy, pravé kdyz pro
kazdé € > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé x € R splnujici |z — a| < J plati |f(z) — f(a)| < e.

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednim disledkem vlastnosti limity funkce:

Véta 5.34: Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy je spojitd v bodé a € Dy, prave kdyz je
spojita v bodé a zleva i zprava.

Ditkaz. Viz vétu 5.9. ]

Véta 5.35: Soucet a soucin dvou funkci f a g definovanych na okoli bodu a a spojitych v bodé a
je funkce spojitd v bodé a. Pokud navic g(a) # 0, pak podil § je funkce spojita v bodé a.

Diitkaz. Viz vétu 5.18. ]

Véta 5.36: Budte g funkce definovana na okoli bodu a a spojitd v bodé a a f funkce definovana
na okoli bodu ¢(a) a spojitd v bodé g(a). Potom slozena funkce f o g je spojita v bodé a.
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Obrazek 5.6: Graf funkce f(z) = x — |z].

Diikaz. Viz vétu 5.23. Povsimneéte si, Ze tfeti pfedpoklad véty 5.23 je pro spojité funkce automaticky
splnén. []

Jako prvni priklad spojité funkce zminme priklad libovolného polynomu.
Priklad 5.37: V predchozi podkapitole jsme ukazali, Ze pro libovolné realna a a libovolny polynom
P(z) plati
lim P(x) = P(a).

Tr—a

Kazdy polynom je proto spojitou funkci v kazdém bodé a € R.

Vsimnéte si, Ze diky znalosti vlastnosti pojmu limity (konkrétné véty o limité souctu a soucinu)
a pouze znalosti spojitosti funkce f(x) = x a konstantni funkce jsme odvodili spojitost libovolného
polynomu. Viibec jsme nepottebovali explicitné pouzit definici spojitosti/limity.

Dale se podivejme na komplikovanéjsi priklad, ktery pékné ilustruje vsechny mozné druhy
spojitosti (zleva/zprava).

Piiklad 5.38: Zkoumejte spojitost funkce f(z) = =z — |z].
Pfirozenym defini¢nim oborem funkce f je D; = R. Funkce f je spojita v kazdém bodé a &
R \ Z.V bodech a € Z je spojita zprava, ale ne zleva.

lim f()=f(a) a lim f(z)=f(a)+1

Graf této funkce je uveden na obrazku 5.6.

Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé. Nyni ho rozsifime
na cely interval.

Definice 5.39: Funkce [ je spojita na intervalu J, pravé kdy?z je spojita v kazdém bodeé intervalu

J.
Poznamka 5.40: Specialné tedy plati

« spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé z € (a, b).

« spojita na intervalu {(a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé x € (a,b) a v bodé a je
spojita zprava.

« spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé = € (a,b) a v bodé b je
spojita zleva.

« spojitd na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé = € (a, b), v bodé a je spojita
zprava a v bodé b je spojita zleva.
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Spojitost funkce na uzavieném intervalu ma zavazné dasledky pro feseni rovnic. Nasledujici
véta dava postacujici podminku pro existenci feseni rovnice f(x) = 0 a dokonce i nabizi algoritmus
jak toto feseni nalézt. Mimo to ji jesté dale s vyhodou vyuzijeme.

Povsimnéte si, Ze neni Zadnym omezenim mit na pravé strané rovnice ¢islo 0. Pokud bychom
méli fesit rovnici h(x) = g(x) pro neznamou z, vidy mizeme tento problém pieformulovat do
tvaru f(z) := g(xz) — h(z) = 0.

Véta 5.41 (Metoda puleni intervalu): Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b)
anecht f(a)- f(b) < 0. Potom existuje bod ¢ € (a, ) takovy, ze f(c) = 0.

Diikaz. Polozme a; := a a by := b. Protoze znaménka f(a;) a f(by) jsou riznd, nastane pravé
jedna ze tfi moznosti

1 f(ath) =0,
2. znaménka f(a;) a f (242 jsou rtizna,
3. znaménka f (“12) a f(b;) jsou riizna.

Dale postupujeme podle toho, ktera z téchto moznosti nastala:

1. Hledanym bodem c je ‘”QLIH a véta je dokazana.

2. PoloZme ay :=a; a by := %

3. Polozme as := ‘“24171 aby = by.

Pokud nenastala prvni moznost, provedme stejnou tivahu s as a by misto a; a b;. Timto zpisobem
postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém z krokt nastane prvni moznost (tj.
existuje n tak, ze f (%) = 0), pak je véta dokazana.

V opa¢ném ptipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,, )22

n=1>

(by,) spliiujici

_b—a

2n—1’

Uny by € (a,0), a<ap<apy <bpy1 <b, <b, b,—a,

pro kazdé n € N. Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich konecné limity,
a, — aab, — [ pfin — oo. Navic

o= m) = e 5

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, oznaéme ji ¢ := o = § € (a, b). Ze spojitosti funkce f
v bodé c a Heineho véty nyni plyne

Tim f(a,) = lim f(b,) = f(c).

n—oQ

Ale protoze vsechny f(a,) maji rizné znaménko od f(b,) mizou posledni rovnosti nastat pouze
v ptipadé Ze f(c) = 0. Tim je dikaz véty dokoncen. O
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Obrazek 5.8: Predpoklad spojitosti pro tvrzeni véty 5.41 je podstatny.

Dutkaz predchazejici véty se nazyva konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci ¢isla ¢, jsme do-
kazali jeho konstrukei. Algoritmus pouzity v ditkazu se nazyva metoda piileni intervalu a 1ze ho
prakticky pouzit k hledani feseni rovnice f(x) = 0. Jeho vyhodou je, Ze mame pod kontrolou
chybu vypoétu, hledané feseni c vzdy lezi v intervalu (a,, b,). Pokud délka tohoto intervalu je jiz
kratsi nez pozadovana presnost, mtizeme algoritmus zastavit a tfeba o priméru % prohlasit, ze
se jedna o hledané feSeni (v dané presnosti). Nevyhodou metody puleni intervalu je jeji ne prilis
vysoka rychlost (typicky je potfeba udélat vice iteraci nez se dostaneme k pozadované presnosti).

Poznamka 5.42: Predpoklad spojitosti v predeslé vété 5.41 je podstatny. Jako priklad uvazme

funkci
1 ze(od).
J(w) = {—1, ze (L 1)

na intervalu (a,b) = (0, 1). Sice f(0) - f(1) = —1 < 0, ale neexistuje bod = € (0,1) splijici
Fw) = 0.
Dusledkem pfedchozi véty 5.41 je nasledujici tvrzeni.

Dusledek 5.43: Bud f spojita funkce na intervalu .J a necht plati f(z) # 0 pro vSechna x € J.
Potom pro viechna = € J plati bud f(z) > 0 nebo f(z) < 0.

Dalsi vlastnosti spojitych funkci je, Ze zobrazuji intervaly na intervaly. To pro nespojité funkce
nemusi byt pravda (rozmyslete!).
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Véta 5.44: Bud [ funkce spojita na intervalu J. Potom obraz f(.J) intervalu J je bud interval,
nebo jednoprvkova mnozina.

Diikaz. f(J)je jednoprvkova mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve zbytku duikazu
predpokladejme, Ze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tfeba ukazat, ze pro libovolné dva prvky «, 5 € f(J),
a # f3, lezi vSechna k mezi o a 5 také v f(J).

Jisté existuji a,b € J, f(a) = a, f(b) = [ a bez Gjmy na obecnosti a < b. Polozme g(x) :=
f(x) — k. Funkce ¢ je spojita na (a,b), g(a) = o — k a g(b) = 8 — k jsou nenulova s rozdilnym
znaménkem. Podle véty existuje ¢ € (a,b) takové, ze g(c) = 0, tj. f(c) = k. O

Spojitym obrazem intervalu je tedy interval. Zachovava spojitost i uzavienost, resp. otevienost,
intervalu? Neni tézké si rozmyslet, Ze obrazem otevieného intervalu nemusi byt opét otevieny
interval®. Spojitym obrazem uzavieného intervalu uz ale vzdy bude uzavieny interval. Plati totiz
nasledujici véta.

Véta 5.45: Bud f funkce spojita na uzavieném intervalu J. Potom obraz f(.J) intervalu J je bud
jednoprvkova mnozina, nebo uzavieny interval.

Diikaz. Podle véty 5.44 jiz vime, ze f(.J) je bud jednoprvkova mnozina (pokud je funkce kon-
stantni) a nebo interval (pokud je funkce nekonstantni). Ukazme nyni uzavienost f(.J) pro nekon-
stantni f.

Ozna¢me J = (a, b). Postupujme sporem, bez Gjmy na obecnosti tedy predpokladejme, ze obraz
je tvaru (¢, d) kde ¢ € R nebo ¢ = —c0. Existuje posloupnost (y,,) konvergujici k ¢ jejiz ¢leny lezi
v f(J). Skute¢né, v piipadé ¢ € R mizeme volit y,, = ¢ + + od dostatecné velkého n a v piipadé
¢ = —oolze volit y,, = —n opét pro dostate¢né velké n. Protoze y,, € f(J), existuji z,, € J splijici
Yn = f(z,). Posloupnost (x,,) patii do (a,b) a je proto omezena. Podle Bolzano-Weierstrassovy
véty 3.43 lze z této posloupnosti vybrat konvergentni podposloupnost (xy, ). Existuje tedy = €
J = (a, b) splitujici lim,, z),, = x. Ze spojitosti dostavame ¢ = lim, f(zx,) = f(lim, zx,) = f().
Proto ¢ € f(.J), coZ je spor s nasim predpokladem. O

Véta 5.46 (O inverzni funkci): Bud f ryze monoténni a spojita funkce na intervalu I. Potom jeji
inverzni funkce f~! je také ryze monoténni a spojita na intervalu J := f(I).

Diikaz. f~! existuje a je ryze monoténni. J je skute¢né interval, jak tvrdi véta 5.44. Bez jmy na
obecnosti pfedpokladejme, Ze funkce f je ostte rostouci. Ukazme, Ze f~ je spojita zprava v kazdém
bodé b € J, ktery neni pravym koncovym bodem. Ozn. a := f~1(b), tj. f(a) = b.

Bud £ > 0. Potom pro ¢ := f(a+¢) —bay € (b,b+ 0) plati

b<y<b+d=flat+e)
0= 170) <f ) <ate

Pro lepsi orientaci je dobré nakreslit si obrazek, viz obrazek 5.9. Tedy f~!(y) € H,(g),a = f~1(b).
Podobné pro spojitost zleva. O

$0Uvazte napiiklad funkci f(z) = sinx a otevieny interval J = (0, 27). Obrazem tohoto otevieného intervalu je
uzavfeny interval (—1, 1).
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Obrazek 5.9: K dikazu véty o vlastnostech inverzni funkce.

5.5 Spojitost elementarnich funkci

V této kapitole rozebereme spojitost nékterych elementarnich funkci. Pfipomenme, ze v dfivéjsim
textu jsme jiz odvodili spojitost libovolného polynomu. Podivejme se nyni na spojitost nékterych
trigonometrickych funkeci.

Priklad 5.47: Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R. Pfipomenme znamé, v minulé
podkapitole vypoctené, limity

limsinz =0 a limcosz =1.
x—0 x—0

Podle souctového vzorce pro funkei sin plati
sinz = sin ((z — a) + a)
= sin(x — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)
Tudiz podle véty o limité sloZené funkce (véta 5.23) a soucinu/souctu limit (véta 5.18) plati

limsinz =0 - cos(a) + 1-sina = sina.
r—a

Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky.

Z posledniho prikladu a z véty o spojitosti podilu dvou funkci (véta 5.18) ihned plyne, ze funkce
tg a cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Veéta 5.48 (Spojitost exponencialy): Exponencialni funkce je spojita na R.
Diikaz. Nejprve dokazme, ze exponenciala je spojita v bodé 0, tedy ze plati

lime® = ¢ = 1.
x—0

Pro kazdé ptirozené n a x € (—1, 1) plati nerovnost

n k n k n k
O Mol m S22 ™
n n
Ell a1 2]
— || < |af — < < 2Ja].
k! £t 2h=1 =1 —|a]/2
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V odhadu jsme vyuzili nerovnost k! > 2*~! platnou pro kazdé k € N a nerovnost

1 1

< =2
1—|z|/2 =~ 1-1/2

platnou pro kazdé = € (—1, 1). Dle véty o nerovnosti mezi limitami posloupnosti (véta 3.50) dosta-
vame nyni nerovnost
0<|e®—1] < 2|z

platnou pro kazdé = € (—1, 1). Véta o limité seviené funkce (véta 5.27) nyni implikuje
lim|e® —1|=0
z—0

a tedy i

lim e* = 1.
z—0

Z predchozich uvah, z bodu b) véty 4.23 a z véty o limité slozené funkce (véta 5.23) nyni plyne
spojitost exponencialni funkce v libovolném bodé a € R. Skutecné, plati

at+r—a a a

lime® = lime =e?lime” “=¢e%-1 =¢e".
r—ra xr—a r—ra

Véta 5.49: Pro exponencialni funkci plati

lim e =40 a lim e* =0.
Tr—+400 T——00

Oborem hodnot exponencialni funkce je neomezeny interval (0, 400).

Ditkaz. Proz > Oplatie” = 7~ ”Z—? > 1 4 x. Podobny argument jsme jiz pouzili v ditkazu bodu
d) véty 4.23. Je-li K > 0 dano pevné, pakproz € (K —1,+o0) platie” > 1+2 > 1+ K —-1=K.
Tedy lim,_, o, €* = +o00.

Naopak,
L — 1 1
lim = lim e * = lim —=——=
T——00 T—>400 x—>+oo eT —+00
Dle véty 5.48 vime, Ze exponenciala je spojita na intervalu (—oo, 00). Véta 5.44 pak implikuje, ze
obor hodnot exponencialy je také interval. Vzhledem k vyse odvozenym limitam a bodu c) véty
4.23 tento interval nutné musi byt interval (0, +00). O

Dusledek 5.50: Logaritmus je spojitd funkce na intervalu (0, 4+00), tj. pro kazdé a € (0, +00)
plati

limlnz =lna.
Tr—a

Navic
Iim Inz = —-0c0 a im Inxz = +o0.
z—04 r—+00

Diikaz. Spojitost logaritmu plyne okamzité z véty 5.46. Dodatek je pak disledkem véty 5.49. [
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Priklad 5.51: Protoze uz vime, ze funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svych defini¢nich obo-
rech, a vhodné zuzZené jsou i ryze monotdnni, ihned odtud dostavame spojitost inverznich funkci

arctg = <tg ‘(

-1
arccotg = <c0t ‘ ) .
g g 0

Poznamka 5.52: Na zavér této podkapitoly poznamenejme, Ze ze znamych limit posloupnosti
a Heineho véty okamzité plyne spojitost odmocnin a absolutni hodnoty. Vime, zZe plati

lim /r = +a a lim 2 =0

r—a z—04
proa > 0ak =2,3,..., atedy /x je spojitd na intervalu (0, +00). Obdobné, protoze

lim |z| = |a
r—a

pro a € R, plati, zZe |z| je spojita na R.

5.6 Dalsi dalezité limity a disledky Heineho véty

V této podkapitole odvodime nékolik vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu,
které pozdéji vyuzijeme v nasledujici kapitole pfi odvozeni derivace exponencialni funkce a loga-
ritmu. Déle se podivame na dvé zajimavé limity funkeci i posloupnosti vedouci na Eulerovo ¢islo.

Lemma 5.53: Plati

et =1
lim =
x—0 €x

Diikaz. Uvazme x € (—1,1),x #0,an € N, n > 2. Potom

1.

n gk n gk n k—1
Zk:oﬁ_l :Zkﬂﬁ_lzzx

k=0 K - 1 —
x x k! L
k=1
nook-1 no k-2
x x
=2 T T
k=2 k=2
Z téchto rovnosti plyne odhad
koo — 1 " Jaft? " Jat
R L) t) p e
k=2 k=2
_ mi m k—2 _ ﬁ o] m k—2:
2 2 - 2 2
k=2 k=2
lz| 1 lz| 1
= = |zl.

T21—|z[/2 7 21-1/2
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Odtud ihned plyne (véta 3.50) nerovnost

et —
0<

1
—1‘ < ||

pro kazdé x € (—1,1), z # 0. Kone¢né véta 5.27 implikuje

e’ —

lim
z—0

1
-1 =0

T

¢ili

]

Tvrzeni o exponencialna funkci v pfedchozim lemmatu lze pfimocare preformulovat na tvrzeni
o prirozeném logaritmu.

Lemma 5.54: Plati

1 1
lim —n(:v +1) =1
z—0 xT
Diikaz. Nejprve zkoumany vyraz vhodné upravme,
In(x+1) In(z+1) 1
- _ eln(z+1),1 :
x r+1-1 e

Ze spojitosti logaritmu (dasledek 5.50) vime, Ze hm ln(:v + 1) = 0. Véta o limité slozené funkce

(véta 5.23) a lemma 5.53 ihned davaji kyzeny Vysledek []

V predchozich ¢astech jsme se jiz zabyvali limitami souctt, sou¢inti a podili funkci (a posloup-
nosti) a dale limitami sloien}'/ch funkci. V nasledujici podkapitole se podrobnéji podivame na vy-
pocet limit tvary f(z)?"). Nyni zatneme specilnim piipadem, kdy zaklad f(z) = 1 + X jde k 1

a exponent g(x) = x do 400, pfipadné —oco. Po prvnim zamysleni by ¢lovéka napadlo, zZe limita
takovéto funkce bude rovna 1. Nasledujici lemma nas ovsem vyvadi z omylu.

Lemma 5.55: Plati
1\° 1\°
lim (1 + —) =e¢ a lim (1 + —) = e.
T—+00 T T——00 x

Diikaz. Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (v podstaté podle definice obecné mocniny),

(1+l) :exln(lJr%)‘
x

Diky spojitosti exponencialy (véta €. 5.48) stac¢i zkoumat limitu jejiho argumentu. Pro ten vsak plati

xln(l—i—l) M
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5. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE DALSf DULEZITE LIMITY A DUSLEDKY HEINEHO VETY

O funkci % vime, ze ma limitu v +00 i v —00 rovnou 0. Z pfedchoziho lemmatu a véty o limité
slozené funkce (véta €. 5.23) pak dostavame

ln(l%—%):l 4 lim In(1+1)

T——00 1
T

lim =1.
r—r-+00

8 |~

Tudiz
. 1\ 1 . 1\® 1
lim (1—{——) =—e =e¢ a lim <1+—> =e¢ =ce.
T—-+00 X T——00

]

Poznamka 5.56: Tento vysledek je ¢asto pfi prvnim setkani prekvapivy. Naivni intuice studentt
je typicky takovato: zaklad jde k 1 a 1*° (at jednicku nasobim kolikrat chci) je jednic¢ka. Pfedchozi
Lemma ukazuje tuto intuici jako chybnou.

V ¢em je problém? Kdyz naptiklad uvazujeme libovolné kladné x, tak 1 + % je vZdy ostre vétsi
nez 1 a se zvétsujicim se = se zmensuje a blizi shora k 1. Naopak ale kdyz pak toto ¢islo umociiujeme
na (stale vétsi a vétsi) kladné z, tak se od 1 vzdalujeme (pokud z > 1 pak 2% > 2). Zaklad se tedy
snazi dostat k jedné, ale umocnovani ho od jedné vzdaluje. Vysledek pak zalezi na tom, ktera z téchto
tendenci je silnéjsi. Podrobné se tomuto jevu budeme vénovat v nasledujici podkapitole ¢. 5.7.

Pro posloupnosti pak na zakladé predchoziho lemmatu dostavame nasledujici dasledek.

Dusledek 5.57: Pro libovolnou posloupnost (a,, )22, splfijici lim,, .+ |a,| = 400 plati

1\™
lim (1 + —) = e.
n—oo an

. 1\"
lim (1 + —) =e.
n—o00 n

Diikaz. V disledku lemmatu 5.55 a Heineho véty 5.13 dostavame

1 lan] 1 _‘an‘
Iim ( 1+ — =e a lim (1-+ =e.
=00 || n—00 —|ay|

Vezméme nyni libovolné ¢ > 0. Z platnosti pfedchozich limit plyne existence my € Na ky € N
takovych, ze pro kazdé n > m plati

(i)
1+ — —e
|an|
1 —lan|
(1+—) iy
—lay|

Polozme ny = max(my, ko). Pro kazdé n € N je a, = |a,| nebo a,, = —|a,|. Tudiz pro kazdé

n > ng dostavame
1\
‘ (1 + —) —e€
Qp,

¢imz je platnost limity dokazana z definice. [

Specialné plati

<é€

a pro kazdé n > ky plati

< €.

<e,
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Dulezité limity =~ Hodnota

T _1
lim ¢ 1
r—0 X
In(1
g 2O+
r—0 €T
lim sin(x) )
r—0 xX
1 X
lim (1 + —> e
r——+00 €T
. 1\"*
lim (1 + —) e
T——00 x

Tabulka 5.2: Dulezité limity funkci odvozené v této kapitole.

Dusledek 5.58: Pro libovolné o € R plati

. QN7 . QN7
lim (1 + —) =e* a lim <1 + —) = e”.
T—r+00 g T—r—00 i
Diikaz. Pro a = 0 je tvrzeni trivialni (limita konstantni funkce s hodnotou 1). Pro o # 0 tento fakt
snadno nahlédneme pomoci nasledujici pravy

a\T  ,ICta/z)
(02 =
X

Pro x jdouci do +00 nebo —c0 jiZ vime, 7e vyraz na pravé strané této rovnosti konverguje k e =

e“. ]
Priklad 5.59: Vypoctéte limitu
) esin 2r _ esinz

lim -

0 sin x
Vyraz nejprve upravime,

esin 2z 6sinx esin 2z 1 sin2z 21 esinx -1
sinx sin 2z 2x sinx sinx

Pouzijeme-li nyni vétu o limité slozené funkce a znamé limity, pak

in 2z sinx
. esin —e
lm——=1-1-2—-1=1.
z—0 simx

Tabulka 5.2 shrnuje vysledky odvozené v této kapitole.

5.7 Limity funkci tvaru f(z)9") se specialnim p¥ihlédnutim
k limitam typu (0" a 1%

Véta o limité souctu, soucinu a podilu ndm davala nastroj na vypocet limit souctu, souc¢inu a podilu
funkci za predpokladu, Ze soucet, soucin ¢i podil byl definovan v R. Pokud limita byla napfiklad
typu +00 — (+00), nebo 0 - 400, tak jsme s danou funkci jesté museli dale zacvicit.
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Nyni se podivame jak je to s vypoéty limit funkci ve tvaru f(2)9®). Hlavnim vysledkem této
podkapitoly bude véta ¢. 5.60. Tato véta na prvni pohled muze vypadat komplikované, protoze
oSetfuje nékolik moznych situaci, které mohou nastat a navic nékteré vynechava (viz priklady
nize v této podkapitole). I z toho diivodu je toto pékny priklad véty, kde je dulezité pochopit dukaz,
protoze v konkrétnim ptikladé je jednodusi uvedeny dukaz provést, nez si tuto vétu pamatovat. Celé
tvrzeni stoji na tom, Ze vyraz f(x)?®) piepiseme pomoci exponencialni funkce na vyraz 9@ /(@)
a poté fesime uz limitu souc¢inu ¢(z) In f(x). Pojdme nejprve zformulovat hlavni vétu.

Véta 5.60: Uvazme funkce f a g definované na okoli bodu a € R s moznou vyjimkou bodu a
samotného a necht funkce f je kladna na néjakém okoli bodu a. Pfedpokladejme dale, Ze existuji
limity

a:=lim f(z) a §:= limg(z).
Potom plati nasledujici tfi tvrzeni:
1. Pokud 0 < a < 400 a || < 400 potom lim,,, f(2)?®) = o’
2. Pokud o = 0 a 8 > 0 (piipoustime i 3 = 4o0) potom lim,_,, f(z)9® = 0.

3. Pokud a = +00 a 3 # 0 potom lim,_,, f(z)9") existuje a je rovna 0 pokud 3 < 0 a +o0o pokud
g > 0.

Diikaz. Dukaz stoji na vyuziti vlastnosti exponencialni a logaritmické funkce a spojitosti exponen-
cialni funkce. Navic neni nijak komplikovany, takto bychom danou limitu jednoduse i po¢itali.
Nejprve si povsimnéme, ze za uvedenych predpokladi je funkce

h(z) = f(2)"®

definovana na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a samotného, a ma tedy smysl pocitat jeji
limitu v bodé a. Nyni provedeme tpravu

hz) = e9(@)In f(z)
a budeme zkoumat limitu argumentu exponencialy v bodé a, tj. limitu

lim g(z) - In f(z).

r—a
Postupné nyni projdeme uvedené predpoklady:
1. V tomto pfipadé podle véty o limité soucinu plati lim, ., g(x) -In f(z) = 8- In « (tento vyraz je
definovany a patii do R) a proto diky spojitosti exponencialni funkce mame lim,_,, f(z)9®) =
Blna __ B8
e = o”.

2. Zatéchto predpokladii platilim, ., g(z)-In f(x) = 8-(—oc) = —ooaproto lim,_,, f(z)9® = 0.

3. Nyni plati lim,_,, g(z) - In f(z) = 8 - (+00), coz je +00 (resp. —o0) pro kladné (resp. zaporné)
B. Z limit exponencialni funkce v +00 (resp. —o0) pak plyne dokazované tvrzeni.

]
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Priklad 5.61: Pokud je limita
lim f(z)9@)

r—a
typu 1*° (tj. lim, f = 1 alim, g je +00 nebo —00), pak pfipadny vysledek zavisi na samotnych f a
g. Napftiklad (ve vypoctech vyuzivame znalosti znamych limit odvozenych v predchozi podkapitole
. 5.6):

2

, 1\* , . In041/2)
lim (14 — = lim e = =400,

xr——+00 €T T——+00
. a\ 1/x? . In(14a3) .
11m(1+x‘3)/ =lime" 5 =¢"l=1,
z—0 z—0
. QT
lim (1 + —) = e,
T—r—00 X

) 1\ 7* ) g In(41/2)
Iim (14— = lim e 7= =0
r——+00 X r—r—+00

Vsechny tyto limity jsou typu 1°°. Jako vysledek mizeme dostat libovolny prvek mnoziny (0, +00)U
{+oo}.

Priklad 5.62: Pokud je limita
lim f(z)9@

Tr—a

typu 0° (tj. lim, f = 0 a lim, g = 0), pak piipadny vysledek zavisi na konkrétnim chovéani funkci
f a g. Napriklad pro libovolné realné oo mame

lim (e_’”)_a/x = e,

Tr—+00
o\ 1/z
lim (e$> = lim e * =0,
T—+00 Tr—+0c0o
o\ — 1/
lim (e r ) = lim ¢e* = +o0.
Tr—+00 Tr—+0c0o

Z téchto ptikladt vidime, Ze i kdyZ je limita typu 0°, tak vysledek mize byt libovolny prvek
(0, +00) U {400}
Na tomto misté se hodi zminit i limitu

lim z° = lim &% = ¢ = 1.
(E—>0+ :E—>0+

K jejimu vypoctu ale potfebujeme znat limitu lim, o, « In(z) = 0, kterou odvodime zanedlouho v
prikladé ¢. 6.61.
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6 Derivace

6.1 Rychlost a hledani tecny

Zacnéme nejprve s jednoduchym motivac¢nim prikladem s fyzikalnim nadechem. Jaky je vztah mezi
polohou a rychlosti télesa? Uvazme piipad télesa pohybujiciho se podle obrazku 6.1.

Graf na obrazku 6.1 zachycuje vzdalenost d urazenou télesem (napf. vozidlem) v zavislosti na
Case. Poloha d télesa je tedy funkci ¢asu t. Primérna rychlost télesa mezi okamziky ¢ < 5 je dana
podilem

d(tz) — d(t1)
ty—t

Cim jsou ¢; a t, navzajem bliZe, tim lépe primérna rychlost odpovida okamZité rychlosti vozidla.
V Case t; se tedy téleso pohybuje okamzitou rychlosti

lim —d(t2> — d<t1).

to—t1 to — 1

Nad timto problémem se miizeme zamyslet i geometricky. Divame-li se na graf urazené vzdale-
nosti, pak ,,sklon“ tohoto grafu v daném bodé udava okamzitou rychlost. Podrobnéji tento pohled
rozebereme na obrazku 6.2, hlavni otazkou je, jak urcit ,sklon“ grafu v daném bodé. Zde vstoupi
do hry pojem te¢ny ke grafu funkce. Na obrazku 6.2 uvadime grafickou reprezentaci konstrukce
te¢ny limitnim procesem pomoci secen. Vidime, zZe vyse uvedeny podil 1ze interpretovat jako tan-
gens uhlu sviraného tecnou grafu funkce a osou = (smérnice).

vzdalenost [km], d

300 L 1””1
2000
00| o
| - d(t)
0 120 3 44

Obrazek 6.1: Graf urazené vzdalenosti v zavislosti na ¢ase.
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Ya
|
tga= "m0 ‘f(z) )
fla)f-- AL L

Obrazek 6.2: Konstrukce te¢ny.
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6.2 Derivace funkce

V souladu s tim, co bylo uvedeno na zacatku této kapitoly nyni definujeme:
Definice 6.1: Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R. Pokud existuje limita

1o 10) = f(@)

r—a Tr — Qa

(6.1)

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé a a oznac¢ime f’(a). Pokud je tato limita kone¢na
(tj. f'(a) € R) fekneme, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé a.

Derivaci funkce f se mizeme pokouSet pocitat ve vSech bodech D;. Ziskavame tak novou
funkci, derivaci funkce®':

Definice 6.2: Bud f funkce s definicnim oborem D;. Necht M oznacuje mnozinu vSsech a € Dy
takovych, Ze existuje kone¢na derivace f'(a). Derivaci funkce f nazyvame funkci s defini¢nim
oborem M, kterd kazdému = € M ptifadi f'(x). Tuto funkci zna¢ime symbolem f.

Poznamka 6.3: Derivace funkce f vbodé a se z riiznych historickych divodi znaciinasledujicimi
ekvivalentnimi zptisoby
df

) :
a a a).
fa). @), S
V tomto textu se budeme dirazné drzet znaceni derivace pomoci ¢arky v hornim indexu.
Vsimnéte si, Ze limitu v definici derivace (6.1) 1ze ekvivalentné prepsat do tvaru

i fla+h)— f(a)‘
h—0 h

Tento tvar je ¢asto vyhodny pro vypocty. Bod a se vyskytuje pouze v piedpisu funkce jejiz limitu
pocitame.

Diky derivaci nyni mizeme zkonstruovat tecnu udanim jeji rovnice. RozlisSujeme dva kvalita-
tivné rozdilné pripady.

Definice 6.4: Necht existuje f'(a). Tecnou funkce f v bodé a nazyvame
« piimku s rovnici z = a je-li funkce f spojitd v bodé a a f'(a) = 400 nebo f'(a) = —occ.
« piimku srovniciy = f(a)+ f'(a)(x —a) je-li f'(a) € R (tj. je-li f je diferencovatelna v bodé
a).

V prvnim ptipadé svira tecna grafu funkce f v bodé a thel 7 s osou z, v druhém pripadé svira
s osou z thel « splijici tg v = f'(a).

Na obréazku 6.3 je modfe znazornén graf funkce f(z) = v/x — 1 + 1, Dy = R. Pro jeji derivaci
v bodé 2 plati

von o VI+h—1 1+h—1 1
prm— —_— — 2 1 _ .

f(2) = lim lim
h—0 h h%Oh.((]_+h)§+(]_+h)§+]_) 3

Tecnou grafu funkce f v bodé 2 je pfimka

y= @)+ IO -D) =2+ (e —2)

31Vsimnéte si rozdilu mezi definicemi 6.1 a 6.2, tedy mezi vyznamem f’ a f’(a).
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r—1+1

Obrazek 6.3: Dva typy te¢ny grafu funkce.

na obrazku 6.3 vynesena zelené. Pro derivaci v bodé 1 plati

3
f'(1) = lim Vh=0 _ lim h™5 = +o0.

h—0 h h—0

Protoze funkce f je v bodé 1 spojita, je tecnou v bodé 1 (Cervena) piimka x = 1.
Nyni vypoctéme derivace nékterych funkci pfimo pomoci jeji definice. Uvazme nejprve funkci
ze vSech funkci nejjednodussi.

Priklad 6.5: Derivace konstantni funkce je rovna 0 v kazdém bodé.
Je-li f(z) = c € R pro kazdé x € R, pak

i A @) e me -

T—a Tr—a z—=a T — Q T—a
pro kazdé a € R.

Tento vysledek by nas nemél nijak prekvapovat. Grafem konstantni funkce je pfimka rovno-
béZna s osou x. Tecna tohoto grafu v libovolném bodé je pak opét tato pfimka, jez je rovnobézna
s osou x a svira proto s osou x thel 0, tg0 = 0.

Pfistupme nyni k odvozeni vztahi pro derivace dalsich elementarnich funkeci.

Priklad 6.6: Derivace funkce e” je opét funkce e”. Tedy (e”"), = e".
V minulé kapitole jsme odvodili vztah (lemma ¢. 5.53)

v
€ —1.

lim
z—0 €T

Pro libovolné a € R podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkei plati

X a Tr—a
. €T —e¢ . e -1
lim =lime* ——— =¢%-1=¢€"
r—a T — Q r—a T — Qa

Pro derivaci funkce f(z) = e¢” v bodé a € R tedy skute¢né plati plati f'(a) = f(a).
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Obrazek 6.4: Grafy funkci f(z) = In(z) a g(z) = X proz > 0.

Priklad 6.7: Derivace funkce In z je funkce %, kde z > 0.
Tedy pro x > 0 mame rovnost In’ z = i V minulé kapitole jsme odvodili vztah (lemma ¢. 5.54)

lim In(1+ )
x—0 €x

=1
Podobné jako v predchozim pfikladu nyni pro kladné a plati

limln(:zz:)—ln(a)_ - In? i In(1+4%—1)
z—a T —a z—=a T — Q z—a a(E— )

Pro derivaci funkce f(z) = Inz v bodé a > 0 plati f/(a) = 1.

Pro grafickou piedstavu o funkci a jeji derivaci uvadime obrazek ¢. 6.4. V zavislosti na bodu na
ose x si vS§imnéte vztahu mezi sklonem modré kfivky (logaritmus In ) a hodnotou ¢ervené kiivky

(1/x)!
Poznamka 6.8: Viimnéte si, ze funkce In x je definovani na mnoziné (0, +00) a v kazdém bodé x

jejiho defini¢niho oboru je jeji derivace rovna % Funkce % je ale definovana pro vSechna nenulova
x.

Oznacime-li f(z) = In|z|, s definiénim oborem D; = R \ {0}, pak v kazdém bodé Dy plati
f'(x) = L. Prokladna x jsme to jiz ovéfili. Pro zdporné = neni tézké nahlédnout, Ze stale plati

lim In|z+ h| —In|z| — lim In(—z—h) — In(—2) _
h—0 h h—0 —h
In(— — In(—
— lim n(—z +1t) —In(—x) :_i:l‘
t—0 t -r x

Priklad 6.9: Pro kladné pfirozené n € N je derivaci funkce 2" funkce nz"!.
Nejprve vhodné upravme zkoumany vyraz,

" —a" 1 n—1 n—2 n—2 n—1
= (z—a)(z" '+ 2" Pa+ - xd" P+ a )
T —a T —a
:\In_l—f—l‘n_2a+"'—f—[ECLn_Q—f—CLn_i.

vV
n Clent
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Proto
" — g”

lim =limaz" '+ 2" %0+ -+ xd" 2+ a" ! =na"h
r—a T — Q r—a

Priklad 6.10: Specialné pak napriklad plati
(332)/ =2z, nebo (x22)/ = 2222%,
Priklad 6.11: Derivace funkce sin x je funkce cos = a derivace funkce cos x je funkce — sin z.

Pomoci sou¢tového vzorce pro sin dostavame

sin(z) — sin(a) sin(z — a + a) — sin(a)

lim = lim =
T—a Tr—a r—a T — a
y sin(z — a) cos(a) + cos(x — a) sin(a) — sin(a)
= 11m =
T—a r—a
in(z — —a)—1
= cos(a) lim sinz — a) + sin(a) lim cos(z = a) =

T—a xr—a T—a T — a

= cos(a) - 1 + sin(a) - 0 = cos(a).

Vyuzili jsme znalosti jiz spoctenych limit a véty o limité slozené funkce. Navic

1 cosh—1 I cos?h — 1 1
im ——— = lim . —
h—0 h h—0 h cosh+1
sin? h h 0
=—1 . =—1-——=0.
hl—% h? cosh+1 1+1

Podobnym zpiisobem muzeme odvodit (provedte!)

cos(z) — cos(a)

lim

lim P = —sin(a),

pro kazdé a € R.

6.3 Vlastnosti derivace funkce

Jiz jsme zavedli dvé lokalni vlastnosti funkci. Mame-li zadanu funkci f a bod a v jejim defini¢nim
oboru, mizeme zkoumat spojitost funkce f v bodé a a diferencovatelnost funkce f v bodé a. Jak
spolu tyto pojmy souvisi?

Véta 6.12: Je-li f funkce diferencovatelna v bodé a, pak je spojita v bodé a. Tj. plati implikace
fl(a)eR = lim f(x) = f(a).
Tr—a

Diikaz. Elementarni pravou a pouzitim véty o limité soucinu

f(x) = f(a)

lim (f(z) — f(a)) = lim (2 —a) =

T—a r—a x—a
L e L S (O R

Tedy lim f(x) = f(a). Poznamenejme, Ze ,diferencovatelnost” znamena f'(a) € R a vyraz na
T—a

konci vypoctu proto ma za uvedenych predpokladti smysl. [
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6. DERIVACE VLASTNOSTI DERIVACE FUNKCE

Obracené tvrzeni neplati. Pfesnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji diferencovatel-
nost v bodé a. Jako ptiklad 1ze uvazit funkci f(z) = |x| a bod a = 0. Skute¢né, protoze

f(0+h) = f(0)

hlg&r h - hlga_ sgn(h) = +1,
_ fO+h)—fO0) _ . _
i h = sgn(h) = —1

oboustrann4 limita (tedy derivace funkce f v bodé 0, f'(0))

Lo FO+1) = £
h—0 h

neexistuje. Funkce f je vsak v bodé 0 spojita, jak snadno nahlédneme vypoctenim jeji limity v bodé
0.
Dokonce, existuji funkce spojité na celém R nemajici derivaci ani v jednom bodé. Napt.

fay =y W

kde {z} zna¢i vzdalenost realného ¢isla x od nejblizsiho celého ¢isla. Protoze 0 < {z} < 1 kon-
verguje fada absolutné pro kazdé x. Defini¢nim oborem funkce f je proto cela realna osa Dy = R.

vvvvvv

pojmu ,stejnomérné konvergence“ funkénich rad, ktery vsak v BI-ZMA studovat nebudeme.

Pokud ma funkce v daném bodé nekonec¢nou derivaci, nemusi v ném byt spojita. Napriklad
o funkci f(z) = sgn(z) vime, Ze neni spojita v bodé a = 0, protoZe obé jednostranné limity jsou
navzajem ruzné. V bodé a = 0 ale ma tato funkce derivaci a jeji hodnota je

lim f(z) — f(a) _ lim sgnx—sgnO_ o1
x—0 T —Q z—0 x—0 z—0 ’fE‘

Pfistupme nyni k problému vypoctu derivace za predpokladu znalosti derivaci jistych funkci.
Opét se jedna o aplikaci vét o limitach funkeci.

Véta 6.13 (Derivace souctu, souéinu a podilu): Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a.
Potom plati

« (f+9)(a) = f'(a) + g'(a),
- (f-9)(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),

Y laga) - fa)ga)
' (§> (a)= g(0)?

Pravidlo pro derivaci soucinu se nékdy téz nazyva Leibnizovo pravidlo (Gottfried Wilhelm
von Leibniz, némecky matematik a filozof, 1646 — 1716). Plati tedy naptiklad

, pokud g(a) # 0.

(sin(z) cos(z))" = cos(z) cos(z) — sin(z) sin(z) = cos(2z),

(zsin(z)) = 1-sin(z) 4 = - cos(x)

90


http://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz
http://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz

6. DERIVACE VLASTNOSTI DERIVACE FUNKCE

Diikaz pro soucet a soucin. Ukazme si, jak dokazat pravidla pro derivaci souctu a soucinu funkei.
Predpokladejme, Ze funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a. Potom

i 0290 S0 ), S0 S0 60 =00) _ gy )

1o H@)g@) = flagla) _ . J@)(g(w) — (@) + g(a)(f () = f(a) _

= f(a) - g'(a) + g(a) - f'(a).

Zde jsme vzdy pouzili vétu ¢. 5.18 o limité souctu a soucinu (vyrazy jsou diky diferencovatelnosti
definovany) a navic jsme pouzili spojitost f a g, ktera, jak vime z véty ¢. 6.12, plyne z diferencova-
telnosti. O

Dukaz vzorecku pro podil se provede stejnym zptasobem. Ukazme si nyni pouziti véty ¢. 6.13
na nékolika prikladech.

Priklad 6.14: Pro derivace funkci tg a cotg plati

tg'(z) = xGR\{g—f—lm‘kEZ},

cos?(x)’

cotg'(z) = — € R\ {krl|k € Z}.

sin?(x)’

Pomoci pravidla pro derivaci podilu dostavame vztahy

g (z) = (“—“)l(x) _cos’(z) +sin’(x) 1

cos cos?(x) cos?(z)’

cos)’( )= = sin®(z) — cos?(z)

tg'(x) = (— = — :
cotg () sin sin? () sin?()
platné na piislusnych defini¢nich oborech.

Nyni tedy umime derivovat soucty, souciny a podily funkci, jejichz derivace jiz zname. Je mozné
derivovat i slozené funkce, s kterymi casto prichazime do styku? Odpoveéd na tuto otazku je kladna.

Véta 6.15 (Derivace slozené funkce): Necht g je funkce diferencovatelna v bodé a, f je diferenco-
vatelna v bodé g(a). Potom funkce f o g je diferencovateln v bodé a a plati

(fog)(a)=f(g(a)) - d'(a).
Diikaz. Dukaz je zalozen na upraveé

flg(x)) = flg(a)) _ flg(x)) — flg(a)) g(x) —g(a)

t—a 9() — gla) r—a

Y

platné pro kazdé x # a pro které navic g(x) # g(a) a vété o limité slozené funkce. Funkce f je
diferencovatelna v bodé g(a) a proto je jisté i definovana na okoli tohoto bodu, dejme tomu H ().
Definujme funkci

u@:{&ﬁ%ﬂ,xE%@\wm»
f'(g(a)), = g(a).
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6. DERIVACE VLASTNOSTI DERIVACE FUNKCE

Tato funkce je definovana na H ), podle pfedpokladl pro ni plati
lim h(z) = f'(9(a)

z—g(a
a je proto spojita v bodé g(a). Diky spojitosti funkce g v bodé a nyni plati rovnost

flg(@) — flg(a)) _ h(g(x)) - 9(x) — g(a)

r—a r—a

Y

pro vSechna x # a z néjakého okoli bodu a (specialné i ve tvaru 0 = 0 pro ta, pro ktera pfipadné
plati g(z) = ¢g(a)). Podle véty o limité slozené funkce je limita funkce h(g(x)) v bodé a rovna
f'(g(a)). Skute¢né, g v bodé a ma za limitu g(a), h v bodé g(a) ma za limitu f'(g(a)) a tfeti pfed-
poklad této véty je splnén diky spojitosti i v bodé g(a). Kone¢né podlé véty o limité soudinu z
posledni rovnice dostaneme

T—ra Tr— a T—a Tr— a

Priklad 6.16: Plati tedy naptiklad:

(er), =" . 2x, (sin (cos(:c))), = cos (cos(z)) - ( — sin()).

Skuteéné, v prvnim piikladé je vnéjsi funkei f(x) = €* a vnitini funkei g(z) = x2. Pak totiz
(fog)a) = f(g(x)) = ") = e,
A podle véty o derivaci slozené funkce
(feg) (@)= f(g() ¢(x)=e" - 2a.

Podobneé Ize postupovat i v druhém ptikladé.

Priklad 6.17: Derivace funkce h(x) = 2% x > 0a « € R, je opét I/ (z) = ax®~!.
Vime, ze pro kladné = > 0 plati v = e®" Oznaéme f(z) = e® vnéjsi funkcia g(r) = aIn(z)
vnitini funkci, tedy z® = f(g(z)). Potom podle véty o derivaci slozené funkce mame

(67 (0%

(fog)(z) = flg(x) - g'(w) = M7 — =2 — =z, x>0

Priklad 6.18: Derivace funkce f(x) = a” = € R, kde a > 0 je f'(z) = a® Ina.
Plati h(x) = e® Ozna¢me vnéjsi funkci f(z) = e a vnitini funkci g() = zIna. Potom
podle véty o derivaci slozené funkce plati

R (z) = f'(g(x)) - ¢'(z) = "™ - Ina = a”Ina.

V posledni casti této podkapitoly budeme hledat vzorecky pro derivace zbyvajicich elemen-
tarnich funkci. K nim patfi i jejich inverzni funkce. Nyni proto musime podrobnéji prozkoumat
vlastnosti inverznich funkci a ukazat, jak hledat jejich derivace.

Znéni nasledujici véty miiZze na prvni Cteni znit komplikované. Graf funkce a jeji inverzni
funkce jsou osové symetrické vici ose prvniho kvadrantu. Zkuste si rozmyslet co se stane se smér-
nici te¢ny grafu funkce, pokud ji osové preklopime vzhledem k ose prvniho kvadrantu? To vlastné
fika nasledujici véta.
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6. DERIVACE VLASTNOSTI DERIVACE FUNKCE

Véta 6.19 (Derivace inverzni funkce): Budte f spojita a ryze monotdnni na intervalu I = (a,b)
abod ¢ € I. Ma-li inverzni funkce f~! kone¢nou nenulovou derivaci v bodé¢ f(c), potom ma f

derivaci v bodé c a plati
1

(f=)(f(e)

Ditkaz. Oznaéme d = f(c). VSimnéme si, ze pro x € I, z # c plati

f(e) = (6.2)

10 (LU LD ()
kde ) 1y
g(a:):f (xa);:j; ( ), proz € f(J), x #d.

Podle predpokladu je ale
. o —1\/
lim g(x) = (f7') (d)
koneéné nenulova, lim f(z) = d a f(x) # d pro x # c. Podle véty €. 5.23 o limité slozené funkce
Tr—cC

pak tedy
fx) = f(c) 1

lim =

e r—c (fﬂ)’(d)'

]

Poznamka 6.20: Vzorec pro derivaci inverzni funkce uvedeny v predchozi vété miize byt proble-
matické si zapamatovat. Ukazme si jednoduchy formalni trik jak si ho pfipadné odvodit. Funkce f
a jeji inverze formalné spliuje rovnici

FHf@) ==

Zderivujeme-li obé strany této rovnosti podle x a vyuzijeme-li vétu o derivaci slozené funkce do-

stanem
() (f@) fa)=1
odkud ihned plyne (6.2).

Upozornéme Ctenafe, ze tato poznamka neni dikazem véty o derivaci inverzni funkce. Viibec
jsme naptiklad neovérili existenci hledané derivace!

Priklad 6.21: Jiz vime, ze derivace In je funkce % Funkce In je ale inverzni funkce k funkeci e”.
Zkusme si na tomto prikladé ukazat pouziti predchazejici véty.

Chceme derivovat f(z) = In(z) na intervalu I = (0, +00). Tato funkce je spojita, ryze mono-
tonni a jeji inverzni funkei je f~'(x) = €. Je-li x € I, pak pro derivaci f~! v bodé f(z) plati

(f_l)l(f(x)) =@ =g e
Podle predchazejici véty o derivaci inverzni funkce tedy je

1 1
In'(z) = f'(2) = ———7f7—— = —,
=S () (fz)) =

coz jsme ocekavali.
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6. DERIVACE DERIVACE ELEMENTARNICH FUNKCI: PREHLED A PRIKLADY

Priklad 6.22: Pro derivaci funkce arcsin plati

1
arcsin’(r) = —, 2z € (-1,1).

Vi

Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin ziizené na interval <—%, §> Tj. f~! = sin (_x oy
272

Pro kazdé x € (-7, T) jiz vime, Ze plati

(f’l)/(x) = cosz # 0.
Podle véty o derivaci inverzni funkce mame pro kazdé x € (—1, 1) rovnost

arcsin’(x) = f'(z) = L = 1

(f1)'(f(x))  cos(arcsin(x))’

Prox € (—1,1) je ale

cos (arcsin(z)) = \/1 — sin? (arcsin(z)) = V1 — 22 # 0,

a tudiz

1
arcsin’(r) = —, 2z € (-1,1).

Vi

Priklad 6.23: Pro derivaci funkce arctg plati

1

“ 1y TER

arctg’(x)
Chceme derivovat f = arctg na / = R, kde je spojita a ryze monotonni. Jeji inverzni funkce je
ft=tg |(_£ -)- Prokazdé x € I plati
272

1

(Y @) =t (axete(@) = oy # 0

protoZze arctg(x) € ( -5 g) Navic je

cos? (arctg z) B 1 1
sin” (arctg z) + cos? (arctg z) 1+ tg? (arctg ) 1 4a?

cos” (arctg a:) =

Odtud

arctg'(x) = z €R.

1
1+ 2%
Velmi podobnym zpiisobem bychom odvodili derivace zbyvajicich funkci arccos a arccotg. Je-
jich derivace budou uvedeny nize v piehledné tabulce.
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6. DERIVACE DERIVACE ELEMENTARNICH FUNKCI: PREHLED A PRIKLADY

f(z) f'(x) podminky

" na" ! reR,neN,

z" nz" ! reR~{0},n=-1,-2,...
z ar®t  r>0aa€R

e’ e’ reR

a® a®*lna reR,a>0

In(x) 1 x>0

sin(x) cos(r) xz€R

cos(z) —sin(z) ze€R

tg(z) ) r#L+kn, kel
cotg(x) —@ r#kn, keZ
arcsin(z) — re(—1,1)
arccos(r) — 11_362 re(—1,1)
arctg(x) T zreR

arccotg(x) 1+1m2 reR

Tabulka 6.2: Tabulka doposud znamych derivaci elementarnich funkci.

6.4 Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady

Shriime si prehledné doposud odvozené vztahy pro derivace. Uvadime tabulku 6.2 zatim znamych
derivaci.

Priklad 6.24: Naleznéte derivaci funkce

1
f(z) = arctg (E) +arctgz, x #0.

Pfimym vypoctem ziskavame

/
1 1 2 1 1 1 3
f(x) = <arctg;> + arctg'(z) = T <_ﬁ> —i—m:()

V oznacenych rovnostech jsme postupné pouzili

1. derivace souctu,
2. znalost derivace funkci arctg(x), x 7! a derivace slozené funkce,

3. algebraické upravy.
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6. DERIVACE JEDNOSTRANNE DERIVACE A DERIVACE VYS$S$ICH RADU

Priklad 6.25: Naleznéte derivaci funkce
flz)=2" x>0.

V tomto prfipadé postupujeme nasledovné

f(z) = (ezlnx), 2 grlne, (xlna:)/ 2 grlne, (1-lna:—|—a: : i) 2 (1 +1Inz).

Postupné jsme pouzili:

1. uprava vyrazu pied samotnou derivaci,

2. derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €e”,
3. derivace soucinu a znalost derivace In z, resp. z,

4. algebraické upravy.

Uprava pouzitd v predchozim piikladé, tedy prepis na exponencialu se ¢asto pouZziva praveé
u takovychto druht funkei. Jako dalsi priklad jesté uvedme

/ ' ,
((2+Si1’1(l})cosz) _ (ecos(z)ln(2+smx)> _

2
— (@) (2 (_ sin(r) In(2 + sinz) + <2 12 ) .
smx

6.5 Jednostranné derivace a derivace vys$sich radu

Jesté uvedeme malou poznamku k jednostranné derivaci a k derivacim vyssich rada.
Lze definovat derivaci funkce f v bodé a zleva i zprava jako limity

=t TS ) gy ST
Piiklad 6.26: Uvazme funkci f(x) = |z|. Prox # 0 a a = 0 plati
—f(x; : Z(a> = % = sgn.

Tudiz
fl0)y=1 a f(0)=-1,

ale f'(0) neexistuje.

Derivaci funkce f dostavame novou funkci f, jejiz definiéni obor ovsem muze byt mensi nez
ptvodni D;. Nyni miZzeme znovu derivovat f’, tj. sestrojit f”. Rekurzivné tedy definujeme deri-
vace vyssich rada (dokud existuji)

fO@) = f@), @)= (") @), n=1
Priklad 6.27: Napiiklad pro f(x) = 2® — 22 + 4 mame
fl(x)=32>-2, f'(z)=6z, f"(x)=6, f™(z)=0n>4.

Poznamka 6.28 (Mathematica): K vypoctu derivace lze vyuzit prikazu D[f, x|, zde f je derivovana
funkce (vyraz) a z proménna, podle které se derivuje. Derivaci vys$siho, n-tého, fadu lze zapsat
napriklad takto DI[f, {x, n}].
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6. DERIVACE MAXIMUM, MINIMUM, SUPREMUM A INFIMUM

dvé dolni zavory

—
\}

p
b
(0]

[ ]

Nejvétsi dolni zavora: 1

Obrazek 6.5: Ilustrace ke konstrukei infima mnoziny, zde A = (1,2). Mnozina dolnich zavor je
(—o0, 1), ¢ili nejvétsi dolni zavorou je 1.

6.6 Maximum, minimum, supremum a infimum

Nez se v nasledujici podkapitole pustime do vySetfovani extrému funkce je vhodné pfipomenout
pojem maxima a minima mnoziny. Bud M C R. Cislo o € M nazyvame

« maximem mnoziny ), pravé kdyz pro vSsechna z € M plati z < «,
« minimem mnoziny M, pravé kdyz pro vSechna x € M plati o < x.

Neékteré mnoziny M C R nemusi mit minimum ani maximum. Napfiklad otevieny interval
M = (0,1). Cisla 0 a 1 nejsou minimem ani maximem, nebot 0,1 ¢ M. Kazd4 kone¢na mnoZina
ovSem ma minimum i maximum.

Abychom tento problém odstranili, zavadime pojem infima a suprema mnoziny. Ctenaii nabi-
zime grafickou ilustraci definice infima mnoziny na obrazku ¢. 6.5.

Definice 6.29: Bud A neprazdna zdola omezena podmnoZina mnoziny redlnych ¢isel. Cislo v € R
nazveme infimem mnoziny A, znac¢ime inf A, pravé kdyz

1. pro kazdé x € A plati @ < z (« je dolni zavora A),
2. pokud 8 € R také spliiuje predchozi bod, pak § < « (« je nejvétsi dolni zavora A).

Pokud mnozina A neni zdola omezena, pak klademe inf A := —o0. Pro prazdnou mnozinu klademe
inf() := +o0.

Definice 6.30: Bud A neprazdna shora omezena podmnoZina mnoziny realnych éisel. Cislo v € R
nazveme supremem mnoziny A, zna¢ime sup A, praveé kdyz

1. pro kazdé x € A plati < « (o je horni zavora A),
2. pokud /5 € R také splituje predchozi bod, pak o < 3 («a je nejmensi horni zavora A).

Pokud mnozina A neni shora omezena, pak klademe sup A := +400. Pro prazdnou mnozinu kla-
deme sup () := —oco.

Véta 6.31: Bud A podmnozina mnoziny realnych ¢isel. Potom existuje jeji infimum (inf A) a supre-
mum (sup A).

Diikaz. Vynechavame, plyne z axiomu uplnosti mnoziny realnych c¢isel. [

Piiklad 6.32: Pro interval J = (—2, 1) plati

max.J =1, supJ =1, minJ neexistuje, infJ = —2.
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6. DERIVACE EXTREMY FUNKCE

V dalsim textu nas budou zajimat hodnoty funkce nabyvané na rdznych mnozinach. Zavadime
proto nasledujici znaceni. Pro f : R — R a mnozinu M C Dy klademe

iJrvl[ff = x1g]\f4 f(z) ==1inf{f(z) | z € M},
sup f = sup f(z) = sup{f(z) | x € M}.

xeM

Bud f : R — R spojita funkce a M C Dy uzavieny omezeny interval. Potom klademe
max f = max f(z) := max{f(z) |z € M},
min f = min f(z) := min{f(x) | x € M }.

M zeM

Pfipomernime, Ze tato min a max existuji diky spojitosti f a uzavienosti M.

6.7 Extrémy funkce

Rada praktickych problémii miize byt formulovana jako optimalizaéni (minimaliza¢ni ¢i maxima-
liza¢ni) dloha. Ve své nejjednodussi podobé zni nasledovné: ruzné ,ptipady“ jsou ocislovany pa-
rametrem z a hledame takové feSeni, které minimalizuje/maximalizuje jistou funkci f(z) (napt.
zisk). Uvedme nékolik jednoduchych prikladu.

« Jak distribuovat objednané zbozi mezi zdkazniky co nejefektivnéji, tj. s co nejmensiminaklady
na dopravu?

« Jak sestavit jidelnic¢ek splnujici zadané dietologické podminky a minimalizovat pfi tom na-

klady?

« Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a soucasné maximalizovat
protivnikovy ztraty?

Na optimaliza¢ni tlohy ¢asto narazite ve strojovém uceni. V fadé metod z této oblasti (napf. roz-
poznavani) pod terminem ,uceni nenajdeme nic jiného nez hledani maxima/minima jisté kom-
plikované funkce.

Zde v BI-ZMA se pfi hledani maxim a minim omezime na realné funkce realné proménné.
Samoziejmé v realité je Casto zapotfebi uvazovat ne jen jednu proménnou z, ale dvé a nebo vice.
Resenim téchto otazek se zabyva teorie funkce vice proménnych, resp. teorie optimalizace. Rada
zde zavadénych koncepti se ovsem dale pouziva i v pfipadé funkci vice proménnych a pro ¢tenare
je snazsi se s nimi v tomto snadno predstavitelném svété funkci jedné proménné seznamit.

Zapocnéme vyklad této problematiky pfesnym zavedenim pojma minima a maxima funkce.

Definice 6.33: Rekneme, ze funkce f ma v bodé a € Dy
1. lokalni maximum

2. lokalni minimum

3. ostré lokalni maximum

4. ostré lokalni minimum
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Obrazek 6.6: K definici riznych typa extrému.

pravé kdyz existuje okoli (v pfipadném krajnim bodé defini¢niho oboru jednostranné) H, C Dy
bodu a tak, Ze

1. pro viechna z € H, plati f(z) < f(a),
> f(a),

) < f(a),

z) > f(a).

Lokalni maximum a lokalni minimum spole¢né nazyvame lokalni extrém. Nasledujici véta
dava nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému. Pro lepsi pfedstavu a orientaci mezi témito
typy extrémt uvadime obrazek 6.6.

Nyni se miizeme snazit odpovédét na otazku, jak extrémy funkci hledat. Prvni vysledek je nega-
tivniho charakteru, fika nam kde zcela jisté extrémy funkce nenastavaji. MiiZzeme se pak sousttedit
na prozkoumavani bodt, kde extrémy byt mohou.

2. pro vSechna z € H, plati f(z)

3. pro vSechna z € H, ~\ {a} plati f(
(

4. pro vsechna z € H, \ {a} plati f

Véta 6.34 (Nutna podminka existence lokalniho extrému): Necht funkce f ma v bodé a lokalni
extrém. Potom f'(a) = 0, nebo derivace v bodé a neexistuje.

Diikaz. Kdyby napt. f'(a) = lim Jl@) = /@) > 0, potom Ize nalézt ¢ > 0 tak, Ze pro vsechna
T—a T —a
€ (a—e, a+e)~{a} plati
f@) -~ fla) _
r—a
Potom ale plati f(z) > f(a) prox € (a, a+¢)a f(z) < f(a) prox € (a — ¢, a). Funkce f tedy
v bodé a nema lokélni extrém. Podobné lze postupovat v ptipadé f'(a) < 0. ]

Tato véta udava pouze nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému. Zdiraznéme tento
fakt pomoci nasledujicich ptrikladi.

Piiklad 6.35: Uvazme funkci f(x) := |z|. Funkce f ma jisté ostré lokalni minimum v bodé 0 (to
vidime piimo z definice ostrého lokalniho minima: pro vechna nenulova realna x plati |z| > 0 a
0 = 0), ale jeji derivace v bodé 0 neexistuje (vypocteno v predchozi ¢asti textu).

Priklad 6.36: Funkce f(z) := z° ma v bodé 0 nulovou derivaci, f’(0) = 0, avsak nenabyva v ném
lokéalniho extrému (opét viz definici: pro kladné realné x plati 2° > 0 a pro zaporné realné x plati
23 < 0). Je dokonce rostouci na celém R. Jinak feceno, k tomu aby funkce v bodé a méla extrém
nestaci aby f’(a) = 0. Tento omyl je éastym zdrojem chyb.

Grafy funkci z pfedchozich dvou prikladi jsou uvedeny na obrazku 6.7.
Obecné ani nevime, jestli dana funkce viibec extrém ma. Jedna-li se ale o funkci spojitou na
uzavieném intervalu, pak je existence extrémui zaruc¢ena nasledujici vétou.
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y = |z

/ T
Obrazek 6.7: Graf absolutni hodnoty (v bodé 0, kde neexistuje derivace, nabyva minima) a funkce
22 (v bodé 0 sice ma nulovou derivaci, ale v tomto bodé nenabyva extrému).

Véta 6.37 (Extrém spojité funkce na uzavieném intervalu): Funkce f spojita a definovana prave
na uzavieném intervalu (a, b) nabyva maxima a minima, pfesnéji existuji o, 5 € (a,b) spliujici
f(a) = max(p fa f(f) = minp). Extrém mize byt nabyt pouze v krajnich® bodech a, b a v bo-
dech kde je derivace rovna 0 nebo neexistuje.

Dilkaz. Jiz vime, Ze je-li f spojita, pak obrazem uzavieného intervalu J = (a, b) je opét uzavieny
interval f(.J) (nebo jednoprvkova mnozina, v tom piipadé je situace trivialni). Vzpomente na vétu
5.45.Krajnibody tohoto intervalu f(.J) pak jsou pfislusnym maximem, resp. minimem, dané funkce
na intervalu J. [

Tuto vétu lze s vyhodou pouzit, hledame-li pouze nejvétsi a nejmensi hodnotu spojité funkce f
na uzavieném intervalu J a nezajimaji nas dalsi detaily o pritbéhu funkce f. Sta¢i pouze porovnat
funkéni hodnoty v bodech podezielych z extrému, tedy bodech kde je derivace funkce f nulova
nebo neexistuje, nebo v krajnich bodech intervalu na kterém extrémy funkce zkoumame.

Priklad 6.38: Jako priklad uvazme funkci

f(x) = (x = 1)z —2)

na intervalu (0, 2). Derivace je nulova v bodé 2, porovnanim funkénich hodnot

uzavirame Ze globalni maximum je v bodé 0 s hodnotou 2 a globalni minimum je v bodé g s hod-
notou —}L. Graf uvazované funkce je na obrazku 6.8. Povsimnéte si ale, Ze jsme extrémni hodnoty
nalezli bez jakékoliv grafické predstavy (kterou ¢asto nemame k dispozici), vyuzili jsme pouze spo-
jitost dané funkce a uzarenost zadaného intervalu!

32Krajni body také patii do kategorie bodii, kde derivace neexistuje, protoze funkce neni definovana na celém jejich
okoli a proto nemuze mit derivaci. Explicitné je ale uvadime, aby na né pfipadny ¢tenaf nezapomnél.
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6. DERIVACE
=(zx—1)(z—2)
9 4
3
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Obrazek 6.9: Konstrukce krabicky z papiru tvaru obdélnika.

Priklad 6.39: Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, Ze vysttih-
neme ze vSech Ctyf rohii stejné ¢tverce. Krabicka bude mit vysku rovnou strané tohoto ¢tverce. Viz

obrazek 6.9. Naleznéte délku strany ctverce, pfi niz bude objem krabicky nejveétsi.
Oznaéme stranu vystfihnutych ¢tverctt symbolem x. Pro objem krabicky O(x) plati

O(z) = z(8 — 27)(3 — 22) = 42® — 222% + 24x,

kde z € (0, ). Derivace O(z) je nula pouze v bodech 3 a 2, oviem pouze
nastava i maximum O(2) = 22 cm?®, protoze O(0) = O(3) = 0.
Na zavér této podkapitoly jesté poznamenejme, Ze uzavienost intervalu v pfedchozi vété ¢. 6.37

2 ¢

2 €(0,3). V tomto bodé

je podstatna. Jako priklad uvazme funkci

spojitou na otevieném intervalu J = (0, 4). Tato funkce nema na J ani maximum ani minimum

Skutecné, plati totiz
. 1
Ilir& f(z) = 400 — 1= 400,
1
lim f(z) = -+ (—00) = —o0.
r—4_ 4

Graf této funkce je uveden na obrazku 6.10.
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0 1

Obrazek 6.10: Funkce spojita na otevieném intervalu nemusi mit minimum ani maximum.

Obrézek 6.11: Demonstrace k Rolleové vété.

6.8 Véta o prirustku funkce

Intuitivné (z geometrické interpretace derivace jako te¢ny) tusime, ze pokud je derivace funkce
kladna na intervalu I, pak je funkce rostouci na intervalu /. Pomoci Lagrangeovy véty, kterou
zanedlouho zformulujeme, bude snadné spravnost této intuice ovéfit.

Pozorovani: pro ,péknou” funkeci, majici v krajnich bodech jistého intervalu stejné funkéni
hodnoty, existuje uvniti tohoto intervalu bod, kde ma jeji graf tecnu rovnobéznou s osou z. Viz
obrazek ¢. 6.11.

Véta 6.40 (Rolleova): Necht funkce f splituje podminky
1. f je spojita na intervalu (a, b),

2. f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),

3. fla) = f(b).
Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = 0.

Diikaz. Pokud je funkce f konstantni, Ize za ¢ volit libovolné ¢&islo z intervalu (a, b).

V piipadé, Ze f neni konstantni, je f({a,b)) = (A, B) uzavieny interval (to jak vime, plyne ze
spojitosti f). Existuji tedy «, 5 € (a,b) tak, ze A = f(a) < f(8) = B.

Protoze f(a) = f(b) lezi alespon jeden z bodul «, 5 uvnitt (a, b). Ozna¢me tento bod c. Funkce
f mé v bodé ¢ lokalni extrém, a proto f’(c) = 0. Skute¢né, funkce f ma totiz derivaci v kazdém
bodé intervalu (a, b). O
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Obrazek 6.12: Demonstrace k Lagrangeové véteé.

Prirtistek funkce f na intervalu (a,b) je f(b) — f(a) (tj. zména funkéni hodnoty mezi a a b).
Lze ho néjak odhadnout pomoci derivace? Odpovéd na tuto otazku je obsahem nasledujici véty™.

Véta 6.41 (Lagrangeova, O pfirustku funkce): Necht funkce f spliiuje podminky
1. f je spojita na intervalu (a, b),

2. f maé derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = f(bl)) — f(a)’ nebo ekvivalentné f(b) — f(a) =
f'(©)(b—a).

b) —
Diikaz. Polozme g(z) := f(z) — M(m — a). Tato funkce je spojita na (a, b), ma derivaci
v kazdém bodé intervalu (a,b) a navic g(a) = ¢(b) = f(a). Proto podle Rolleovy véty existuje

¢ € (a,b) tak, ze
£(8) ~ f(a)

0=g'(0) = 1) - =

6.9 Vysetrovani prubéhu funkce a hledani jejich extrému

Pomoci véty o prirastku funkce (véta ¢. 6.41) mizeme presné zformulovat vztah mezi monotonii
a prvni derivaci funkce. Nejprve si zavedme vhodné znaceni.

Definice 6.42: Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitfkem intervalu J nazveme
otevfeny interval (a,b). Zna¢ime ho J° = (a, b).

Véta 6.43: Necht [ je spojita na intervalu J a necht pro kazdé x € J° existuje f'(x). Potom plati
nasledujicich pét tvrzeni,

1. (Vz € J°)(f'(z) > 0) = [ je rostoucina J,

33Uvedme jesté jeden zptisob jak se divat na nasledujici vétu. Pokud jsme se v daném €asovém intervalu pohybovali
prumérnou rychlosti v, pak musi existovat casovy okamzik v némz naSe okamzita rychlost byla rovna v.
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Obrazek 6.13: Funkce a jeji derivace. Znaménko derivace rozhoduje o monotonii funkce.

Diikaz 1. tvrzeni, ostatni naprosto analogicky. Budte x1,xo € J takova, ze 1 < x5. Podle Lagran-
geovy véty o piirastku funkce aplikované na interval (1, x9) existuje ¢ € (x1, z) tak, Ze

po = A=)

Protoze ¢ € J°, je f'(c¢) > 0. Tudiz

f(x2) — f(z1)

To — T

>0 = f(z2) = flz1) >0 = f(z1) < f(x2).

]

Hlavnim vysledkem ptfedchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak o tom zda roste
¢i klesa rozhoduje znaménko jeji derivace. Pro lepsi predstavu uvazme funkei

f(z) :=22% — 92° 4+ 120 — g
pro jejiz derivaci plati
f'(z) = 62® — 18z + 12
=6(x—1)(z—2).
Porovnejte funkci a jeji derivaci na obrazku ¢. 6.13.

Zjistili jsme, ze prvni derivace funkce f souvisi s monotonii funkce f. Nyni ukazeme, Ze druha
derivace funkce f dale souvisi s tvarem grafu funkce f. Nejprve zavedme potfebné pojmy.

Definice 6.44: Funkci f definovanou na intervalu J nazveme konvexni na intervalu (resp. kon-
kavni na intervalu) J, pravé kdyz pro kazdé xy, x5, x5 € J spliujici 1 < z9 < 3, lezi bod
(22, f(z2)) budto pod (resp. nad) pfimkou spojujici body (x4, f(z1)) a (x3, f(z3)), nebo na ni.
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Obrazek 6.14: Konvexni (vlevo) a konkavni (vpravo) funkce na intervalu.

Definice 6.45: Funkci f definovanou na intervalu J nazveme ryze konvexni na intervalu (resp.
ryze konkavni na intervalu) J, pravé kdyz pro kazdé x1, x5, z3 € J spliujici 21 < x9 < x3, lezi

bod (x2, f(z2)) pod (resp. nad) ptimkou spojujici body (z1, f(z1)) a (x3, f(z3)).

Ocividneé, f je konkavni na intervalu J, pravé kdyz — f je konvexni na intervalu J. Staci se tedy
soustiedit napfiklad na konvexni funkce.

K osvétleni terminologie uvedme etymologicky vyznam obou pojmut. Convexum ma v latiné
vyznam udoli a concavum vyznam vyduté. Ukazka konvexni a konkavni funkce je dale uvedena na
obrazku ¢. 6.14.

Piepisme pozadavek v definici konvexnosti explicitné. Mame funkci f definovanou na intervalu
J abody z1 < x5 < x3. Pfimka prochazejici body (z1, f(x1)) a (z3, f(23)) je ddna rovnici

f(l'g) B f(xl) (ZL‘ . $1)-

T3 — X1
Pozadavek, aby bod (x4, f(22)) lezel pod (nebo na) této pfimce pak lze po nékolika drobnych tpra-
vach vyjadrit jako nerovnost

f(x2) (23 — 1) < f(21) (w3 — 22) + f(23) (72 — 21).

Casto byva zvykem vyjadiit konvexitu alternativnim zpisobem. Uvazme body 71 := 2 < y =:
zgabod xe := Az + (1 — ANy, A € (0,1) lezici mezi = a y. Potom lze pfedchozi nerovnost pfepsat
do tvaru

y = f(r1)+

fOz+ (1= Ny)(y —z) < f(2)(Ay — Az) + f(y) (A= Dx + (1 = Ny),

coz po jednoduché Gpravé prechazi na
fOx 4+ (1= Ny) < Af(@) + (1 =N f(y)
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Neni tézké rozmyslet, Ze f je konvexni na J, pravé kdyz pro kazdé z,y € Ja A € (0,1) plati
predchozi nerovnost.

Véta 6.46: Bud f funkce spojita na intervalu .J, ktera ma druhou derivaci v kazdém bodé intervalu
Je.

« Funkce f je konvexni na intervalu J, pravé kdyz f”(x) > 0 pro kazdé = € J°.

« Je-li f"(z) > 0 vkazdém bodé x € J°, pak je f ryze konvexni na .J.

Ditkaz implikace zprava doleva. Z ptedpokladu f”(z) > 0, z € J° plyne, ze f’ je rostouci na
J°. Budte x1, 29,23 € J spliujici 27 < xy < x3. Dle Lagrangeovy véty existuji £, 7 splitujici
T <1n<x9 < &< 1wy aplati

Po elementarnich upravach

fla2) (s —21) < far)(2s — 22) + f(23) (22 — 1)
Tim je dokazan i druhy bod véty (> se zméni na >). []

Diikaz implikace zleva doprava. Postupujme sporem. Predpokladejme, Ze f je konvexnina .J a sou-
Casné existuje bod zy € J° spliujici f”(z5) = lim, ., %ﬁ;wz) < 0. Existuje tedy Hs(xq) C J

takové, Ze
f'(@) = ['(x2)
Tr — To
Celkem tedy f’'(z) > f'(x2) kdykoliv z € (z2 — §,22) a f'(z2) > f'(z) kdykoliv & € (z2, 22 + §).
Polozme 1 = x5 — d a w3 = x5 + d. Pak existujina & prokteré zo —d <n <y <& <z9+da
x3) — f(x , , ) — f(x
Fa) = 16D _ ey < oy = L@ = 1)

T3 — T2 To — X1

< 0 kdykolivz € Hs(xg) \ {z2}.

Coz po elementarnich upravach dava spor s konvexnosti,

f(x2) (w3 — 1) > f(21) (w3 — 22) + f(23)(22 — 71).
]

Poznamka 6.47: Stejna véta plati i pro konkavni funkce. V tomto pfipadé je znaménko druhé
derivace (jejiz existence je pfedpokladem véty) zaporné.

Definice 6.48: Necht funkce f ma konecnou derivaci v bodé a € D;. Pokud existuje okoli H,
bodu a takové, ze pro véechna = € H, \ {a} lezi viechny body (x, f(x)) nad (resp. pod) te¢nou
funkce f v bodé a,

y = fla)+ f(a)(z - a),
nebo na ni, pak f nazveme konvexni v bodé a (resp. konkavni v bodé a).

Poznamka 6.49: Konvexnost na intervalu nevyzaduje diferencovatelnost, na rozdil od konvex-
nosti v bodeé, ktera vychazi z pojmu te¢ny (kterou konstruujeme pomoci derivace). Podobné bychom
mohli definovat ryzi konvexnost/konkavnost funkce v bodé. Ale pro nase ucely to neni nutné. Pro
ilustrace bodové konvexity/konkavity uvadime obrazek ¢. 6.15.
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Obrézek 6.15: Konvexni a konkavni funkce.

Jaky je vztah mezi konvexitou na intervalu a konvexitou v kazdém bodé intervalu? Na to od-
povida nasledujici véta.
Véta 6.50: Bud f funkce konvexni na intervalu J diferencovatelna v kazdém bodé J°. Potom je f
konvexni v kazdém bodé intervalu J°.

Ditkaz. Bud z,c € J°,x # ca ) € (0,1), potom
Fc+ (1 =Xz) <Af(e) + (1= N) f(z).
Tuto nerovnost lze prepsat do tvaru

f(Ac—i— (1 —)\)a:) — f(eo) B f()\c—i- (1 —)\):z:) — f(co)
R — <~ J(0) + f(@).

Podle véty o limité slozené funkce pro A — 1 ihned dostavame nerovnost (z — ¢) f'(¢) < —f(c) +
f(z),¢ili f(x) > f(c)+ f'(¢)(x — ¢). Funkéni hodnota v bodé x je tedy vétsi nez funkéni hodnota
ve stejném bodé linearni funkce jejiz graf je tecnou funkce f v bodé c. [

Z predchozi véty ihned plyne nasledujici dusledek.
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Obrazek 6.16: Inflexni body.

Dusledek 6.51: Bud f funkce diferencovatelna v kazdém bodé intervalu J a necht f’(¢) = 0 pro
jisté c € J°.

 Pokud je f konvexni na intervalu .J, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni minimum.
+ Pokud je f konkavni na intervalu J, pak ma funkce f v bodé c lokalni maximum.

Ditkaz. Sta¢i si uvédomit, ze te¢na v bodé ¢ je dana pfimkou y = f(c¢) a vyuzit definici kon-
vexity/konkavity funkce f v bodé c. []

Poznamka 6.52: Predchozi véta se Casto pouziva pokud vime, Ze f ma kladnou (nebo zapornou)
druhou derivaci na okoli bodu c. Pokud bychom pozadovali ryzi konvexitu/konkavitu, pak dosta-
neme ostra lokalni minima/maxima.

Body, kde se méni konvexita na konkavitu, pfipadné naopak, jsou dlezité pro tvar grafu funkce.
Zavadi se pro né proto zvlastni oznaceni.

Definice 6.53: Necht f je spojita v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje § > 0 takové, Ze f je ryze konvexni na intervalu (¢—9, ¢) a ryze konkavni na intervalu
(¢,c+ ), nebo naopak.

Priklad 6.54: Naleznéte inflexni body funkce f(x) = e *". Je potieba vypoéist druhou derivaci

zadané funkce, .

f(x) = —2ze™™,

() = =27 4+ 4a?e™™ =222 — 1)e ™.
Vidime, Ze znaménko druhé derivace je kladné pro |z| > \% a zaporné pro |z| < \% Funkece f je
proto konvexni na ( — 00, —%) a (\%, +oo) a konkavni na ( — \/Li’ \%) Inflexnimi body tedy jsou
body \/Li a —\%. Funkce je znazornéna na obrazku €. 6.16.

Kone¢né, posledni vlastnosti grafu, kterou bude zkoumat, je existence asymptot. Rozlisujeme
dva kvalitativné rozdilné ptipady zavedené v nasledujici definici.

Definice 6.55: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € R asymptotu x = a, pravé kdy?z hm+ f(x)
T—ra
nebo lim f(z) je rovna +00 nebo —occ. Rekneme, Ze piimka y = kx + ¢ je asymptotou funkce
Tr—a—

f v +oo, resp. v —oo, kdyz

lim (f(z)— ks —q) =0resp. lim (f(z)— ke —q)=0.

T—+00 T——00
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y = f(x)

QU

Obrazek 6.17: Asymptoty funkce.

Poznamka 6.56: Ma-li byt piimka y = kz + ¢ asymptotou funkce f v 400, pak nutné 0 =

T—00 €T r—+o0o I N k a pI‘OtO
k= lim M (6.3)
rx—+oco
Podobné
q= lim_f(2) - ke, (64)

kde £ jsme spocetli v pfedchozim bodu. Podobnou poznamku mizeme u¢init i pro —oo.
2
T4+ 2

Priklad 6.57: Naleznéte asymptoty funkce f(z) = | 1
:L’ —_—

+ 1. Proberme postupné mozné body,

kde muze mit zadana funkce asymptotu.
Bod x = 1 nepatiido Dy a lir? f(z) = +o00. Tudiz ptimka = = 1 je asymptotou f v bodé 1.
14

Hledejme asymptotu v 400,

2+2 1
k= lim M: lim x2+ +—=1,
Tr—+oo rx—+oo 4 — X
242 2
g= lim f(z)—kxr= lim v +1—1-z= lim +x+1:2.
T—+00 z—4o0  — 1 r—+o00 T —
Podobné, pro asymptotu v —oco mame
242 1
e tim A g T2 L
T—r—00 T r——00 —I° — I T

2
2
g= lim f(z)—kxr= lim vt

T—>—00 z——o00 —x + 1

+1—(~1)-2=0.

Nalezené asymptoty jsou uvedeny na obrazku ¢. 6.17.

Shriime si vztah mezi funkci a jeji prvni a druhou derivaci na nékolika nazornych ukazkach,
vizte obrazek ¢. 6.18.
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roste
T
4z
J— / — —
S
— s
xXr

Obrazek 6.18: Vztah prvni derivace a monotonie funkce, druhé derivace a konvexnosti resp. kon-
kavnosti.

110
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Poznamka 6.58: Na zavér této podkapitoly poznamenejme co mame na mysli pod vysetfovanim
prubéhu funkce. Pi vysetfovani prubéhu funkce f zkoumame:

1. defini¢ni obor funkce f, pruseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost, periodicita),

2. spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich bodech defini¢niho oboru (do
této kategorie pfipadné zahrnujeme i 400 a —00),

3. existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globéalni extrémy,
4. existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,

5. na zakladé téchto vysledkt nacrtneme graf funkce f.

6.10 I’Hospitalovo pravidlo

K vypoctu limit funkei vedoucich k neurcitym vyraztim se casto hodi I’'Hospitalovo pravidlo.

Véta 6.59 (I’'Hospitalovo pravidlo): Necht pro funkce f a g a bod a € R plati

1. lim f = lim g = 0 nebo lim |g| = +00

2. existuje okoli H, bodu a spliwjici H, \ {a} C Dy N\ Dy1/y,

/
3. existuje lim —.
a g

/
Potom existuje lim S a plati lim / = lim —.
a a g a g

Diikaz. Dukaz vynechavame. [

Priklad 6.60: Vypoctéte limitu

. arcsin(x)
lim ————
z—0  sin(x)

Pomoci ’Hospitalova pravidla

. 1
fi 2SI 1y VI
z—0  sin(x) 20 cos(x)

Pouziti 'Hospitalovala pravidla je korektni. Jednalo se o limitu typu %, limita podilt derivaci exis-
tuje, oba podily jsou definovany na okoli bodu 0 vyjma bod 0 samotny (podil derivaci dokonce
definovany i v 0).

Priklad 6.61: Vypoctéte limitu li%l x In(z). Nejprve musime vyraz upravit do tvaru kdy lze apli-
x—04

kovat ’'Hospitalovo pravidlo.

1 , 1
lim zln(z) = lim n() D Jim =
z—04 z—04

— = lim (—z) = 0.

1’—>0+ — x—>0+
x

8=
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Opét poznamenejme, ze 'Hospitalovo pravidlo je pouzito korektné. Po vhodné upravé se jedna o
limitu typu 22, limita podilu derivaci existuje a oba podily jsou definovany na pravém okoli bodu
0 vyjma bod 0 samotny (napt. (0, 1)).

K tomuto ptikladu jesté poznamenejme, ze pokud bychom vyraz upravili takto,

T
1

Inx

zlnx =

tak bychom sice ziskali limitu typu %,

Dostali bychom se tedy do slepé ulicky.

ale limitu podilu derivaci bychom vypocitat nedokazali.

Priklad 6.62: Vypoctéte limitu

Nyni je tfeba I'Hospitalovo pravidlo pouzit dvakrat,

e’ Iu e’ ru
lim — = lim — = lim — = +4o00.
T—+00 {E2 x—+o00 20 z—+oo 2

T x

L’Hospitalovo pravidlo je pouzito korektné. Jedna se vzdy o limitu typu 22, podily jsou definovany
na okoli bodu +o00 a posledni z limit existuje, tudiz existuji i vSechny predchozi.

Poznamka 6.63: Upozornéme na casty omyl vyskytujici se u prikladd podobnych predchozimu.
Casto se objevuje argument , limita je rovna +oo protoZe exponenciala roste rychleji nez polynom*.
To je sice dobra intuice, ale neni dostatecné presna. Jak rychleji musi rist ¢itatel viéi jmenovateli,
aby limita byla +00? Na to intuice viibec nestac¢i. Napiiklad v limité

2
lim 22T V% Ve
z—+oo 1+ 1

také citatel roste rychleji nez jmenovatel, ale hodnota této limity je 2 a ne nekonecno.
Na predchozi priklad je nutné se divat pravé naopak. Pomoci ’'Hospitalova pravidla jsme vy-
pocetli limitu
eCE
lim — = +4o0.
x—+00 I
Protoze tato limita vysla +oo, miizeme tvrdit, 7e exponencila e” roste rychleji nez z2. V§imnéte si,
ze puvodni intuitivni ivaha jde pfesné opa¢nym smérem.

Priklad 6.64: Pri pouziti |'Hospitalova pravidla je nutné zkontrolovat predpoklady. Slepym pou-
zitim formule mtzeme dostat $patny vysledek:

lim 2x + s‘in(x) 1o 24 cos(x) 2 i = s%n(x) _q
z—oo x + sin(x)  @—oo 1 4 cos(z) @00 —sin(x)

Chyba v tomto vypoctu je dvojnasobna:

1. Neni splnén 2. ani 3. pfedpoklad I'Hospitalova pravidla.

2. Limita nalevo od = viibec neexistuje. Nema tedy smysl pokracovat ve vypoctu.

Limitu lze snadno spocist bez 'Hospitalova pravidla,

9 . 24 sin(x)
fi 2T S0) g 2y
oo x +sin(z) a0 ] 4 %
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= —I—OO
T

Obrézek 6.19: Graf funkce e*.

Priklad 6.65: V nasledujicim pfipadé sice vSechny predpoklady plati, ale ani opakované pouziti
I’'Hospitalova pravidla nevede k cili

. e + e TH . et — e TH . e + e
lim ——— = lim —— = —_—
z—o0 e — e 7T z—oo e 4+ e~ z—oo e — e~ 7T

Po druhém pouziti dostaneme stejny vyraz s kterym jsme zac¢inali. Tuto limitu mtzeme snadno

spocitat bez pouziti 'Hospitalova pravidla,

) e + et ) 1 + 6—22?
lim ——— = lim — = 1.
z—o00 e — e~ 7 To00 ] — e—2%

6.11 Piiklady

Nejprve si ukdzeme vysetfovani prabéhu na velmi jednoduchych piikladech.

Piiklad 6.66: Vysettete prubéh funkce f(x) = e”. Protoze f'(z) = f”(x) > 0 pro kazdé =z € R je
funkce f(x) rostouci a konvexni na celém R. Asymptota funkce existuje pouze v —oo a jeji pfimkou
je y = 0. Graf této znamé funkce uvadime na obrazku 6.19.

Piiklad 6.67: Vysetfete prubéh funkce f(z) = Inz. Nyni Dy = (0,400) a f/(z) = 1 > 0Oa
f"(x) = —= < 0 prokazdé x > 0. Tudiz f je rostouci a konkéavni, jedinou asymptotou je pfimka
x = 0. Graf této znamé funkce uvadime na obrazku 6.20.
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y=Inzx

lim Inz = 4+o0
r——+00

lim Inz = —0
(E—)0+

Obrazek 6.20: Grafu funkce In z.
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Priklad 6.68: Vysetfete prabéh funkce
f(z) = V322 — 23,

Odmocnina je lich4, tedy Dy = R. Prusecik s osou y je f(0) = 0. Praseciky s osou z jsou FeSenim
rovnice
fx)=0 & 2?)3-2)=0 & 2,=0axy=3.

Odtud ihned plyne, Ze funkce nemuze byt suda, licha ani periodicka (ve vSech téchto pfipadech by
muselo byt prusec¢ikem i x = —3).
Funkce je spojita na celém R. Zkoumejme existenci asymptot v 400,

k= lim @) _ lim ¢ §—1:—1,
r—+oco I T—+00 T

g= lim (f(z)—kz)= lim V322 -2’ +z=1.
r—100 r—100

Piimka y = —x + 1 je tedy asymptotou v +00 i —o0.
Pro derivaci funkce f plati

2

(352{%7 z 7& 0737
fl(x) = —00, T =3,

neexistuje, = = 0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0 (derivace neexistuje)
a 2 (derivace je 0). Z prvni derivace podle znaménka uré¢ime typ monotonie.

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,+00)
znaménko f' — + — —
monotonie f Kklesa roste klesa klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokalni minimum v bodé 0 (f(0) = 0) a maximum v bodé
2 (f(2) = V/4). Navic ze spojitosti na R a z limit lirf f(x) = Foo plyne H; = R.
T—>T 00

Pro druhou derivaci v bodech x # 0, 3 dostavame

21.74/3

f(x) = NG

Znaménko zavisi pouze na znaménku jmenovatele (Citatel je kladny),

interval (—00,0) (0,3) (3, +00)

znaménko "’ — — +

konkavni konkavni konvexni

Nyni miZeme nacrtnout graf funkce f, vizte obrazek 6.21.
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¢ Jok. maximum
lok. minimum
e inflexni bod

Obrazek 6.21: Priibéh funkce f(z) = v/322 — 2.

Priklad 6.69: Tuhost 7" tramu s obdélnikovym prufezem je umérna soucinu jeho sifky (horizon-
talni rozmér) w a tfeti mocniné tloustky (vertikalni rozmér) ¢. Pti jakych rozmérech l1ze dosahnout
nejveétsi tuhosti tramu, mame-li k dispozici strom o kruhovém prufezu s polomérem R?
Parametrizujme tram pomoci parametru = podle obrazku 6.22. Tedy w = 2x at = 2/ R? — 2.
Uvazujeme 22 = w € <O, 2R>, resp. r € <O, R>.
Tudiz,

e

T(z)=c-w-t*=2"c - z(R*— 27

Hledame extrém této funkce, derivaci je
3
T'(x)=2"c- ((R2 — %)% = 32 VR? —:v2> =2 ¢c-VR? —22. <R2 —43:2).

Nulovym bode derivace je bod x, = %. Funkci T" vySetfujeme pouze na intervalu J. Vidime, ze

na intervalu (0, %) funkce T roste a na intervalu (% ,R) klesa. V bodé x, tudiz nastava lokalni

maximum. Pro extremalni rozmeéry tramu plati
w, =22, =R a t,=2/R—22=+3R.
Priklad 6.70: Vysetiete priubéh funkce (v€etné konvexnosti/konkavnosti) funkce
1 2
Tr)=—+2x".
flo) =~
Nacrtnéte graf této funkce.

Defini¢nim oborem je o¢ividné mnozina Dy = R ~\ {0}. f je spojita v kazdém bodé mnoziny
Dy. Vypoctéme derivaci,
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Obrazek 6.22: Parametrizace problému s tramem.

Znaménko derivace je, vzhledem ke kladnosti jmenovatele, kontrolovano vyrazem 223 — 1. Dost4-
vame

flx)>0 & x>273

flx)<0 & z<27Y3ax#£0,

flz)=0 & z=2713
Funkce f je rostouci na intervalu (27'/3, +00) a klesajici na intervalech (—o0,0) a (0,27%/3). V

bodé a = 27'/% ma tedy funkce f lokalni minimum (na pravém okoli bodu a je rostouci, na levém
okoli bodu a je klesajici a je spojitad v bodé a). Podivejme se na limity v nekonecnech a v bodé 0,

1 2 1 2
lim — 42" =+o00, lim — 4 2" = +o0.
Tz—Foo I z—0+ T

Funkce f neni spojité dodefinovatelna v bodé 0. Pfimka s rovnici x = 0 je asymptotou funkce f v
bodeé 0. Asymptoty v nekonecnech neexistuji,

1
lim @: lim — 4+ 2 = 4+o00.
z—+too I z+oo 2

Vysetfeme konvexitu a konkavitu. Pro druhou derivaci plati

622 22 — (223 —1)-20 a3 +1
=2 .
x? x3

fl/ (x) —

Odtud vidime, Ze
f"(z) >0 & 2 < —1nebo0 < z,

f"(z) <0 & —1<x<0,
ffz)=0 & x=—1.

Funkce f je proto konvexni na intervalech (—oo, —1) a (0, +00), konkavni na intervalu (—1,0). V
bodé z = —1 ma inflexni bod.

Na zakladé téchto informaci nyni miZzeme nakreslit graf (viz obrazek 6.23).
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Obrazek 6.23: Newtonuv trojzubec

6.12 Separace korenu

Pokud mame pro funkci f spojitou na intervalu .J fesit rovnici

pak mame k dispozici metodu puleni intervalu. Abychom ji ale mohli pouzit, musime nalézt inter-
valy (a,b) C J tak, ze f(a) - f(b) < 0. Metoda puleni intervalu pak vzdy da aspon jeden kofen, v
intervalu (a, b) jich vsak muaze byt vice. Je proto vhodné kofeny separovat, ¢ili vzdy nalézt interval
(a, b) tak, ze v ném lezi pravé jeden kofen.

Piiklad 6.71: Urcete pocet realnych kofent polynomu f(x) = 2° — 5x + 2 a separuijte je.
Resime tedy rovnici
f(x) =2 -5z +2=0.

Defini¢nim oborem funkce f je celé R, funkce f je spojitd na R. Limity v krajnich bodech jsou

) 2
. g 5 _
lim f(z) = lim =z (1—x4+ )_

T—r—00 T——00

5 2
= lim z° - lim (1——4+—5>:—oo-1:—oo.
T x

T——00 Tr—r—00
lim f(z)= (analogicky) = +oc.
T—>+00
Prvni derivaci funkce f je
fl(x) =5z" =5 =5(" —1)=5(z*+1)(z* - 1) =5(z + 1)(z — 1)(z + 1).
Shrnujeme, zZe

« proz € (—o0,—1) je f'(z) > 0, tudiz na tomto intervalu f ostre roste,

« prox € (—1,1)je f'(x) < 0a f je spojitda na (—1, 1), tudiZ je na intervalu (—1, 1) funkce f
ostre klesajici,
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« proz € (1,400) je f'(z) > 0, tudiz f na tomto intervalu ostre roste.
Proto

« vbodé —1 je lokalni maximum s hodnotou f(—1) = 6,

+ vbodé 1 je lokalni minimum s hodnotou f(1) = —2.

Jelikoz lirf f(z) = £00 uzavirdme, ze v kazdém z interval
T—r 00

(—o0,—1), (=1,1), (1,400)

lezi pravé jeden kofen. Rovnice ma pravé 3 kofeny. Protoze navic f(—2) < 0a f(2) > 0, lze pro
metodu ptleni intervalu pouzit intervaly

(—2,-1), (=1,1), (1,2).

6.13 Newtonova metoda

K numerickému fe$eni rovnic typu f(x) = 0 existuje mnoho metod. My zatim zname jen me-
todu pileni intervalu (viz vétu ¢. 5.41). V této kapitole si ukazeme Newtonovu metodu (Sir Isaac
Newton anglicky fyzik a matematik, 1642 — 1727). Newtonuv pfistup podrobné prozkoumame na
nasledujicim prikladu.

Priklad 6.72: Vypoctéte tieti odmocninu z kladného realného ¢isla c.

Zamyslete se, jak tento problém vyftesit, mame-li k dispozici kalkulator umoznujici pouze scitat,
odcitat, nasobit a délit ¢isla. Tedy operace, které mize provadét stroj i ¢lovék (s pomoci papiru).
Tato otazka muze vyvstat v praxi: mame-li zjistit jak velky ma byt polomér kulového tankeru o

daném objemu V, dostavame r = ¢/ %V. Pro krychli dostaneme délku hrany rovnou a = +/V.
Vedle toho tfeti odmocnina je jisté sama o sobé zajimava funkce, jejiz funkéni hodnotu je obcas
potfeba umét vyhodnotit.

Bud ¢ > 0. Ozna¢me hledanou tfeti odmocninu symbolem z, tj. z = /c (toto je ale jen sym-
bolicky zapis, jakou hodnotu = pro zadané ¢ ma?). Ekvivalentné to znamena fesit rovnici 2> = c s

neznamou c. Oznaéime-li f(z) := 2® — ¢, je nami hledané ¢&islo = Fesenim rovnice

f(z) =0.

Tuto dlohu bychom se mohli pokusit fesit nam jiz znamou metodou pileni intervalu (jaké dva
pocatecni body byste zvolili?). Nyni si v§ak ukazeme dalsi zptisob, tzv. Newtonovu metodu.

Myslenka Newtonovy metody spo¢iva v konstrukei posloupnosti (x,,)22 ; aproximujici feseni
rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

1. Je dano z,,.

2. Sestroj te¢nu funkce f vbodé x,:y = f(z,) + f'(x,) (v — x,).

3. Prusecik této teCny s osou = necht je dalsi ¢len posloupnosti, tj. 2,11 1= 2, —
4. Opakuj s x,,11 misto x,.

119


http://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton

6. DERIVACE NEWTONOVA METODA

Obrazek 6.24: Dvé iterace Newtonovy metody.

Graficky je tento proces znazornén na obrazku 6.24.
Z predchoziho obrazku se muze zdat, Ze vSe je jasné. Ihned se vSak nabizi nasledujici otazky:

Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?

Ma rovnice f(z) = 0 viibec feseni?
« Konverguje takto zkonstruovana posloupnost (x,,)5° ;?
« Cokdyz f'(x,) = 0 pro néjaké n € N?

Odpovédi na tyto otazky se v obecném ptipadé nebudeme zabyvat. Vratme se k nasemu kon-
krétnimu ptipadu s tfeti odmocninou, kde uvidime jak na nékteré z nich odpovédeét.

Shriime si dosavadni vysledky. Je dano ¢ > 0 a funkce f(z) = 2 — c. Newtonova metoda nAm
dava rekurentni vztah

f(x,) 3 —c 2 L
Tpy1 i= Ty — =z, — = =Tp + =
i f(xy) 322 3 32

V nasem pripadeé si lze snadno v§imnout, Ze:

« Funkce f je prosta, f((0,400)) = (—c, +00) a tudiz existuje pravé jedno kladné feseni rov-
nice f(x) = 0. (Tj. vySettili jsme prubéh funkce f a zjistili jsme, Ze rovnice ma pravé jedno
reseni.)

« Konverguje-li posloupnost (x,,)2° ; ke kone¢né kladné limité a, tedy plati a = lim,, , x, a

C

soucasné a = lim,, o0 Ty 1 = lim,, o0 <2fl?n +:5
n

5 ) = %a + 303 Tudiz a je hledané feseni,
a® = ¢, nebo-li f(a) = 0.

Nyni si tedy zbyva rozmyslet, jestli nase posloupnost ()% ; skute¢né konverguje.

Véta 6.73: Bud ¢ > 0 a (z,,)°°, posloupnost kladnych redlnych ¢isel spliiujici rekurentni vztah

2 c
Tpi1 = gxn + 37 pro vSechnan € N.

n

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limite.
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Diikaz. Polozme g(x) := 2z + 3% pro x > 0. VySetfenim pribéhu zjistime, ze g(z) > /c, kde
rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x = /c. Tudiz:

« Pokud x; = /¢, potom x,, = /c pro véechnan € N.

« Pokud z; > /¢, potom x,, > /cprolibovolné n € N. Navic posloupnost (z,,)°2; je klesajici:

Tpp1— Ty = C;g;” < 0,azdola omezen4 ¢islem /c. Tudiz je konvergentni s kone¢nou limitou.

« Pokud 0 < 1 < /¢, pak x5 > /c a mizeme pouzit predchozi bod.
O

Nyni vime, ze posloupnost konverguje nezavisle na volbé prvni aproximace. To je dobré, ale k
praktickému pouziti nedostatecné. Kdy mame iteraci zastavit? Je potfeba odhadnout chybu mezi
¢leny posloupnosti a skutecnou (neznamou) hodnotou hledané treti odmocniny.

Dusledek 6.74 (Odhad chyby): Bud (z,,)°; posloupnost popsana v piedeslé vété. Potom plati
0<ap— Ve<2w,—Tpy1), pron=23....

Ditkaz. Z piedeslé véty vime, ze pron = 2,3, ... jisté plati /¢ < 2,41 < x,. Potom pro tato n
plati i

0< Tn+l — \3/5 = _Q-TnJrl + 3$n+1 - \3/E = _an+1 + 2z, + % - \3/E < 2(£L’n - anrl)'
L
—_——
<0

]

Poznamka 6.75: Toto je pro praktické ucely velmi dulezity vysledek. Pomoci dvou naposledy
vypoctenych ¢lentt posloupnosti miizeme odhadnout chybu mezi poslednim ¢lenem a skute¢nou
hodnotou /¢ (tu nezname!) a tim dodrzet pozadovanou presnost.

Shrime si vlastnosti Newtonovy metody aplikované na problém hledani tieti odmocniny. Po-
sloupnost (x,,)%2; zadan4 rekurentné vztahem
2 c
Tpyl = gasn + %,
konverguje pro libovolné zvolené 21 > 0 k ¢islu /c. Chybu mezi z,, a skute¢nou hodnotou /¢ lze
odhadnout pomoci poslednich dvou vypoétenych ¢leni:

n €N,

0< Zpyr — Ve<2x, —Tpy1), n=2,3,....

Tato informace nadm umoziuje vypocet zastavit po dosazeni pozadované presnosti.

Jako ukazku pouziti metody uvadime tabulku 6.6 s vypoctem tfeti odmocniny z ¢isla 7. Jako
prvni iteraci volime ¢islo 7 samotné. To neni optimalni volba.

Na vypoctu v tabulce 6.6 1ze pozorovat, ze od 6. iterace se pocet spravnych cifer ptiblizné zdvoj-
nasobuje. Tento efekt nazyvame kvadratickou konvergenci a pfesné ho pro nasi posloupnost
formulujeme nize.

Véta 6.76: Je-lic > 1 ax; > {/c, pak pro kazdé n € N plati

2
xn—l—l_%g (SL’H—%> .
Diikaz. Vynechavame. O
Je-li tedy chyba n-tého ¢lenu napiiklad 10~°, pak chyba dalsiho ¢lenu je jiz pouze 10!
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6. DERIVACE NEWTONOVA METODA

Clen posloupnosti Hodnota

T 7,0

X9 4,71428571428571428571428571428571429
x3 3,24784642966461148279330097511915694
T4 2,38643130490037593935668895758001112
x5 2,00066641679591817635777458039226767
T 1,91672239561208699369932626267864600
x7 1,91293867672049370288664833049651171
xg 1,91293118280174664702280424145842154
Ty 1,91293118277238910119956738659641893
Z10 1,91293118277238910119911683954876030
V7 1,91293118277238910119911683954876028

Tabulka 6.6: Vypocet tfeti odmocniny ze sedmi pomoci Newtonovy metody. Posledni fadek obsa-
huje pfesnou hodnotu zaokrouhlenou na 36 desetinnych mist.

Newtonova metoda: zaludnosti

Rekurentni posloupnost pochazejici z Newtonovy metody se pro ,$patné“ zvolenou pocatecni pod-
minku mize chovat neocekavané. Napiiklad miize oscilovat (tj. posloupnost viibec nebude mit li-
mitu), nebo muze divergovat do nekonecna.

Priklad 6.77: Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) = 2° — 2* — 2 + 25
pocate¢nim bodem x; = 2.
Rekurentni vzorec Newtonovy metody v tomto piipadé zni
5 — ot — o, +2

St —dxd —1

Tn+1 = Tp —

Na obrazku uvadime prvnich nékolik ¢lent této rekurentni posloupnosti
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6. DERIVACE NEWTONOVA METODA

i ve——"g/l I

T T T
/ Ts Ty T3z T2 T x

Obrazek 6.25: Patologické chovani posloupnosti aproximaci generovanych Newtonovou metodou.
Problém zfejmé spociva ve $patné volbé pocatecni aproximace.
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7 Taylorovy polynomy

7.1 Aproximace funkci pomoci polynomni

Tecna funkce f v bodé a predstavuje tzv. linearni aproximaci funkce f v bodé a. V blizkosti bodu
a dobfte vystihuje chovani funkce f. Ilustrativni graf funkce a jeji tecny je uveden na obrazku 7.1.

Pokud chceme funkce aproximovat i na vétsich intervalech, zfejmé nevystac¢ime pouze s pfim-
kami, viz obrazek 7.2. Nabizi se uvazovat misto polynomut prvniho stupné (pfimky) polynomy
vyssich stupna (kvadratické, kubické, atd.). V této kapitole se budeme zabyvat problémem, jak tyto
aproximaéni polynomy zkonstruovat. S pomoci derivaci vyssich stupnt se naucime sestrojit tzv.
Taylorovy polynomy, které predstavuji v jistém smyslu nejlepsi moznou aproximaci k dané funkci.

Typickym vyuzitim Taylorovych polynomu je uloha vypocist hodnotu dané funkce s piedem
zadanou presnosti pouze pomoci algebraickych operaci s¢itani a nasobeni (déleni). Tedy naptiklad:

Jak numericky ur¢it hodnotu sin(37°)?
Podle zname geometrické definice funkce sin k odpovédi na tuto otazku potiebujeme pouzit
pravitko, kruzitko a thlomér. Pfesnost ,,vypoctu” je pak dana piesnosti nasich nastroju. Viz obrazek

7.3.

chyba:
lze ji
kontrolovat?

Obrazek 7.1: Te¢na jakozto linearni aproximace funkce. Lze ocekavat, ze souhlas je dobry na malém
okoli bodu, kde uvazujeme tecnu. Jak odhadnout chybu mezi funkci a aproximaci?
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7. TAYLOROVY POLYNOMY TAYLORUV POLYNOM

tolerance chyby

Obrazek 7.2: Aproximace zadané funkce (¢erna ktivka) pomoci polynomu na zadaném intervalu se
zadanou presnosti.

sin(37°)

\ I

[N evhodné pro kalkulétor/poéitaé!}

Obrazek 7.3: Geometricka definice funkce sin pomoci jednotkové kruznice je nevhodna pro vypo-
Cetni aplikace.

7.2 Tayloriv polynom

Nejprve si pfipomenme pojem polynomu, ktery bude v celé této kapitole hrat centralni roli.

Definice 7.1 (Polynom): Realnou funkci realné proménné p : R — R nazveme polynomem,
prave kdyz existuji nezaporné celé ¢islo n € Ny a realna ¢isla a, . . . , a,, € R takova, Ze rovnost

p(x) = Z arx”
k=0

plati pro vSechna realna = € R.

Je-li a,, # 0, nazyvame Cislo n stupném polynomu p. Jsou-li viechny koeficienty ax, k =
0,...,n nulové, nazyvame p nulovym polynomem a jeho stupen nedefinujeme.

Podstatnou vyhodou polynomi je fakt, ze k vyhodnoceni funkéni hodnoty polynomu staci
operace s¢itani (od¢itani) a nasobeni. Navic polynom stupné n je zadan n + 1 konstantami.
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7. TAYLOROVY POLYNOMY TAYLORUV POLYNOM

Notoricky znamymi pfiklady polynomi jsou:
1. Linearni funkce f(z) = ax + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse prvniho stupné™.

2. Kvadraticka funkce f(x) = ax®+bx+c(a,b, c € R, a # 0 parametry) je polynomem druhého
stupné.

Pokusme se nyni podivat na te¢nu z jiného uhlu. Je-li funkce f diferencovatelna v bodé a € R,
pak rovnice jeji tecny v bodé a ma tvar

y=fla)+ f(a)(z —a).

Je to primka nejvice ,,pfipominajici® funkci f v okoli bodu a. Te¢nu také mizeme chapat jako graf
linearni funkce
g(x) = fla) + f'(a)(x — a).
Pro funkce f a g plati
g(a) = f(a), g'(a) = f(a).
Tj. funkce f a jeji tecna v bodé a maji stejnou 0. a 1. derivaci v bodé a.

Pfirozené se nabizi otazka pro¢ neuvazovat polynom vyssiho stupné s podobnou vlastnosti?
Necht funkce f ma derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze nalézt polynom p takovy, ze
p®(a) = f*)(a) pro véechna k = 0,1,...,n?

Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru

p(z) = Z ar(x — a).

Je potifeba urc¢it konstanty ax, k = 0,1, ..., n tak, aby derivace polynomu a funkce v bodé a az do
fadu n vcetné byly shodné. Pro funkéni hodnoty derivaci polynomu p v bodé a plati
f(a) = p(a) = ao = [(a)
f'(a) =p'(a) = a — a1 = f'(a)
1
f'(a) = p"(a) = 2a, = ay=3["(a)
1

FB @) =p® (@) =kl a, = a ®(a), k=0,1,...,n

TR

Uzavirame, ze hledany polynom p pozadovanych vlastnosti je tvaru

Shriime si toto pozorovani do nasledujici véty.
Véta 7.2: Necht realna funkce realné proménné f ma v bodé a € R kone¢nou n-tou derivaci.

Potom existuje pravé jeden polynom 7, , stupné nejvyse n takovy, ze

T®(a) = f®(a) prokazdé k = 0,1,...,n.

,a

34Slovicko ,linearni“ vyse pouzivame ke zdiiraznéni, 7e grafem dané funkce je p¥imka, linearni objekt. Nejedna se
nutné o linearni zobrazeni ve smyslu Linearni algebry.
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7. TAYLOROVY POLYNOMY TAYLORUV POLYNOM

Obrazek 7.4: Priklady Taylorovych polynomu funkce sinus v bodé 0 malych stupni.

Tento polynom ma tvar

") (g
Tae) = 3 720 0 -

a nazyvame ho n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.
Diikaz. Existenci i jednoznacnost jsme dokazali v pfedchozich odstavcich. ]

Piiklad 7.3: Naleznéme n-ty Taylortv polynom funkce f(z) = e” v bodé 0. Pro libovolné k € N,
plati f®)(z) = e* a proto f*)(0) = 1. Dostavame

"1
Tmo(ﬂf) = Z g.ﬁlﬁk
k=0

Piiklad 7.4: Naleznéme n-ty Taylorav polynom funkce f(x) = sin(z) v bodé 0. Derivace funkce
f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny plati

FOw) = (=1 sin(e) a (@) = (1) cos(a).
Proto
Taylortv polynom pro n = 2/ je stejny jako Taylorav polynom pro n = 2¢ — 1 a plati
noeGe) . SN (q)k
Tho(r) = Z f+()x3 = Z <(—)x2k“.

!
e —~ (2k+1)!

Specialné tedy plati 75, o = T5,-1,0, 7 € N a jesté specidlnéji tieba Ty o = T39 9. Ukazka nékolika
Taylorovych polynomu funkce sinus v bodé 0 je uvedena na obrazku 7.4.

Poznamka 7.5 (Terminologicka): Z predchoziho prikladu je pékné vidét, pro¢ pouzivame nazev
,n-ty Taylorav polynom® misto studenty ¢asto pouzivaného a nespravného , Taylortv polynom
stupné n“ kdyz mluvime o 7},: n-ty Taylorav polynom totiz nutné nemusi mit stupen n! Pro funkci
sin jsme v bodé 0 odvodili 75 (x) = x, tedy jeji druhy Taylorav polynom ma stupen 1.
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7. TAYLOROVY POLYNOMY CHYBA APROXIMACE

Ty.o(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 3 cos(a)(z — a)?

f(zx) = cos()

I
I
I
I
I
I
I
I
:
T a :
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Obrazek 7.5: Grafické znazornéni Taylorova vzorce, tedy vztahu mezi funkéni hodnotou funkce f,
Taylorova polynomu 7,, , a zbytku 2, ,.

7.3 Chyba aproximace

V této podkapitole se budeme zabyvat chybou mezi pivodni funkci a Taylorovym polynomem.
Kdybychom tuto chybu nebyli schopni alespont odhadnout, pak by aproximace byla prakticky ne-
pouzitelna. Nebyli bychom schopni zajistit pozadovanou presnost aproximace. Definujme si nej-
prve jasné chybu (zbytek), ktery zkoumame.

Definice 7.6: Necht funkce f ma v bodé a konec¢nou n-tou derivaci. Pro vsechna pfipustna x
polozme R, ,(z) := f(x) — T, .(x). Potom vztah

f(ZE) = Tn,a(x) + Rn,a(l‘)

nazyvame Taylorovym vzorcem a R, , nazyvame n-tym zbytkem v Taylorové vzorci.

Poznamka 7.7 (Znaceni): V piipadé, ze mluvime o Taylorové polynomu v bodé a = 0 piSeme pro
jednoduchost 7}, misto 7}, . Podobné v pripadé zbytku R,, = R,, o a Peanova zbytku (zaveden dale)
Wy, = Wy,0. Taylortv polynom pro a = 0 se také nékdy nazyva Maclaurintv polynom.

Prvni informaci o zbytku v Taylorové vzorci nam dava nasledujici véta. Hrubé feceno, kdyz
xr — a, pak zbytek v Taylorové vzorci jde k nule rychleji, nez posledni ¢len n-tého Taylorova
polynomu.

Véta 7.8: Necht funkce f ma v jistém okoli H, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro zbytek v
Taylorové vzorci plati
Rn a
lim ————= (z)
T—a (:C — a)"

=0.
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze a = 0. Z definice zbytku a vlastnosti Taylorova

polynomu plyne
R,(0) =R, (0)=--- = R"Y(0) = R™(0) = 0.
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7. TAYLOROVY POLYNOMY CHYBA APROXIMACE

Pro vypocet limity lze pouzit I'Hospitalovo pravidlo (zdivodnéte proc!). Potom

/ (n—1) (n)
lim 7@ gy Bul@) g e @) B @)
v=0 2 z—0 nxnt z—0 nl-x =0 nl

Posledni rovnost plati, protoze RY = fm — T je podle predpokladu spojita funkce na H, a

R (0) = 0. O

Dusledek 7.9: Za stejnych predpokladt jako v predchozi vété. Taylorav vzorec lze vyjadrit ve
tvaru

f({L‘) = Tn,a(l') + Wn@(l’) . (I’ — a)”,
kde lirr(1) wp(x) = 0. Vyraz wy, o(z) - (x — a)" se nazyva Peanuv tvar zbytku.
T—r

Diikaz. Sta¢ipolozit wy, .(z) := ﬁ";—“a()? a pouzit predchozi véty. O

Priklad 7.10: Vypoctéte limitu
. sinx
lim
x—0

Protoze sinz = x + wy () - x, kde lim wy o(x) = 0, dostavame
’ z—0 7’

sinx

lim = lim (1 —|—w170(x)) =1+0=1.

z—0 I z—0
Hrubé feceno, n-ty Taylorav polynom je nejlepsi aproximace mezi vsemi polynomy stupné n.
Presny smysl tohoto vyroku je obsazen v nasledujici vété.

Véta 7.11 (O nejlepsi aproximaci): Necht funkce f ma v jistém okoli bodu 0 kone¢nou n-tou de-
rivaci a necht () je polynom stupné nejvyse n, razny od Taylorova polynomu 7;, funkce f v bodé
0. Potom existuje okoli Hy bodu 0 takové, ze

|f(z) = T, (z)] < |f(z) — Q(x)| prokazdéx € Hy~ {0}.
Diikaz. Vynechavame. O

Vyraz |f(x) — Q(z)| pfedstavuje absolutni velikost chyby pii aproximaci funkce f pomoci
polynomu @ v bodé x. Pokud 7,,_; # T, pak pro jisté okoli H, podle pfedchozi véty plati

\f(z) =T, (z)|] <|f(z) — Th_1(x)| prokazdéz € Hy\ {0}.

Tedy, kazdy dalsi Taylorav polynom aproximuje funkci f 1épe nez predchozi (pokud neni shodny
s pfedchozim).

Jak ale ukazuje priklad ¢. 7.23, mohou existovat i ,,patologické” situace, kdy aproximace pomoci
Taylorovych polynomi nedava dobfe pouzitelné vysledky.

kontrolovat zbytek v Taylorové vzorci (tj. chybu).

Véta 7.12 (Taylorova): Necht existuje okoli H, bodu a takové, ze funkce f v ném ma kone¢nou
(n 4+ 1)-ni derivaci. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(x) = T), o(x) + Ry, o(x) 1ze pro kazdé = € H,
zapsat ve tvaru

fE)
(n+1)!

kde ¢islo £ zavisi na x a n a lezi uvnitf intervalu s krajnimi body z a a. Tento tvar zbytku nazyvame

Lagrangetv.

(l‘ - a)nJrl7

R,.(z) =
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Diikaz. Vynechavame. [

Poznamka 7.13: Pro &islo € z piedchozi véty tedy plati 0 < | — a| < |z — a. Interval, o kterém
se v pfedchozi vété mluvi nemizeme zapsat snadno explicitné, protoze nevime, jestli = lezi vpravo
¢i vlevo od bodu a. Proto se radéji uchylujeme k slovnimu popisu, pfipadné nerovnosti uvedené v
této poznamce. Hodnota £ zavisi na hodnoté z a a.

Tato véta nam dava velmi diillezitou informaci o zbytku v Taylorové vzorci. Umoznuje odhadovat
chybu, které se dopustime pii nahrazeni ptivodni funkce f jejim Taylorovym polynomem 7, ,.

Piiklad 7.14: Urcete, jaké chyby se dopustime, kdyZ pro vypocet &isla /e = ez pouzijeme hod-
notu Taylorova polynomu funkce e” tfetiho stupné v bodé 0 vyhodnoceného v bodé z = %

1 1
Ts(z) =1+2z+ 5:1:2 + 69(:3.

Dosazenim dostaneme funkéni hodnotu Taylorova polynomu v z = %:

1 11 /1\* 1/1\° 79 :
il )| =14+-+=(= - =) =-—= =1.64583.
3(2) +2+2(2> +6<2> g8~ 104983
Toto ¢islo nam samo o sobé nic nefika. Je nutné odhadnout chybu.
Podle Taylorovy véty 7.12 plati (f(x) = €”) rovnost

anfl)nll)
()50

O cisle £ pouze vime, Ze lezi v intervalu (O, %) Navic umime odhadnout velikost ¢isla e, plati
nerovnost e < 4 (zdvodnéte!). Celkem tedy

e 42 (Nt 1 _
0<Rs(=])<—(=) =— =0.0052083.
3(2) 41 (2) 192

kde zbytek je tvaru

Cislo /¢ lezi v intervalu (1.645837 1.6510416). Viz ilustra¢ni obrazek 7.6. Pfiblizna hodnota +/e s
presnosti na 8 cifer je \/e ~ 1.6487213.

7.4 Mocninné a Taylorovy rady

JiZ jsme spocetli, Ze pro kazdé realné = a prirozené n plati

n_ ok
: N~
e’ = o + R, (x).

k=0
Déale v tomto piipadé zname tvar zbytku R, 1ze ho vyjadrit jako

&n,
esme il

CEE

R,(x) =
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Obrazek 7.6: Graf exponen01aly a 3. Taylorova polynomu exponencialy v bodé 0 pouzitého k pfi-
bliznému vypoctu e 2.

kde &, , lezi mezi 0 a z, tudiz &, , < |z|. Z monotonie e* pak plyne odhad
0 < efme < el

Horni odhad ¢isla e tedy nezavisi na n (v tomto ptipadé)!
Pro dané pevné x € R proto plati

T

€ n| M—00
(n+1)! 2"

Véta o limité seviené posloupnosti 3.54 potom pro kazdé realné = zarucuje

0 < |Ru(2)] < 0.

lim R,(z)=0.
n— o0
Pro libovolné realné x tedy plati
n gk LI N S
= Jim (@ ) = fim 3=

Tento fakt pro nas samoziejmeé neni prekvapenim, protoze exponencialu jsme takto definovali! Jak
za chvili uvidime, tuto vlastnost — vyjadritelnost pomoci souctu ¢iselné fady s parametrem x— maji
i dalsi elementarni funkce.

Definice 7.15: Necht je dana posloupnost (a;)$, a ¢islo ¢ € R. Ciselnou fadu

Z ap(x — c)F (7.1)
k=0

zavisejici na redlném parametru z, nazyvame mocninnou radou se stiedem v bodé c.

Definice 7.16: Necht realna funkce realné proménné f ma v bodé ¢ € R konecné derivace vsech

fadt. Mocninnou fadu "
& / b (c) k
Z k! (z—¢)
k=0

potom nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé c.

131



7. TAYLOROVY POLYNOMY MOCNINNE A TAYLOROVY RADY

Poznamka 7.17: Uvazme pro jednoduchost ¢ = 0 a fadu v rovnici (7.1).

oo
+ Je-li naptriklad x = 2, pak mame ¢iselnou fadu Z ap2”,
k=0
o
o jeliz = %, pak mame c¢iselnou fadu Z
k=0

ay
3k

Timto zpisobem je definovana jista funkce, ktera kazdému redlnému z prifadi soucet zadané ci-
selné rady, pokud existuje. Jaky je defini¢ni obor této funkce?

Véta 7.18: Pokud existuje limita

L= lim |2+
k—oo ag
potom klademe
1
I L eR,
R:=4{ 400, L=0,
0, L = +o0

a tvrdime, Ze mocninné fada
oo
E ap(r — c)F
k=0

konverguje absolutné pro x € (¢ — R, ¢+ R) a diverguje pro |c — x| > R.

Ditkaz. Pro libovolné x € R razné od ¢ dostavame

Qg1 (z — )kt

ag(x — c)k

. Qr+1
lim

k—o0

= |z —¢|- L.

= lim |z —¢|-
k—ro0

Shrnujeme, ze pokud

o |[x—c|-L < 1,tedy |x—c| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana fada konverguje
absolutné,

e lx —c|-L > 1, tedy |z — ¢| > R, pak podle podilového kritéria je klim lap(z — )| =
—00
+00. TudiZ nemuze byt splnéna nutna podminka konvergence zkoumané rady (tj. neplati
lim ag(z — c)* = 0).

n—oo
O
Uvedme dale nékolik zakladnich vlastnosti tykajicich se mocninné rfady
- 1
Y aa, 3L=lim [P R= . (7.2)
—0 k—oo ag L

Cislo R nazyvime polomérem konvergence mocninné fady (7.2). Pfedchozi véta fika, ze tato
mocninna fada (7.2) konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R. Nefika nic o konvergenci pro
x = R ax = —R. Kazda mocninna fada se chova timto zptsobem. Plati totiz nasledujici
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Véta 7.19 (Cauchy-Hadamard): Ke kazdé mocninné fadé tvaru (7.2) existuje R € (0, +00) takové,
ze fada absolutné konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.

Diikaz. Vynechavame. O

Polomér konvergence ale vzdy nemusf jit spocitat pomoci limity podild uvedenych ve vété 7.18.
Tato limita nemusi existovat.

Priklad 7.20: UvaZte mocninnou fadu

Z sin(k) 2*.
k=0

Limita

lim
k——+o0

sin(k + 1) ‘
sin(k)

neexistuje, ale podle srovnavaciho kritéria mocninna fada jisté konverguje pro x € (—1,1). Sku-
tecné,
| sin(k) 2*| < |zf*
ad ., |z|* konverguje pro |z| < 1.
Piiklad 7.21: Rozeberme vsechny tyto poznatky na pfikladu funkce f(x) = ﬁ a jeji Taylorovy

fady v bodé 0,
S
k=0

Plati f*)(z) = #, x # 0,k € N. Proto f*)(0) = k!. Zadani je tedy v potadku, tato fada je
skute¢né Taylorovou fadou prislusné funkce v bodé 0. Pro polomér konvergence mame

lim
k—o0

R

Dale pro z = %1 jsou fady .- ,(£1)" divergentni. Rada konverguje absolutné pro = € (—1,1) a
diverguje pro vSechna ostatni z. Rovnost

1ix:ixk

k=0

plati pro z € (—1, 1). Radu v tomto pfipadé umime pt¥imo secist, neni potteba vysettovat zbytek v
Taylorové vzorci.

Na zavér této podkapitoly uvadime v tabulce 7.2 Taylorovy fady dalsich elementarnich funkei.

7.5 Priklady

Tuto kapitolu uzavieme nékolika fesenymi priklady.
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funkce Taylorova fada v konvergence pro
k=0
- — (=D* 2k+1
—_— R
smax Z(2k+1>!x MRS
k=0
(D o
cos T Z x reR
|
pr (2k)!
= (-1
In(1+ x) ZTxk re(—1,1)
k=1

0o 1)k
arctg Z (=1) 2 e (—1,1)

Tabulka 7.2: Nékteré elementarni funkce, jejich Taylorovy fady a x pro ktera tyto fady konverguji.

3

Qn

8.0-1072
4.7-1073
1.6-1071
3.6-107
5.7-1078
6.7-1071

S Ot = W N

Tabulka 7.4: K prikladu 7.22 o aproximaci funkce sinus.

Priklad 7.22: Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vsechna realna x s piesnosti
10~7. Diky periodicité a tvaru® funkce f = sin sta¢i nalézt vzorec s pozadovanou presnosti pro
z intervalu (0, 7).

Podle Taylorovy véty pro (2n + 2)-ty Taylorav polynom se sttedem v 0 plati

Sil’l(SL’) — Zn: (_1)k x2k+1 f(2n+3) (§n,z)x2n+3.

—~ (2k+1)! _(2n+3)!

g

Ront2(z)
Indexy u symbolu &, , ndm pfipominaji, Ze tento zavisi na x a n.
Protoze derivace lichého radu funkce sin je — aZ na stfidajici se znaménko — funkce cos, miizeme
zbytek pro x € (O, %) odhadnout:

2n+3
1 2n+3 (%) .

Hodnoty a,, jsou uvedeny v tabulce 7.4. Vidime, Ze pro n = 5 je a,, poprvé mensi nez 10~". Tudiz
miZeme uzaviit, Ze se pro kazdé z € (0, Z) hodnota sin(z) lisi od vyrazu
R L

211
zT——+ — — — —_—



7. TAYLOROVY POLYNOMY PrixLADY

Priklad 7.23: Z predchoziho vykladu by mohl ¢tenar ziskat dojem, Ze k zlepseni presnosti apro-
ximace funkce f pomoci jejiho Taylorova polynomu 7, je vzdy dostacujici zvolit vhodné velké n.
V tomto piikladu si ukazeme priklad funkce, ktera tuto domnénku vyvraci. Uvazme funkci

B e~ /7 x # 0,
f@)_{o, x=0.

Graf této funkce je uveden na obrazku ¢. 7.7. Ctenaf si samozifejmé priibéh této funkce miize vysetiit
sam.
Pojdme vypocitat jeji n-ty Taylorav polynom v bodé a = 0. Jeji derivaci v nule musime spocitat
z definice (pokud bychom zderivovali funkéni predpis pro f(z) pro nenulova z, tak dostaneme
derivaci jen pro nenulova x), tedy
e 7 —0 1

!/ . — 1 i — 1 =
f (O) o al:lir(l) x—0 yg{tnoo ey yEl;tnoo deyz 0

Nyni se zamysleme nad tim, jak budou vypadat derivace funkce f vyssich rada pro nenulova x.
Tvrdime, ze pro x # 0 a k € N plati

-1/

) () — €
f (x)— rk+2

kde Py(z) je polynom stupné 2k — 2. Toto tvrzeni mizeme snadno dokazat indukci. Pro k = 1
mame

_1/22
e 1/z

Pa)=" o #0,
tj. Pr(z) = 1. Necht nyni tvrzeni plati pro k € N, provedme indukéni krok

/ 6_1/362 /
FE @) = (F0) (2) = <WP’“(1/$)> =

2
_2_

Rl) = s Pilo) ) =

rk+3

SEa
e—1/a? \(( k- 2> Pr(1/7) — Pé(lm)’

J/

Pria(1/2)
na pravé strané opravdu vidime, Ze Pj1(z) je polynom stupné 2 4 2k — 2 = 2k.
Nyni opét matematickou indukci dokazme, ze f*)(0) = 0 pro ptirozené k. Pro k = 1 jsme toto
tvrzeni jiz ovérili. pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k£ € N. Potom analogickym vypoctem jako
vyse dostavame

71/1

) () — #0) e 1
f(k+1)(0) — lim [P () — f(0) — im 2 Py(1/z) _
z—0 x—0 z—0 T
~ lim Y3 Py(y) _0
y—+oo 63/2 )

Pro n-ty Taylorav polynom této funkce proto plati 7,,(z) = 0. At je n jaké chce, tak stile mame
nulovy polynom. Pro tuto funkci je tedy hodnota f(x) totozna s hodnotu R, (x) pro libovolné z.
Polomér konvergence prislusné Taylorovy rady je trivialné nekonecny.
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X

Obrazek 7.7: Graf funkce f z pfikladu 7.23. Tato funkce u nuly jde velmi rychle k nule.

Taylorovy polynomy nejsou jedinym nastrojem pouzitelnym pro vypocet funkénich hodnot
elementarnich funkeci. Tuto kapitolu zakon¢ime dvémi kratkymi poznamkami timto smérem.

Poznamka 7.24 (CORDIC): Kapesni kalkulatory vétsinou pfimo nepouzivaji mocninné rozvoje
pro vypocet hodnot trigonometrickych funkei (sin, cos, tan, atd.). Casto vyuZivaji algoritmus COR-
DIC. Ten k vypoctu naptiklad funkénich hodnot funkce sin rafinované vyuziva

1. souctové vzorce pro trigonometrické funkce,

2. vzorky, tj. v programu uloZené hodnoty funkce sin predem napoctené (napriklad pomoci Taylo-
rova polynomu) pro jistou mnozinu uhlu.

Prvni implementace tohoto algoritmu pochazi z roku 1959 a byla vyuzita v naviga¢nim pocitaci
bombardéru B-58.

Poznamka 7.25 (Padého aproximace): Padého aproximace funkci misto polynomi vyuziva raci-
onalni lomené funkce, tj. podil dvou polynomu. Takvato funkce je stale elementarni v tom smyslu,
ze jeji funkcéni hodnoty lze pocitat opét pouze pomoci algebraickych operaci s¢itani, nasobeni a dé-
leni ¢isel. Je-li f zadana funkce tak se Padého metoda snazi najit polynomy P(z) a Q(z) takové,
aby rovnost

priblizné platila na okoli zadaného bodu.
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8 Primitivni funkce

V této kapitole se od diferencialniho poctu piesuneme k dalsi ¢asti latky, integralnimu poctu. Jak
dale uvidime, ,integrace” je v jistém smyslu inverzni procedurou k ,,derivaci“. Na zacatku kapitoly
o derivovani (podkapitola 6.1) jsme uvadéli jednoduchou fyzikalné motivovanou ukazku: zname-li
zavislost polohy na ¢ase jsme pomoci derivovani schopni odvodit okamzitou rychlost télesa v da-
ném Case. Integrace nam naopak umozni ze znamé zavislosti okamzité rychlosti na c¢ase (z pocate¢ni
polohy) ziskat zavislost polohy télesa na case.

Vedle toho lze integraci také motivovat geometricky jakoZto nastroj na vypocet obsahu plochy
ohrani¢ené grafem funkce a osou z. Podrobnéji se k této tloze dostaneme v kapitole 9.

8.1 Neurcity integral

Nejprve zavedeme pojem primitivni funkce.

Definice 8.1: Necht f je funkce definovana na intervalu (a, b), kde —oo < a < b < 400. Funkci
F' splnujici podminku

F'(x) = f(z) pro kazdé = € (a,b)
nazyvame primitivni funkeci k funkci f na intervalu (a, b).

Thned z definice plyne, ze takovato funkce F' je diferencovatelna v kazdém bodé intervalu (a, b)
a tedy je i spojita na (a, b). K nahlédnuti tohoto faktu si sta¢i vzpomenout na vétu 6.12.

Priklad 8.2: Funkce F(z) = 3 je primitivni funkci k funkci f(x) = 322 na libovolném intervalu
(a,b).

Kolik primitivnich funkeci k zadané funkci f mize existovat? Jak se od sebe pripadné lisi? Na
tyto otazky odpovida nasledujici tvrzeni.

Véta 8.3: Necht F’ je primitivni funkei k funkci f na intervalu (a, b). Pak G je primitivni funkei k
funkei f na intervalu (a, b) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta C' € R takova, ze

G(z) = F(z)+ C, prokazdéx € (a,b).
Dilkaz. Pokud jsou funkce F' a GG primitivni k f na intervalu (a, b), potom
(F—G)(z)=F'(z) — G'(x) = f(x) — f(x) =0, provsechnaz € (a,b).

Funkce F' — (G je proto podle véty 6.43 konstantni na intervalu (a, b).
Naopak, je-li G(z) = F(z) + C, pro libovolné = € (a,b), pak G'(x) = F'(z). O

Vzhledem k predchozi vété je prirozené zavést znaceni pro mnozinu vSech primitivnich funkei

k zadané funkci f.
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8. PRIMITIVNI FUNKCE NEURCITY INTEGRAL

Definice 8.4: Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a, b). MnoZzinu vsech pri-
mitivnich funkci k funkei f na (a,b) nazyvame neurcitym integralem a znacime jej [ f nebo
[ f(x)d.

Poznamka 8.5 (Terminologie): Najdeme-li k f primitivni funkci F' na intervalu (a, b), zapisujeme
tento fakt obvykle

/f(x) dr = F(z)+ C.

Funkci f nazyvame integrovanou funkci, x integra¢ni proménnou a c¢ integracni konstan-

tou. Ukolu uréit
/ f(z)dx

fikame ,najit primitivni funkci k f*, nebo ,,vypocitat integral z f“, nebo ,integrovat f*.
Dtvod pro tuto notaci bude odhalen v nasledujicich kapitolach. Zde alesponl poznamenejme,
ze symbol [ je stylizované S.

Poznamka 8.6 (Mathematica): K hledani primitivni funkce pomoci Mathematica lze pouzit prikaz
Integrate[f, x|, kde f je integrovana funkce (vyraz) a x je integra¢ni proménna.

Slibovany inverzni vztah mezi derivaci a neurcitym integralem (primitivni funkci) mazeme
vyjadrit nasledovné. Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a, b), pak pfimo z definice ¢. 8.1
plyne

[d@ra =g weay

Ma-li funkce f primitivni funkci na intervalu (a, b), potom opét piimo z definice ¢. 8.1 plyne

(/ f),(a:) = f(x), x € (a,b). (8.1)

Tuto rovnici chpeme tak, ze at z [ f vybereme libovolnou funkci a dosadime ji do zavorky na levé
strané, tak po zderivovani dostaneme f(x).

Poznamka 8.7: V predchozim prikladé 8.2 jsme vidéli, ze pokud v integrandu ,,odhalime* derivaci
jisté funkce, tak je vypocet neurcitého integralu trivialni. Obéas lze s ispéchem vyuzit nasledujiciho
analogického posttehu: je-li ¢ kladna funkce se spojitou derivaci na jistém otevieném intervalu .J,
pak

(lngp(x))/ = SOI(I), reJ

a proto pfimo dle definice neurcitého integralu plati vztah

@) 4 ol
/W) dz = In(z) + C.

Touto cestou se muzeme vydat, pokud v integrandu uvidime (pfipadné jsme ho schopni na tento
tvar prevést) podil, kde ¢itatel je derivaci jmenovatele. Napriklad tedy plati (nic nepocitame, rovnou
piseme vysledek)

2x B 9 sin(z) L
/ = dz =In(1+2%) +C nebo /2+cos(x) dz = —1In (2 + cos(z)) + C.
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NEURCITY INTEGRAL

vzorec

interval, parametry

8
Q
o
S
I

SHE
o
)

I
5
5
_|_
Q

(@]
o
%2

(x)dz = sin(z) + C

T dx = arcsin(z) + C
—x

1
14 22

dr = arctg(z) + C

— S S S S S S S S
S
&
Il
|
8
+
Q

reR, neN
reRN{0},neZ n< -2

z € (0,+00), a ¢ Z

re R~ {0}

re€R a>0aa#1

reR

reR

xe(—g—i-/mr, %—i—kﬂ),kEZ
xG(/mr,?T—i—/ﬁr),kEZ

r e (—1,1)

zeR

Tabulka 8.2: Zakladni primitivni funkce.

Zatim jsme neodpovédéli na otazku, zda k zadané funkci f vubec primitivni funkce existuje.
Nemusi tomu tak byt vzdy. Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce je obsazena v

nasledujici véte.

Véta 8.8 (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce): Necht funkce f je spojita na
intervalu (a, b). Pak ma funkce f na tomto intervalu primitivni funkei.

Diikaz. Vynechavame.

]

Protoze umime derivovat celou fadu elementarnich funkei (viz napf. tabulku 6.2) zname i pri-
mitivni funkce k nékterym elementarnim funkcim. Ze znalosti derivaci mizeme ihned sestavit

tabulku 8.2 primitivnich funkei.

K vypoctu primitivni funkci komplikovanéjsich funkei potfebujeme vyuzit vlastnosti neurci-
tého integralu, které odvodime v nasledujicich odstavcich. Za¢neme nejprve tou jednodussi vlast-
nosti, chovanim vzhledem k s¢itani funkci a konstantnim nasobkuam.
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Véta 8.9: Necht F, resp. GG, je primitivni funkce k funkei f, resp. g, na intervalu (a,b) a necht
o € R. Pak

« F' + G je primitivni funkeci k funkci f + ¢ na intervalu (a, b),
« oF je primitivni funkei k funkci af na intervalu (a, b).

Diikaz. Staci si uvédomit, Ze derivace souctu funkci je soucet derivaci funkei a ze derivace kon-
stantniho nasobku funkce je ten samy konstantni nasobek derivace funkce. U

Tvrzeni predchozi véty symbolicky zapisujeme takto,

[t+a=[r+[s o [an=afr

a mluvime o linearité neurcitého integralu.

Priklad 8.10: Vypoctéte
1 1
2
/ ( ~t3 —x2) dz.

Dle ptfedchozi véty ihned dostavame vysledek

/(435 ———|—\/_)dx—4/x dx—/ dx+/x Pdr =

4
=4- ——ln|:p|—|—— —x3—ln|x|+3x%—|—0,
3 I =3

ktery plati na libovolném otevieném intervalu, ktery je podmnozinou R ~ {0}.
Priklad 8.11: Vypoctéte
/ (2% +3%) du.

Nejprve provedeme jednoduchou algebraickou upravu integrandu a nasledné vyuzijeme predchozi
vétu ¢imz dostavame vysledek,

/(2x+3$)2dx:/(22$+2-2$-3$+321’)dx:

:/4xdx+2/6xdx+/9‘”dx:

4£B xT xT
+ +C.

- ln4+2.ln6 In9

8.2 Integrace per partes

V predchozi podkapitole jsme zjistili jak hledat primitivni funkeci k sou¢tu dvou funkeci a konstant-
nimu nasobku funkce. Nyni se pokusime hledat primitivni funkci k soué¢inu dvou funkeci. Vyjdeme
z véty 6.13 o derivaci souc¢inu dvou funkci.
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Véta 8.12 (Per partes): Necht funkce f je diferencovatelna na intervalu (a,b) a G je primitivni
funkce k funkeci g na intervalu (a,b) a konetné necht existuje primitivni funkce k funkei f'G.
Potom existuje primitivni funkce k funkeci fg a plati

/fg:fG—/f’G. (8.2)

Diikaz. Tvrzeni véty mizeme pfimo ovérit derivovanim. Podle rovnice (8.1) plati

(fG - /f’G) =(fG) = ['G=[CG+ [C - [G=[C=[g.
[l

Poznamenejme, Ze metoda integrace per partes mize byt uspésna pouze pokud budeme schopni
dale pracovat s novym integralem na pravé strané rovnice (8.2), ktery je stale ve tvaru soucinu.
Nejedna se o metodu, ktera ,zabere® na libovolny soucin, k tomuto tématu se vratime pozdéji v
podkapitole 8.5. Latinsky vyraz ,per partes® v cestiné znamena ,po castech®. Ukazme si pouziti
této metody podrobné na jednoduchych prikladech.

Priklad 8.13: Vypoctéte neurdity integral / x sinzx dx.

Pomoci integrace per partes (véta ¢. 8.12) dostavame

/xsinxdx——xcosm+/cosxdx—

= —gcosx +sinz + C.

Na tomto misté je dobré si uvédomit, Ze spravnost vysledku integrace mizeme vzdy snadno ovérit
pomoci definice 8.1, tedy derivovanim:

. / . .
(—xcosx+51nx+C) =—coszx+xsinx+cosx+ 0= xsinz.

Priklad 8.14: Vypoctéte neurcity integral / r?e” du.

Nyni je potfeba per partes (véta €. 8.12) pouzit dvakrat. Dostavame

/x26$ dr = 2%e* — /23176z dr = 2%e* — Q/xex dz =
= z%e” — 2 (xe”” — /ez dx) = 2%e” — 2xe” + 2e% =

= (m2 — 2z + 2)635 + C.
V kazdém pouziti metody per partes jsme integrovali exponencialni funkce a derivovali zbytek v
integrandu.
Priklad 8.15: Vypoctéte neurcity integral / arctg x dz. Integrand sice na prvni pohled neni ve

tvaru soucinu, ale miizeme postupovat nasledovné:

/arctgxd:c:/1'arctgxdx:xarctga:—/lfx2 dz =

1 2 1
:xarctgx——/ ’ dx:xarctga:—éln(l—l—xQ)—f—C.

2/ 1+ 22
———
(In(1+22))’
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8.3 Véty o substituci v neurcitém integralu

Metoda integrace per partes byla zaloZena na znalosti derivace sou¢inu dvou funkci. Ze znalosti
derivace slozené funkce odvozené ve vété 6.15 nyni odvodime metodu integrace pomoci substituce.

Véta 8.16 (O substituci I): Necht pro funkce f a ¢ plati

1. f ma primitivni funkci F' na intervalu (a, b),

2. ¢ je naintervalu («, ) diferencovatelna,

3. o((a, B)) C (a,b).

Pak funkce f(¢(x)) - ¢/(x) ma primitivni funkci na intervalu («, 3) a plati
[ o) ¢ @) do = Fot).

Ditkaz. F je primitivni funkci k funkci f, tj. F'(x) = f(z) pro kazdé xz € (a,b). Podle véty o
derivaci sloZzené funkce dostaneme

(Foo)(x)=F'(p(x) - ¢'(x)=f(e()) - ¢ (2),

pro kazdé x € (a, ). O
Priklad 8.17: Vypoctéte
/ 1 1
— sin — d.
x x
Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 1. Potom ¢/(2) = —-5. Proto
1.1 . 1
— sin — dr=— [ sinydy =cosy+ C =cos— +C.
x x x
S
—¢'(x)  p(x)

Cimz je vypocet dokoncen. Vysledek plati na libovolném otevieném podintervalu R . {0}.

Priklad 8.18: Vypoctéte neurcity integral

| o

Vypocet provedeme na intervalu (0, +00) coz je nejvétsi interval, na kterém je integrand definovan.
Pro substituci pouzijeme y = p(x) = 1/, pro jejiz derivaci plati ¢'(z) = ﬁ Tudiz,

1 1 1 1
—dxz?/ . dx:2/—dy:
/(Hx)\/i 1+ (vz)? 2ve 1+y?
= 2arctgy + C' = 2arctg /z + C.

Vysledek plati na (0, +00), protoZe arctg y je primitivni funkei k HlyQ na ¢((0, +00)) = (0, +00).
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20 2
Funkce f je na intervalu J spojita a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve upravme integrand

Jrerde= [ S ar = [ (csin(o) o

o(x) = cos(x). Funkce ¢
zobrazuje interval J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkci F'(y) = In(—y). Navic ¢'(z) =
— sin(x). Vétu lze tudiz pouzit a dostdvame

Piiklad 8.19: Naleznéte primitivni funkci k funkci f(z) = tg(z) na intervalu J = <” 3—“)

Pouzijeme vétu o substituci (¢. 8.16), kde zvolime f(y) = i ay =

/tg(m) dz = —In(—cos(z)) +C, z€J
Casto se téz substituce zapisuje jako yy = cosz, dy = —sinx dz a

1
/tga:d:v:—/;dy:—ln\y|+C:—ln(—cos(m))+C.

V predchozi véte 8.16 byla stara integra¢ni proménna = s novou integra¢ni proménnou y sva-
zana piedpisem typu y = ¢(z). V nasledujici vété naopak klademe = = o(y), &iliy = ¢~ !(z). Tato
varianta substituce bude tedy ziejmé zaloZena na schopnosti derivovat inverzni funkci (viz vétu
6.19).

Véta 8.20 (O substituci IT): Necht f je definovana na intervalu (a, b) a necht ¢ je bijekce intervalu
(e, B) na (a, b) s nenulovou kone¢nou derivaci. Pak plati

[rempna-corc — [ iwa=cw)+c

Diikaz. Pomoci véty o derivaci slozené funkce (véta 6.15) a véty o derivaci inverzni funkce (véta
6.19) ovéfime spravnost tvrzeni. Plati

(6667400 =600 ey -

Piiklad 8.21: Pomoci pfedchozi véty vypoctéte (jiz znamy) integral
| = do—arssin .
————dx = arcsinx .
V1—2a?
Integrand
1

V1— 22

je definovan na intervalu (a,b) = (—1, 1). Abychom se zbavili odmocniny ve jmenovateli polozme

fz) =

z=p(t)=sin(t), te (a,f):=(— T E).
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Funkce sin je na intervalu («, 3) rostouci s nenulovou derivaci ¢'(t) = cost. Dale

costdt =

/f ety ai= [ o

_/COStdt_/ldt—t+C’.
cost

ProtoZe t = arcsin(x) uzavirame,

1
———=dx = arcsin(z) + C.
| @
Priklad 8.22: Vypoctéte
1
—dzx
/ V1+ 22

Podobné jako v pfedchozim pripadé se lze zbavit odmocniny. Nyni je vsak integrand definovan na
R. Zvolime-li

t_ -t
x = (t) = sinht = c 26 :
pak
et —et\? 24 e 2
1 t 2 = 1 = 1 pry
+ot) =1+ ( 5 > 1

_€2t+2+€—2t_ et + et 2

N 4 2
Protoze ¢'(t) = 6t+—2€_t dostavame

/\/%Ww)dt:/mzwc

Funkce ¢ zobrazuje R na R a je monoténné rostouci s nenulovou derivaci. K dokonceni prikladu
je nutné nalézt jeji inverzi. Pokud x = ¢(t), pak

2 _opel —1=0.
Odtud

1
:5(2xi\/4x2+4) N Y

Smysl v nasem pripadé ma pouze znaménko plus. Tudiz,
t=1In <a:+\/x2—|—1).
Uzavirame

1
T dy = 2
/ 1+x2dx 1n<x+\/x —|—1>+C’
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8. PRIMITIVNI FUNKCE INTEGRACE RACIONALNICH LOMENYCH FUNKCI

8.4 Integrace racionalnich lomenych funkeci

V této casti textu si strucné rozebereme, jak integrovat

/ P) 4,

q(z)

kde p je libovolny polynom a ¢ je polynom stupné nejvyse dvé. Zakladni kroky postupu lze popsat
nasledovné:

1. Pokud to lze, vydél polynom p polynomem ¢, pak % = s(z) + Zgg, kde stupen polynomu 7 je

nejvyse 1. Polynom s zintegrujeme snadno.

2. Pokud je stupeni polynomu ¢ roven 1, pak pouzijeme [ -~ dz = bln|z — a| + C.

3. Pokud mé polynom ¢ jeden dvojnasobny kofen, pak [ (?:;‘)32 de = [ b (55452 dr =bln|zx—

(z—a)
al — % +C.

4. Pokud je stupen polynomu ¢ roven 2 a jeho diskriminant je kladny, pak 5 prevedeme na tvar

by by e
s + ;24> apouZijeme bod 2.

5. Pokud je stupen polynomu g roven 2 a jeho diskriminat je zaporny, pak pouZzijeme doplnéni
Jjmenovatele na ctverec, integral pak vede na arctg.

Poznamka 8.23 (Jednoduchy rozklad na parcialni zlomky): K uspésnému provedeni kroku 4. je
potieba provést rozklad na tzv. parcialni zlomky (nejjednodussi verze):

ar +b A n B
(x—c)(z—d) z—c x—d

Konstanty a, b, ¢, d jsou zadany, neznamé A, B hledame. Pfevedeme-li pravou stranu na spole¢ny
jmenovatel a upravime Citatele dostaneme

A n B (A+B)r— Ad— Bc
r—c x—d  (z—c)(zr—d
Neznamé proto fesi soustavu
a=A+B,
b= —Ad — Be,

kterou snadno vyfesime (v konkrétnim piikladé). Casto lze u jednoduchych ptiklad rozklad i
uhodnout. Napriklad
1 1
1 __3 , 73
(x—1)(z+2) =xz—-1 x+2

Priklad 8.24: Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich se prikladech.

x? 1 x?
. de= [ z—1+ de = — -2z +Injlz+ 1|+ C.
r+1 z+1 2

3r — 3 1 2
. dr = dz =In|z — 2| + 21 1 :
/(x—Q)(x+1) T /x_2+x+1 r=Inlz—2[+2nfz+1|+C
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8. PRIMITIVN{ FUNKCE POZNAMKY K INTEGRACI

1 1 1
b [ G [y —arctgy 4 O — arctg(e — 1)+ C,
/x2—2:p—|—2x /H(x_l)zl’ /1+y2y arctgy + C = arctg(z — 1)+
kde jsme pouzili substituci y = = — 1.

_ _12’
B e WP N Y R S
2 —2x +2 2) 14+ (z—1) 2) 14+ (z—1) 1+ (z—1)2
1

%ln(l—i—(m—l)Q)—i-/

m dz, a na druhy integral pouzijeme pfedchozi bod.

Tuto metodu lze rozsifit i na polynomy vyssich stupnd. Ru¢ni pocitani se pak ale zna¢né kom-
plikuje. Je o¢ividné potfeba hledat kofeny polynomu ve jmenovateli, coz pro polynomy stupné pét
a vy$e neni analyticky fesitelna tloha. I kdybychom tyto kofeny nasly, tak budeme muset fesit
linearni soustavu o mnoha neznamych. Na to lze pouzit naptiklad Gaussovu eliminaci, ale ta se
probira az v dalsim semestru.

8.5 Poznamky k integraci

Jenom mala ¢ast elementarnich funkei ma primitivni funkei, ktera by byla elementarni. Vime jen,
ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit pomoci kone¢né mnoha operaci (soucet, soucin,
podil, skladani a invertovani) z elementarnich funkci. Jako ptiklad uvedme™

/ e da, / Sinf) de, / m@) da.

Dukaz tohoto tvrzeni v této pfednasce nebude podan. Uvidime vsak, jak vyjadrit a pouzit libovolnou
primitivni funkci.

Rozpoznat, kdy funkce ma ,,rozumnou® primitivni funkci, je ¢asto slozité. Obecny navod ,jak
integrovat“ lze dat napriklad v ptipadé racionalnich funkeci a funkeci které 1ze na racionalni vhodnou
substituci prevést.

Integrace, na rozdil od rutinniho derivovani, vyzaduje cvik a zkusenost. Stara anekdota pravi, ze
,derivovani je jako mackat pastu z tuby a integrovani je naopak jako cpani pasty zpét do tuby*“. U
skolnich ptikladt lze ale vzdy pomoci rutinniho derivovani ovéfit, zda jsme ve vypoctu neudélali
chybu!

Priklad 8.25: Vypoctéte / ze” dr a vysledek ovérte.

Pomoci substituce y = 22,

1 1 1
/xe”Cde =5 /eydy = §€y +C = 563”2 +C.

Ovéreni,

1 SR | ' 1
(5612 + C) = 5(6”32) +0= 3 22e% = e® .

x

%Nejde o nepodstatné funkce. Naptiklad primitivni funkce k e~ * se vyskytuje v praktickych aplikacich. V prav-
dépodobnostnich a statistickych tabulkach byste ji nasli pod jménem Error function (Erf).
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9 Riemannuv integral

9.1 Konstrukce Riemannova integralu

Nejjednodussi geometrickou motivaci Riemannova integralu (¢i urcitého integralu, Bernhard Ri-
emann, némecky matematik, 1826 — 1866) je vypocet obsahu plochy ohrani¢ené grafem funkce
a osou nezavisle proménné. Na obrazku 9.1 je tato plocha znazornéna svétle modrou barvou. Zaji-
mavym a mozna prekvapivym vysledkem pak bude Newtonova formule (véta 9.15) odhalujici vztah
mezi touto geometrickou konstrukei a primitivni funkei.

Cela konstrukce Riemannova integralu vychazi ze znalosti obsahu obdélnika. Danou plochu
pod grafem funkce budeme postupné aproximovat plochou sestavenou z mnoha obdélnikt. Uka-
zuje se, ze pro spojitou funkci tento limitni proces dava dobry vysledek. Nejprve definujme zakladni

pojmy.
Definice 9.1: Bud dan interval (a, b). Kone¢nou mnozinu
o={wo,x1,...,Tn}

takovou, Ze
a=rg<r1<--<x,=0b

nazyvame délenim intervalu (a, b). Bodum x4, k = 1,2, ..., n—1, fikime délici body intervalu
{a,b). Intervalu (z}_,, 7;,) fikame ¢asteény interval intervalu (a, b) pfi déleni 0. Cislo

v(io) =max{A; | k=1,2,...,n}, kde Ap:=xp—xz1 1, k=1,2,...,n,

. —,

Obréazek 9.1: Plocha mezi grafem jisté funkce a osou = nad intervalem (a, b).
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9. RIEMANNUV INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

a T b

To 1 X2 X3 Ty Ty T

Obréazek 9.2: Piiklad ekvidistantniho déleni intervalu intervalu (a, b) na pét stejné dlouhych inter-
valu.

5
Dolni soucet: ZAZ'< inf f

Py Ti—1,T4)

inf(xg, ,.I4> f ----------------------

Obrazek 9.3: Jeden konkrétni dolni soucet funkce f pfi déleni o.

nazyvame normou déleni o.
Piiklad 9.2: Pro interval (a,b) an € N polozme A := % a
rii=a+1-4A, i=0,1,...,n.
Tedy
o= {a, a+ A, a+2A,...,a+ (n—1)A, b}.

Vsimnéte si, ze a +nA = a+b—a = b. V pfipadé n = 5 si lze ekvidistantni déleni intervalu (a, b)
predstavit jako na nasledujicim obrazku ¢. 9.2.

Budte funkce f definovana a omezena na intervalu J = (a,b) a0 = {xg,x1,...,2,} déleni
intervalu J. Soucty

S(o, f) == ZAi sup f a s(o,f) = ZAi< inf >f
i=1 ) i=1

. . Tj—1,24
Ti—1,T4 i—1,2q

nazyvame hornim souctem funkce a dolnim souctem funkce f pfi déleni o.

Dolni, resp. horni, soucty predstavuji obsah plochy tvorené obdélniky pod, resp. nad, grafem
funkce s podstavami tvofenymi ¢aste¢nymi délicimi intervaly. Nasledujici obrazky ¢. 9.3 a 9.4 ilu-
struji dolni a horni soucty.
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9. RIEMANNUV INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

5
Horni soucet: Z A; sup f

i=1 <xi717337;>

Sup(xg,:u) f/

Ay

Obrazek 9.4: Jeden konkrétni horni soucet funkce f pfi déleni o.

Pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J = (a, b) definujeme ¢isla

/bf(x) dz := inf{S(0) | o déleni J} a /bf(x) dx := sup{s(o) | o déleni J}.

a nazyvame hornim integralem, resp. dolnim integralem, funkce f na intervalu J.

Ze zpusobu jakym je horni (resp. dolni) integral konstruovan je zfejmé, ze predstavuje jakysi
horni (resp. dolni) odhad obsahu hledané plochy. Pokud horni i dolni integral jsou stejné, tak ma
dobry smysl mluvit o obsahu plochy pod grafem. Proto Riemannuv integral definujeme nasledovné.

Definice 9.3: Pokud pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J plati

Zf(x) dr = £f(x) dr € R,

pak jejich spole¢nou hodnotu nazyvame Riemannovym integralem funkce f na intervalu J
a toto ¢islo znac¢ime symboly

b b
/f, pfipadné /f(x) dx.

Priklad 9.4: Ukazme si jednoduchy priklad funkce, které neni Riemannovsky integrabilni. Defi-
nujme Dirichletovu funkci
17 YRS @7
-

0, jinak

s defini¢nim oborem R. Vezmémé libovolné déleni o intervalu (0, 1). Zfejmé plati S(o, f) = 1 a

s(o, f) = 0 a proto o
i 1
=1 =0.
[r=1a [
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9. RIEMANNUV INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

Tato funkce tedy nema Riemanniv integral na intervalu (0, 1) ani na libovolném jiném uzavieném
intervalu.

V definici horniho a dolniho integralu potifebujeme pocitat suprema a infima jistych mnozin.
To nemusi byt jednoducha tloha. Nastésti ji ve vétsiné pfipadii mizeme nahradit pocitanim limity
jisté ¢iselné posloupnosti.

Posloupnost déleni ,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

nh_)rg(} v(o,) =0.

Véta 9.5 (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu): Bud f spojita funkce na
intervalu (a, b). Potom existuje jeji Riemanntv integral na intervalu (a, b).
Pokud je navic (0,,) normalni posloupnost déleni intervalu (a, b) potom limity

lim s(o,, f) a lim S(o,, f)

n—oo n—oo
existuji, a jsou rovny Riemannové integralu funkce f na intervalu (a, b).
Diikaz. Vynechavame. [

Vypocet lze ale jesté dale zjednodusit. Pfi vypoctu horniho a dolniho sou¢tu musime hledat
infima a suprema integrované funkce na délicich intervalech. Tomu se 1ze také vyhnout jak ukazuje
nasledujici véta.

Definice 9.6: Pro funkci f spojitou na uzavieném intervalu (a, b) a déleni 0 = {zg, z1,..., 2},
kde oy = a a x,, = b, tohoto intervalu definujeme integralni soucet funkce f pii déleni o
predpisem

I, f) = Zf(aimi,

kde «; patii do intervalu (z; 1, z;),i =1,2,... n.

Vztah mezi dolnim a hornim sou¢tem a integralnim sou¢tem funkce f pfi déleni o je dan ne-
rovnostmi

s(o,f) < T (o, f) < S(o, f).

Riemanntv integral funkce f spojité na intervalu (a, b) lze tedy pocitat i jako limitu z integralnich
souctl

b
/ f(z)dz = lim T (00, f), ©0.1)

n—oo
kde (0,)%°; je libovolna normalni posloupnost déleni.

Piiklad 9.7: Vypoctéte integral z konstantni funkce f(x) = ¢ na intervalu (a, b).
Pro libovolné déleni o intervalu (a, b) plati

S(va) :S(O-’f) :\7<va) :C<b_a’)'
Takze pro libovolnou normalni posloupnost (0,,) déleni intervalu (a, b) dostadvame

lim s(o,, f) = lim S(o,, f) = c(b—a).

n—oo n—o0
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KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

Obrazek 9.5: Riemannuv integral z konstantni funkce.

Riemannuv integral funkce f na intervalu (a, b) je pak

lyzw—w

Viz obrazek ¢. 9.5.

Piiklad 9.8: Pomoci definice vypoctéte Riemannuv integral funkce f(z) = x na intervalu J =

(0,1).
Zvolme normalni posloupnost (0,,) ekvidistantnich déleni intervalu J.

n n n 1
an:{Ozmé),xg),...,x%”):l}, () =1q-

Pro dolni soucet pti déleni o,, dostavame

n

an7 Zl' '—:ZZn ;_ﬁn<n2 )

i=1
Tudiz
! 1
dr = li wf) ==
| #ar = i st = 5

Podobné pro horni soucet pti déleni o,, plati

I &<i 1 1 nhn+l)
S(on: f Zx'ﬁ_;ﬁ%_ﬁ' 5
a opét
1
lim S(o,, f) = =.
n—o00 2

Poznamka 9.9 (Mathematica): Urcity integral Ize v pocitacovém algebraickém systému Mathema-
tica pocitat pomoci ptikazu Integratel[f, {x, a, b}|, kde f je integrovana funkce (vyraz), z integra¢ni

proménna a a dolni a b horni mez.
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y= f(x)
T
y = f(x)
=
y = f(x)
/:
T
y = f(x)
y:
T

Obrazek 9.6: K vypoc¢tu Riemannova integralu funkce f(x) = z.
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9. RIEMANNUV INTEGRAL VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRALU

Poznamka 9.10 (Numericky vypocet integralu): V nasledujici podkapitole si ukazeme jak v né-
kterych pripadech lze pocitat Riemanntv integral symbolicky. Na tomto misté je ale vhodné po-
znamenat, Ze konstrukce (definice) uvedena v této kapitole pfimo nabada k numerickému vypoctu
pomoci pocitace. Nejvhodnéjsi k tomuto ucelu pouzit integralnich souétd, viz rovnici (9.1).

Na tomto misté zminme aspon jeden sofistikovanéjsi zptisob znamy jako Simpsonovo pra-
vidlo. Jeho myslenka opét spociva v konstrukci déleni {a = 2o < ;7 < -+ < z, = b} in-
tervalu (a,b). V pfedchozich odstavcich jsme vlastné nad délicimi intervaly (x; 1, z;) nahradili
puvodni funkei f konstantni funkci (supremem, infimem nebo libovolnou hodnotou funkce f).
Nyni nahradime funkci f nad intervalem (x;_1, ;) jeji kvadratickou interpolaci prochéazejici body
(l‘ifh f(xifl)): (lL"u f(ﬂfz)) a ((1171'71 +23)/2, f((zim1 + %)/2)

Hledame kvadratickou funkci az? + S + v splitujici

oz} |+ By + v = flzi),
ax} + B+ = f(x),

T; +T;1\2 Ti+ Ti—1 xl—l—xz
O‘( P 1) i/ _f< 1)‘

Tyto tfi linearni rovnice pro tfi neznamé «, (3, 7y lze vyftesit (explicitni vzorecky pro né lze nalézt v
bi-zma-m-integrace.nb notebooku na oficialni strankach predmeétu BI-ZMA). Prispévek k integralu
na intervalu (x; 1, x;) pak nahradime skute¢nym integralem z této kvadratické funkce (vizte New-
tonovu formuli 9.15 dale),

/x“’”"1 ox? + Bz +vdr = é(l’z - SCifl) (f(:lle) + f(xl) + 4f<xl—17+%>)

i—

Tudiz podle Simpsonova pravidla je pfibliznou hodnotou integralu

/abf(x)dx

— ) () + )+ af (B )

hodnota soucétu

@H—‘

=1

kdeo ={a =2y <z <--- <z, = b} je déleni intervalu (a, b).

9.2 Vlastnosti Riemannova integralu

V dal$im textu se pro jednoduchost omezime na spojité omezené funkce, pro néz Riemanntv inte-
gral existuje. Nasledujici vlastnosti lze odvodit pfimo z definice Riemannova integralu (resp. pomoci
integralnich souctti a normalnich posloupnosti déleni). Prvni dvé véty velmi zjednodusuji praktické

vypocty.
Véta 9.11 (Aditivita integralu): Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a,b). Potom pro
Riemanniv integral funkce f + g (ktera je také automaticky spojita na (a, b)) plati

/ab(f+9)(x)da: = /abf(x) da:—l—/abg(x)dx.
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9. RIEMANNUV INTEGRAL VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRALU

Véta 9.12 (Multiplikativita integralu): Necht f je spojitd na intervalu (a,b) a ¢ € R je konstanta.
Potom pro Riemannuv integral funkce cf plati

/ab(cf)(:z:) dz = c/abf(x) dz.

Pfedchozi dvé véty Casto vyjadfujeme konstatovanim, Ze Riemanniav (urcity) integral je line-
arni. Riemannav integral je aditivni i vi¢i mezim, plati totiz:
Véta 9.13 (Aditivita integralu v mezich): Riemanntv integral funkce f na intervalu (a, b) existuje,
pravé kdyz pro kazdé ¢ € (a,b) existuji Riemannovy integraly funkce f na intervalech (a,c) a
(¢, b). V takovém pFipadé navic plati

bf(x) dz = Cf(a:) dz + bf(x) dz.
[ r@ar= [ |

Konecné z nerovnosti mezi funkcemi lze usuzovat na nerovnost mezi jejich uréitymi integraly.
Tuto vlastnost 1ze casto vyuzit pfi odhadovani integralti (napf. pfi vypoctu rychlosti rastu, k této
problematice se dostaneme pozdéji).

Véta 9.14 (Nerovnosti mezi integraly): Necht jsou f a g spojité funkce na intervalu (a, b) a necht
plati nerovnost f(z) < g(x) pro vSechna = € (a, b). Potom pro jejich Riemannovy integraly plati

/a fla)de < / () da.

Nasledujici véta odhaluje vztah mezi urc¢itym (Riemannovym) a neurcitym (primitivni funkce)
integralem. Umoznuje nam pocitat Riemannuv integral bez explicitniho pouziti limitni definice.

Véta 9.15 (Newtonova formule): Necht f je funkce spojita na intervalu (a, b) s primitivni funkeci
F. Pak plati rovnost

/abf(:c) dz = F(b) — F(a) =: [F(x)} .

Ditkaz. Uvazme o = {xg, 1, ..., x,} déleni intervalu (a, b). Pouzijeme Lagrangeovu vétu (véta ¢.
6.41) o pfirastku funkce na funkci F' a intervaly (x;_1, z;) postupné proi = 1,2,... n,

n

F®) = Fla) =Y (Fla) = Flai) = 3 Fllan) (e - vi1) =

i=1
i=1
kde ov; € (z;_1,7;),1=1,2,...,n. Takze

F(b) = F(a) = J (0, f).

Uvéazime-li nyni libovolnou normalni posloupnost déleni (o) pak

b
F(b) — F(a) = lim J(oy, f) :/ f(x)dx.

n—o0
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]

a b T

Obrazek 9.7: Plocha pod grafem exponencialni funkce na intervalu (a, b).

Yy = sinx[

X

Obrazek 9.8: Plocha pod grafem funkce sin na intervalu (0, 7).

Priklad 9.16: Pro a < b vypoctéte integral

b
/ e’ dx.
Primitivni funkei k €” je funkce e”. Pak

b b
efdxr = [e"”} =l — e
a a

Pro ilustraci viz obrazek 9.7.

Priklad 9.17: Spocitejte integral

iy
/ sin x dx.
0

Primitivni funkei k funkci sin x je funkce — cos . Proto

/ sinzdx = [—cosx} = —cosm+cosO=1+1=2.
0 0

Plocha jednoho ,hrbu® grafu funkce sin je tedy 2 (v danych jednotkach plochy). Pro ilustraci viz

obrazek 9.8.

9.3 Per partes a substituce pro urcity integral

Diky Newtonoveé formuli (véta ¢. 9.15) miZeme nyni relativné snadno preformulovat metodu inte-

grace pomoci per partes a substituce i pro urcity integral.
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9. RIEMANNUV INTEGRAL PER PARTES A SUBSTITUCE PRO URCITY INTEGRAL

Véta 9.18: Necht f a g jsou funkce spojité na (a,b), f ma spojitou derivaci na intervalu (a, b) a
necht G je primitivni funkce k funkci g na intervalu (a, b). Potom

/ f(x)g(z)dz = [f(x)G(x)]Z —/ f(x)G(x)dz.

Diikaz. Funkce fG je primitivni funkei k funkci f'G + fg¢ na intervalu (a,b) a spojita na (a, b).
Predpoklady spojitosti na intervalu (a, b) zarucuji existenci integral ff f'Ga ff fg. Pozijeme-li
linearitu integralu a Newtonovu formuli dostavame

a

b b b
/ f’(w)G(év)div+/ f(w)g(x)dﬂ?:/ (fG) () do = [f(2)G()],.

Priklad 9.19: Vypoctéte
1
/ In(1 + z) dz.
0

Derivujeme In(1 + z) a integrujeme 1,

/Ulln(1+x)dx: [xln(l%—:zc)];—/o1 lixdx:
=1In(2) — [a:—ln|1+x|} =2In(2) — 1.

1
0

Zavadime nasledujici znaceni

< [ =0

« pro a > b klademe f:f = — fba f
Véta 9.20 (O substituci): Necht pro funkce f a ¢ plati
1. ¢ ajeji derivace ¢’ jsou spojité na («, f3),
2. [ je spojita na ¢ ((, 8)).

Potom
»v(B)

B
/ fle®) - ¢'(t)dt = / f(z)da.

o(a)
Podobneé Ize formulovat i druhou vétu o substituci pro urcity integral.

In(2) —z
/ T ¢ dx.
0 b} +e 7T

+ e~ *. Potom

1n(2) —z 1 1 % 3
/ 16 dx——/ —dy:[ln\yl] =In-.
0 s+ e ® 3y 1 2

Priklad 9.21: Vypoctéte integral

PouZijeme substituci y = p(z) =

N =
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1 3
/ x dx.
o 1+ a8

Pomoci substituce y = z*, dy = 423dx, ihned dostavame

/1 3 4 1/1 Ly 1[ . }1 T
——dr = - ——dy = —| arc = —.
L 118 1)y T2 T gl 8Y] T 16

Pii integraci lze ¢asto vyuzit symetrie integrované funkce. Nasledujici véta mluvi o integraci
sudych ¢i lichych intervali na symetrickych intervalech a o integraci periodickych funkci.

Priklad 9.22: Vypoctéte integral

Véta 9.23: Necht f je funkce spojita na uvazovanych intervalech.

1. Je-li f suda funkce na (—a, a), pak /a f(z)dx = 2/@ f(z)dz.
—a 0

2. Je-li f licha funkce na (—a,a), pak [ f(xz)dz = 0.

a+T b+T
3. Je-li f periodicka na R s periodou 7', pak pro kazdé a, b € R plati / flz)dz = / f(x)dx.
a b
Diikaz. Pfipad a). Pomoci substituce y = —x dostavame

/_i f(z)dz = /ao f(=y)(=)dy = /Oa F(y)dy.

Pripad b). Stejnym zptisobem jako v prvnim bodé odvodime

_(; f(z)dr = — /Oa f(z)dz.

Pfipad c). Pomoci substituce y = x + 1" a periodicity f nahlédneme, Ze

/{;‘*T f(x)dz = /ab f(x)dr + /bﬁTf(:c)dx = bJ;Tf(x)dm + /:JrT f(r)dx =

a+

_ /b e [ e = /b " e

a+T

Priklad 9.24: Vypocitejte integraly

2 1 2
/ (:U3 + 327 — x) dz, / xex2dx, / | sin z|dz.
2 -1 0

Postupné vypocteme vSechny integraly a pouzijeme predchozi vétu.
2

2 2 x?)
/ (x3+3x2—x)dx:3-2/ xdezs-Q-{ﬂ = 16.
- 0

2 0
1
2
/ rze T dr =0.
-1

V poslednim pripadé je integrand funkce periodicka s periodou 7 a navic suda, proto

27 ™ ™ -
/ |sinm|dx:/ |sinm|dx:2/ sinmdxz?[—cosx] =4.
0 0 0

—T

Pro druhy integral mizeme psat
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Obrazek 9.9: Ur¢ity integral funkce sin na intervalu (0, 27) je roven nule!

9.4 Zobecnény Riemanniv integral

V této sekci nejprve zopakujeme geometrickou interpretaci urc¢itého (Riemannova integralu) a poté
se budeme zabyvat jeho riiznymi jednoduchymi zobecnénimi.

Poznamka 9.25: Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se pocita i se znaménkem:

0 2m 2m
/ sin(z)dz = 2, / sin(x)dz = 0, / sin(x)dr = —2.
0 0 s

Viz obrazek 9.9.

Poznamka 9.26: Pokud je funkce f definovana na intervalu (a, b), aviak neni na ném spojita,
stale mize mit Riemanniav integral. Nejjednodussim pfipadem je situace s jednim bodem skokové
nespojitosti:

« existuje ¢ € (a, b) tak, Ze f je spojitd na (a, c) a (¢, b),

« existuji kone¢né jednostranné limity v bodé c.

/abf(x)dx _ /acf(x)dx—i—/cbf(x)dx.

Integraly na pravé strané rovnosti jsou jiz ze spojitych funkci na uzavienych intervalech. Podobné
lze postupovat ma-li pfislusna funkce konecny pocet bodi nespojitosti tohoto typu (s kone¢nymi
jednostrannymi limitami).

Potom plati

1
Priklad 9.27: Vypoctéte integral / f(z)dz, kde f(z) = || — = + sgn(x).
-1

Funkce f neni spojita v bodé 0:

lim f(z) =1, lim f(z)=—1.

z—04 z—0_

Pro podrobnéjsi predstavu vizte obrazek ¢. 9.10. Takze

/_llf(x)dx:/i(—Qx—l)dx—l—/Olldx:—[a;Q—i—:c}o +1=1

-1
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D @
1 \_1 1 x

Obrazek 9.10: Graf funkce f(z) = |z| — z + sgn(z).

S

Riemannuv integral jsme konstruovali pro funkce omezené na omezenych uzavienych inter-
valech. Casto je viak potieba integrovat funkce na neomezenych mnozinach ptipadné integrovat
neomezené funkce (napfiklad e=*" na R v BI-PST). Zavadime proto pojem zobecnéného Rieman-
nova integralu. V nasledujicim textu nastinime zptsob jeho konstrukce.

Definice 9.28: Necht f je funkce definovana na intervalu (a, b) pro néjaké a € Rab € (a, +00),
ktera je Riemanovsky integrabilni na intervalu (a, ¢) pro kazdé ¢ € (a, b). Pokud existuje kone¢na

limita .
lim / f(z) dx,
c—b_ a

[ e,

nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a,b) a fikame, ze

pak jeji hodnotu znacime

integral f(f f(z) dx konverguje.

Poznamka 9.29: Pokud f; |f(z)| dz konverguje, tak lze ukazat, ze i fab f(z) dz konverguje. V
takovém pripadé fikame, ze f mé absolutné konvergentni zobecnény Riemannuv integral

na (a,b).
Poznamka 9.30: Analogicky definujeme pfedchozi pojmy pro interval (a, b) a pro (a, b).

Definice zobecnéného Riemannova integralu je zajimava, predevsim, kdyz b = +o0, anebo
kdyz funkci v bodé b nejde spojité dodefinovat.

Priklad 9.31: Napftiklad
[ o= im [ Ger=am (f+1) -1
Priklad 9.32: Napiiklad
! !
/0 %dxzcll%}r/c ﬁdx:clir& (2—2\/5) = 2.

Dale se miizeme zabyvat situaci, kdy chceme dat smysl integralu [ _Jr;o f(x) dzx. Zde se omezime
pouze na absolutné konvergentni pfipady pro spojité funkce.

Priklad 9.33: Bud f spojita funkce definovana na R. Pokud existuje kone¢na limita

lim / |f(x)| dz,
c—+00 _c
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[ e

a o f fikdme, ze ma absolutné konvergentni zobecnény Riemanniiv integral na R.

pak tuto jeji hodnotu znacime

Pokud ma funkce absolutné konvergentni zobecnény Riemannav integral na R, pak i limita

“+o00

f(z)dx

— 0o
Tuto hodnotu pak nazyvame zobecnénym Riemannovym interalem f na R.
Absolutni konvergence zajistuje, Ze hodnota zobecnéného Riemannova integralu nezavisi na
zpusobu jakym meze ,,posilame do nekonec¢na.

Priklad 9.34: Vypoctéte
+o0 1
/ dz.
o 422

Integrand je zjevné kladnou spojitou funkci. Dale plati

C

existuje a znacime ji

lim 5dz = lim [arctgz]®, = lim arctg(c) — arctg(—c)

c—too J_ 1+ 22 c—+400 c—+o0

= lim 2arctg(c) = 7.

c——+00

Funkce ﬁ ma tedy absolutné konvergentni zobecnény Riemannav integral na R a

+oo 1
/_OO 1_i_l_2dac’:7r.

9.5 Vypocet obsahu plosnych utvari

Z geometrické interpretace Riemannova integralu pfimo plyne nasledujici tvrzeni umoziujici po-
Citat obsahy riznych zakfivenych rovinnych atvari. Pro ilustraci uvadime i obrazek ¢. 9.11.

Véta 9.35: Necht f a g jsou funkce spojité na (a, b) takové, ze f(x) > g(x) pro kazdé = € (a, b).
Pak obsah plochy P ohranicené pfimkami x = a a x = b a grafy funkci f a g je roven

b
P= [ () - gw) de
Priklad 9.36: Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b.
Rovnice elipsy je i—é + 4% = 1. Vzhledem k osovym symetriim staci spocitat ctvrtinu obsahu

(vizte obrazek ¢. 9.12). Vrchni oblouk elipsy pattici do prvniho kvadrantu je popsan funkei f(x) =
b\/1 —22/a? D; = (0, a). Tudiz, pouzijeme-li substituci = a sint,

1 / 2
ZS:/ xdx—b/ 1—x—dx—b/ \/1—sm - a cos( =
:ab/ cos?(t) dt = Zab.
0 4
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Y |

; "

Obrazek 9.11: Obsah plochy ohranic¢ené dvéma grafy funkci.

ax

—
N

7

Obrazek 9.12: K vypoctu plosného obsahu elipsy.

Pro celkovou plochu tak dostavame S = mab.

Priklad 9.37: Spocitejte obsah plochy ohrani¢ené kiivkami y = 2% a y = z. Tato plocha je vyob-
razena na obrazku ¢. 9.13.

Nejprve nalezneme priseéiky grafii. Resenim rovnice x
Dostavame proto priseciky

3 =xjsouxr = —1,z =lax = 0.

(_17 _1)7 (]-7 1) a (07 0)
Z nacrtku (resp. prubéhu) je pak patrné, ze obsah plochy je

1 2 471
11\ 1
P N Lo R E IR AN Y
S /O(I z)de lQ 4}0 (2 4) 2

Priklad 9.38: Naleznéte obsah plochy ohranicené kiivkami

1 1
y:ZxQ—l, yzl—zlxz, x2+y2:1,

ktera je vyobrazena na obrazku ¢. 9.14.
Obsah utvaru bez vyjmuté kruznice je

? 1 1 2,01 51216
/ 1—-2?) — (=2 -1 dx:2/2——x2dx:2[2x—x—} = —.
_g 4 4 0 2 6lo 3

Takze plocha naseho tutvaru je
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77777777 -1

Obrézek 9.13: Plocha ohrani¢ena kiivkamiy = 2% ay = .

PV

Obrazek 9.14: Sauronovo oko. Cervena kfivka predstavuje graf funkce y = img — 1, modra kfivka

graf funkce y =1 — }le.
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10 Dalsi priklady a aplikace

V této kapitole uvadime dalsi vyklad dopliujici priklady vyuzivajici nebo rozvijejici teorii probira-
nou na predchazejicich strankach.

10.1 Krivky

V této podkapitole se budeme stru¢né zabyvat kfivkami a jejich délkou. Pro¢ by nas tyto objekty
meély zajimat? Krivky se intenzivné vyuzivaji v pocitacové grafice, naptiklad kazdé pismenko to-
hoto textu je tvofeno z mnoha kiivek. Konkrétné se budeme zabyvat kifivkou v roviné, intuitivni
predstavu ktivky formalizuje néasledujici definice.

Definice 10.1 (Rovinna kfivka / plane curve): Budte f a g dvé spojité funkce na intervalu (a, b).
Potom zobrazeni F : (a,b) — R? definované predpisem

F(t) = (f(t), 9(t)), t€(a,b),

nazyvame rovinnou kiivkou (zkracené ktivkou) v R2.

Poznamka 10.2: Pripomenme, Ze kulaté zavorky v predchozi definici pfedstavuji usporadanou
dvojici dvou realnych ¢isel (bod v R?). Zobrazeni F tedy kazdému ¢ € (a, b) ptifadi F(t), bod v
roviné R2,

Spojitost slozek f a g pak pfesné vyjadfuje intuitivni pozadavek, aby kfivka byla , nakreslitelna
jednim tahem®. Bez pozadavku spojitosti by vysledna mnozina bodii v roviné vilbec nemusela
pfipominat to, co by bychom v bézné feci oznacili jako , kfivku®.

Piiklad 10.3: Jako ptiklad kfivky uvazme parametrizaci kruznice. Za interval volime (a,b) =
(0,27) aklademe F(t) = (cos(t), sin(t)). Pfi této volbé kruznici obihdme proti sméru hodinovych
rucicek.

Usecku spojujici body (a,b) a (c, d) lze také popsat pomoci kiivky, naptiklad lze klast F'(t) =
(a+ (c—a)t,b+ (d—b)t) prot € (0,1).

Znamym prikladem kfivek — o kterém jste jisté uz slyseli — jsou Bézierovy kiivky. Nejprve
definujeme uzite¢né polynomy se Sikovnymi vlastnostmi.

Definice 10.4 (Bernsteiniv polynom): Pro n € N a celoéiselné 7 splnujici 0 < ¢ < n definujeme
Bernesteinuv polynom B, ,, pfedpisem

Bin(t) = (TZ) t(1—t)"" teR.
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Tyto polynomy oplyvaji nékolika zajimavymi vlastnostmi. Vsimnéme si, ze pro ¢t € (0, 1) jsou
jejich hodnoty nezaporné, tedy B; ,,(t) > 0. Déale pro jejich soucet pfes druhy index plati

iBm(t) - i (2’)#’(1 ) = (1 — )" = 1.

Skutecné, ve vypoctu jsme nepouzili nic jiného nez Binomickou vétu. Konec¢né, pro n € N plati

| = 1, i=n
B;,(0) = B, (1)=<" ’ 10.1
n(0) {0, 1=1,2,...,n, a(1) {0, 1=0,1,...,n—1. (10.0)

Diky témto vlastnostem a nezapornosti Bernsteinovych polynomi (na intervalu (0, 1)) také ihned
dostavame®” horni odhad B; ,,(t) < 1.

Definice 10.5 (Bézierova kiivka): Pro n + 1 kontrolnich bod Py, Py, ..., P, € R? definujeme
kfivku C' predpisem

C(t) = iPiBm(t), t € (0,1),

a nazyvame ji Bézierovou kfivkou s kontrolnimi body Fy, P, ..., P,.

Body Py, P, ..., P, € R? jsou ¢asto nazyvany kontrolnimi body. Vsimnéte si, Ze diky (10.1)
plati

Ktivka C' tedy zac¢ina v Py a konéiv P,.
Rozeberme nejpouzivanéjsi pripady Bézierovych kiivek pro nizké n. Pokud n = 1, pak C neni
nic jiného nez usecka spojujici body Py a P;. Skutecné,

C(t) = ((1))(1 — )Py + G)ﬂ% =(1-t)R+tP, te(0,1).
Pro n = 2 dostavame tzv. kvadratickou Bézierovu kfivku,
Ct)=(1—-t)*Py+2t(1 —t)P, +t*P,, t € (0,1).
Pro n = 3 dstdvame tzv. kubickou Bézierovu kfivku,
Ct)=(1—1)*Py+3t(1 —t)*PL + 3t°(1 — )R, + t°P5, ¢t € (0,1).
Priklad 10.6: Uvazme napiiklad tfi body
Py=(1,2), P =(-2,-1), P, =(1,-1).

Potom
Ct)=Py(1—t)>+ P -2t(1 —t) + Pyt* =

_ (1—6t+6t2, 2—6t+3t2>.

kde t € (0, 1). Tato kfivka je zndzornéna na obrazku ¢&. 10.1.
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Pre —

Obrazek 10.1: Ukazka kvadratické Bézierovy kiivky z prikladu 10.6.

V nasledujicim vypisu uvadime hruby extrakt dat z DejaVuSans.ttf s daty pro pismeno ,a“.
Grafické znazornéni odpovidajicich kfivek je pak na obrazku 10.2.

<TTGlyph name="a' xMin="123" yMin="-29" xMax="'1069" yMax="'1147"/>
<contour>
<pt x='702' y='563" on="1"/>
<pt x='479"' y='563"' on="'0"/>
<pt x='307" y="'461"' on="0"/>
<pt x='307" y='338"' on="1"/>

<pt x="'885"' y="'563" on="1"/>
< /contour>
<contour>
<pt x='1069" y='639"' on="1"/>
<pt x="1069' y='0" on="'1"/>
<pt x='885"' y="'0' on="1"/>

<pt x='1069" y='895" on="0"/>
< /contour>
</TTGlyph>

Obratme se nyni k dalsi otazce. Jak vypocist délku kiivky? Umime snadno pocitat délku asecek
spojujici dva body (pomoci Euklidovské vzdalenosti dvou bodi v roviné). Proto se nabizi moznost
aproximovat kfivku pomoci lomené ¢ary (viz obrazek ¢. 10.3), jejiz délku snadno vypocteme. Po-
stupnym zjeminovanim lomené Cary se pak limitné budeme blizit k délce ptvodni kiivky (pokud
to pujde). Jinak feCeno, myslenku Riemannovy konstrukce lze pomérné snadno prenést z vypoctu
obsaht ploch na vypocet délky kiivky.

Definice 10.7: Pro ktivku F' v R? a déleni 0 = {tg, t1,..., t,}, kde ty = a a t, = b, intervalu
(a, b) polozme

o) =Y\ (F(t) = £(ti-0)” + (90t = glti-1))’.

Toto ¢islo nazyvame délkou lomené cary aproximujici kfivku F' pii déleni o intervalu Dp =
(a,b).

%7Je-li soucet nezapornych ¢isel roven jedné, musi byt kazdy s¢itanec mensi nebo roven jedné.
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10. DALSTI PRIKLADY A APLIKACE Krivky

Obrazek 10.2: Konstrukce pismena ,,a“ ve fontu DejaVuSans.ttf pomoci Bézierovych krivek.

Obrazek 10.3: Aproximace kiivky pomoci lomené cary.

Véta 10.8: Je-li ' kiivka vR%, F(t) = (f(t), g(t)) a funkce f a g jsou spojité diferencovatelné na
{a, b), pak pro libovolnou normalni posloupnost déleni o,, intervalu (a, b) existuje kone¢na limita

L = lim {(o, —/ V()2 + g'(t)? dt. (10.2)

n—00
Cislo L nazyvame délkou krivky F.

Dilkaz, nacrtek. Méjme rozdéleni o = {to,11,...,ty} intervalu (a,b). V§imnéme si, ze {(o) lze

upravit nasledovné:
— f(tia) ) g(t:) — g(ti-)
— | (& —ti—1).
Z ( ti —tiz - ti —lia ( 2
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Pouzijeme-li Lagrangeovu vétu o pfirastku funkce (viz vétu ¢. 6.41) postupné na funkce f a g na
intervalech (¢;,¢; 1),i =1,2,..., N, pak

= Z VI () + g (8:)? - A,

kde o, 5; € (ti t;1),i=1,2,..., N.
Kdyby a; = f;, pak by se ]ednalo o integralni soucet funkce f(z) = +/f'(x 2 pfi
déleni 0. Pro normalni posloupnost déleni bychom pak v limité dostali 1ntegral z dane funkce
Slozitéjsimi manipulacemi lze ukazat, ze pfi riznych «; a §; se £(0) malo lisi od integralniho
souctu. [

Poznamka 10.9 (Délka grafu funkce): Graf funkce f : R — R definované na intervalu (a, b) lze
chapat jako ktivku
F(z) = (x, f(@)), @€ {a,b).

Je-li f diferencovatelna, pak pro délku grafu funkce f plati

-/ T s (10.3

Priklad 10.10: Vypoctéte délku iseku paraboly y = z* mezi body (0,0) a (1, 1).
Jedna se o délku grafu funkce f(z) = z? definované na intervalu (0, 1). TakZe pomoci per
partes odvodime

! 1 V14422 -1
_/ VI+ (220)2ds = [x\/1+4x]0 /O ——
—\/_—L+/

V14 4962

Po vyjadfeni L a substituci dostavame

1 1 Vi o1

kde jsme dale pouzili jiz vypolteny neurcity integral (viz ptiklad 8.22)

/ﬁdlem(:ﬂ—%ﬁ) +C.
Priklad 10.11: Vypoctéte délku kiivky
F(t) = (e_t cos(t), e’ sin(t)), t € (0,4m).
Podle vzorce v rovnici (10.2) plati
(= /4” [( —e'cos(t) — et sin(zf))2 + (— e "sin(t) + e cos(t))z} %dt =
0

_ 4ﬂmdt:\/§/o4ﬂetdt:\/ﬁ[—etrﬂzx/ﬁ(l—e“”).

0 0
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N

Obrazek 10.4: Spirala z prikladu 10.11.

10.2 Celkova zména a okamzita zména

Vratme se jesté jednou k fyzikalni interpretaci derivace a integrace. Uvazme funkci f diferencova-
telnou na intervalu (a, b). Funkei f nyni interpretujeme jako jistou veli¢inu (tfeba polohu) zavisejici
na Case t. Derivaci f'(t), t € (a,b), interpretujeme jako okamzitou zménu veli¢iny f v Case t.
Celkova zména veli¢iny f mezi okamziky t = a at = b je s vyuzitim Newtonovy formule dana

F(b) — f(a) = / F'(t) dt.

Pomoci integrace tedy miizeme ze znalosti okamzité zmény veli¢iny zrekonstruovat jeji celkovou
zménu na jistém intervalu!

Piiklad 10.12: Oznaluje-li z(¢) polohu bodu pohybujiciho se po pfimce v ¢ase ¢ € R, pak z'(t)
predstavuje jeho okamzitou rychlost v Case ¢ a zména polohy mezi casy 0 a 1 je

x(l)—x(O):/O 7 ()dt.

Okamzita zména rychlosti, tj. ”(t), se nazyva zrychleni.

Priklad 10.13: Z mostu nad fekou upustime kamen a za 5.6 sekundy uslysime jak dopadne do
vody. Jaka je vyska mostu®®?

Ozna¢me vertikalni polohu kamene v ¢ase t jako h(t), hladiné odpovida h = 0. Pfi volném
padu je kamen urychlovan pouze tihovou silou, tedy

() = —g

Pocate¢ni polohou je nezndma vyska mostu h(0) = H > 0 a pocatecni rychlosti je h'(0) = 0.
Rychlost v okamziku ¢ je tedy

B'(t) = K (0) + /Ot W'(s)ds=0+[— gs}g = —gt.

Poloha kamene v case t je pak

82

h(t) = h(0) + /Ot h'(s)ds = H — g[;}; =H — %gt?

38Podobné tlohy jste moZna poéitali ve fyzice. V§imnéte si, e mi zde z fyzikalniho rukavu vytdhneme pouze jeden
jediny vzorec, resp. Newtonuv pohybovy zakon, a zbytek odvodime z vlastnosti derivace a integralu.
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Obrazek 10.5: Ilustrace k prikladu 10.13.

Mezi okamzikem dopadu a okamzikem kdy dopad uslysime uplyne cas U—Ii, kde v, ~ 343.2m/s je

rychlost zvuku. Dopadl-li kdmen v ¢ase 7', pak h(T) = 0, tedy 7" = ,/ %. Celkem

H 2H H 2
T+ —=56 = —+—=56 = H+vz\/ij—5.6-UZ:0
(s g Uy g

a proto H = 133.2m.

Priklad 10.14: Necht v kanistru s kapacitou 25 litrt je 1 litr vody v okamziku ¢ = 0 a je poté
napousténa rychlosti 312 — 2¢ + 3 litri vody za minutu. Voda z nddoby vytéka trhlinou rychlosti 2
litry za minutu. Kolik je v kanistru vody po tfech minutach?

Ozna¢me objem vody v kanistru v ¢ase ¢t symbolem V'(¢). Podle zadani je V' (0) = 1 litr. Zména

mnozstvi vody je
V() =3t -2t +3-2=3t" -2t + 1.

Takze mnozstvi vody v kanistru po tfech minutach je

V(3):V(O)+/03(3t2_2t+1)dt:1+ [t3—t2+t]z:

=1+27—-9+4 3 = 22litra.

10.3 Uvod do Landauovy symboliky

K porovnavani asymptotického chovani* ¢lentt posloupnosti se ¢asto vyuziva Landauova sym-
bolika (téz znama pod oznacenim (O-notace; Edmund Landau, némecky matematik, 1877 — 1938).
S touto symbolikou se velmi casto setkate pii vyjadfovani casovych a pamétovych slozitosti algo-
ritma®.

V této kratké kapitole zavedeme dva zakladni asymptotické vztahy, vinovku ~ a velké O. Pfesna
definice téchto symbolu je nasledujici.

Definice 10.15: Necht (a,,)>%; a (b,)°2, jsou &iselné posloupnosti. Rekneme, Ze

. a, ~ by, pravé kdyz existuje posloupnost ()%, a ng € N takova, 7ze lim o, = 1 a
n—oo

a, = a,b, pro kazdé n > n,.

3Tj. pro velké indexy.
*Napiiklad hned v BI-PA1.
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« a, = O(b,), pravé kdyz existuje konstanta ¢ > 0 a ng € N tak, zZe |a,| < ¢|b,| pro vSechna
n > ny.

Jaky je vyznam téchto vztaht. Z definice by mélo byt patrné, Ze jestlize a,, ~ b,, pak se pro
velka n obé posloupnosti ,,chovaji stejné®, jsou tzv. asymptoticky ekvivalentni. Specialné plati, ze
pokud a,, ~ b,, pak lima,, = o pravé kdyz limb,, = a.

Poznamka 10.16: Ackoliv jsme relace nezavedli poznamenejme, Ze ~ je skutecné relaci ekviva-
lence na mnoziné vsech posloupnosti. To znamena, ze

» kazda posloupnost spliuje a,, ~ a,,

« plati-li a,, ~ b, pak platii b, ~ a,,

« plati-li a, ~ b, a b, ~ ¢, pak platiia, ~ c,.

Tvrzeni a,, = O(b,) naopak rika, ze (a,)° | neroste (v absolutni hodnoté) rychleji nez (b,,)5 ,
pro velka n. O je tedy zna¢né hrubsi nez ~.

Otazka 8: Pro dvé posloupnosti (a,)5%, a (b,)22 ; dokazte implikaci: pokud a,, ~ b,,, potom a,, =

O(by).

Pokud nerovnost b, > 0 plati pro vSechna n € N pak lze definici 10.15 preformulovat do
nasledujiciho, ¢asto pouzivaného, tvaru
an

an ~ b, & lim %=1, (10.4)

n—oo b,

Qn,

a, = O(b,) < posloupnost (b

> je omezena. (10.5)

Omezeni se na kladné posloupnosti neni pro nase ucely prilis zasadni. Casto narazime na vyja-
dfovani a porovnavani slozitosti algoritmu, které jsou typicky popsany kladnymi ¢isly (nemame
zapornou pamét nebo pocet operaci). Vyse uvedené kritérium se tedy ¢asto hodi a nechavame ho
Ctenafi k rozmysleni (tj. k dokazani).

V predchozi podkapitole jsme vypocetli limitu

Posloupnost (n?/2")2, je tedy omezend. V notaci zavedené vyse to znamena, Ze
2 n
n® = O0(2").

Demonstrujme dale vyse zavedené pojmy a tvrzeni na nékolika jednoduchych prikladech.

Piiklad 10.17: Plati 50 sinn = O(1). Skuteé¢né, stadi pouzit piimo definici O. Dokonce pro kazdé
n € N plati
|50 sinn| < 50 - 1.

Za konstantu v definici tedy lze vzit ¢islo 50.
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Piiklad 10.18: Plati 500n = O(n?). Opét pouzijeme definici O, resp. alternativni formulaci (10.5).

Pro kazdé n € N plati

20290 < 500,
n

n

Posloupnost (500n/n?)%, je tedy omezen, jak jsme chtéli dokazat.

Priklad 10.19: Plati
n®+n 1

B+l +tn+l n

Pouzijme tvrzeni 3.31. Snadno vypocteme

n? +n

lim L = Jim mant
n—00 - n—>oon3+n2—|—n—|—1
1+4 1+0

nsool4d4 L4 L 1404040

A tvrzeni tedy plati.

Priklad 10.20: Nechavame ¢tenafii k ovéreni, ze dale napriklad plati

Poznamka 10.21: Zapis a,, = O(b,,) neni p¥ilis stastny. Lepsi je ho chapat ve smyslu a,, € O(b,,).
Historicky se v$ak ujal a pouziva se. Naptiklad pokud a,, = O(n) a souéasné b, = O(n), neplyne
odtud, ze a,, = b,,.

Poznamka 10.22: Vsimnéte si, ze omezenost posloupnosti (a,,)?° ; lze nyni snadno vyjadrit for-
mulkou a,, = O(1). Skute¢né, dle definice existuje jista konstanta ¢ > 0 a index ny € N spliujici

|a,,| < ¢ pro kazdé n > ng. Odtud jiz snadno plyne omezenost posloupnosti (a,)32 ;.

10.4 Odhadovani asymptotického chovani soucta

Vzpomenme si na priklad 3.46, kde jsme v podstaté dokazali, Ze ¢iselna fada
o
k=1
diverguje. Nezkoumali jsme ale pfimo jeji posloupnost ¢astecnych souctu, jejiz ¢leny jsou

"1
Sn:ZE
k=1

el
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Tento CasteCny soucet nelze vyjadrit explicitné, nelze ho secist a zbavit se symbolu sumy (na rozdil
od geometrické ¢i aritmetické posloupnosti). Mizeme ale tento soucet geometricky interpretovat
jako jistou plochu a jeji obsah porovnat s obsahem plochy pod jistou kfivkou, kterou umime vy-
pocitat pomoci integralu. Konkrétné plati nasledujici véta.

Véta 10.23: Necht f je spojita funkce na (1, 4+00) an € N. Je-li f klesajici, pak

fo)+ [ fta)de < VRN | e
Je-li f rostouci, pak

F)+ / fde <37 ) < fn) + / " f(a) d.

Nerovnosti uvedené v predchozi vété je vhodné interpretovat geometricky. Geometricky vy-
znam integralu jiz zname. Podobné soucet ) ", _, aj 1ze interpretovat jako obsah n obdélnikd sifky
1 a vysky ay, viz obrazek 10.6.

Diikaz pro klesajici funkci. Bud k € N, pak prokazdé = € (k, k+1) plati f(k+1) < f(z) < f(k).
Z véty o nerovnosti mezi integraly (véta 9.14) dostaneme nerovnost
k+1 k41 k41

flk+1) = f(k+1)de < (r)dz < f(k)dz = f(k).

k k k

Sectenim nerovnosti pro k = 1,2,...,n — 1 dostaneme

SCEY| " fayde < 3 £(k).

Odtud

n

Fn) + / e < S fR) < 1)+ / " f()d.

]

Priklad 10.24: Pomoci odhadu pomoci integralu (véta 10.23; tj. aniz bychom soucet pocitali ex-
plicitné) zjistéte rychlost rastu (vime, Ze ma za limitu +00) posloupnosti

n
ay, = Z/{;z, n € N.
k=1

Nyni f(x) = x? je rostouci na (1, +00) a proto pro kazdé n € N plati

1~|—/ 2?dr < Zk:2 < n2+/ z2dz.
1 k=1 1

Tudiz
Lo 2oy o ]
-n"+=-<a, < -n’+n°—-.
3 3 "3 3
Pro velka n je nejvétsim ¢lenem %n?’, presnéji, z véty o limité seviené posloupnosti plyne
a
n—oo gn
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Obrazek 10.6:

Piiklad 10.25: Odhadnéte rychlost rastu posloupnosti (n!)%° ;| bez vyuziti faktorialu.
Vyuzijme $ikovné tpravy
Inn! = Z Ink.
k=1

Funkce f(x) = Inx je rostouci na (1, +00) a proto
0 +/1 z)dz < Zln ) <lIn(n /1nln(x) dx.
Primitivni funkci F' k funkci f je funkce F(x) = x1n(z) — x 4+ C, tudiz
nln(n) —n—i—1<Zln ) < In(n) +nln(n) —n+ 1.

Odlogaritmovanim (monotonie €”) posledni nerovnosti pak dostavame

enln(n)fn+1 <nl < eln(n)+nln(n)fn+1

173



10. DALSTI PRIKLADY A APLIKACE ODHADOVANI ASYMPTOTICKEHO CHOVANI SOUCTU

a po Upravé
n

n" n
e-— < nl <en-—, mneN.
er er

Poznamka 10.26: Tento odhad uz je pro vétsinu aplikaci dostate¢ny. Lze ho vsak jesté dale zlep-
Sovat. Vsimnéte, Ze na rozdil od pfedchoziho piikladu nam tento nyni nedava posloupnost (b,)5% ,
takovou, Ze

Jim - =1

Ziskani takovéto posloupnosti (b,)52 ; vyzaduje dalsi praci. Pro uplnost uvedme, Ze tuto vlastnost
ma naprtiklad (tzv. Stirlingav vzorec)
n
b, = V2mn - —
e
Nyni se vratime k prikladu, ktery jsme pfipominali na zacatku této podkapitoly.

Priklad 10.27: Jiz vime, Ze

Odhadnéme nyni jak rychlese > ;_, % blizi k nekonec¢nu s rostoucim n.
Podle predchozi véty, pro f(x) = = klesajici na (1, +-00) dostavame odhad

1 "1 1 "1
— —dx < — <1 —dzx.
n+/1xx_zk_ +/

Po integraci

1
—+1In(n) < — < 1+In(n), neN
n —~k
Odtud
1 =1
Z— ~ In(n), nebo Z = O(n)
k=1 k=1
Opét tedy mame
!
lim ==Lk —

Dale si povsimnéte, ze

O posloupnosti <ZZ1 % — ln(n)) lze ukazat, ze je klesajici a tudiz ma limitu. Tato limita se

oznacuje v a nazyva se Eulerova—Mascheroniova konstanta. Jeji pfiblizna hodnota je 7 =
0.577218. ..

Z téchto prikladu je ziejmé, ze véta 10.23 nam dava nastroj na odhadovani ¢aste¢nych soucta
nékterych c¢iselnych rad a 1ze ji proto vyuzit k vysetfovani konvergence ¢iselnych rad.
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o0

Véta 10.28 (Integralni kritérium): Bud Z a, Ciselna rada s kladnymi cleny takova, Ze existuje
n=1

spojitd a monoténni funkce definovana na (1, 4+00) takova, ze f(n) = a,, pro kazdé n. Potom

« Pokud integral / f(z) dzx konverguje, pak ¢iselna fada Z a, konverguje.
1

n=1
« Pokud integral / f(z) dz diverguje, pak ¢iselna fada Z a, diverguje.
1 n=1
Diikaz. Pfimocaré pouziti véty 10.23. O

Priklad 10.29: Rada Z k“ konverguje pro o < —1 a diverguje pro o > —1.

k=1
Protoze
n na+1 1 n
/ x¥dr = — ,a# =1, a / z 'dz =1nn
1 o+ 1 o+ 1 1
plati
" 1
lim 2dr = ——, a< —1,
n—+oo Jq -1 -«
lim x%dxr = 400, o> —1.

n—-+o0o 1

10.5 Slozitost tridicich algoritmi

Jak slozité je usporadat zadanou n-tici objekt? Abychom na tuto otdzku mohli odpovédét, tak si
musime ujasnit co pfesné myslime pod pojmem usporadat, tj. pod symbolem < a jak méfit slozZitost.

o Vstup: mnozina {x1, ..., 2, } a Gplné uspoiadani < mezi jejimi prvky. Velikosti vstupu rozu-
mime jednoduse pocet prvki vstupu.

« Vystup: usporadana n-tice (z,, ..., xy, ), kde (k1, ..., k,) je permutace mnoziny {1,...,n}
ary << Ty,

« Elementarni operace: porovnani dvou prvk.

Usporadani
Intuitivné si pod ,jusporadanim* predstavujeme vztah mezi objekty néjaké mnoziny. Formalné se
jedna o relaci*'.

Definice 10.30 (Relace): Relaci R na mnoziné )M nazyvame libovolnou podmnozinu kartéz-
ského soucinu M x M.

Jinak feceno, zkoumany vztah mezi objekty mnoziny M modelujeme udanim mnoziny R C
M x M takové, ze (a, b) do R patfi, pravé kdyz a a b jsou v pozadovaném vztahu. Je-li R relace na
mnoziné M a (a,b) € R pak Casto zkracené piseme aRb.

*1Coz je jen cizi slovitko pro vztah
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Piiklad 10.31: Méjme mnozinu M = N a na ni relaci R takovou, ze (a,b) € R pravé kdyz ,a a
b maji spole¢ny prvociselny délitel“. Potom naptiklad (3,5) € R, tj. 3R5 plati, ale (4,8) ¢ R, tj.
4R 8 neplati.

Definice 10.32 (Usporadani): Relaci R na mnoziné M splnujici
1. (reflexivita): pro kazdé v € M plati zRz,
2. (antisymetrie): pro kazdé =,y € M plati, zZe pokud xRy a yRx pakix = v,
3. (tranzitivita): pokud pro x,y, z € M plati 2Ry a yRz, pak plati 2Rz,
nazyvame usporadanim na mnoziné R.

Relaci R, jez je usporadanim, vétSinou znac¢ime symbolem <.

Priklad 10.33: Je-li M mnozina realnych ¢isel a 2Ry znamena .« je mensi nebo rovno y“, pak
‘R predstavuje usporadani na mnoziné R. Toto usporadani je tzv. aplné. Pro kazdé x,y € M plati
xRy nebo yRzx.

Priklad 10.34: Uvazme mnozinu kladnych pfirozenych ¢isel M = {1,2,3,...} a necht mRn
praveé kdyz m déli n. Tato relace R na M je usporadanim.
Ovéime potfebné vlastnosti

1. (reflexivita): Pro kazdé n € M plati, ze n déli n, tedy nRn.

2. (antisimetrie): Uvazme n,m € M tak, Ze n déli m a m déli n, pak existuji k, ¢ € M splnujici
m=k-nan = {-m.Tudizm = (k{) - m, coz maze nastat pouze v piipadé k = ¢ = 1. Proto
m = n.

3. (tranzitivita): Podobné, pokud n déli m a m déli k, pak n déli .

Bublinkovy algoritmus (Bubble sort)

Pro pfipomenuti uvadime kompletni algoritmus, zfejmé ctenafi znamy z predmeétu BI-PA1.

procedure bubbleSort(A : array of length n)
for k in n-1 to 1 do
sorted = true
for iin 1 to k do
if Afi] > A[i+1] then
swap( Afi], A[i+1] )
sorted = false
end if
end for
if sorted then return A
end for
return A
end procedure
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Celkovy pocet porovnani mize byt nejhufe (pokud je na vstupu seznam v presné opa¢ném
poradi)

(n—1)+(n—2)+---+2+1:§k:@.

Pokud je na vstupu jiz setfidény seznam, pak algoritmus provede (n — 1) porovnani (nejlepsi va-

rianta). Oznac¢ime-li pocet porovnani pfi konkrétnim vstupu o velikosti n jako 7},, mizeme tedy
shrnout, Ze pro slozitost Bubble sort plati

Quick sort
Necht je opét dan vstup {x1, =9, ..., x,}.
1. Vyber nahodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

2. Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi do druhého pod-
seznamu.

3. Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.
4. Spoj usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pfipoj usporadany druhy seznam.

Algoritmus probiha rekurentné. Usporadani dvouprvkového seznamu je jednoduché. Oznac¢me
nyni T,, prumérny pocet porovnani pro usporadani seznamu délky n pomoci algoritmu Quick sort.
Pokud je pivot r-tym prvkem seznamu (co do velikosti), pak

T,=n—1+1T,_1+7T,_,, kdeklademe Ty =T, =0.

Sectenim téchto vztahti pror =1, 2, ..., n:

n n n n—1
> T=) n-1D)+> (Ta+Thy) = nT,=n(n—1)+2) T,.
r=1 r=1

r=1 r=1
Posledni rovnost vyjadfeme pro k a pro k—1 a oba vztahy odectéme (zbavime se tim souctu vpravo):

k—1
KT = k(k—1)+2) T,

r=1

k—2
(k= DTy = (k= 1)(k—2)+2> T,
r=1
odectenim: kTy, — (k — 1)Tp—1 = k(k —1) — (k — 1)(k — 2) + 2T}_.

Odvodili jsme tedy vztah
KT — (k+ )Ty = 2k — 2.
Vydélenim ¢islem k(k + 1) dostavame

T Ty 2k — 2

k+1 k k(k+1)
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Konecné, sectenim téchto rovnostiprok =1, 2,....n
T, " k-1 1 "1
1 2> PEERTER Py
nt periiis k=1
"1
< 2(1—1— —dx) =2(1+1In(n))
. T

Uzavirame
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11 Prehled pouzitého znaceni

Nize uvedené znaceni je kompatibilni s pfednaskami a cvicenimi BI-ZMA.

Symbol Vyznam

= definice, symbol na levé strané je definovan vyrazem na strané pravé

priblizné vyjadieni na konecny pocet desetinnych mist

Q

konjunkce
disjunkce
implikace
ekvivalence

velky (obecny) kvantifikator

LLJ<E1IU<>

existencni kvantifikator
{a,b,c} mnozina obsahujici prvky a, ba ¢

{reM|P(x)} mnozina viech x z M spliujici P(x)

reM, z¢ M prvek x nalezi/nenalezi mnoziné M

ACB A je podmnozinou B (kazd4 mnozina je podmnozinou sebe sama)
0 prazdna mnozina

AUB sjednoceni mnozin A a B

ANB prunik mnozin A a B

AN B rozdil mnozin A a B

Ax B kartézsky soucin mnoziny A a B

P(A) mnozina v§ech podmnozin mnoziny A

N=1{1,2,3,...}  mnozina pfirozenych ¢isel

No=1{0,1,2,...} mnozina pfirozenych &isel s nulou

Z mnozina celych ¢isel

Q mnozina racionalnich c¢isel

R mnozina realnych ¢isel

R rozsifena mnozina realnych ¢isel
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Symbol Vyznam

RS nezaporna realna éisla, tj. (0, +00)

R* kladna realna ¢isla, tj. (0, +00)

C mnozina komplexnich ¢isel

n! faktorial cisla n € Ny

) kombinaé¢ni ¢islo n nad k

|z] dolni cela ¢ast redlného x

[x] horni cela ¢ast redlného x

(a,b otevieny interval, nebo usporadana dvojice, podle kontextu

uzavieny interval

H,(e) e-okoli bodu a

Hi(e), H; (¢) pravé, levé e-okoli bodu a
H, (o), H «(a) «-okolibodu +oo, —00

f:A—B zobrazeni mnoziny A do mnoziny B
Dy defini¢ni obor zobrazeni f

Hy obor hodnot zobrazeni f

f } o zUZeni zobrazeni f na mnozinu M
f(M) obraz mnoziny M pfi zobrazeni f
f7YM), f-1(M)  vzor mnoziny M pii zobrazeni f
fog sloZené zobrazeni

idy identické zobrazeni na mnoziné A
f inverzni zobrazeni

(@n)5% 4, (@p)nen  redlna ¢iselna posloupnost

lim a, limita posloupnosti

n—o0

o
E Ul D e A Ciselna rada
k=0

lim f(x) limita funkce f v bodé a
Tr—a

lim f(x) limita funkce f v bodé a zprava
T—a4

lim f(x) limita funkce f v bodé a zleva
T—a—

f'(a) derivace funkce f v bodé a
Tha Taylortv polynom stupné n se sttedem v bodé a
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Symbol Vyznam

R, . zbytek po n-tém Taylorové polynomu

Wna Peaniiv tvar zbytku

[ f [ f(z)dx neurcity integral funkce f

f: f(z)dz Riemanntv ur¢ity integréal funkce f na intervalu (a, b)
Z(o, f) integralni soucet funkce f pfi rozdéleni o

ap, ~ by asymptoticky ekvivalentni posloupnosti

O(ay) posloupnost s horni asymptotickou mezi a,,
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Odpovédi na nékteré otazky

1 Prirozena Cislaicela Cisla lze s¢itat a nasobit, jsou splnény asociativni, distributivni i komutativni
zékony, ale v pfirozenych c¢islech neexistuje 0 (neutralni prvek vaci s¢itani) a v celych ¢islech k
nékterym nenulovym prvkiim neexistuji inverze vici nasobeni (napft. k 3). Tyto mnoziny spolu
s uvedenymi operacemi proto télesa netvori.

2 Pripomenme definici ostrého usporadani: pro dvé a,b € Q plati a < b pravé kdyz 0 < b — a.
Mame-li a,b,c € Q a plati @ < b pak podminka a + ¢ < b+ ¢ je ekvivalentni podmince (b + ¢) —
(a+c) > 0.S vyuzitim distributivniho, asociativniho a komutativniho zakona a pfedpokladu a < b
dostavame (b+c¢) —(a+c¢)=(b+c)+(—a—c)=(b—a)+(c—c)=b—a> 0.

3 a. omezeni, b. omezen4, c. neomezeni, d. neomezena.

4 Plati f #g,g=ha f # h.

5 Jedna se o stejny rozdil jako mezi funkéni hodnotou a funkci. Symbol a,, oznacuje n-ty ¢len
posloupnosti, kdezto symbol (a, )52 ; celou posloupnosti (zobrazeni a : N — R).

6 (a,)°, je konstantni, tedy soucasné rostouci i klesajici, (b,)>°; je klesajici, (¢,)5°, neni ani
jednoho typu z definice ¢. 3.3.

7 a.je rostouci, b. nemusi byt rostouci, napft. a,, = 0, b,, = n, c. nemusi byt rostouci, napt. a,, = —1,
b, = n, d. nemusi byt ani dobfe definovana, natoZ rostouci.

8 Pokud a,, ~ by, pak dle definice existuje posloupnost ()2 ; ang € N splaujici lim,, oo v, = 1
a a, = apb, pro vSechna n vétsi nez ny. Kazda konvergentni posloupnost je omezena a proto
existuje konstanta ¢ spliiujici || < ¢ pro vSechna n. Proto pro vSechna n vétsi nez ng plati |a,| =
|| |bn] < c|by.
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Rejstrik

axiom
uplnosti, 7

bod, 4

hromadny, 35
body

kontrolni, 164

derivace
jednostranna, 96
vyssich rada, 96
diference, 24
dodefinovanani
spojité, 71
déleni
intervalu, 147
norma, 148
dukaz
konstruktivni, 74
sporem, 6

extrém
lokéalni, 99

funkce
diferencovatelna v bodé, 86
exponencialni, 55
graf, 19
integrovana, 138
klesajici, 18
konkavni na intervalu, 104
konkéavni v bodé, 106
konvexni na intervalu, 104
konvexni v bodé, 106
kvadratick4, 126
linearni, 126
monoténni, 19
ostte klesajici, 18
ostre rostouci, 18

primitivni, 137

rostouci, 18

ryze konkavni na intervalu, 105
ryze konvexni na intervalu, 105
ryze monotoéonni, 19

spojita v bodeé zleva, 71

spojita v bodé zprava, 71

graf funkce
délka, 167

hodnota
absolutni, 5

implikace, 4
integral
absolutné konvergentni, 159
dolni, 149
horni, 149
neurcity, 138
Riemannuv, 149
zobecnény Riemannuv, 159, 160
interval, 8
délka, 6
délici body, 147
koncovy bod, 8
krajni body, 8
neomezeny, 8
pocatecni bod, 8
uzavfeny, 6
vnitfek, 103
castecny, 147

konstanta
Eulerova-Mascheroniova, 174
integracni, 138

konvergence
kvadraticka, 121

kvocient, 25
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

REJSTRIK

kiivka

Bézierova, 164

logaritmus
prirozeny, 57

lomena cara
délka, 165

maximum
lokélni, 98
ostré lokalni, 98
minimum
lokéalni, 98
ostré lokalni, 98
mnozina
infimum, 97
maximum, 97
minimum, 97
neomezena, 8
omezena, 8
realnych cisel, 7
supremum, 97

nerovnost
trojahelnikova, 5

obor
defini¢ni, 10
pfirozeny defini¢ni, 17
obraz, 10
mnoziny, 12
okoli, 9
levé, 9
polomér, 9
pravé, 9
stfed, 9
osa
realna, 7
¢iselna, 5, 6

podposloupnost, 29

polomeére
konvergence, 132

polynom
Bernsteinuv, 163
Maclaurinuv, 128
nulovy, 125
stupen, 125
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Taylortv, 127
posloupnost
aritmeticka, 24
divergentni, 28
geometricka, 25
klesajici, 22
konstantni, 22
konvergentni, 28
limita, 25
monotonni, 22
normalni, 150
omezena, 35
ostte klesajici, 22
ostre rostouci, 22
rostouci, 22
ryze monotonni, 22
vybrana, 29
caste¢nych souctu, 48
pravidlo
Leibnizovo, 90
Simpsonovo, 153
proménna
integracni, 138

soucet
dolni pfi déleni, 148
horni pfi déleni, 148
integralni pii déleni, 150

téleso
uplné usporadané, 6
¢iselné, 4

vzdélenost
racionalnich ¢isel, 5
vzor, 10
mnoziny, 12
vzorec
Stirlingtv, 174
Taylorav, 128

zbytek
Lagrangetv, 129
Peanuv tvar, 129
v Taylorové vzorci, 128
zmeéna
celkova, 168
okamzita, 168



ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY REJSTRIK

zobrazeni
bijektivni, 14
hodnota v bodé, 10
identické, 14
injektivni, 13
na, 13
obor hodnot, 12
prosté, 13
surjektivni, 13
vnitini, 15
vnéjsi, 15
vzajemné jednoznacné, 14
zavora
dolni, 97
hodni, 97

fada
absolutné konvergentni, 51
divergence, 48
konvergence, 48
mocninna, 131
soucet, 48
Taylorova, 131
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