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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piiklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 00000000 0000

Hlavni body

Algebraické operace na rozsitené redlné ose
Véty o limitach
Kritéria konvergence
Nerovnosti a limity posloupnosti
Priklady
@ Podilové kritérium
fs
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Algebraické operace na rozitené realné ose  Véty o limitich  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  Priklady Podilové kritérium
@00 0000 0000000000 000000 00000000 0000

Hlavni body

Algebraické operace na rozsitené redlné ose
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Algebraické operace na rozitené realné ose  Véty o limitich  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  Piiklady Podilové kritérium
oeo 0000 0000000000 000000 00000000 0000

Definice operaci na R

R je R rozsitend o +00 a —oo. Nyni rozsitime na R algebraické operace + a -

Necht a € R, v zavislosti na jeho hodnot& definujeme

@ a>—00: a+ (+00)=(+00)+a=+o0,
@ a<+4oo: a+(—00)=(—00)+a=—o0,
0a>0 a-(+00)=(4+00) a=+o0,
0a<0: a-(+00)=(+00) -a=—0o0,
@a>0: a-(—00)=(—00) a=—00,
0a<0 a-(-)=(-x)-a=+c0
°++.o:$:0
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Algebraické operace na rozsitené redlné ose  Véty o limitach
oceo

konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti ~Ptiklad Podilové kritérium

Definice operaci na R

R je R rozsitend o +00 a —oo. Nyni rozsitime na R algebraické operace + a -

Necht a € R, v zavislosti na jeho hodnot& definujeme
@ a>—00: a+ (+00)=(+00)+a=+o0,

@ a<+4oo: a+(—00)=(—00)+a=—o0,
0a>0 a-(+00)=(4+00) a=+o0,
0a<0: a-(+00)=(+00) -a=—0o0,
@a>0: a-(—00)=(—00) a=—00,
0a<0 a-(-)=(-x)-a=+c0

) ﬁ:%:o

Poznamka:

Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (—b), podil § :=a- % pouze v ptipadé Ze

vyraz na pravé strané je definovan. Klademe —(+o00) = —0o0, —(—00) = +00,
| + 00| = | — 00| = 400 a ¥/+o0 = +oo pro libovolné k € N.

v,
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Algebraické operace na rozitené realné ose  Véty o limitich  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  Priklady Podilové kritérium
ooe 0000 0000000000 000000 00000000 0000

Definice operaci na R:

Nedefinovany ziastavaji vyrazy
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Algebraické operace na rozitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  Pkklady Podilové kritérium
000 @000 0000000000 000000 00000000 0000

Hlavni body

Véty o limitach
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Algebraické operace na roziifené redlné ose &ty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium

[e]e]e} o] le]e) 0000000000 000000 00000000 0000

Véta o limité souctu, soucinu a podilu

Necht (a,,)2%; a (b,)S2, jsou realné posloupnosti majici limitu v R. Ozna&¢me
a= lim a, ab= lim b,. Plati

n— oo n— oo

lim (a, +b,) =a+0b,

n

lim (a, — b,) = a—b,

n— oo

nh—>H;o(an ~b,) =a-b,
i % _ @

i a2 — &

n—oo b b’

pokud jsou vyrazy na pravych stranach definovany.
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Algebraické operace na rozsifené reainé ose  Véty o limitich  Kritéria k ové kritérium

o] le]e)

Veta o limité souctu, soucinu a podllu

Necht (a,)2%; a (b,)2>; jsou redlné posloupnosti majici limitu v R. Ozna¢me
a= lim a, ab= lim b,. Plati

n—oo n—oo
lim (a, + b,) =a+0b,
n—oQ
nl;ngo(an —by,) =a—b,
nh_}rrgo(an bp) =a-b,
i % _ @
im — = —
n—o0 b, b’

pokud jsou vyrazy na pravych stranach definovany.

Poznamka:

Vsimnéte si, Ze aby podil § byl definovan, musi byt b # 0. Odtud jiz plyne
existence ng € N takového, ze b, # 0. M4 tedy smysl| zkoumat limitu posloupnosti
(an/bn)fle.

KAME VAT Bi-ZM 3
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kr
[e]e] o]

Poznamky k vété a priklad

osti a limity posloupnosti  Ptiklady

@ Véta o limité souctu, soucinu a podilu ndm umoznuje na zakladé znalosti
limit nékterych posloupnosti pocitat limity jejich souctdl, soucinl a podild.

@ Pred pouzitim véty je typicky nutné nejprve provést vhodné algebraické
upravy a dostat tak vyraz do tvaru kde jsou splnény predpoklady véty.
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  PFiklady Podilové kritérium

000 [e]e] o] 0000000000 000000 00000000 0000
Poznamky k vété a priklad
@ Véta o limité souctu, soucinu a podilu ndm umoznuje na zakladé znalosti
limit nékterych posloupnosti pocitat limity jejich souctdl, soucinl a podild.

@ Pred pouzitim véty je typicky nutné nejprve provést vhodné algebraické
upravy a dostat tak vyraz do tvaru kde jsou splnény predpoklady véty.

Priklad.

Vypoctéte

o2n3 — 4
o o A RS

n— oo n — ’]’L3

o 22 —4n+5

Q lim —
n—o00 n—n

oo —4dn+5

Q@ lim o

n— o0 n—n
v
AN

1
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Algebraické operace na rozsifené reélné ose &ty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
000 [e]e]e] ) 0000000000 000000 00000000 0000

Limita, absolutni hodnota a odmocnina

Necht (a,)$2 je redlnd posloupnost. Pak plati nasledujici dvé tvrzeni

lim a, =a = lim |a,| = |af,
n—oo n—oo

lim a, =0 <  lim |a,|=0.
n—oo n—oo

)
\
J \J 7

Y
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Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilové kritérium

Véty o limitach  Kritéria konvergence
00000000 0000

oooe 0000000000 000000

Algebraické operace na rozsifené relné ose

[e]e]e}

Limita, absolutni hodnota a odmocnina

Véta:
Necht (a,)$2 je redlnd posloupnost. Pak plati nasledujici dvé tvrzeni

lim a, =a = lim |a,| = |af,
n—oo n—oo
lim a, =0 <  lim |a,|=0.
n—oo

n—oo

Véta:
Necht (a,)$2 ; je redlnd posloupnost s nezapornymi ¢leny a necht & € N je pevné

dané cislo. Pak plati

lim a, =a € Rf U{+00} = lim ¥a, = Vo
n— o0

n— oo

| A
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raické operace na rozéitené realné ose  Veéty o limitich K
[e]e]e] )

Limita, absolutni hodnota a odmocnina

limity posloupnosti P

Véta:
Necht (a,)$2 je redlnd posloupnost. Pak plati nasledujici dvé tvrzeni

lim a, =a = lim |a,| = |af,
n—oo n—oo

lim a, =0 <  lim |a,|=0.
n—oo n—oo

| A

Véta:
Necht (a,)$2 ; je redlnd posloupnost s nezapornymi ¢leny a necht & € N je pevné
dané cislo. Pak plati

lim a, =a € RE," U{+x} = lim ¥a, = {a.
n— o0

n— oo

| A

Priklad.
Vypoctéte limitu

lim (\/n2+2n—|—5—n>.

n—roo

vy
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti  Piiklady Podilové kritérium
000 0000 000000000 000000 00000000 0000

Hlavni body

Kritéria konvergence
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilové kritérium
[e]e]e} 0000 0O@00000000 000000 00000000 0000

Pripomenuti

V vodni pfednasce jsme konstatovali, ze mnozina redlnych Cisel spliuje . ..

Poznamka (Axiom dplnosti):
Kazdy smrstujici se systém vnorenych uzavrenych intervali ma neprazdny prinik.
Ptesnéji, pokud

(@, bp) D {ant1,bny1) pro kazdé n € N,
lim (b, — an) =0,

n— oo

pak existuje redlné x lezici v kazdém z intervald (ay,,b,), n € N.

Zanedlouho tuto dlleZitou vlastnost mnoZziny realnych Cisel vyuzijeme.
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
000 0000 00@0000000 000000 00000000 0000

Hromadny bod
@ V minulé prednasce jsme zavedli pojem limity. Rada posloupnosti ale limity
nema.

@ Chovani posloupnosti ,,v nekoneénu” lze Casto popsat pomoci jejich
hromadnych bodi.

@ )
=)
E{‘}&J 0
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady

[e]e]e} 0000 00@0000000 000000

Hromadny bod

Podilové kritérium
00000000 0000

@ V minulé prednasce jsme zavedli pojem limity. Rada posloupnosti ale limity
nema.

@ Chovani posloupnosti ,,v nekoneénu” lze Casto popsat pomoci jejich
hromadnych bodi.

n=1r

Bod a € R nazyvame hromadnym bodem posloupnosti (a,, )2, pravé kdyz v
kazdém okoli H, bodu « lezi nekone¢né mnoho &lenii posloupnosti (a,,)22

n=1-
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilov

[e]e]e} 0000 00@0000000 000000 00000000 0000

Hromadny bod

é kritérium

@ V minulé prednasce jsme zavedli pojem limity. Rada posloupnosti ale limity
nema.

@ Chovani posloupnosti ,,v nekoneénu” lze Casto popsat pomoci jejich
hromadnych bodi.

n=1r

Bod a € R nazyvame hromadnym bodem posloupnosti (a,, )2, pravé kdyz v
kazdém okoli H, bodu « lezi nekone¢né mnoho &lenii posloupnosti (a,,)22

n=1-

@ Srovnejte s limitou: @ € R je limitou posloupnosti (a,,)% ;, pravé kdyz v
kazdém okoli H, bodu « lezi vdechny &leny posloupnosti (a,,)52 ; az na
konecny pocet vyjimek.
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Algebraické operace na rozditené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence Nerovnosti a limi

[e]e]e} 0000 00@0000000 000000

Hromadny bod

ty posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
00000000 0000

@ V minulé prednasce jsme zavedli pojem limity. Rada posloupnosti ale limity
nema.

@ Chovani posloupnosti ,,v nekoneénu” lze Casto popsat pomoci jejich
hromadnych bod.

Bod a € R nazyvame hromadnym bodem posloupnosti (a,, )2, pravé kdyz v
kazdém okoli H, bodu « lezi nekone¢né mnoho &lenii posloupnosti (a,,)22

n=1-

@ Srovnejte s limitou: @ € R je limitou posloupnosti (a,,)% ;, pravé kdyz v
kazdém okoli H, bodu « lezi vdechny &leny posloupnosti (a,,)52 ; az na
konecny pocet vyjimek.

@ Z vyse uvedeného plyne, ze je-li a € R limitou posloupnosti (a,,)%, pak je i
jejim hromadnym bodem.
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilov

[e]e]e} 0000 00@0000000 000000 00000000 0000

Hromadny bod

é kritérium

@ V minulé prednasce jsme zavedli pojem limity. Rada posloupnosti ale limity
nema.

@ Chovani posloupnosti ,,v nekoneénu” lze Casto popsat pomoci jejich
hromadnych bod.

Bod a € R nazyvame hromadnym bodem posloupnosti (a,, )2, pravé kdyz v

kazdém okoli H, bodu « lezi nekone¢né mnoho &lenii posloupnosti (a,,)22

n=1-

@ Srovnejte s limitou: @ € R je limitou posloupnosti (a,,)% ;, pravé kdyz v
kazdém okoli H, bodu « lezi vdechny &leny posloupnosti (a,,)52 ; az na
konecny pocet vyjimek.

@ Z vyse uvedeného plyne, ze je-li a € R limitou posloupnosti (a,,)%, pak je i
jejim hromadnym bodem.

Na rozdil od limit mze mit zadana posloupnost vice hromadnych bodd. Napt.
posloupnost ((—1)")"" | ma hromadné body 1 a —1. Nem4 limitu.
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Algebraické operace na rozsitené relné ose  Véty o limitach Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti PFiklady Podilové kritérium
000 0000 000e000000 000000 00000000 0000

Hromadny bod

Vztah mezi limitami posloupnosti, hromadnymi body a vybranymi posloupnostmi
popisuje nasledujici véta.

@ )
/15
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Véty o limitach
0000

Algebraické operace na rozsifené relné ose

[e]e]e}

Hromadny bod

Kritéria konvergence
000e000000 000000

Piklady Podilové kritérium

Nerovnosti a limity posloupnosti
00000000 0000

Vztah mezi limitami posloupnosti, hromadnymi body a vybranymi posloupnostmi

popisuje nasledujici véta.

Bod o € R je hromadnym bodem posloupnosti (a, )5,
majici limitu o € R.

vybrand posloupnost (ay, )22 ;

pravé kdyz existuje

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilové kritérium

Véty o limitach  Kritéria konvergence
00000000 0000

0000 000@000000 000000

Algebraické operace na rozsifené relné ose

[e]e]e}

Hromadny bod

Vztah mezi limitami posloupnosti, hromadnymi body a vybranymi posloupnostmi

popisuje nasledujici véta.

pravé kdyz existuje

vybrana posloupnost (ag, )52 ; majici limitu o € R.

o0

e «:V kazdém okoli H, lezi nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti (ag, )52, a

tim padem i posloupnosti (a, )52 ;.

Bod a € R je hromadnym bodem posloupnosti (a,,)5 ;,

W

e Bl
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mitach  Kritéria konvergence |
000@000000

raické operace na rozitené realné ose limity posloupnosti P

Hromadny bod

Vztah mezi limitami posloupnosti, hromadnymi body a vybranymi posloupnostmi
popisuje nasledujici véta.

Bod a € R je hromadnym bodem posloupnosti (a,, )3, pravé kdyz existuje

vybrand posloupnost (ay, )% ; majici limitu a € R.

n=1

e «:V kazdém okoli H, lezi nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti (ag, )52, a

tim padem i posloupnosti (a, )52 ;.

e Provedeme ditkaz = pouze pro a € R: Uvazme okoli H, (1), existuje k1
takové, ze ay, € H,(1). Je-lin € N, n > 1, pak pro okoli H,(1/n) existuje
kpn > k,—1 splfiujici ag, € H,(1/n). Takto zkonstruovand posloupnost
(ak,, )22, je vybrana z (a,)32, a konverguje k a. O

e Bl
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
000 0000 0000800000 000000 00000000 0000

Bolzanova—\Weierstrassova véta

Ciselna posloupnost (a,,)S%; je omezena, pravé kdy? existuje realné kladné K,
pro které plati |a,| < K pro kazdé pfirozené n.

S ¥l

=y
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
000 0000 0000800000 000000 00000000 0000

Bolzanova—\Weierstrassova véta

Ciselna posloupnost (a,,)S%; je omezena, pravé kdy? existuje realné kladné K,
pro které plati |a,| < K pro kazdé pfirozené n.

o Kazda konvergentni posloupnost je omezena (rozmyslete!).

foiaB
ATy
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
000 0000 0000800000 000000 00000000 0000

Bolzanova—\Weierstrassova véta

Ciselna posloupnost (a,,)S%; je omezena, pravé kdy? existuje realné kladné K,
pro které plati |a,| < K pro kazdé pfirozené n.

o Kazda konvergentni posloupnost je omezena (rozmyslete!).
@ Opak neplati (viz ((—1)™)22). Ma kazda omezena posloupnost alespori
hromadny bod?
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilové kritérium
[e]e]e} 0000 0000800000 000000 00000000 0000

Bolzanova—\Weierstrassova véta

Ciselna posloupnost (a,,)S%; je omezena, pravé kdy? existuje realné kladné K,
pro které plati |a,| < K pro kazdé pfirozené n.

o Kazda konvergentni posloupnost je omezena (rozmyslete!).

@ Opak neplati (viz ((—1)™)22). Ma kazda omezena posloupnost alespori
hromadny bod?

@ Ptedstavime-li si omezenou a chaoticky se chovajici posloupnost (a;,)
mize byt prekvapivé, Zze odpovéd na otazku vyse je kladna.

oo
n=1-

an =4an_1(1 —ap—1), a1 =1/3

1A

0
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
000 0000 0O0000e0000 000000 00000000 0000

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod z R.

@ )
s
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Podilové kritérium

o limitach  Kritéria konvergence
0O0000e0000

a limity posloupnosti

Pfiklad!

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod z R.

Bud (a,)22; omezena posloupnost.

v
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é kritérium

o limitach  Kritéria konvergence
0O0000e0000

a limity posloupnosti ~ P¥ik

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod z R.

Bud (a,,)22 ; omezena posloupnost. Jisté existuje interval (b1, c1) takovy, ze
obsahuje viechny ¢leny posloupnosti (ay,)S2 ;. Rozdélime-li interval (b1,c1) na
polovi¢ni intervaly (b, bl%) a <b1%, c1), pak aspori jeden z téchto intervald
obsahuje nekoneéné mnoho &lenii posloupnosti (a,, )22 ;, oznaéme ho (ba, c3).
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Kritéria konvergence
0O0000e0000

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod z R.

Bud (a,,)22 ; omezena posloupnost. Jisté existuje interval (b1, c1) takovy, ze
obsahuje viechny ¢leny posloupnosti (ay,)S2 ;. Rozdélime-li interval (b1,c1) na
polovi¢ni intervaly (b, m) a <m 1), pak aspon jeden z téchto intervall
obsahuje nekoneéné mnoho &lenii posloupnosti (a,, )22 ;, oznaéme ho (ba, c3).
Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnorenych intervald (b, c,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho €lent (a,)S2 ; a pro jejichz délky plati

: c1—b _
Al (e = bn) = lim o= =0.
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Kritéria konvergence
0O0000e0000

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod z R.

Bud (a,,)22 ; omezena posloupnost. Jisté existuje interval (b1, c1) takovy, ze
obsahuje viechny ¢leny posloupnosti (ay,)S2 ;. Rozdélime-li interval (b1,c1) na
polovi¢ni intervaly (b, m) a <m 1), pak aspon jeden z téchto intervall
obsahuje nekoneéné mnoho &lenii posloupnosti (a,, )22 ;, oznaéme ho (ba, c3).
Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnorenych intervald (b, c,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho €lent (a,)S2 ; a pro jejichz délky plati

: c1—b _
Al (e = bn) = lim o= =0.

Podle axiomu dplnosti existuje redlné x patfici do kazdého z intervall (b, c,).
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Kritéria konvergence
0O0000e0000

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena Ciselnd posloupnost ma hromadny bod z R.

Bud (a,,)22 ; omezena posloupnost. Jisté existuje interval (b1, c1) takovy, ze
obsahuje viechny ¢leny posloupnosti (ay,)S2 ;. Rozdélime-li interval (b1,c1) na
polovi¢ni intervaly (b, m) a <M 1), pak aspon jeden z téchto intervall
obsahuje nekoneéné mnoho &lenii posloupnosti (a,, )22 ;, oznaéme ho (ba, c3).
Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnorenych intervald (b, c,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho €lent (a,)S2 ; a pro jejichz délky plati

g c1— by
ool = ) = 0 ot =0
Podle axiomu dplnosti existuje redlné x patfici do kazdého z intervall (b, c,).
Protoze délky intervalil (b, c,) konverguji k nule, Ize pro libovolné okoli H,
nalézt n dostatecné velké na to, aby cely interval (b,, ¢, ) patfil do H,. Proto Ize
v H, nalézt nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (a,,)52 ; a x je tedy hromadnym
bodem (a,,)22 O

n=1"
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
000 0000 0000008000 000000 00000000 0000

Limita monotonni posloupnosti

Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyz je dana posloupnost omezena.

foiaB
ATy
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Nerovnosti a limity posloupnosti ~ P¥iklady

Kritéria konvergence

Véty o limitach
D 0000008000

Algebraické operace na rozsifené relné ose

Limita monotonni posloupnosti

Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):
Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé

kdyz je dana posloupnost omezena.

o V pripadé, ze je zkoumana posloupnost (a,)5 ; neomezend, je z definice

limity zfejmé, ze lim a,, = +oco. (znaménko + pro neomezenost shora,
n—oo

pro zdola).

4
—
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braické operace na rozéitené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence N
0000008000

Limita monotonni posloupnosti

vnosti a limity posloupnosti  Piiklad

Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyz je dana posloupnost omezena.

o V pripadé, ze je zkoumana posloupnost (a,)5 ; neomezend, je z definice
limity zfejmé, ze lim a,, = +00. (znaménko -+ pro neomezenost shora, —
n—oo
pro zdola).
o Predpokladejme, ze (a,)S2 ; je rostouci a (shora) omezena. Potom podle
Bolzanovy—Weierstrassovy véty ma posloupnost (a, )22 ; hromadny bod,
oznacme ho z.

4
]
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braické operace na rozéitené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence N
0000008000

Limita monotonni posloupnosti

vnosti a limity posloupnosti  Piiklad

Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyz je dana posloupnost omezena.

o V pripadé, ze je zkoumana posloupnost (a,)5 ; neomezend, je z definice
limity zfejmé, ze lim a,, = +00. (znaménko -+ pro neomezenost shora, —
n—oo

pro zdola).
o Predpokladejme, ze (a,)S2 ; je rostouci a (shora) omezena. Potom podle

Bolzanovy—Weierstrassovy véty ma posloupnost (a, )22 ; hromadny bod,
oznaé¢me ho z. Bud H,, libovolné okoli bodu .

4
]
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é kritérium

¢ ose Veéty o limitach  Kritéria konvergence
0000008000

Limita monotonni posloupnosti

a limity posloupnosti  Ptiklad

Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyz je dana posloupnost omezena.

o V pripadé, ze je zkoumana posloupnost (a,)5 ; neomezend, je z definice
limity zfejmé, ze lim a,, = +00. (znaménko -+ pro neomezenost shora, —
n—oo

pro zdola).

o Predpokladejme, ze (a,)S2 ; je rostouci a (shora) omezena. Potom podle
Bolzanovy—Weierstrassovy véty ma posloupnost (a, )22 ; hromadny bod,
ozna¢me ho z. Bud H, libovolné okoli bodu z. Potom existuje jisté ay,
patfici do H,. Do tohoto okoli ale musi patfit vSsechna a,, s n > ng, protoze
pro né nutné plati a,, < a, < z. O

4
]
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Algebraické operace na rozsitené relné ose  Véty o limitach Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti PFiklady Podilové kritérium
000 0000 0O000000e00 000000 00000000 0000

Pfiklad (Limita posloupnosti ,.harmonickych ¢&isel“).

o0
Zkoumejme limitu posloupnosti <ZZ=1 %) .
n=1
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
000 0000 0O000000e00 000000 00000000 0000

Pfiklad (Limita posloupnosti ,.harmonickych ¢&isel“).

Zkoumejme limitu posloupnosti (ZZ=1 %)

oo
n

=

Tato posloupnost je oCividné rostouci. Podle véty o limité monoténni posloupnosti
tudiz existuje jeji limita. Vyberme z ni posloupnost (b,,)52 4,

1
b= —.
k
k=1
Plati 1 ) L 1 1
birq —bs = — _ _ _>9i_—  —
it T g T T T ey T T g
Odtud .
- n—1 n
bn:b1+zl(bj+17bj)2bl+ 5 :1+§
=
Posloupnost (b,,)22 ;, a tedy i (a,,)22;, neni omezen4 shora. Proto
n 1 _
lim — = +o0. //‘?&77@@
nvee Sk / @%ﬂ
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Nerovnosti a limity posloupnosti ~ P¥iklady

Véty o limitach  Kritéria konvergence
00000000 0000

0000 0000000080 000000

Algebraické operace na rozéitené relné ose

[e]e]e}

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity posloupnosti se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento
nedostatek odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka. Opét jde o diisledek

Bolzanovy—Weierstrassovy véty.

Véta (Bolzano—Cauchy):
Posloupnost (a,,)$2 ; je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé £ > 0 existuje ng
takové, Ze pro kazdé n,m > ng je |a, — am| < &.

Podilové krité

eN
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilové kritérium
[e]e]e} 0000 0000000080 000000 00000000 0000

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity posloupnosti se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento
nedostatek odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka. Opét jde o diisledek
Bolzanovy—Weierstrassovy véty.

Véta (Bolzano—Cauchy):

Posloupnost (a,,)$2 ; je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé n,m > ng je |a, — am| < &.

Necht ma (a,)52, limitu o € R.

v
ARV
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilové kritérium
[e]e]e} 0000 0000000080 000000 00000000 0000

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity posloupnosti se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento
nedostatek odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka. Opét jde o diisledek
Bolzanovy—Weierstrassovy véty.

Véta (Bolzano—Cauchy):

Posloupnost (a,,)$2 ; je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé n,m > ng je |a, — am| < &.

Necht ma (a,)$2, limitu o € R. Bud € > 0 libovolné. Potom Ize nalézt ng € N
takové, ze pro kazdé n > ng je |a, —a| < 5.

v
ARV
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raické operace na rozitené realné ose mitdch  Kritéria konvergence |

0000000080

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

limity posloupnosti P

V definici limity posloupnosti se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento
nedostatek odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka. Opét jde o diisledek
Bolzanovy—Weierstrassovy véty.

Véta (Bolzano—Cauchy):

Posloupnost (a,,)$2 ; je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé n,m > ng je |a, — am| < &.

Necht ma (a,)$2, limitu o € R. Bud € > 0 libovolné. Potom Ize nalézt ng € N
takové, Ze pro kazdé n > ng je |a, — a| < 5. TakZe pro libovolné n,m > ng plati

3

225.

€
|an—am|:\an—a+a—am|§\an—a|+|a—am|<§+

P¥i odhadu jsme vyuzili znalosti trojihelnikové nerovnosti. O
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilové kritérium
[e]e]e} 0000 0O00000000e 000000 00000000 0000

Necht (a,)$2 ; spliuje podminku

(Ve > 0)(3ng € R)(Yn,m € N)(n,m > ng = |an — an| < ).

v

JARSNIE=Y
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Algebraické operace na rozditené realné ose V

o limitach  Kritéria konvergence
0O00000000e

Nerc

ti a limity posloupnosti  Piiklad Podilové kritérium

Necht (a,)$2 ; spliuje podminku
(Ve > 0)(3ng € R)(Yn,m € N)(n,m > ng = |an — an| < ).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze

|am — an,| <1 pro kazdé m > ng.

w
oy )
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a rozsitené realné ose V o limitach  Kritéria konvergence N

a limity posloupnosti Pk
0O00000000e OC

Dukaz <.

é kritérium

Necht (a,)$2 ; spliuje podminku
(Ve > 0)(3ng € R)(Yn,m € N)(n,m > ng = |an — an| < ).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze

|am — an,| <1 pro kazdé m > ng.

Jinak feceno, pro m > ng patfi a,, do intervalu (an, — 1,an, +1) = H,, (1).

Mimo tento interval mize lezet pouze konecny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (a,,)22 ; je proto omezena.

ey el
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o limitach  Kritéria konvergence limity posloupnosti P é kritérium

0O00000000e

Necht (a,)$2 ; spliuje podminku

(Ve > 0)(3ng € R)(Yn,m € N)(n,m > ng = |an — an| < ).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze
|am — an,| <1 pro kazdé m > ng.

Jinak feceno, pro m > ng patfi a,, do intervalu (an, — 1,an, +1) = H,, (1).
Mimo tento interval mize lezet pouze konecny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (a,,)22; je proto omezena. Podle Bolzanovy—\Weierstrassovy véty

existuje © € R, hromadny bod posloupnosti (a,)52 ;.

ey el
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Kritéria konvergence
0O00000000e

Necht (a,)$2 ; spliuje podminku

(Ve > 0)(3ng € R)(Yn,m € N)(n,m > ng = |an — an| < ).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index ng € N tak, ze
|am — an,| <1 pro kazdé m > ng.

Jinak feceno, pro m > ng patfi a,, do intervalu (an, — 1,an, +1) = H,, (1).
Mimo tento interval mize lezet pouze konecny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (a,,)22; je proto omezena. Podle Bolzanovy—\Weierstrassovy véty
existuje © € R, hromadny bod posloupnosti (a,)52 ;.

Bud H,(g/2) okoli bodu z. Pro €/2 existuje ng tak, ze pokud m,n > ng pak plati
|an, — am| < /2. Urdité ale existuje m > ng tak, ze a,, € Hy(e/2). Tudiz pro

n > ng je

E €
|an—x|=|an—am+am—x\§|an—am|+|am—x|<§+§:5 O

ey el
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piiklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 @00000 00000000 0000

Hlavni body

Nerovnosti a limity posloupnosti
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Piklady Podilové kritérium

Nerovnosti a limity posloupnosti
00000000 0000

Kritéria konvergence

Véty o limitach
0000000000 O®@0000

Algebraické operace na rozéitené relné ose
0000

[e]e]e}

Nerovnost mezi limitami = 7

Necht realné posloupnosti (a,,)5; a (b,)2%, maji limity v R. Pokud

lim a, < limb,

potom existuje ng € N tak, Ze pro vSechna pfirozena n > ng plati a,, < by,.

an! b?l,
.
. ettt
o o
. .
. .
. .
H
,,,:,,,L',,:,,,,-,',L ,,4,°,-,,::‘,o:,k,, 2% e L 6 8 4 088 e . gets
P Py Ly B adr L Car ks e e e e
L.t . .,
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e
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= Lé
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium

[e]e]e} 0000 0000000000 [e]e] le]ele] 00000000 0000

Nerovnost mezi Cleny posloupnosti = 7

Dusledek:

Necht (a,,)2%; a (b,)S%, jsou redlné posloupnosti majici limitu v R. Pokud
existuje ng takové, ze pro vSechna prirozend n > ng je a, < b,, potom
lim a,, < limb,,.

)
A
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Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  Piiklady Podilové kritérium

Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach
[e]e] le]ele] 00000000 0000

[e]e]e} 0000 0000000000

Nerovnost mezi Cleny posloupnosti = 7

Dasledek:

Necht (a,,)2%; a (b,)S%, jsou redlné posloupnosti majici limitu v R. Pokud
existuje ng takové, ze pro vSechna prirozend n > ng je a, < b,, potom

lim a,, < limb,,.

| A

Diikaz.
Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze lim a,, > lim b,,. Potom podle

predchozi véty existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng plati a,, > b,. To je
ovsem ve sporu s predpokladanymi vlastnostmi posloupnosti (a,)S2 4
a (bn)2,. O

A
4@

i

e

g
Wre

J
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é kritérium

¢ Nerovnosti a limity posloupnosti P
00e000 (

Nerovnost mezi Cleny posloupnosti = 7

Dusledek:

Necht (a,)2%; a (b,)22; jsou redlné posloupnosti majici limitu v R. Pokud
existuje ng takové, ze pro vSechna prirozena n > ng je a,, < b,, potom

lim a,, < limb,,. |
C
Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze lim a,, > lim b,,. Potom podle
predchozi véty existuje ng € N takové, Ze pro vSechna n > ng plati a,, > b,. To je
ovsem ve sporu s predpokladanymi vlastnostmi posloupnosti (a,)S2 4

2 (bn)32. O

4

Poznamka:

Vsimnéte si, Ze neostrost nerovnosti je zde dilezita. Naptiklad, pro a,, = %
a b, = 0 plati ostra nerovnost a,, > b,, pro kazdé prirozené n, ale
lima,, =limb, = 0.
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Algebraické operace na rozsitené relné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000e00 00000000 0000

Véta o sevrené posloupnosti: idea

.-.....
®®eceee,
. - ot u:-.........:.:.....................
alb------—-- = e e m o R ok LT
. . . M . R « ° '.0 Py L3NS %
R . .
.
.
.
n
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Nerovnosti a limity posloupnosti  Priklady Podilové kritérium
00000000 0000

Kritéria konvergence
0000e0

Véty o limitach
0000000000

Algebraické operace na rozsifené relné ose
0000

[e]e]e}

Véta o sevrené posloupnosti

Véta (O seviené posloupnosti):
(b))% 1 a ()22 jsou redlné posloupnosti pro které plati

Necht (a,)5e,,
Q (Elno € N) (Vn eN, n> no) (an <b, < cn)
@ posloupnosti (a,)%; a (¢,)3%; maji stejnou limitu a € R.

Potom existuje limita posloupnosti (b,)52; a plati lim b, = a.

ZS 2020/2021 24 /37
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Algebraické operace na rozéifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 0000e0 00000000 0000

Véta o sevrené posloupnosti

Véta (O seviené posloupnosti):

Necht (a,)5 1, (b1)521 a (¢,)22 jsou redlné posloupnosti pro které plati
Qo (Elno € N) (Vn eN, n> no) (an <b, < cn)
@ posloupnosti (a,)%; a (¢,)3%; maji stejnou limitu a € R.

Potom existuje limita posloupnosti (b,)52; a plati lim b, = a.

Bud H,, okoli bodu «. Existuje mg € N tak, ze pro n > mg patfi jak a, tak ¢, do
H,. Pro n > max{ng, mg} do tohoto okoli musi patfit i b, protoze a,, < b, < ¢,
pro vSechna n > ng. Proto méa posloupnost (b,,)22; limitu rovnou c. O
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Algebraické operace na rozsitené relné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 00000e 00000000 0000

Priklad

Na nésledujici ptiklad nelze aplikovat vétu o limité podilu.

sinn

Vypoctéte limitu lim
n—oo n

@ )
/15
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 00000e 00000000 0000

Priklad

Na nésledujici ptiklad nelze aplikovat vétu o limité podilu.

sinn

Vypoctéte limitu lim
n—oo n

Funkce sin m3 obor hodnot Hy, = (—1,1). Tedy plati nerovnost
—1<sinx <1, prokazdéx € R.

Tudiz pro kazdé prirozené n plati

sinn

<

<

3=
S|

n

1 -1
Protoze ale lim — = lim — = 0 je podle predchozi véty
n

n—oo M n—o00
. sinn &5
lim =0. ﬁ&?f%@
n—oo N l;/ \:&U@g
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Algebraické operace na rozitené realné ose  Véty o limitich  Kritéria konvergence ~ Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PHklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 00000000 0000

Hlavni body

P¥iklady
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 0@000000 0000

/ \J§
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 0@000000 0000

Polozme h,, := {/n — 1.
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 0@000000 0000

lim /n =1.

n—oo

Polozme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 0@000000 0000

lim /n =1.

n—oo

Polozme h,, :== ¢/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2
n

n=1+h)" =Y (Z)hij > 1+ (;‘)hi
k=0

@ )
/15
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 0@000000 0000

lim /n =1.

n—oo

Polozme h,, :== ¢/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2
n

n=1+h)" =Y (Z)hjj > 1+ (;‘)hi
k=0

a tedy pro n > 2 plati

=)
L
/ \Mf P
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 0@000000 0000

lim /n =1.

n—oo

Polozme h,, :== ¢/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n=1+h)" =Y (Z)hij > 1+ (;‘)hi
k=0
a tedy pro n > 2 plati

n(n—1) B2

2 "
Pron > 2 je vyraz w kladny a mlzZeme jim proto posledni nerovnost vydélit

a diky nezédpornosti h, poté i odmocnit. Po téchto Gpravach dostavame

0< h, < \/5
n L)
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Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PHklady Podilové kritérium
000000 0@000000 0000

Véty o limitach
0000000000

Algebraické operace na rozsifené relné ose
0000

[e]e]e}

lim /n =1.

n—oo

Polozme h,, :=

n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n = 1,2, 3,
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n=1+h)" =Y (Z)hjg >1+ (Z)hi
k=0
a tedy pro n > 2 plati
n—1> Whi

Pron > 2 je vyraz w kladny a mlzZeme jim proto posledni nerovnost vydélit
a diky nezédpornosti h, poté i odmocnit. Po téchto Gpravach dostavame

2
0<h, <y/—.
n LD
Odtud ihned pomoci véty o seviené posloupnosti dostavame nh_)ngo h,=0. [
ZS 2020/2021 27/37
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 00@00000 0000

Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim ¥Va=1.

n—oo
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 00@00000 0000

Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim ¥Va=1.

n—oo

o Ptipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati
1< {a< /n.

V predchozim ptikladé jsme viak ukazali rovnost lim {/n = 1. Tudiz podle
n—oo

véty o seviené posloupnosti nl;ngo Ya=1.

@ )
s
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Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium
00@00000 0000

Kritéria konvergence
000000

Véty o limitach
0000000000

Algebraické operace na rozsitené realné ose
0000

[e]e]e}

Pro kazdé a € R, a > 0, je
lim ¥Va=1.

n—oo

o Ptipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati

1< {a< /n.
V predchozim ptikladé jsme viak ukazali rovnost lim {/n = 1. Tudiz podle
n—oo

véty o seviené posloupnosti nl;ngo Ya=1.

1
e P¥ipad 0 < a < 1: Z pfedchozi bodu plyne lim ’\”/> =1, tudiz podle véty
n—oo a

o limité podilu plati
. . 1
lim {/a= lim — =1
n— 00 n—oo ,/1
a )
izl
Ay
THrs

ZS 2020/2021 28/37
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch  Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 000@0000 0000
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 000@0000 0000

lim ¥n! = +00

n—oo

P¥i vypoltu této limity vyuZijeme nésledujici trik. Cleny v souginu dvou faktoriald
promichame v ,zrcadlovém” poradi:

(nh)? =(1- n)-(1-2-3---n)
(1 )( (n=1))-(3-(n=2))(n-1) =

ﬁ kEn+1—-k)
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Algebraické operace na roziten
000

alné ose  Véty o limitich Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piklady Podilové
0000 000000 000@0000 0000

kritérium
0000000000

lim ¥n! = +00

n—oo

P¥i vypoltu této limity vyuZijeme nésledujici trik. Cleny v souginu dvou faktoriald
promichame v ,zrcadlovém” poradi:

(n!)?

(1 n)-(1-2-3---m)
(200 2) 1) =
H (n+1—-k

Z grafu paraboly f(x) = z(n+ 1 — x) je zfejmé, Ze

f(k) = f(1) = f(n) =n

a proto (n!)2 > n"

o

. Konec¢né, 2n-t4 odmocnina dava

i
/] 5
Unl > /n — +o0.
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence Nerovnosti a limity posloupnosti
000 0000 0000000000

Priklady Podilové kritérium
000000 O000@000 0000

Priklad (11!).

Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti (a™)22; plati:

0, la] <1,
N 1L a=1,
lim a" =
n—00 +0o0, a>1,

neexistuje, a < —1.

=)
NS
I\ Ts
J Wy e
Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2020/2021



Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium

Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence
0000@e000 0000

[e]e]e} 0000 0000000000 000000

Priklad (11!).

Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti (a™)22; plati:

, la| < 1,
lim a" = 1, a=1
n—00 +0o0, a>1,

neexistuje, a < —1.

o Jednoduché pripady: Pokud a = 0 nebo a = 1, pak se jedna o konstantn{
posloupnost jejiz limita je rovna prislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz
ukazali, Ze limita ((—1)”)211 neexistuje.

&)
=l
eSS
W
ZS 2020/2021 30/37
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 00000800 0000

@ Necht 0 < |a| < 1. Platf

‘a"“’ = |a"‘ al < |a”’.

Posloupnost <|a”|> je tedy ostre klesajici a omezena, 0 < ’a”| < |al.

Z véty o limité monotonnl posloupnosti plyne existence kone¢né limity,
oznaéme ji L = lim ‘a |
n—oo

e

,/\
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach Nerovnosti a limity posloupnosti  P¥iklady Podilové kritérium

00000800

@ Necht 0 < |a| < 1. Platf
‘a"“’ = |a"‘ al < ’a”|.

(oo}
Posloupnost <|a”|> je tedy ostre klesajici a omezena, 0 < ’a”| < |al.
n=1
Z véty o limité monoténni posloupnosti plyne existence konecné limity,
oznac¢me ji L = lim ‘a"|.
n—oo
(oo} oo
Posloupnost (|a”+1|) je vybrana z (|a"’) a proto maji stejnou
n=1 n=1

limitu. Konecné

L= lim |a"™'|= lim |a|-|a"| =a|- lim |a"|=|a|- L.
n—00 n— oo n—oo

Diky predpokladiim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.
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Algebraické operace na rozsifené relné ose Nerovnosti a limity posloupnost/ ~ Piklady Podilové kritérium

00000800 0000

@ Necht 0 < |a| < 1. Platf
‘a"“’ = |a"‘ al < ’a”|.

(oo}
Posloupnost <|a”|> je tedy ostre klesajici a omezena, 0 < ’a”| < |al.
n=1
Z véty o limité monoténni posloupnosti plyne existence konecné limity,
oznatme ji L = lim |a"|.
n—oo
(oo} oo
Posloupnost (|a”+1|) je vybrana z <|a"’) a proto maji stejnou
n=1 n=1
limitu. Konecné

L= lim |a"™'|= lim |a|-|a"| =a|- lim |a"|=|a|- L.
n—00 n— oo n—oo

Diky predpokladiim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.
o P¥ipad a > 1: Podobné jako v predchozim pfipadé ukazeme, ze (a™) " je
ostfe rostouci posloupnost zdola omezena napf. ¢islem 1. Existuje proto limita

L= lim a".
n— o0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 31/37



ity posloupnosti  PHklady Pod
00000800 O

é kritérium

@ Necht 0 < |a| < 1. Platf
‘a"“’ = |a"‘ al < ’a”|.

(oo}
Posloupnost <|a”|) je tedy ostre klesajici a omezena, 0 < ’a”| < |al.
n=1
Z véty o limité monoténni posloupnosti plyne existence konecné limity,
oznatme ji L = lim |a"|.
n—oo
(oo} oo
Posloupnost (|a”+1|) je vybrana z (|a"’) a proto maji stejnou
n=1 n=1
limitu. Konecné

L= lim |a"™'|= lim |a|-|a"| =a|- lim |a"|=|a|- L.
n—00 n— oo n—oo

Diky predpokladiim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.
o P¥ipad a > 1: Podobné jako v predchozim pfipadé ukazeme, ze (a™) " je
ostfe rostouci posloupnost zdola omezena napf. ¢islem 1. Existuje proto limita

L = lim a™. Protoze posloupnost roste, musi nutné byt L. > a. Navic plati
n—oo

L=lim ¢"'=q- lim a"=a- L.
n— oo n— o0

Protoze ale L > a > 1 miZze tato nerovnost platit pouze v ptipadé L = +od. 2
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 000000@0 0000

oo
e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (LLQ”):L1 = ((az)n) nyni
- n=1

podle predchoziho bodu plati lim a?" = 400, protoze a® > 1.
n—oo

@ )
s
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 000000@0 0000

oo
e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (aQ”):il = ((az)n) nyni
- n=1

podle predchoziho bodu plati lim a?" = 400, protoze a® > 1.
n—oo

Limitu vybrané posloupnosti (a"*1)>

,—1 Shadno spocteme

lim ¢* ™ =qa- lim ¢*" =a- (+00) = —00.
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 000000@0 0000

oo
e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (aQ”):il = ((az)n) nyni
- n=1

podle predchoziho bodu plati lim a?" = 400, protoze a® > 1.
n—oo

Limitu vybrané posloupnosti (a"*1)>

,—1 Shadno spocteme

lim ¢* ™ =qa- lim ¢*" =a- (+00) = —00.

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti s rliznymi limitami. Plvodni limita, tj.

lim a", tedy neexistuje.
n—oo

LIy
7/?\9
T
S &)
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Algebraické operace na rozsifené redlné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti ~ PFklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 0000000e 0000

Shrnuti: Znamé posloupnosti a jejich limity

posloupnost limita
+o00, a >0,
(na)SLO:1 17 a = 07
0, a <0.

(V)i +00
0, la| <1,
() L
n=1 ~+00, a>1,

neexistuje, a < —1.

Vysledky v této tabulce povazujeme za znamé, netreba je v pisemce odvozovaﬁ‘ »@5
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitdch Kritéria konvergence ~Nerovnosti a limity posloupnosti  Piiklady Podilové kritérium
000 0000 0000000000 000000 00000000 @000

Hlavni body

@ Podilové kritérium
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Algebraické operace na rozitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  PFiklady Podilové kritérium
[e]e]e} 0000 0000000000 000000 00000000 000

Podilové kritérium

Z nyni jiz zndmé limity posloupnosti (a™)$2 ; a véty o limité sevfené posloupnosti
dostaneme pro fadu vypoctl dilezité podilové kritérium.

Véta (Podilové kritérium / ratio test for sequences):

Bud (a,)22, posloupnost kladnych ¢isel a necht existuje limita

q an+1
lim ,

n—oo Gy

oznacme jeji hodnotu symbolem ¢. Potom
@ pokud g < 1, pak lim a, =0,
n—oo

@ pokud ¢ > 1, pak lim a, = +o0.
n—oo
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria konvergence  Nerovnosti a limity posloupnosti  Pfiklady Podilové kritérium
[e]e]e} 0000 0000000000 000000 00000000 0080

Podilové kritérium

ukaz.

DokaZzme prvni bod.

v
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Algebraické operace na rozsitené realné ose  Véty o limitach  Kritéria kon\
[e]e]e} 0000 0000000000 000000 00000000 0080

Podilové kritérium

ce Nerovnosti a limity posloupnosti  PFiklady Podilové kritérium

Dokazme prvni bod. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r spliujici ¢ < r < 1. Diky

tomu pak i
. a
lim —tt

n—oo (U

<r.

v
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nity posloupnosti Podilové kritérium

O 00e0

Podilové kritérium

Dokazme prvni bod. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r spliujici ¢ < r < 1. Diky
tomu pak i
lim It

<r.

n—oo (U

Dle véty o nerovnostech v limitach existuje ng € N takové, ze nerovnost

An+1
an

<r

plati pro vSechna n > ng. Diky nezapornosti ¢lenti posloupnosti pak plati i
nerovnost a1 < ra, pro libovolné n > nyg.
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a rozsifené realné ose V o limitach

Podilové kritérium

a limity posloupnosti Pk
OC O 00e0

Podilové kritérium

Dokazme prvni bod. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r spliujici ¢ < r < 1. Diky
tomu pak i
lim It

n—oo (U

<r.

Dle véty o nerovnostech v limitach existuje ng € N takové, ze nerovnost

An+1
an

<r

plati pro vSechna n > ng. Diky nezapornosti ¢lenti posloupnosti pak plati i
nerovnost a1 < ra, pro libovolné n > ng. Tudiz pro n > ny je

0<a, <r" "™a,,.

Protoze 0 < r < 1, je limita pravé strany nerovnosti rovna nule.
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Podilové kritérium

[e]e] o)

Podilové kritérium

Dokazme prvni bod. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r spliujici ¢ < r < 1. Diky

tomu pak i
. a
lim —tt

n—oo (U

<r.

Dle véty o nerovnostech v limitach existuje ng € N takové, ze nerovnost

An+1
an

<r

plati pro vSechna n > ng. Diky nezapornosti ¢lenti posloupnosti pak plati i
nerovnost a1 < ra, pro libovolné n > ng. Tudiz pro n > ny je

0<a, <r" "™a,,.

Protoze 0 < r < 1, je limita pravé strany nerovnosti rovna nule. Z véty o limité
seviené posloupnosti tak dostdvame vysledek lim a, = 0.

n—oo
Druhy bod se dokaze obdobné.

O
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000 0000 0000000000 000000 00000000 000e

Podilové kritérium

Priklad.

3

1
Vypoctéte lim —.
n—soo n!
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[e]e]e} 0000 0000000000 000000 00000000 000e

Podilové kritérium

Priklad.

oy 1o 107 y
Vypoctéte lim ——. Protoze
n—soo n!
10n+1
lm D 10

je puvodni zkoumana limita rovna taktéz 0.

@ )
/15
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o Latka obsaZend v této prezentaci je dale podrobné vysvétlena (£ ve studijnim
textu.

o Ptiklady k procvi¢ovani latky o posloupnostech Ize nalézt v ('druhé a (' teti
BI-ZMA lekci na MARASTu a v (&' cvigebnici tamtéz.

@ K posloupnosti harmonickych Cisel zminéné v této prednasce se jesté béhem
semestru nékolikrat vratime. Zkuste se zamyslet nad tim, jak by studium jeji
limity dopadlo, pokud byste si jeji ¢leny poditali na pocitaci ve strojové
aritmetice.
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