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Hlavni body

Definice pojmu posloupnosti
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0e00000 000 0000000000000 00000

Posloupnosti: Gvodni poznamky

@ Intuitivné je asi zfejmé, co si pod slovnim spojenim ,,posloupnost realnych
Cisel" predstavit: ,Cisla jdouci za sebou®, vime které je prvni, druhé, atd.
Formaélné toto usporadani zachytime pomoci pojmu zobrazeni.

@ Pomoci posloupnosti Ize mimo jiné vyjadrovat a popisovat slozitost
algoritmi, ¢asovy priibéh riznorodych signald, iterativni feseni dloh,. . .
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Definice pojmu posloupnosti
0e00000

Dilezité podmnozin

a rozéitena realna

Posloupnosti: Gvodni poznamky

Lim

oupnost

Intuitivné je asi ziejmé, co si pod slovnim spojenim ,posloupnost redlnych
Cisel" predstavit: ,Cisla jdouci za sebou®, vime které je prvni, druhé, atd.
Formaélné toto usporadani zachytime pomoci pojmu zobrazeni.

Pomoci posloupnosti Ize mimo jiné vyjadfovat a popisovat slozitost
algoritmi, ¢asovy priibéh riznorodych signald, iterativni feseni dloh,. . .

@ ,Limita posloupnosti“ je nejjednodussi formou limitniho procesu s kterym
se béhem semestru setkdme (déle budeme studovat limity funkci).
("]
limity.

Derivace funkce i konstrukce Riemannova integrélu jsou zalozeny na pojmu

Dobré osvojeni a pochopeni pojmu limity posloupnosti proto velmi usnadnfi
dalsi studium.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
00e0000 000 0000000000000 00000

Posloupnosti: definice

Definice (Posloupnost / sequence):

Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame realna ciselna posloupnost.
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Vybrané posloupnost

Limita &iselné posloupnosti
00000

0000000000000

Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa

000

Definice pojmu posloupnosti
00e0000

Posloupnosti: definice

Definice (Posloupnost / sequence):
Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame realna ciselna posloupnost.

Poznamka (Terminologie a znaceni):
@ Jelia: N — R posloupnost, pak funkéni hodnotu a v bodé n € D, = N, tj.
a(n), oznalujeme a,, a nazyvame n-tym €lenem posloupnosti a. O n

samotném v tomto kontextu mluvime jako o indexu.
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Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnost

0000000000000 00000

Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa

000

Definice pojmu posloupnosti
00e0000

Posloupnosti: definice

Definice (Posloupnost / sequence):
Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame realna ciselna posloupnost.

Poznamka (Terminologie a znaceni):

@ Jelia: N — R posloupnost, pak funkéni hodnotu a v bodé n € D, = N, tj.
a(n), oznalujeme a,, a nazyvame n-tym €lenem posloupnosti a. O n
samotném v tomto kontextu mluvime jako o indexu.

@ Skutecnost, ze a : N — R je posloupnost, zapisujeme také zkracené

symbolem (a,,)22 ;.
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posloupnosti

a rozsitena redlna osa Lim 1é posloupnosti Vi

Definice pojmu posloupnosti DilleZité podmnotiny
00e0000 000

Posloupnosti: deflnlce

Definice (Posloupnost / sequence):
Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame realna ciselna posloupnost.

Poznamka (Terminologie a znaceni):

@ Jelia: N — R posloupnost, pak funkéni hodnotu a v bodé n € D, = N, tj.
a(n), oznalujeme a,, a nazyvame n-tym €lenem posloupnosti a. O n
samotném v tomto kontextu mluvime jako o indexu.

@ Skutecnost, ze a : N — R je posloupnost, zapisujeme také zkracené
symbolem (a,,)22 ;.

@ Indexovd mnoZina nemusi byt nutné tvofena pouze mnozinou N. Pokud
chceme omezit indexovou mnozinu naptiklad na nekone¢nou a zdola
omezenou J C Z, pak tento zdmér znacime zapisem

(an)n€J~

Specialné (a,)nen je ekvivalentni (a, )32 ;. Viechny nae posloupnosti jsoi %Q
vzdy nekonecné. A
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
000e000 000 0000000000000 00000

Priklad

Uvazme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
000e000 000 0000000000000 00000

Priklad

Uvazme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N.

o Napriklad tedy plati a1 = —1, ag =1, &i agez = —1.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
000e000 000 0000000000000 00000

Priklad

Uvazme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N.

o Napriklad tedy plati a1 = —1, ag =1, &i agez = —1.
@ Tuto posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zplsobem:

a= ((—1)")20:1~
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
000e000 000 0000000000000 00000

Priklad

Uvazme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N.

o Napriklad tedy plati a1 = —1, ag =1, &i agez = —1.
@ Tuto posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zplsobem:

a= ((_1)71)20:1'

@ Oborem hodnot a je mnoZina obsahujici pouze dva prvky, {—1,1}. Tato
posloupnost ma ale nekonecny pocet ¢lend.
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Definice pojmu posloupnosti
000e000

Priklad

Dilezité podmnoginy
000

a rozsiten realné osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti

0000000000000 00000

Uvazme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N.

o Napriklad tedy plati a1 = —1, ag =1, &i agez = —1.
@ Tuto posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zplsobem:
o0
a= ((_1)n)n:1

@ Oborem hodnot a je mnoZina obsahujici pouze dva prvky, {—1,1}. Tato
posloupnost ma ale nekonecny pocet ¢lend.
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Dilezité podmnoginy

Definice pojmu posloupnosti
000

0000e00

Vlastnosti posloupnosti

a rozéitena realna osa

Vybrané posloupnosti

Limita &iselné posloupnosti
00000

0000000000000

Podobné jako u funkci se nam budou k popisu chovani posloupnosti hodit

nasledujici pojmy.

o (a,)52, je rostouci (resp. klesajici) pokud a,, < a,y1 (resp. an > ani1)

pro kazdé n € N,
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000e00 000 0000000000000 00000

Vlastnosti posloupnosti

Podobné jako u funkci se nam budou k popisu chovani posloupnosti hodit
nasledujici pojmy.

o (a,)52, je rostouci (resp. klesajici) pokud a,, < a,y1 (resp. an > ani1)
pro kazdé n € N,

o (a,)22, je ostfe rostouci (resp. ostfe klesajici) pokud a,, < a,1 (resp.
ap, > apt1), pro kazdé n € N,

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA 7S 2020/2021 7/30



posloupnosti

Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Lim

1é posloupnosti \%
0000800

Vlastnosti posloupnosti

Podobné jako u funkci se nam budou k popisu chovani posloupnosti hodit
nasledujici pojmy.

o (a,)52, je rostouci (resp. klesajici) pokud a,, < a,y1 (resp. an > ani1)
pro kazdé n € N,

o (a,)22, je ostfe rostouci (resp. ostfe klesajici) pokud a,, < a,1 (resp.
ap, > apt1), pro kazdé n € N,

@ (a,)22, je monotonni pokud je rostouci nebo klesajici. (a,)32; je ryze

s

monotonni pokud je ostfe rostouci nebo ostre klesajici.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000080 000 0000000000000 00000

Priklad

Diskutujte vlastnosti nasledujicich posloupnosti.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000080 000 0000000000000 00000
Priklad

Diskutujte vlastnosti nasledujicich posloupnosti
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa

000000e 000

Priklad

Polozme a; = 9 a poté pro n € N déle

3a, +1, a, je liché,

an+1 = . )
an/2, a, je sudé.

Dokazete si tipnout jak se tato
posloupnost chova? Jak zavisi na volbé
al?

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

BI-ZMA
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa
000000e 000

Priklad

Polozme a; = 9 a poté pro n € N déle

3a, +1, a, je liché,

an+1 = . )
an/2, a, je sudé.

Dokazete si tipnout jak se tato
posloupnost chova? Jak zavisi na volbé
al?

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA

Limita &iselné posloupnosti
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa

000000e 000

Priklad

Polozme a; = 9 a poté pro n € N déle

3a, +1, a, je liché,

an+1 = . )
an/2, a, je sudé.

Dokazete si tipnout jak se tato
posloupnost chova? Jak zavisi na volbé
al?
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 00000

Hlavni body

Dilezité podmnoziny R a rozsitena realna osa
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Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti

Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa
0000000000000 00000

0000000 oceo

Okoli bodu a € R

Necht a € R a € > 0. Otevreny interval (a — &, a + €) nazyvdme e-okolim bodu
a v R a znaéime ho H,(e).

H(L(E) © t © D
a—e a a+e R /ﬁjg
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti

0000000 oceo 0000000000000 00000

Okoli bodu a € R

Necht a € R a € > 0. Otevreny interval (a — &, a + €) nazyvdme e-okolim bodu
a v R a znaéime ho H,(e).

Poznamka:
Je-liaeRae >0, pak z € H,(e), pravé kdyz plati nerovnost |z — a| < e. Tedy

Hy(e)={z eR ||z —a| <e}.

H,(e © 1 S @
() a—¢ a a+e R ﬁé@
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 oeo 0000000000000 00000

Okoli bodu a € R

Necht a € R a € > 0. Otevreny interval (a — &, a + €) nazyvdme e-okolim bodu
a v R a znaéime ho H,(e).

Poznamka:
Je-liaeRae >0, pak z € H,(e), pravé kdyz plati nerovnost |z — a| < e. Tedy

Hy(e)={z eR ||z —a| <e}.

Necht a € R a € > 0. Polouzavfeny interval {(a, a+¢), resp. (a —¢, a), nazyvame
pravym, resp. levym, c-okolim bodu a v R a zna&ime H (¢), resp. H, (¢).

° Hy ()

H,(¢) —o : =
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnost

0000000 oceo 0000000000000 00000

Okoli bodu a € R

Necht a € R a € > 0. Otevreny interval (a — &, a + €) nazyvdme e-okolim bodu
a v R a znaéime ho H,(e).

Poznamka:
Je-liaeRae >0, pak z € H,(e), pravé kdyz plati nerovnost |z — a| < e. Tedy

H,e)={z eR||z—a| <e}.

Necht a € R a € > 0. Polouzavfeny interval {(a, a+¢), resp. (a —¢, a), nazyvame
pravym, resp. levym, c-okolim bodu a v R a zna&ime H (¢), resp. H, (¢).

Poznamka:

O mnoziné HZ () nékdy téz mluvime jako o jednostranném okoli, a o H,(¢)
jako o oboustranném okoli bodu a € R.

H,(e © i = o
(&) a—€¢ a a+e¢ b b+e R
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 ooe 0000000000000 00000

Okoli a rozsirena redlna osa

Mnozinu R = R U {400, —oc} nazyvame rozifenou realnou osou.

@ )
s
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 ooe 0000000000000 00000

Okoli a rozsirena redlna osa

Mnozinu R = R U {400, —oc} nazyvame rozifenou realnou osou.

Necht ¢ € R. Otevfeny interval (¢, +00), resp. (—oo, ¢), nazyvdme okolim bodu
+00, resp. —oo, v R a znadime H oo (c), resp. H_oo(c).

foiaB
ATy
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Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti

Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa
0000000000000 00000

0000000 ooe

Okoli a rozsirena redlna osa

Mnozinu R = R U {+00, —c0} nazyvame rozsitenou realnou osou.

Necht ¢ € R. Otevfeny interval (¢, +00), resp. (—oo, ¢), nazyvdme okolim bodu
+00, resp. —oo, v R a znadime H oo (c), resp. H_oo(c).

e Kazdy prvek mnoZiny R je tedy bud realné &islo, nebo jeden ze symbolii 400,
—00.

@ Neni-li potreba specifikovat velikost okoli, piSeme zkracené H,, Hioo, H_o-

@ Okoli bodu a jsme definovali pro libovolné a € R, aviak toto okoli je vzdy
podmnozinou R.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 000000000000 00000

Hlavni body

Limita Ciselné posloupnosti
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 O@00000000000 00000

Limita posloupnosti: O co jde?

o Castou praktickou otazkou tykajici se posloupnosti je jejich chovani pro
velké hodnoty n, tedy tzv. chovani v co. Co tim myslime?

foiaB
ATy
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 O@00000000000 00000

Limita posloupnosti: O co jde?

o Castou praktickou otazkou tykajici se posloupnosti je jejich chovani pro
velké hodnoty n, tedy tzv. chovani v co. Co tim myslime?

@ Mizeme se napfiklad ptat, jestli se Cleny posloupnosti aproximujici Feseni
dané dlohy skutecné blizi ke spravnému feseni.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 O@00000000000 00000

Limita posloupnosti: O co jde?

o Castou praktickou otazkou tykajici se posloupnosti je jejich chovani pro
velké hodnoty n, tedy tzv. chovani v co. Co tim myslime?

@ Mizeme se napfiklad ptat, jestli se Cleny posloupnosti aproximujici Feseni
dané dlohy skutecné blizi ke spravnému feseni.

o Cilem prvni Casti této prednasky je toto chovani presnéji popsat.

o
S0
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posloupnosti

Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti v

O®@00000000000

Limita posloupnosti: O co jde?

o Castou praktickou otazkou tykajici se posloupnosti je jejich chovani pro
velké hodnoty n, tedy tzv. chovani v co. Co tim myslime?

@ Mizeme se napfiklad ptat, jestli se Cleny posloupnosti aproximujici Feseni
dané dlohy skutecné blizi ke spravnému feseni.

o Cilem prvni Casti této prednasky je toto chovani presnéji popsat.

@ Co to viibec znamena ,blizit se“? DokaZeme tento intuitivni pozadavek
formalné vyjadFit?
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnost
0000000 000 0080000000000 00000

Limita posloupnosti: llustrace

Vagné: ¢leny posloupnosti se s rostoucim indexem n piblizuji jistému &islu?.

Qnp
.
.
.
.
.
. R .
e o e oo % .o o . .
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IToto neni definice! V pisemce za nula bodii.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 000@000000000 00000

Limita posloupnosti: Definice

Definice (Limita posloupnosti / limit of a sequence):

Rekneme, Ze realna posloupnost (a,)2%; ma limitu o € R, pravé kdy? pro kazdé
okoli H,, bodu « Ize nalézt ng € N takové, ze pro vsechna n € N vétsi nez nyg
plati a, € H,. V symbolech

(VHQ) (Elno S N) (Vn € N) (n >ng = ap € HQ).
Tuto skutecnost miizeme zapsat nékolika moznymi zplsoby:

lim a, =« nebo lima, =« nebo a, — a.
n— oo
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000800000000 00000

Poznamky k definici limity posloupnosti

@ Ekvivalentni pojem dostaneme, zaménime-li ,ng € N“ za ,,ng € R". Vyznam
také zlstane zachovan pripustime-li ,n > ng" misto ,n > ng".

@ )
/15
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnost
0000000 000 0000800000000 00000

Poznamky k definici limity posloupnosti

@ Ekvivalentni pojem dostaneme, zaménime-li ,ng € N“ za ,,ng € R". Vyznam
také zlstane zachovan pripustime-li ,n > ng" misto ,n > ng".

@ Pokud uvazujeme v € R, mlizeme definici preformulovat:

Kazdé okoli H, je v tomto p¥ipadé tvaru (o — e, « + ¢) pro néjaké kladné ¢.
Dale a,, € H,, znamena |a,, — a| < . Dostdvame tedy:

(Ve €R, £>0)(Ing eN)(VneN)(n>ng = |an, —a| <e).
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000800000000 00000

Poznamky k definici limity posloupnosti
@ Ekvivalentni pojem dostaneme, zaménime-li ,ng € N“ za ,,ng € R". Vyznam
také zlstane zachovan pripustime-li ,n > ng" misto ,n > ng".

@ Pokud uvazujeme v € R, mlizeme definici preformulovat:

Kazdé okoli H, je v tomto p¥ipadé tvaru (o — e, « + ¢) pro néjaké kladné ¢.
Dale a,, € H,, znamena |a,, — a| < . Dostdvame tedy:

(Ve €R, £>0)(Ing eN)(VneN)(n>ng = |an, —a| <e).

@ Podobnou tvahou pro pfipad o = 400 dostavame podminku

(VcE]R)(EInO EN)(VnEN)(n>n0 = a, >c).
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnost
0000000 000 0000800000000 00000

Poznamky k definici limity posloupnosti

@ Ekvivalentni pojem dostaneme, zaménime-li ,ng € N“ za ,,ng € R". Vyznam
také zlstane zachovan pripustime-li ,n > ng" misto ,n > ng".

@ Pokud uvazujeme v € R, mlizeme definici preformulovat:

Kazdé okoli H, je v tomto p¥ipadé tvaru (o — e, « + ¢) pro néjaké kladné ¢.
Dale a,, € H,, znamena |a,, — a| < . Dostdvame tedy:

(Ve €R, £>0)(Ing eN)(VneN)(n>ng = |an, —a| <e).

@ Podobnou tvahou pro pfipad o = 400 dostavame podminku

(VcE]R)(EInO EN)(VnEN)(n>n0 = a, >c).

@ Udejte podminku pro o = —oc.
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mu posloupnosti podmnoziny R a rozitens redlna osa Limita &iselné posloupnosti

0O000@00000000

Poznamky k definici limity posloupnosti

Ekvivalentni pojem dostaneme, zaménime-li ,ng € N“ za ,,ng € R". Vyznam
také zlstane zachovan pripustime-li ,n > ng" misto ,n > ng".

Pokud uvazujeme o € R, mlzeme definici preformulovat:

Kazdé okoli H, je v tomto p¥ipadé tvaru (o — e, « + ¢) pro néjaké kladné ¢.
Dale a,, € H,, znamena |a,, — a| < . Dostdvame tedy:

(Ve €R, £>0)(Ing eN)(VneN)(n>ng = |an, —a| <e).

Podobnou tvahou pro pripad o = +o00 dostdvame podminku

(VCER)(EIHO EN)(VnEN)(n>n0 = a, >c).

Udejte podminku pro @ = —o0.

NerozliSujeme ,vlastni* a ,,nevlastni* limitu, oba tyto pojmy jsou v nasem
v/ v bl
pristupu obsazeny.
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Definice pojmu posloupnosti
0000000

Dilezité podmnoginy
000

Limita &iselné posloupnosti
0O0000@0000000

a rozsitena redlna osa
Poznamky k definici limity posloupnosti
vsechna n > ny.

Vybrané posloupnosti
00000
o Dokazat tvrzeni ,, lim a, = a" pfimo z definice znamena ke kazdému okoli
n—oo

H,, urCenému parametrem ¢ nebo ¢, nalézt ng € N tak, aby a,, € H, pro

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

BI-ZMA

ZS 2020/2021



Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnost
0000000 000 0O0000@0000000 00000

Poznamky k definici limity posloupnosti

o Dokazat tvrzeni ,, lim a, = a" pfimo z definice znamena ke kazdému okoli
n—oo

H,, urCenému parametrem ¢ nebo ¢, nalézt ng € N tak, aby a,, € H, pro
vsechna n > ny.

@ Posloupnost (a,,)2°; ma limitu « € R, pravé kdy? v kazdém okoli bodu «
lezi vechny &leny posloupnosti (a,,)5° ; az na koneény pocet vyjimek.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0O0000@0000000 00000

Poznamky k definici limity posloupnosti

o Dokazat tvrzeni ,, lim a, = a" pfimo z definice znamena ke kazdému okoli
n—oo

H,, urCenému parametrem ¢ nebo ¢, nalézt ng € N tak, aby a,, € H, pro
vsechna n > ny.

@ Posloupnost (a,,)2°; ma limitu « € R, pravé kdy? v kazdém okoli bodu «
lezi vechny &leny posloupnosti (a,,)5° ; az na koneény pocet vyjimek.

@ K tomu aby lim a,, = « ale nestadi, aby v kazdém okoli bodu «a lezelo
nekone¢né mnoho ¢lenl posloupnosti.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0O00000e000000 00000

Kolik limit mize posloupnost mit?

Véta (Jednoznacnost limity):

Kazda ciselna posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

+Nejvyse jednu® znamena bud Zadnou, nebo pravé jednu.

S ¥l

=y
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a rozsiten realné osa Limita &iselné posloupnosti posloupnosti
0O00000e000000

Dile

é podmnosiny

Definice pojmu posloupnosti

Kolik limit mize posloupnost mit?

Véta (Jednoznacnost limity):
Kazda ciselna posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

+Nejvyse jednu® znamena bud Zadnou, nebo pravé jednu.

Dikaz sporem.
Ptedpokladejme, Ze (a,,)%; mé dvé riizné limity o, B € R, o # 3. Potom existuji
dvé disjunktni okoli H, a Hg, tj. H, N Hg = (). Z definice limity ovéem mame k
dispozici ng € N a mgy € N takova, ze pro vSechna n > ng je a, € H, a pro
vsechna n > my je a,, € Hg. Tudiz pro n > max{ng, mo} plati

CLHEHaﬂHﬁZQ

coz neni mozné.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0O000000e00000 00000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Limita konstantni posloupnosti a,, = a, n € N je rovna a.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0O000000e00000 00000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Limita konstantni posloupnosti a,, = a, n € N je rovna a.

Bud ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li libovolné ny € N potom pro n > ng trivialné platf

la, —a| =0<e.

@ )
/15
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Vybrané posloupnosti
00000

Limita &iselné posloupnosti

a rozéitena realna osa
0O000000e00000

Dilezité podmnoginy

Definice pojmu posloupnosti
000

0000000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Limita konstantni posloupnosti a,, = a, n € N je rovna a.

Bud ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li libovolné ny € N potom pro n > ng trivialné platf

la, —a| =0<e.

Limita posloupnosti a,, = n? neN, je +o0.

=)
L
/ \Mf P
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Vybrané posloupnosti
00000

Limita &iselné posloupnosti

a rozéitena realna osa
0O000000e00000

Dilezité podmnoginy

Definice pojmu posloupnosti
000

0000000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Limita konstantni posloupnosti a,, = a, n € N je rovna a.

Bud ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li libovolné ny € N potom pro n > ng trivialné platf

la, —a| =0<e.

Limita posloupnosti a,, = n? neN, je +o0.

Bud K > 0 libovolné. Zvolime-li pfirozené ng > v K, pak pro kazdé n > nq plati
n>ng > VK atudiz a, =n®> K. ﬂ?r%?
I TS
J Wi s
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000080000 00000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Dokazte lim l =0.
n—oo 1
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000080000 00000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Dokazte lim l =0.
n—oo 1

Bud £ > 0 libovolné.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000080000 00000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Dokazte lim l =0.
n—oo 1

Bud € > 0 libovolné. Pozadavek

1
|an—0|: —| =
n

1
—<e
n

je ekvivalentni podmince n > %

@ )
/15
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000080000 00000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Dokazte lim l =0.

n—o00 M,

Bud € > 0 libovolné. Pozadavek

1

n

1!
la, — 0] = =—<e
n

je ekvivalentni podmlnce n > . Stadi tedy k danému ¢ volit libovolné ng € N
spliujici ng > =
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Vybrané posloupnosti

Limita &iselné posloupnosti
00000

Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa
0000000080000

Definice pojmu posloupnosti
000

0000000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Dokazte lim l =0.

n—o00 M,

Bud € > 0 libovolné. Pozadavek
1

1!
= —<e
n n

n_0|:

je ekvivalentni podmlnce n > . Stadi tedy k danému ¢ volit libovolné ng € N

spliujici ng > =

1/n
?
1 . .
: : ° b L4 L] L] )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 qu)
@
A% §
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Vybrané posloupnosti

Limita &iselné posloupnosti
00000

Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa
0000000080000

Definice pojmu posloupnosti
000

0000000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Dokazte lim l =0.

n—o00 M,

Bud € > 0 libovolné. Pozadavek
1

1!
= —<e
n n

n_0|:

je ekvivalentni podmlnce n > . Stadi tedy k danému ¢ volit libovolné ng € N

spliujici ng > =

1/n
!
| L]
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Vybrané posloupnosti

Limita &iselné posloupnosti
00000

Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa
0000000080000

Definice pojmu posloupnosti
000

0000000

Priklady: limity jednoduchych posloupnosti

Dokazte lim l =0.

n—o00 M,

Bud € > 0 libovolné. Pozadavek
1

1!
= —<e
n n

n_0|:

je ekvivalentni podmlnce n > . Stadi tedy k danému ¢ volit libovolné ng € N

spliujici ng > =

1/n
°
€ : 7 ° °
! ! ! ! | b hd L4 (] N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 5
I_> //5‘1\77 5
no
BI-ZMA ZS 2020/2021 21/30

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)



Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000008000 00000

Konvergence a divergence posloupnosti

Podle ne/existence limity posloupnosti a jeji hodnoty rozliSujeme nésledujici typy
posloupnosti.

Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je
prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.

Pokud limita posloupnosti existuje, pak také fikame, ze ,,posloupnost ma limitu".
V tom pfipadé jeji hodnota patii do R.
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& podmnotiny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti posloupnosti
0000000008000

nu posloupnosti

Konvergence a divergence posloupnosti

Podle ne/existence limity posloupnosti a jeji hodnoty rozliSujeme nésledujici typy
posloupnosti.

Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je
prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.

Pokud limita posloupnosti existuje, pak také fikame, ze ,,posloupnost ma limitu".
V tom pfipadé jeji hodnota patii do R.

Priklad.

Na zakladé vysledkii predchozich prikladdi dostavame:
o posloupnost ()™ je konvergentnt,
@ libovolna konstantni posloupnost je konvergentni,
@ posloupnost (n?)%2; je divergentni.

Vsechny tfi uvedené posloupnosti maji limitu.
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Vybrané posloupnost

Limita &iselné posloupnosti
00000

Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa
0000000000800

Definice pojmu posloupnosti
000

0000000

Vypocet limity posloupnosti

Vypocet limity posloupnosti (a,,)52; pomoci definice spodiva v GspéSném

provedeni dvou kroki:
@ Uhodni kandidata na limitu, ozn. o € R.

@ Pomoci definice dokaz, ze lim a, = a.
n—r oo

V pristi prednasce si ukazeme dalsi nastroje pro vypocet limit.

A\
©

{

i

>J

°Tj. bez znalosti jeji pripadné hodnoty, jak to vyzaduje definice?
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le#ité podmnoziny R a rozsitena realn osa Limita &iselné posloupnosti
0000000000800

e pojmu posloupnosti

Vypocet limity posloupnosti

Vypocet limity posloupnosti (a,,)32 ; pomoci definice spociva v Gspésném
provedeni dvou kroki:
@ Uhodni kandidata na limitu, ozn. o € R.

@ Pomoci definice dokaz, ze lim a, = a.
n—r oo

v

V pristi prednasce si ukazeme dalsi nastroje pro vypocet limit.

Velmi ¢asto je ndm vSak hodnota limity (pokud vilbec existuje) neznama. Typicky
je jeji pripadna hodnota pravé to, co hledame. Vyvstava proto pfirozena otazka:

Lze rozhodnout o konvergenci posloupnosti (a,)S_; pouze® na zakladé
znalosti jejich cleni?

Na tuto otazku kladné odpovime v nasledujici prednasce.

2Tj. bez znalosti jeji p¥ipadné hodnoty, jak to vyZaduje definice?
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Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti

Definice pojmu posloupnosti Diileité podmnoziny R a rozéitend realna osa
0000000 000 0000000000080 00000
Porovnavani posloupnosti: prvni ukazka

Casto je vyhodné k odvozeni limity jedné posloupnosti pouzit jeji srovnani s jinou,
88i, posloupnosti se znamou limitou. V néasledujicich prednaskach si

jednodussi,
ukazeme nékolik takovych vét.

také lim a, = +oo.
n—oo

Méjme dvé posloupnosti (@)1, ()52, a necht existuje ng € N takové, ze pro
vsechna n vétsi nez ng plati nerovnost a,, > b,,. Pokud lim b, = +o00, potom
n—oo

Diikaz je jen dvojitym pouzitim definice.

J

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021
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osloupnosti

Limita &iselné posloupnosti Vybran
0000000000080

lezité podmnoziny R a rozéitena realna osa

Porovnavani posloupnosti: prvni ukazka

Casto je vyhodné k odvozeni limity jedné posloupnosti pouzit jeji srovnani s jinou,

jednodussi, posloupnosti se znamou limitou. V néasledujicich prednaskach si

ukazeme nékolik takovych vét.

Méjme dvé posloupnosti (@)1, ()52, a necht existuje ng € N takové, ze pro

vsechna n vétsi nez ng plati nerovnost a,, > b,,. Pokud lim b, = +o00, potom
n—oo

také lim a, = +oo.
n—oo

Diikaz je jen dvojitym pouzitim definice.

Vezméme okoli H, = (¢, +00). Protoze lim b,, = +00, mame pro toto ¢ k
n— oo

dispozici jisté mg takové, ze pro vsechna n vétsi nez myq je b, > c. Vezmeme-li

proto nyni libovolné n vétsi nez Ny := max{ng, mo}, pak a, > b, > c. Tudiz

lim a, = +oo.
n—r oo

O
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posloupnost

ité podmnoziny R a rozsifen redlna osa Limita &iselné posloupnosti v
000000000000 e 00000

Definice pojmu posloupnosti

Priklad

Odhadovani hodnoty limity posloupnosti vypoétem prvnich nékolika ¢lent (tj.
dosazovanim malych n, vykreslovanim kone¢ného poctu ¢lenid na poéitaci) mize
vést ke Spatnym zavérim. Jako jednoduchy priklad uvazme posloupnost (a,,)52 ¢

definovanou predpisem

S
an:ZW, n € N.
k=1
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ité podmnoziny R a rozsifen redlna osa Limita &iselné posloupnosti v posloupnosti

Definice pojmu posloupnosti
O 000000000000 e 00000

Priklad

Odhadovani hodnoty limity posloupnosti vypoétem prvnich nékolika ¢lent (tj.
dosazovanim malych n, vykreslovanim kone¢ného poctu ¢lenid na poéitaci) mize
vést ke Spatnym zavérim. Jako jednoduchy priklad uvazme posloupnost (a,,)52 ¢

definovanou predpisem

"Lk
n = Z 103k-3" neN.

k=1
a,
1.0015 -
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1.0005 -
10 20 30 40 50
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podmnoziny R a rozitens redlna osa Limita &iselné posloupnosti posloupnosti

000000000000 e

Definice pojmu posloupnosti

Priklad

Odhadovani hodnoty limity posloupnosti vypoétem prvnich nékolika ¢lent (tj.
dosazovanim malych n, vykreslovanim kone¢ného poctu ¢lenid na poéitaci) mize
vést ke Spatnym zavérim. Jako jednoduchy priklad uvazme posloupnost (a,,)52 ¢

definovanou predpisem

S
an:ZW, n € N.
k=1
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Definice pojmu posloupnosti

Priklad

podmnoziny R a rozitens redlna osa Limita &iselné posloupnosti
000000000000 e

posloupnosti

Odhadovani hodnoty limity posloupnosti vypoétem prvnich nékolika ¢lent (tj.

dosazovanim malych n, vykreslovanim kone¢ného poctu ¢lenid na poéitaci) mize
oo
n=1

vést ke Spatnym zavérim. Jako jednoduchy priklad uvazme posloupnost (a,,)
definovanou predpisem

"Lk
n = Z 103k-3" neN.

k=1
an
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnotziny R a rozéitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 00000

Hlavni body

Vybrané posloupnosti
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 0e000

Definice vybrané posloupnosti

Necht (a,)$2 ; je libovolna posloupnost a (k)52 ; je ostFe rostouci posloupnost
o0

pfirozenych &isel. Pak posloupnost (ax, ) _, nazyvadme posloupnosti vybranou z

=1
posloupnosti (a, )% ;. Posloupnost (akn)zo:

posloupnosti (a,)%2 ;.

| nazyvame také podposloupnosti
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 0e000

Definice vybrané posloupnosti

Necht (a,)$2 ; je libovolna posloupnost a (k)52 ; je ostFe rostouci posloupnost
o0

pfirozenych &isel. Pak posloupnost (ax, ) _, nazyvadme posloupnosti vybranou z

=1
posloupnosti (a, )% ;. Posloupnost (akn)zo:

posloupnosti (a,)%2 ;.

| nazyvame také podposloupnosti

n: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

Ay - ai a2 as a4 as Qg ay as ag aio
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 0e000

Definice vybrané posloupnosti

Necht (a,)$2 ; je libovolna posloupnost a (k)52 ; je ostFe rostouci posloupnost
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pfirozenych &isel. Pak posloupnost (ax, ) _, nazyvadme posloupnosti vybranou z

=1
posloupnosti (a, )% ;. Posloupnost (akn)zo:

posloupnosti (a,)%2 ;.

| nazyvame také podposloupnosti

n: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

ko 2 5 6 9
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 0e000

Definice vybrané posloupnosti

Necht (a,)$2 ; je libovolna posloupnost a (k)52 ; je ostFe rostouci posloupnost
o0

pfirozenych &isel. Pak posloupnost (ax, ) _, nazyvadme posloupnosti vybranou z

posloupnosti (a, )% ;. Posloupnost (akn)zo:l nazyvame také podposloupnosti
posloupnosti (a, )52

n=1-

n: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

i “ s ¢ “ s o

Ny

ag,, - ag as Qg Qg
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Definice pojmu posloupnosti

Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa
0000000

Limita &iselné posloupnosti
000

Vybrané posloupnosti
0000000000000

[¢] lele]e}

Definice vybrané posloupnosti

Necht (a,)$2 ; je libovolna posloupnost a (k)52 ; je ostFe rostouci posloupnost

v s v/ oo e e
prirozenych Cisel. Pak posloupnost (akn —1 nazyvame posloupnosti vybranou z

posloupnosti (a,,)3%;. Posloupnost (ay,,) -

:1
posloupnosti (a,)> ;.

nazyvame také podposloupnosti

n: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

ko 2 5 6 9

ag,, - as as ag Qg

Cleny posloupnosti (k, )22, udavaji indexy ¢lenii posloupnosti (a,,)

o0 A
ne1, které:
(an)S, vybereme.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 27/30



Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 00e00

P¥iklady

Posloupnost (1), je vybrané z ((—1)") " . Skute&n, sta&i vzit sudé &leny,
tedy k, = 2n pron € N.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 00e00

P¥iklady

Priklad.

Posloupnost (1), je vybrané z ((—1)") " . Skute&n, sta&i vzit sudé &leny,
tedy k, = 2n pron € N.

Ptiklad.
Uvazme posloupnost a,, = (—1)"n, n € N. Prvnich par ¢lend tedy je
~1,2,-3,4,...
@ Posloupnost (2n)$2 ; je vybrana z (a,)S ;. Ano, stadi volit rostouci k, = 2n
a pak ag, = 2n.
@ Posloupnost (2)$2; neni vybrand z (a,)S2 ;. Sice plati, Ze kdyz polozime

n=1
kn =2, pak ag, = 2, ale (k)22 nenf ostfe rostouci.

| \

Je dulezité si povSimnout, ze pti vybéru clend musime zachovat jejich poradi
v pivodni posloupnosti, proto v definici pozadujeme aby (k)22 ; byla ostre
rostouci.
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 00080

Co lIze ¥ici o limité vybrané posloupnosti?

P¥imo z definice ihned nahlédneme:

Véta (O limité vybrané posloupnosti):

Necht posloupnost (a,,)%%; ma limitu o € R. Pak kazd4 podposloupnost vybrana
z (an,)22; mé také limitu a.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 29 /30



Vybrané posloupnosti

Limita &iselné posloupnosti
00080

Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa
000 0000000000000

0000000

Co lIze ¥ici o limité vybrané posloupnosti?

P¥imo z definice ihned nahlédneme:

Véta (O limité vybrané posloupnosti):
Necht posloupnost (a,,)%%; ma limitu o € R. Pak kazd4 podposloupnost vybrana

z (a,)$2, ma také limitu a.

o0
= 0. Posloupnost (m) je totiz vybrané posloupnost
: n=1

Plati lim ———
L asa 4n! + n?

n— oo
1\ 1
(—) a jiz vime, ze lim — = 0.
") = n—o0o N
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 00080

Co lIze ¥ici o limité vybrané posloupnosti?

P¥imo z definice ihned nahlédneme:

Véta (O limité vybrané posloupnosti):

Necht posloupnost (a,,)%%; ma limitu o € R. Pak kazd4 podposloupnost vybrana
z (a,)$2, ma také limitu a.

o

- 1 1
Plati nh—{lgo m =0. POSIOUpnOSt (W)

je totiz vybrana posloupnost
=1
oo 1 "
z (—) a jiz vime, ze lim — = 0.
n=1 n—,oo N,

Dusledek:

Lze-li z posloupnosti (a,, )22 ; vybrat dvé podposloupnosti s riznymi limitami, pak
limita pdvodni posloupnosti (a, )52, neexistuje.

v
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Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti
0000000 000 0000000000000 [e]e]ele] ]

Priklad

neexistuje.

Limita posloupnosti ((—1)n):O=

1
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Limita &iselné posloupnosti Vybrané posloupnosti

Definice pojmu posloupnosti Dilezité podmnoziny R a rozitens reélna osa
0000000000000 [e]e]ele] ]

0000000 [e]e]e)

Priklad

Limita posloupnosti ((—1)") " | neexistuje.

Vybereme podposloupnosti se sudymi a lichymi indexy. Tj. polozime k,, :=2n a
by, =2n—1pron=1,2,.... Potom obé vybrané podposloupnosti jsou
konstantni s rliznymi limitami:

ap, =1—=1, ap, =—-1— -1
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o Latka obsazend v této prezentaci je dale podrobné vysvétlena v prvnich
podkapitolach (f'studijniho textu.

@ P¥iklady k procvitovani Iatky o posloupnostech Ize nalézt v (£ druhé a (@ t¥eti
BI-ZMA lekci na MARASTu a v (@' cviéebnici tamtéz.

@ Posloupnost uvedend na slidu 9 je zndmé posloupnost z tzv. Collatzovy
hypotézy. Vice se o ni miizete dozvédét napiiklad (£ zde.
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https://courses.fit.cvut.cz/BI-ZMA/textbook/chap_posloupnosti.html
https://marast.fit.cvut.cz/cs/lectures/14
https://marast.fit.cvut.cz/cs/lectures/14
https://marast.fit.cvut.cz/cs/lectures/14
https://marast.fit.cvut.cz/cs/cvicebnice/BI-ZMA
https://en.wikipedia.org/wiki/Collatz_conjecture
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