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Zenonilv paradox: Achilles a zelva
Achilles je dvakrat rychlej$i nez (zavodni) zelva
AHCILEZ A ZEVLA

s rychlosti 0,5m/s, zelva ma naskok 1m.
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Zenonilv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlej$i nez (zavodni) zelva
s rychlosti 0,5m/s, zelva ma naskok 1m.

AHCILEZ A 2EVLA
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Zenonilv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlej$i nez (zavodni) zelva
s rychlosti 0,5m/s, zelva ma naskok 1m.

AHCILEZ A 2EVLA
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Zenonlv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlej$i nez (zavodni) zelva

HCl 2 . v ;s
kb s rychlosti 0,5m/s, Zelva ma naskok 1m.

)
Al Tuto malou Zeviu nepretbjene t=0
] ai Uchiles, méll én mali nksok. _ =
0 1 T
3 )
" t=1
— ' 1 1,5 z
Arcles 8 v Zonoe, L )

didiil! t = 1’5

151,75 =

Ergo, Achilles Zelvu nikdy nedohoni.

historje.tumblr.com o . .
Casové okamziky a polohy Achilla a Zelvy:

n n n
th = 27 a, = ; okl L = ;2—? ﬁk{%
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Ciselna rada

Definice (Ciselna ¥ada / number series):

Formalni vyraz tvaru
o0
E ap =ao + a1 +ag +---
k=0

nazyvame cCiselnou fadou.

<
TV
Ay
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Ciselna rada

ncialni funkce a Eulerovo &islo

Definice (Ciselna ¥ada / number series):

Formalni vyraz tvaru

Zak=a0+a1+a2+-.-
k=0

nazyvame ciselnou fadou. Pokud je posloupnost ¢astecnych soucti
Sp = § ag, N E NO?
k=0
konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé

mluvime o divergentni Ciselné fadé.
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Ciselna rada

Definice (Ciselna ¥ada / number series):

Formalni vyraz tvaru
o0
E ar =ap+a; +ag+---
k=0

nazyvame ciselnou fadou. Pokud je posloupnost ¢astecnych soucti

Sn ::Zalm nGNO,

k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé
oo

mluvime o divergentni Ciselné Fadé. Souctem konvergentni Fady E ag

k=0
nazyvame hodnotu limity lim s,.
n— oo
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Priklad

Pro |¢| < 1 Fada

oo
SdF=14q+P+ g+
k=0

2 Y v . 1
konverguje a jejim souctem je =

@ )
/15
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Ciselné fady
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Priklad

Pro |¢| < 1 Fada
oo

Y dF=l+q+l++a*+--

k=0

- Y v . 1
konverguje a jejim souctem je T

Cleny posloupnosti ¢aste¢nych soucti Ize primo sedist,

n 1— qn+1
T ;qk =, (Platiprolib.g#1)

Takze pro |q| < 1 dostadvame lim s, = T Piseme také
—q

n—oo
oo
1
k_ _~ au)
Zq _1_qv IQ|<1 Wi@
S ¥l

k=0
75 2020/2021 6/30
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Priklad: zpét k Achillovi a zelvé

V Case t,, je Achilles a,, metri od startu a zelva z,, metrdi od startu,

n n

th=>» 27 g, =) 27k o = zn: 27k,
k=0

k=1 k=1
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Priklad: zpét k Achillovi a zelvé

V Case t,, je Achilles a,, metri od startu a zelva =, metri od startu,

n n n

—k+1 —k+1 o —k

=3 27 g, ="k =Nk
k=1 k=0

k=1

Dle predchoziho prikladu vime
lim t, =) 27 Fl=———=2
nmoo ™ ; 1-1/2 7

o0
lim a, = ZQ—’M =2,
k=1

n—o0
oo
- —k
lim z, = g 27 = 2.
n— o0
k=0
&)
A
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Priklad: zpét k Achillovi a zelvé

V Case t,, je Achilles a,, metri od startu a zelva =, metri od startu,

n n n

—k+1 —k+1 " —k

=3 27 g, ="k =Nk
k=1 k=0

k=1

Dle predchoziho prikladu vime
lim ¢, =) 27F = ——— =2
nmoo ™ ]; 1-1/2 7

o0
lim a, = ZQ—’M =2,
k=1

n—o0

o0
lim -, = § 27k =2,
n—oo

k=0

Achilles proto zelvu dobéhne za 2 sekundy 2 metry od startu!
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Nutnd podminka konvergence rady

Nasledujici vétu lIze pouzit k vyvraceni konvergence rady.

Véta (Nutna podminka konvergence fady):

oo
Pokud rada Zak konverguje, potom pro limitu scitanct plati lim aj = 0.
(- k—o0

)
A
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Nutnd podminka konvergence rady

Nasledujici vétu lIze pouzit k vyvraceni konvergence rady.

Véta (Nutna podminka konvergence fady):

oo
Pokud rada Zak konverguje, potom pro limitu scitanct plati lim aj = 0.
(- k—o0

Oznacme S € R soucet nasi konvergentni fady. Pro libovolné kladné celé n plati

0< |an| = |3n _Sn—1| = Isn _S+S_Sn—1| < |Sn _Sl + |S_Sn—1|-

Protoze S = lim s, dostadvame z véty o seviené posloupnosti lim a, = 0. O
n—oo n—oo
RACS)
Srs
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Nutnd podminka konvergence

Ptedchozi podminka je pouze nutna, jak demonstruje nasledujici pfiklad.

Priklad.

Uvazme radu

o0

3 o0
= vk

tedy aj, = \/LE pro k =1,2,.... Vime jiz, Ze plati

hm ar = 0.
k— o0

Ale pro ¢astecné souclty je
L 1 " n
k= k=1

Proto lim s, = +o0o0. Zkoumana fada diverguje.
n—oo

B

1

obecnd mocnina
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Bolzanovo—Cauchyovo kritérium

Véta (Bolzano—Cauchy):

oo

Rada Zak konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € R tak, ze
k=0

pro kazdé n > ng a p € N platf

|an+an+1 +-~-+an+p| < &,

@

)
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Bolzanovo—Cauchyovo kritérium

Véta (Bolzano—Cauchy):

oo
Rada Zak konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € R tak, ze

k=0
pro kazdé n > ng a p € N platf

|an+an+1 —I—~-+an+p| < &,

Jedna se pouze o pouziti Bolzanova—Cauchyova kritéria konvergence na
posloupnost ¢asteénych souctl prislusné rady a preznaceni nékterych symbold. [

J
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Absolutni konvergence

oo oo
Radu Zak nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0

foiaB
ATy
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Absolutni konvergence

oo oo
Radu Zak nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0

Pokud Fada absolutné konverguje, potom konverguje.

35

IN T~
J WS
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Ciselné fady
000000008000 00

Absolutni konvergence

Ini funkce a Eulerovo &islo

oo o0
Radu g ap, nazyvame absolutné konvergentni, pokud rada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0

Pokud Ffada absolutné konverguje, potom konverguje.

PouZijeme Bolzanova-Cauchyova kritéria pro konvergenci ¥ady. Bud >~/ ax
absolutné konvergentni fada. Potom pro € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé
n > ng a p € N je podle trojihelnikové nerovnosti

|an + @ng1 + -+ Gngp| < |an| + ans1] + - + |antp| <e.

Rada 3°77 ) a, tedy konverguje. O

v
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2, monoténni posloupnost konvergujici k nule. Potom Fada

> (=Dkay

k=1

konverguje.

foiaB
ATy
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0000000
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2, monoténni posloupnost konvergujici k nule. Potom Fada

> (=Dkay

k=1

konverguje.

Logaritmus a obecna mocnina

0000000

Diikaz.

| \

Diikaz tohoto kritéria vynechdvame (jedna se o specidlni pfipad Dirichletova

kritéria; samostatny dilkaz je uveden ve studijnim textu).

O

v
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2, monoténni posloupnost konvergujici k nule. Potom Fada

S

k=1

konverguje.

| \

Diikaz tohoto kritéria vynechdvame (jedna se o specidlni pfipad Dirichletova
kritéria; samostatny dilkaz je uveden ve studijnim textu). ]

Priklad

<
N
8 |
A\

—1)k
Podle Leibnizova kritéria je rada Z % konvergentni. Ale neni absolutné
k=1
konvergentni. Z dFiv&jsi prednasky jiz vime, ze Y -, % diverguje.

V,
Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA 7572020/2021 127730
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Postacujici podminky konvergence

Véta (Srovnavaci kritérium):

Budte Y 7 ar a Y po bi Ciselné Fady. Potom plati nasledujici dvé tvrzent.

@ Necht existuje ko € N takové, ze pro kazdé k € N vétsi nez kg plati odhad
0 < |ak| < by a necht Yada Y ;- | by konverguje. Potom ¥ada Y ;- ay
absolutné konverguje.

@ Necht existuje ky € N takové, ze pro kazdé k € N vétsi nez kg plati odhad
0 <a <bya) -, ay diverguje. Potom i fada Y ;- | b diverguje.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 13/30



Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmu

Ciselné fady
000000000 0e000

Postacujici podminky konvergence

Véta (Srovnavaci kritérium):
Budte Y 7 ar a Y po bi Ciselné Fady. Potom plati nasledujici dvé tvrzent.
@ Necht existuje kg € N takové, ze pro kazdé k € N vétsi nez ky plati odhad
0 < |ak| < by a necht Yada Y ;- | by konverguje. Potom ¥ada Y ;- ay

absolutné konverguje.
@ Necht existuje kg € N takové, ze pro kazdé k € N vétsi nez ky plati odhad
0<ap <bya) -, ay diverguje. Potom i fada > .- ; by diverguje.

obecnd mocnina

Prvni bod: opét pouzijeme Bolzanova—Cauchyova kritéria. Lze postupovat shodné

jako v ditkazu predchozi véty. Tvrzeni plyne z nasledujiciho odhadu.

“an|+|an+1|+"'+‘an+p|| = |an| +lant1]+- - +lantp| < bn+buti+- - bnyp.

Druhy bod plyne z nerovnosti 0 < 37", “ar < >0, by.

O

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021
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Priklad

Pfiklad (Desetinny rozvoj).

s v

Bud (ax)g2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.a1a0a3 - - := Zak <107k,
k=1

=)
L
/ \Mf P
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Priklad

Pfiklad (Desetinny rozvoj).

s v

Bud (ax)g2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.a1a0a3 - - := Zak <107k,
k=1

z

Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Eislo.

foiaB
ATy
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Priklad

|
N
N

Pfiklad (Desetinny rozvoj)

Nvov

Bud (ax)g2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

0.a1a0a3 - - := Zak <107k,

z 3

Rada konverguje a jeji soucet jednoznaéné definuje jisté realné &islo.

Konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria, zrejmé

k
e 1
ar-107F < 9. (10) .

k
Rada Y77, (%) konverguje, jeji souget je &

@ £

8
i
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Priklad

Pfiklad (Desetinny rozvoj).

s v

Bud (ax)g2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

oo
0.a1a0a3 - - := Zak <107k,
k=1

z

Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Eislo.

Konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria, zrejmé

k
i 1
ag - 10 §9~<1O> .

3 k
Rada 377, (%) konverguje, jeji souget je 5.

Specialné napriklad

o0 9
0.9999 =) 9-107% =20 =1. 8
; =15 J‘m‘@%
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Postacujici podminky konvergence

Véta (d’Alembertovo kritérium / ratio test for series):

Necht ar > 0 pro kazdé k € N. Potom plati dvé nasledujici tvrzenf:
@ Pokud

lim 2L S
k—oo Qg

oo

pak fada Zak diverguje.
k=0
@ Pokud a

lim —* <1,
k—oco Qp

o0
pak fada Zak (absolutné) konverguje.
k=0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA 7S 2020/2021 15/30
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Postacujici podminky konvergence

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)72; plyne

lim ay = 4o0.
k— o0

Neni proto splnéna nutnd podminka konvergence a ¥ada ;- , aj proto diverguje.

v
]
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Ciselné fady :}\ ni funkce a Eulerovo &islo

0000000000000

Postacujici podminky konvergence

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)72; plyne

hm ap = +o00.
k— oo

Neni proto splnéna nutnd podminka konvergence a ¥ada ;- , aj proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje r < 1 a ky € N pro néz platf

Q41
ag

<r<l, k> k.

v
]
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Postacujici podminky konvergence

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)72; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto splnéna nutnd podminka konvergence a ¥ada ;- , aj proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje r < 1 a ky € N pro néz platf

Q41
ag

§T<1, ka'O

Odtud nahlédneme, Ze pro kazdé k > kg plati

ar < rk—ko Qg -

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA 7S 2020/2021 16 /30
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Postacujici podminky konvergence

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)72; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto splnéna nutnd podminka konvergence a ¥ada ;- , aj proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje r < 1 a ky € N pro néz platf

Q41
ag

§T<1, ka'O

Odtud nahlédneme, Ze pro kazdé k > kg plati
ag < rk_koako.
Uz ale vime, Ze fada Y ;= , 7" konverguje pro |r| < 1. Podle srovnivaciho kritéria

tedy konverguje i fada > - ak. O

]
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Ciselné Fady Exponencialn funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecné mocnina
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Hlavni body

Exponencialni funkce a Eulerovo ¢islo

Hrabék & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 17 /30



Ciselné fady Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecnd mocnina
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Exponencialni funkce

Pro kazdé x € R uvazme fadu

.k 2 3

S el
il 3!
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Logaritmus a obecna mocnina
0000000

Ciselné fady Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo

0000000000000 0O@00000

Exponencialni funkce

Pro kazdé x € R uvazme fadu

ix— L+ 5 +x—2+x—3+
2R 3!

Tato fada jisté (absolutné) konverguje pro = 0. Pro ostatni x plati

‘ LRl
k !
im LD 2 g
k—oo |zk k—oo k+ 1
k!

Podle d'Alembertova kritéria proto fada (absolutné) konverguje.
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Ciselné fady Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecnd mocnina
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Exponencialni funkce

Diky pfedchozimu slidu ma nasledujici definice dobry smysl.
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Ciselné Fady Exponencialn funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecné mocnina
000000000000 00 00e0000 0000000

Exponencialni funkce

Diky predchozimu slidu ma nasledujici definice dobry smysl.

Definice (Exponencialni funkce):

Zobrazeni, které kazdému x € R priradi soucet rady
P
k=0

nazyvame Exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu pro zadand x € R znacdime
symbolem e”.
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Ciselné fady Exponenciélni funkce a Eulerovo ¢islo Logaritmus a obecnd mocnina
0000000000000 00@0000 0000000

Exponencialni funkce

Diky predchozimu slidu ma nasledujici definice dobry smysl.

Definice (Exponencialni funkce):

Zobrazeni, které kazdému x € R priradi soucet rady
P
k=0

nazyvame Exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu pro zadand x € R znacdime
symbolem e”.

w

O ,exponenciélni funkci” budeme také ¢asto zkracené mluvit jako o
,exponenciale". s
Sels
2
Ky ]
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Ciselné Fady Exponencialn funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecné mocnina
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Exponencialni funkce

Véta (Zakladni vlastnosti exponencialni funkce):

Exponencialni funkce ma nasledujici vlastnosti:
Q =1,
@ pro viechna z,y € R plati et = e%eY,
& ¢ & 2 -z _ 1
@ pro viechna z € R plati e® # 0 a ddle e™ = %,

@ exponenciala je ostre rostouci funkce, pro vsechna x,y € R splnujici
nerovnost x < y plati nerovnost e® < e¥.
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo obecnd mocnina

000@000

Exponencialni funkce

Véta (Zakladni vlastnosti exponencialni funkce):

Exponencialni funkce ma nasledujici vlastnosti:
Q =
@ pro viechna z,y € R plati et = e%eY,
& [ Z —z _ 1
@ pro viechna z € R plati e® # 0 a ddle e™ = %,

@ exponenciala je ostre rostouci funkce, pro vsechna x,y € R splnujici
nerovnost x < y plati nerovnost e® < e¥.

v

Dukaz bodu 1.

Plyne pfimo z dosazeni = 0 do defini¢niho vztahu,

— 0F
Z——1+0+0+...:1.
k=0

O

v
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Logaritmus a obecna mocnina

Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
0000000

0000e00

Ciselné Fady

0000000000000

Exponencialni funkce

Dukaz bodu 2.

Uvazme z,y € R. Potom

N ok 0yt o ke Ykt
e 'ey=<;§ AT ZZZﬁm:
=0 £=0 k=0 ¢=0

)

iSele
YRS
W
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Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
0000e00 000«

Dukaz bodu 2.

Uvazme z,y € R. Potom

®© _k o 2 o ko0 k—t
e’ dJ:(ZZ;) (Z%)Zszl(:_@l:
k=0 (=0 k=0 £=0
o) k o
_ Z % Z (lz)xeyk—e _ Z (z Z'y)k _ oty 0

Dukaz bodu 3.

Z predchozich, jiz dokazanych, bodu i) a ii) plyne rovnost
et =e"""=¢e"=1, proxcR. (1)

Tato rovnost implikuje nenulovost e pro libovolné 2 € R (rozmyslete napt.

sporem). Z rovnosti (1) pak ihned dostavame e~ = L. O
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Ciselné fady Exponenciélni funkce a Eulerovo ¢islo Logaritmus a obecnd mocnina
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Exponencialni funkce

|

Dukaz bodu 4

Bud z > 0. Potom ptimo z definice exponencialy dostavame

OOZ
=gt

k=0

Protoze z > 0, Ize ostfe rostouci posloupnost ¢astecnych souctii konvergentni fady
oo gk v A7 f 2 © o 52z
> ko 7 zdola ostfe odhadnout jejim prvnim &lenem, coZ je Cislo 1.

77/) J(%
s“U
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obecnd mocnina

Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
0000080

Exponencialni funkce

Dukaz bodu 4.

Bud z > 0. Potom ptimo z definice exponencialy dostavame
o0
-3z
k=0 k!

Protoze z > 0, Ize ostfe rostouci posloupnost ¢astecnych souctii konvergentni fady

k v s e v v oo v/
D e 27 zdola ostfe odhadnout jejim prvnim Elenem, coz je Cislo 1.
PY¥edchozi nerovnost dale implikuje, ze pro zdporné z plati

ﬁU
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obecnd mocnina

Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
0000080

Exponencialni funkce

Dukaz bodu 4.

Bud z > 0. Potom ptimo z definice exponencialy dostavame
o0
-3z
k=0 k!

Protoze z > 0, Ize ostfe rostouci posloupnost ¢astecnych souctii konvergentni fady
oo gk v A7 f 2 © o 52z

> ko 7 zdola ostfe odhadnout jejim prvnim &lenem, coZ je Cislo 1.

PY¥edchozi nerovnost dale implikuje, ze pro zdporné z plati

Je-li nyni x < y, pak e¥ = €Y "e” > 1-€e” = €”, protoze y —x >0 a e” > 0. D

@)

, 7//86
Wil
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Eulerovo cislo

Nasledujici definice by neméla byt prekvapiva.
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Logaritmus a obecna mocnina

Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo
0000000

Ciselné Fady
000000e

0000000000000

Eulerovo cislo

Nasledujici definice by neméla byt prekvapiva.

Definice (Eulerovo dislo):
Eulerovo cislo definujeme pomoci exponencialni funkce predpisem

=1

._ 1_2

e =e = E (2)
k=0

@ )
=)
E{‘}&J 0
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Ciselné fady Exponencialni funkce a Eulerovo ¢islo Logaritmus a obecna mocnina
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Hlavni body

Logaritmus a obecnd mocnina
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Ciselné Fady
000000000000 00

Ptirozeny logaritmus

Poznamka:

Exponencialni funkce a Eulerovo &islo

0000000

Logaritmus a obecn mocnina
0000000

e Exponencidlni funkce = — e” je ostte rostouci (a tedy i prostd). Dale vime
(rozmyslete!), ze e* je kladné pro kazdé x.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Ciselné Fady Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
0000000000000 0000000 0O®00000

Ptirozeny logaritmus

Poznamka:

e Exponencidlni funkce = — e” je ostte rostouci (a tedy i prostd). Dale vime
(rozmyslete!), ze e* je kladné pro kazdé x.

o Navic plati, Ze oborem hodnot exponenciélni funkce je (0, +00). Tento fakt
dokazeme v kapitole o spojitosti.

@

)
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Logaritmus a obecn mocnina

Ciselné fady Exponencialni funkce a Eulerovo &islo
0000000 0O®00000

0000000000000

Ptirozeny logaritmus

Poznamka:
e Exponencidlni funkce = — e” je ostte rostouci (a tedy i prostd). Dale vime

(rozmyslete!), ze e” je kladné pro kazdé z.
o Navic plati, Ze oborem hodnot exponenciélni funkce je (0, +00). Tento fakt
dokazeme v kapitole o spojitosti.

Definice (Pfirozeny logaritmus):
Existuje tedy inverzni funkce k exponenciale, ktera je také ostre rostouci a
zobrazuje (0, +00) na R. Tuto funkci nazyvdme p¥irozenym logaritmem a

znacime symbolem In.
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Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
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Ciselné Fady
000000000000 00 0000000

Ptirozeny logaritmus

Véta (Vlastnosti prirozeného logaritmu):

Ptirozeny logaritmus In ma nasledujici vlastnosti
@ pro kazdé = € R plati Ine® = z a pro kazdé = € (0, +o0) plati e™® =z,

@ Ine=1,1In1=0,
@ pro z,y € (0,+00) plati In(zy) = Inz + Iny.
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Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
0O0@0000

Ciselné fady
0000000000000 0000000

Ptirozeny logaritmus

Véta (Vlastnosti pfirozeného logaritmu):

Ptirozeny logaritmus In ma néasledujici vlastnosti:
Q@ pro kazdé z € R plati Ine® = z a pro kazdé z € (0, +00) plati e"® = z,

@ Ine=1,1n1=0,
@ pro z,y € (0,+00) plati In(xy) = Inz + Iny.

@ Plyne pfimo z definice inverzni funkce.
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Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
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Ciselné fady
0000000000000 0000000

Ptirozeny logaritmus

Véta (Vlastnosti pfirozeného logaritmu):

Ptirozeny logaritmus In ma néasledujici vlastnosti:
Q@ pro kazdé z € R plati Ine® = z a pro kazdé z € (0, +00) plati e"® = z,

@ Ine=1,1n1=0,
@ pro z,y € (0,+00) plati In(xy) = Inz + Iny.

@ Plyne pfimo z definice inverzni funkce.
0=1.

@ Plyne pfimo z definice inverzn{ funkce a vztahii el =e¢, e
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i funkce a Eulerovo E&islo Logaritmus a obecna mocnina
0O0@0000

Exponenc

Ptirozeny logaritmus

Véta (Vlastnosti pfirozeného logaritmu):

Ptirozeny logaritmus In ma néasledujici vlastnosti:

Q@ pro kazdé z € R plati Ine® = z a pro kazdé z € (0, +00) plati e"® = z,
@ Ine=1,1n1=0,

@ pro z,y € (0,+00) plati In(xy) = Inz + Iny.

Plyne pfimo z definice inverzni funkce.

Plyne pfimo z definice inverzni funkce a vztahti e! = ¢, e = 1.

© e e

UvaZme z,y € (0,400) a oznaéme z’ :=Inz a 3 :=Iny, &li e* =z a
eV =y. Dle bodu ii) véty o zakladnich vlastnostech exponencily plati
zy =€ Y neboli In(zy) =2’ + ¢ =Inz + Iny. O

)
7]
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Ciselné fady Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
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Obecnd mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

..
i
1 pro a = 0!
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Ciselné Fady Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecn mocnina
000000000000 00 0000000 0000000

Obecnd mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit
definici vyse.

Il pro a = 0!
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Logaritmus a obecn mocnina
0000000

Ciselné fady Exponencialni funkce a Eulerovo &islo

0000000000000 0000000

Obecnd mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit
definici vyse.

Koneéné polozime! a¥ := 1.

Il pro a = 0!
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ncidlni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
000000

Obecnd mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit
definici vyse.

Koneéné polozime! a¥ := 1.

Symbol @™ mé tedy dobry smysl pro libovolné n € Z a a € R (pokud n < 0 pak
pouze pro a # 0).

Il pro a = 0!
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ncidlni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
000000

Obecnd mocnina

Pfipomenme, ze pro a € R a kladné n € N definujeme

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit
definici vyse.

Koneéné polozime! a¥ := 1.

Symbol @™ mé tedy dobry smysl pro libovolné n € Z a a € R (pokud n < 0 pak
pouze pro a # 0). Déle plati zndmé rovnosti

Il pro a = 0!
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Ciselné Fady

0000000000000

Obecnd mocnina

Exponencialni funkce a Eulerovo &islo
0000000

Definice (Obecna mocnina):

Logaritmus a obecn mocnina
0000e00

Pro a € (0,400) a z € R definujeme

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Ciselné Fady Exponenciélni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecn mocnina
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Obecnd mocnina

Definice (Obecna mocnina):

Pro a € (0,400) a z € R definujeme

Poznamka:

Poznamenejme, Ze tato definice neni v kolizi s dfive zavedenou exponencialni
funkci. Pro a = e totiz mame

et = eaclne — %,

Na levé strané symbol e chapeme jako obecnou mocninu a na pravé strané jako
exponencialni funkci.
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Logaritmus a obecn mocnina

Exponencialni funkce a Eulerovo &islo
0O0000e0

Ciselné Fady
000000000000 00 0000000

Obecnd mocnina

Z vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu ihned plynou nasledujici
znamé vlastnosti obecné mocniny.

Véta (Vlastnosti obecné mocniny):
Pro a,b > 0 a pro kazdé =,y € R plati:
Q ot =q¥aY,

Q (a%)" =a",

@ (ab)® = a®b".

@ )
=)
E{‘}&J 0
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Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
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Ciselné Fady

0000000000000 0000000

Obecnd mocnina

Z vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu ihned plynou nasledujici
znamé vlastnosti obecné mocniny.

Véta (Vlastnosti obecné mocniny):

Pro a,b > 0 a pro kazdé =,y € R plati:
Q oY =a%a¥,
@ (av)’=a",
@ (ab)” = a®b".

Méjme a > 0 a z,y € R. Podle definice obecné mocniny plati
Y
a®ty = e(ery) Ina _ ezlnaerlna _ ezlnaeylna — a®aY

AN
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Ciselné Fady

0000000000000 0000000

Obecnd mocnina

Z vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu ihned plynou nasledujici
znamé vlastnosti obecné mocniny.

Véta (Vlastnosti obecné mocniny):

Pro a,b > 0 a pro kazdé =,y € R plati:
Q oY =a%a¥,
@ (av)’=a",
@ (ab)” = a®b".

Méjme a > 0 a z,y € R. Podle definice obecné mocniny plati
Y
a®ty = e(ery) Ina _ ezlnaerlna _ ezlnaeylna — a®aY

™ » ) a8 . xzlna .
Obdobné plati (am)y = eylna” — gylne = eyzlna — ayz — g2y

AN
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Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
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Ciselné fady

0000000000000 0000000

Obecnd mocnina

Z vlastnosti exponencialni funkce a pfirozeného logaritmu ihned plynou nasledujici
znamé vlastnosti obecné mocniny.

Véta (Vlastnosti obecné mocniny):

Pro a,b > 0 a pro kazdé =,y € R plati:
Q oY =a%a¥,
@ (av)’=a",
@ (ab)” = a®b".

Méjme a > 0 a z,y € R. Podle definice obecné mocniny plati
a®ty = e(ery) Ina _ etlnatylna _ czlnagylna _ ,z.y

™ » ) a8 . xzlna .
Obdobné plati (aI)y = eylna” — gylne = eyzlna — ayz — g2y

Nakonec (ab)x _ emln(ab) _ ew(lna—i—lnb) — erlnagzlnb _ jzpw ]

) wr RS
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Ciselné fady Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
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Logaritmus o zakladu a

Vlastnosti funkce x — a® zavisi na konkrétni hodnoté a.

Funkce definovana predpisem a” je:

@ ostre rostouci pokud a > 1,
@ konstantni pokud a =1,
@ ostre klesajici pokud 0 < a < 1.
Obor hodnot funkce a® je interval (0,+00) pro a # 1 a {1} pro a = 1.
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Ciselné fady Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina

000000000000 00 0000000 000000
Logaritmus o zakladu a

Vlastnosti funkce = +— a” zavisi na konkrétni hodnoté a.
Funkce definovana predpisem a” je:

@ ostre rostouci pokud a > 1,

@ konstantni pokud a =1,

@ ostre klesajici pokud 0 < a < 1.
Obor hodnot funkce a® je interval (0,+00) pro a # 1 a {1} pro a = 1.

Definice:
Funkce a® je tedy pro a # 1 ryze monotonni a tudiz prosta. Jeji inverzni funkci
nazyvame logaritmem o zakladu ¢ a znaéime log, .

| \

=

@ 7:“;}1?7
g
B &)
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Ciselné fady Exponencialni funkce a Eulerovo &islo Logaritmus a obecna mocnina
0000000000000 0000000 000000

Logaritmus o zakladu a

Vlastnosti funkce = +— a” zavisi na konkrétni hodnoté a.
Funkce definovana predpisem a” je:

@ ostre rostouci pokud a > 1,

@ konstantni pokud a =1,

@ ostre klesajici pokud 0 < a < 1.
Obor hodnot funkce a® je interval (0,+00) pro a # 1 a {1} pro a = 1.

Definice:

| \

Funkce a® je tedy pro a # 1 ryze monotonni a tudiz prosta. Jeji inverzni funkci
nazyvame logaritmem o zakladu ¢ a znaéime log, .

Pro kazdé a,x > 0, a # 1 dostdvame

1 Inx

1 1
elogaa: _ elogaa:-ﬁ _ (alogaw)lna — rTha = eha,

=
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Ciselné fady Exponencialni funkce a Eulerovo &islo

0000000000000 0000000

Logaritmus o zakladu a

Vlastnosti funkce x — a® zavisi na konkrétni hodnoté a.

Logaritmus a obecn mocnina
000000

Funkce definovana predpisem a” je:
@ ostre rostouci pokud a > 1,
@ konstantni pokud a =1,
@ ostre klesajici pokud 0 < a < 1.

Obor hodnot funkce a® je interval (0,+00) pro a # 1 a {1} pro a = 1.

Definice:

‘| \

Funkce a® je tedy pro a # 1 ryze monotonni a tudiz prosta. Jeji inverzni funkci

nazyvame logaritmem o zakladu ¢ a znaéime log, .

Pro kazdé a,x > 0, a # 1 dostdvame

1 Inx

1 1
elogaa: _ elogaa:-ﬁ _ (alogaw)lna — rTha = eha,

Tudi? log, z = BT,

Ina
Hrabék & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA

@ 7:“;}1?7
g
B &)

=

ZS 2020/2021 30/30



Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o L3tka obsaZen3 v této prezentaci je dale podrobné vysvétlena (£ ve studijnim
textu.

@ P¥iklady k procvi¢ovani latky o fadéch Ize nalézt ve (4" ¢tvrté BI-ZMA lekci na
MARASTu a v (£ cvilebnici tamtéz.

@ Nami zavedena ,konvergence Ciselné fady" je intuitivni a pfirozena. Existuji i
dalsi zplsoby jak Ciselné fady scitat (i kdyZ v nasem smyslu soudet nemaji).
Viz naptiklad tento (@' podrobny &lanek na Wolfram Blogu.

@ Zde probirana kritéria konvergence tvoii jakysi pomysliny minimalni zaklad.
Existuje celd Yada dalSich kritérii (Raabeovo, Dirichletovo, Abelovo,
Gaussovo,. .. ).

o V této kapitole jsme definovali exponencialni funkci jako soucet jisté Ciselné
fady. Pozdéji béhem semestru si ukidzeme, ze fada znamych elementarnich
funkci je vyjadritelnad stejnym zplsobem, nejde tedy o vyjimecnou situac
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https://courses.fit.cvut.cz/BI-ZMA/@master/textbook/chap_rady.html
https://courses.fit.cvut.cz/BI-ZMA/@master/textbook/chap_rady.html
https://marast.fit.cvut.cz/cs/lectures/17
https://marast.fit.cvut.cz/cs/lectures/17
https://marast.fit.cvut.cz/cs/cvicebnice/BI-ZMA
https://blog.wolfram.com/2014/08/06/the-abcd-of-divergent-series/
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