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Hlavni body
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
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Pripomenuti: minimum a maximum mnoziny

Poznamka:

Bud M C R. Cislo @ € M nazveme
@ maximem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati z < a.
@ minimem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati a < .

Maximum, resp. minimum, mnoziny M znadime max M, resp. min M.
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Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci

Supremum a infimum Konstrukce
0000000 0000

0O@0000 00000000000 0000000 00000

Pripomenuti: minimum a maximum mnoziny

Poznamka:

Bud M C R. Cislo @ € M nazveme
@ maximem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati z < a.
@ minimem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati a < .

Maximum, resp. minimum, mnoziny M znac¢ime max M, resp. min M.

Poznamka:
Nékteré mnoziny M C R nemusi mit minimum ani maximum. Napfiklad otevieny
interval M = (0,1). Cisla 0 a 1 nejsou minimem/maximem, nebot 0,1 ¢ M.
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Infimum mnoziny A C R

Definice:

Bud A neprazdna zdola omezend podmnozina mnoZiny realnych &isel. Cislo o € R
nazveme infimem mnoziny A, znac¢ime inf A, pravé kdyz
Q pro kazdé z € A plati a < z, (« je dolni zavora A)
@ pokud 5 € R také spliiuje predchozi bod, pak 8 < a.
(« je nejvétsi dolni zavora A)
Pokud mnozina A neni zdola omezen4, pak klademe inf A := —o0o. Pro prazdnou
mnozinu klademe inf () := +oo0.
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Supremum a infimum a substituce sudych a lichych funkei

00@000

Infimum mnoziny A C R

Bud A neprazdna zdola omezena podmnozina mnoziny reélnych cisel. Cislo € R
nazveme infimem mnoziny A, znac¢ime inf A, pravé kdyz

Q pro kazdé z € A plati a < z, (« je dolni zavora A)
@ pokud 5 € R také spliiuje predchozi bod, pak 8 < a.
(« je nejvétsi dolni zavora A)
Pokud mnozina A neni zdola omezen4, pak klademe inf A := —o0o. Pro prazdnou
mnozinu klademe inf () := +oo0.

Priklad (inf(1,2) = 1).

=
(\o}

Dolni zavory: (—oo, 1)

0]
[ ]

2 R

Nejvétsi dolni zavora: 1
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Supremum mnoziny A C R

Definice

Bud A neprazdna shora omezena podmnoZina mnoziny realnych &isel. Cislo a € R
nazveme supremem mnoziny A, znacime sup A, pravé kdyz
@ pro kazdé x € A plati z < «, (« je horni zavora A)
@ pokud 5 € R také splnuje predchozi bod, pak o < .
(v je nejmensi horni zdvora A)
Pokud mnozina A neni shora omezena, pak klademe sup A := +o0. Pro prazdnou
mnozinu klademe sup () := —oo.
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s a substituce

Supremum a infimum
000e00

Supremum mnoziny A C R

Definice:
Bud A neprazdna shora omezena podmnoZina mnoziny realnych &isel. Cislo a € R
nazveme supremem mnoziny A, znacime sup A, pravé kdyz

@ pro kazdé x € A plati z < «, (« je horni zavora A)

@ pokud 5 € R také splnuje predchozi bod, pak o < .

(v je nejmensi horni zavora A)

Pokud mnozina A neni shora omezena, pak klademe sup A := +o0. Pro prazdnou
mnozinu klademe sup () := —oo.

Bud A podmnozina mnoziny realnych ¢isel. Potom existuje jeji infimum (inf A) a
supremum (sup A).

A\

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 6/42



sudych a lichych funkei
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Supremum a infimum
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Supremum mnoziny A C R

Bud A neprazdna shora omezend podmnozina mnoziny realnych &isel. Cislo oo € R
nazveme supremem mnoziny A, zna¢ime sup A, pravé kdyz

@ pro kazdé x € A plati z < «, (« je horni zavora A)
@ pokud 5 € R také splnuje predchozi bod, pak o < .
(v je nejmensi horni zavora A)

Pokud mnozina A neni shora omezena, pak klademe sup A := +o0. Pro prazdnou
mnozinu klademe sup () := —o0.

Bud A podmnoZzina mnoziny redlnych &isel. Potom existuje jeji infimum (inf A) a
supremum (sup A).

A\

Vynechavame, plyne z Axiomu tplnosti mnoziny realnych cisel. 0
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Infimum a supremum: priklady

Pro interval J = (-2, 1) plati

maxJ =1, supJ =1, min J neexistuje, inf J = —2.
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Znaceni

Pro f:R — R a mnozinu M C Dy klademe
lzn\/fff = 112{/1]"(33) =inf{f(x) |z € M},

sup f = sup f(z) == sup{f(x) | = € M}.
M reM
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sudych a lichych funkci

Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace
0O0000e 00000000000 0000000 00000 0000000 0000
Znaceni

Pro f:R — R a mnozinu M C Dy klademe
111\}[ff = z1é1£[f(x) =1inf{f(z) |z € M},

sup f = sup f(z) == sup{f(x) | = € M}.
M reM

Bud f : R — R spojitd funkce a M C Dy uzavieny omezeny interval. Potom
klademe

mj\s/xle = max f(z) = max{f(z) | z € M},

zeM
mjvi[nf = rrenj\r/l[f(x) =min{f(z) | x € M}.

Pfipomenme, ze tato min a max existuji diky spojitosti f a uzavfenosti M.

I (S
/sl
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Hlavni body

Konstrukce Riemannova integralu
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Motivace: Vypocet obsahu plochy pod grafem funkce

bxﬁ\%

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 10 /42



Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkei
000000 0O@000000000 0000000 00000 0000000 0000

Motivace: Vypocet obsahu plochy pod grafem funkce
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Supremum a infimum Konstrukce Int: e sudych a lichych funkci

0O0@00000000

Déleni intervalu (a, b)

Definice:

Bud dan interval (a, b). Kone¢nou mnozinu

o={xog,21,...,Tn}
takovou, ze
a=x9g<x1<--<Tp,=0>b
nazyvame délenim intervalu (a,b). Bodim z, k =1,2,...,n — 1, fikdme délici

s v s

body intervalu {(a,b). Intervalu (zj_1, ;) Fikime k-ty Easteény interval
intervalu (a, b) pfi déleni o. Cislo

v(o) :=max{Ay | k=1,2,...,n}, kde Ap:=xr—xt_1, k=1,2,...,n,

nazyvdme normou déleni o.

A\

o
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti
000000 O00@0000000 0000000

Priklad déleni

Ptiklad (Ekvidistantni déleni).

Pro interval (a,b) a n € N polozme A := ¢

Tii=a+1i-A,

Tedy

Jz{a,a—i—A,a—|—2A,...,a—l—(n—l)A,a—}-nAzb}.

Per partes a substituce

00000

n

Poznamky
0000000

i=0,1,...,n.

Integrace sudych a lichych funkci
0000

5
a b
1 1 1 1
Zo x1 X2 x3 T4 x5
Hrabdk & Kalvoda & Petr (KAM FIT C\/UT) BI-ZMA
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Horni a dolni soucet

Budte funkce f definovand a omezend na intervalu J = (a,b) a
o ={xg,x1,...,2,} déleni intervalu J. Ozname

Mi(o,f):= sup f a my(o,f):= inf

(Ti—1,24) (@i-1,@i)

pro kazdé ¢t =1,2,...,n.

@ )
s
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
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Horni a dolni soucet

Budte funkce f definovand a omezend na intervalu J = (a,b) a
o ={xg,x1,...,2,} déleni intervalu J. Ozname

Mi(o,f):= sup f a my(o,f):= inf

(i—1,2i) (Ti—1,%i)
pro kazdé ¢+ =1,2,...,n.
Potom soucty
S(o.f) =Y Mo, /)Ai a s(o.f):=> mio, f)A;
i=1 i=1

nazyvame hornim, resp. dolnim, sou¢tem funkce f pri déleni o.
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Supremum a infimum
000000

Konstrukce

O0000@00000

Vlastnosti
y=f(z)

Per partes a substituce Poznamky
0000000 00000 0000000

0000

5
Dolni soucet: E m;A;

Integrace sudych a lichych funkci

(2

1
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Supremum a infimum Konstrukce
000000 00000e00000

Hrabék & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

Vlastnosti
0000000

Per partes a substituce Poznamky
00000 0000000

5
Horni soudet: ZMiAi

i=1

BI-ZMA

Integrace sudych a lichych funkei

0000

ZS 2020/2021
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Horni a dolni integral

Pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J = (a, b)
definujeme dCisla

b b
/ f(z)dz := inf{S(o)|o déleni J} a / f(z)dz := sup{s(o)|o déleni J}.

a nazyvame hornim, resp. dolnim, integralem funkce f na intervalu J.
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sudych a lichych funkei

a substituce

n a infimum Konstrukce
0000000000

Horm a dolni integral

Pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J = (a, b)
definujeme dCisla

b b
/ f(z)dz := inf{S(o)|o déleni J} a / f(z)dz := sup{s(o)|o déleni J}.

a nazyvame hornim, resp. dolnim, integralem funkce f na intervalu J.

Pokud pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J platf

/abf(x) dz = /abf(x) dz € R,

pak jejich spolecnou hodnotu nazyvame Riemannovym integralem funkce f na
intervalu J a toto ¢islo znac¢ime symboly

/ﬂ pfipadné /f
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Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu

Posloupnost déleni o,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

T}Ln;o v(oy) = 0.
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Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu

Posloupnost déleni o,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

nl;rréo v(oy) = 0.

Véta (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu):

Bud f spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom existuje jeji Riemanniv integral
na intervalu (a,b).
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
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Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu

Posloupnost déleni o,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

nl;rréo v(oy) = 0.

Véta (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu):

Bud f spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom existuje jeji Riemanniv integral
na intervalu (a,b).
Pokud je navic (0,,)52; norméalni posloupnost déleni intervalu (a,b) potom limity

lim s(on,f) a lim S(on,f)

n—oo n—oo

existuji, a jsou rovny Riemannové integralu funkce f na intervalu (a, b).
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Definice:

Pro funkci f spojitou na uzavieném intervalu (a,b) a déleni
o={x9=a, x1,..., x, = b} tohoto intervalu definujeme integralni soucet
funkce f pti déleni o predpisem

n

J(0)=J(o,0) = flai)A,

i=1

kde o = (o, ...,ap) a a; patti do intervalu (x;—1,z;), i =1,2,...,n.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA 7S 2020/2021 17 /42



e sudych a lichych funkci

Supremum a infimum Konstrukce
00000000800

Pro funkci f spojitou na uzavieném intervalu (a,b) a déleni
o={x9=a, x1,..., x, = b} tohoto intervalu definujeme integralni soucet
funkce f pti déleni o predpisem

J(0)=J(o,0) = flai)A,
i=1
kde o = (o, ...,ap) a a; patti do intervalu (x;—1,z;), i =1,2,...,n.

Vztah mezi dolnim a hornim souétem a integralnim souctem funkce f pfi déleni o

je dan nerovnostmi
s(0) < J (o) < S(0).
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e sudych a lichych funkci

Supremum a infimum Konstrukce
00000000800

Pro funkci f spojitou na uzavieném intervalu (a,b) a déleni
o={x9=a, x1,..., x, = b} tohoto intervalu definujeme integralni soucet
funkce f pti déleni o predpisem

J(0)=J(o,0) = flai)A,
i=1
kde o = (o, ...,ap) a a; patti do intervalu (x;—1,z;), i =1,2,...,n.

v

Vztah mezi dolnim a hornim souétem a integralnim souctem funkce f pfi déleni o
je dan nerovnostmi

s(o) < J(o) < S(o).
Riemanniv integrél funkce f spojité na intervalu (a, b) lze tedy poéitat i jako
limitu z integralnich soucti

n— oo

b
/ f@)dz = lim J(on),

kde (0,)52, je libovolnad normalni posloupnost déleni.

n=
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Piklady

Vypoctéte integral z konstantni funkce f(x) = ¢ na intervalu {(a, b).
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce
000000 00000000080 0000000 00000

P¥iklady

Poznamky
0000000

Integrace sudych a lichych funkci
0000

Vypoctéte integral z konstantni funkce f(x) = ¢ na intervalu {(a, b).

Pro libovolné déleni o intervalu {(a, b) plati
s(o) =85(0) =T(0) =c(b—a).

Takze pro libovolnou normélni posloupnost (o)
déleni intervalu (a,b) dostdvame

lim s(oy,) = lim S(o,) = c(b—a).

n—oo n—oo

Riemanndv integral funkce f na intervalu (a,b)

je pak ,
/ f=c(b—a).

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA
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Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).
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Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).

Zvolme normalni posloupnost (0,,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

n ny . Lo
anz{O:xé)xg),...,x%")zl}, ;132(-):1~—, 1=0,1,...,n.

Pro dolni soucet pri déleni o,, dostdvame

(n) 1 1 nn-1)
g T; —=— .
ludiz

n—roo

! 1
/ zdx = lim s(o,) = .
O 2

o
1 e
AN
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Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).

Zvolme normalni posloupnost (0,,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

n ny . Lo
anz{O:xé)xg),...,m%")zl}, ;132(-):1~—, 1=0,1,...,n.

Pro dolni soucet pri déleni o,, dostdvame

1 1 -1

n? 2

Tudiz

n—roo

! 1
/ zdx = lim s(o,) = .
O 2

4 “ﬂ"%
P&
A
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Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).

Zvolme normalni posloupnost (0,,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

n ny . Lo
anz{O:xé)xg),...,m%")zl}, ;132(-):1~—, 1=0,1,...,n.

Pro dolni soucet pri déleni o,, dostdvame

1 1 -1

n? 2

Tudiz

n—roo

! 1
/ zdx = lim s(o,) = .
O 2

4 “ﬂ"%
P&
A
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Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).

Zvolme normalni posloupnost (0,,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

n ny . Lo
anz{O:xé)xg),...,m%")zl}, ;132(-):1~—, 1=0,1,...,n.

Pro dolni soucet pri déleni o,, dostdvame

1 1 -1

n? 2
Tudiz

n—roo

! 1
/ zdx = lim s(o,) = .
O 2
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 0000000000 e 0000000 00000 0000000 0000

Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).

Zvolme normalni posloupnost (0,,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

n ny . Lo
anz{O:xé)xg),...,m%")zl}, ;132(-):1~—, 1=0,1,...,n.

Pro dolni soucet pri déleni o,, dostdvame

1 1 -1

n? 2

Tudiz

n—roo

! 1
/ zdx = lim s(o,) = .
O 2
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 0000000 00000 0000000 0000

Hlavni body

Vlastnosti Riemannova integralu
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Integrace sudych a lichych funkci

Poznamky
0000

Per partes a substituce
0000000

Vlastnosti
00000

Konstrukce
0®00000

Supremum a infimum
00000000000

000000

Linearita integralu

Véta (Aditivita integralu):
Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a,b). Potom pro Riemanniv integral

funkce f + g (ktera je také automaticky spojita na (a, b)) plati

/ab(f+g)($)dw = /abf(a;)dx—i-/abg(x)dx.

ZS 2020/2021 21 /42
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
00000 0000000 0000

000000 00000000000 0@00000

Linearita integralu

Véta (Aditivita integralu):
Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a,b). Potom pro Riemanniv integral
funkce f + g (ktera je také automaticky spojita na (a, b)) plati

/ab(f+g)($)dx = /abf(x)dx+/abg(x)da:.

Véta (Multiplikativita integralu):
Necht f je spojita na intervalu (a,b) a ¢ € R je konstanta. Potom pro Riemann(iv

integral funkce cf plati
b
/ (cf)(z)dz = c/ flx

BI-ZMA
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci

000000 00000000000 00e0000 00000 0000000 0000

Chovani v mezich

Véta (Aditivita integralu v mezich):

Riemanndv integrél funkce f na intervalu (a,b) existuje, pravé kdyz pro kazdé
¢ € (a,b) existuji Riemannovy integrély funkce f na intervalech (a,c) a (c,b). V
takovém pripadé navic plati

/abf(x) dz = /acf(m)dx+/cbf(x)dx.

35

IN T~
J WS
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udych a lichych funkei

Vlastnosti s a substituce

00e0000

infimum

Chovani v mezich

Véta (Aditivita integralu v mezich):

Riemanndv integrél funkce f na intervalu (a,b) existuje, pravé kdyz pro kazdé
¢ € (a,b) existuji Riemannovy integrély funkce f na intervalech (a,c) a (c,b). V
takovém pripadé navic plati

/abf(x) dz = /acf(m)da:—i—/cbf(x)dx.

Véta (Nerovnosti mezi integraly):

Necht jsou f a g spojité funkce na intervalu (a,b) a necht plati nerovnost
f(z) < g(z) pro viechna = € (a,b). Potom pro jejich Riemannovy integrély plati

/a ' fa)da < / gy

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 22 /42
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 000@000 00000 0000000 0000

Newtonova formule

Poznamka:

Nésledujici véta odhaluje vztah mezi uréitym (Riemanniiv) a neuréitym (primitivn{
funkce) integralem. UmoZnuje ndm podéitat Riemanniv integral bez explicitniho
pouziti limitni definice.

foiaB
ATy
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkc

000000 00000000000 000@000 00000 0000000 0000

Newtonova formule

Poznamka:

Nésledujici véta odhaluje vztah mezi uréitym (Riemanniiv) a neuréitym (primitivn{
funkce) integralem. UmoZnuje ndm podéitat Riemanniv integral bez explicitniho
pouziti limitni definice.

Véta (Newtonova formule):

Necht f je funkce spojitd na intervalu (a,b) s primitivni funkci F'. Pak plati
rovnost

b
/a f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(m)]
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Vlastnosti Per partes a substituce Int: e sudych a lichych funkci

0000e00

Uvazme o = {xg, z1,...,%,} déleni intervalu (a,b). PouZzijeme Lagrangeovu vétu
o ptirustku funkce na funkci F' a intervaly (x;_1, ;) postupné proi=1,2,...,n,

F(b) = F(a) = Y (F(e:) = Fleim) = 3 Fl(ea)(wi —mima) =

i=1

kde a; € (zi—1,2;), i=1,2,...,n.

y

Uoe el
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Supremurm a infimum Ko

Vlastnosti Per partes a substituce
0000e00

Uvazme o = {xg,x1,...,2,} déleni intervalu (a, b). Pouzijeme Lagrangeovu vétu
o ptirustku funkce na funkci F' a intervaly (x;_1,x;) postupné proi=1,2,...

(Pls) - Fain) = ZF 0s) (@i — i) =

kde o; € (zi—1,2;), i =1,2,...,n.Takze

Uvézime-li nynf libovolnou normalni posloupnost déleni (o) pak

T

Integrace sudych a lichych funkci

F(b) — F(a) = lim J(oy,) = f O
n—oo
e e
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkei
000000 00000000000 00000e0 00000 0000000 0000

P¥iklady

Pro a < b vypoctéte integral
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 00000e0 00000 0000000 0000

P¥iklady

Pro a < b vypoctéte integral

b
/ e” dx.

Primitivni funkci k e® je funkce e*. Pak

b b
edxr = {ex} =eb — eo.
a a

/ Mf 2
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkei
000000 00000000000 000000e 00000 0000000 0000

Spoditejte integral

sin x dz.
0
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 000000e 00000 0000000 0000

Spoditejte integral

™
/ sin x dz.
0

Primitivni funkci k funkci sin z je funkce — cosx. Proto

/ sinzdx = [fcosx] =—cosm+cos0=1+4+1=2.
0 0

Plocha jednoho ,hrbu* grafu funkce sin je tedy 2 (v danych jednotkach plochy).

y =sinz

i)
' b

J\
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 0000000 @0000 0000000 0000

Hlavni body

Per partes a substituce pro urcity integral
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 0000000 O@000 0000000 0000

Per partes pro uréity integral

Necht f a g jsou funkce spojité na {(a,b), f ma spojitou derivaci na intervalu
(a,b) a necht G je primitivni funkce k funkci g na intervalu (a,b). Potom

b b
/ f(@)g(z) de = [f(@)G@)]’ - / f(#)G(z)da.

J
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Integrace sudych a lichych funkci

Per partes a substituce
0e000

Per partes pro uréity integral

Necht f a g jsou funkce spojité na {(a,b), f ma spojitou derivaci na intervalu
(a,b) a necht G je primitivni funkce k funkci g na intervalu (a,b). Potom

b b
/ﬂmmmzvmmmﬁjﬁummm

Funkce fG je primitivni funkei k funkci f’G + fg na intervalu (a,b) a spojita na

(a, b). Pfedpoklady spojitosti na intervalu (a, b) zaruuji existenci integrald f; G
a ff fg. Pouzijeme-li linearitu integralu a Newtonovu formuli, dostavame

b

Q[f@ﬂmM+Lw@M@M=L

(fG) (z) dz = [f(2)G(2)],.

ARSNIE=Y
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkei
000000 00000000000 0000000 00e00 0000000 0000

Vypoctéte
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Supremum a infimum Konstrukce
000000 00000000000

Vlastnosti
Vypoctéte

0000000

Per partes a substituce
00e00

Poznamky

0000000

Integrace sudych a lichych funkci
0000
1
/ In(1 + z) da.
0
Derivujeme In(1 4 z) a integrujeme 1,

1
/ In(1+a)dx =
0

[xln(ler)]:/Ol r _

dx =
1+

In(2) {x—1n|1+x|} = 21n(2) — 1

1
0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Supremum a infimum Konstruke

Per partes a substituce Poznamk Integrace sudych a lichych funkei
00080 5000

Substituce v urcitém integralu

Poznamka:

Zavadime nasledujici znaceni

o [[1=0,

@ pro a > b klademe f;f =—['F

Véta (O substituci I):

Necht pro funkce f a ¢ plati

Q o a jeji derivace ¢’ jsou spojité na («, ),
Q [ je spojitd na ¢((a, B)).

Potom
»(B)

B
[ itew)-vwa= "7 jwa

o(a)

Podobné mizeme formulovat i druhou vétu o substituci, kterou zname pro
neurcity integral.
Hrabdk & Kalvoda & Petr (KAM FIT C\/UT) BI-ZMA ZS 2020/2021 30/42




Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
0000000 0000

Vlastnosti
0000e

Supremum a infimum Konstrukce
00000000000 0000000

000000

Vypoctéte integral

PouZijeme substituci y = ¢(z) = ;5

In(2) e 1 1 3/2 3
C de=— [ -dy=|1 —In>.
/0 ’ l y ! {nlyﬂl "2

@ )
s
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 0000000 00000 0000000 0000

Hlavni body

B Poznamky
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Supremum a infimum
000000

Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
00000000000 0000000 00000

0O®@00000 0000

Poznamka:

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se pocita i se znaménkem:

a5

ZS 2020/2021 33/42
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Supremum a infimum
000000

Konstrukce Vlastnosti

Per partes a substituce
00000000000 0000000

Poznamky
00000

Integrace sudych a lichych funkci
0O®@00000 0000

Poznamka:

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se pocita i se znaménkem:
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Supremum a infimum

Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkei
000000 00000000000 0000000 00000 O®00000 0000
Poznamka:

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se pocita i se znaménkem:
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Supremum a infimum
000000

Konstrukce Vlastnosti

Per partes a substituce
00000000000 0000000

Poznamky
00000

Integrace sudych a lichych funkci
0O®@00000 0000

Poznamka:

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se pocita i se znaménkem:
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 0000000 00000 0O0@0000 0000

Nespojité funkce

Poznamka:

Predpokladejme, Ze pro funkci f na intervalu (a,b) plati
@ existuje ¢ € (a,b) tak, Ze f je spojita na (a,c) i (¢, b),
@ existuji jednostranné limity funkce f v bodé c.

Potom mizeme poditat jeji Riemanniv integral nasledujicim zptisobem

/abf(x)dx _ /acf(a:)dx—i—/cbf(a:)dx

Y

/'

al c T
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkei

000000 00000000000 0000000 00000 0O00e000 0000

1
Vypoctéte integral / f(z)dz, kde f(x) = |z| — = + sgn(z).
il

Funkce f neni spojita v bodé 0:

lim f(z)=1, lim f(z)= -1

z—04 z—0_
Takze
1 0 1 0
/ f(m)dm:/ (—2x—1)dx—|—/ 1dx:—[x2+x] +1=1.
-1 -1 0 -1
Y
l 0 l
—1 1 33
p—1 / @%ﬂ
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s a substituce Poznamky e sudych a lichych funkci

0O000@00

Zobecnény Riemanniv integral

Definice:

Necht f je funkce definovana na intervalu (a,b) pro néjaké a € R a b € (a, +00),
ktera je Riemannovsky integrabilni na intervalu (a, c) pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud
existuje konecna limita

c—b_

/a ’ f(z)d,

nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu {(a,b) a

lim /C f(z)dz,

pak jeji hodnotu znadime

7

fikdme, Ze integral f: f(z) dz konverguje.
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n a infimum Ko ce sudych a lichych funkcf

Poznamky
0000e00

Zobecnény Riemanniv integral

Necht f je funkce definovand na intervalu {(a,b) pro néjaké a € R a b € (a, +00),
kterd je Riemannovsky integrabilni na intervalu {a,c) pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud
existuje konecna limita

c—b_

/a ’ f(z)d,

nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a,b) a

lim /C f(z)dz,

pak jeji hodnotu znacime

fikdme, Ze integrél f; f(z) dx konverguje.

e Pokud fab |f(x)| dx konverguje, tak lze ukazat, Ze i fab f(x) dx konverguje. V
takovém pripadé fikdme, ze f ma absolutné konvergentni zobecnény
Riemanniiv integral na (a,b).
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Supremum a infimum Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkei

0000000

Zobecnény Riemanniv integral

Necht f je funkce definovand na intervalu {(a,b) pro néjaké a € R a b € (a, +00),
kterd je Riemannovsky integrabilni na intervalu {a,c) pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud

existuje konecna limita
c
lim/ f(z)dz,
c—=b_ /o

/a ’ f(z)d,

nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a,b) a

pak jeji hodnotu znacime

fikdme, Ze integrél f; f(z) dx konverguje.

e Pokud fab |f(x)| dx konverguje, tak lze ukazat, Ze i fab f(x) dx konverguje. V
takovém pripadé fikdme, ze f ma absolutné konvergentni zobecnény
Riemanniiv integral na (a,b).

@ Analogicky definujeme pfedchozi pojmy pro interval (a, b).
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkei
000000 00000000000 0000000 00000 0000000 0000

Zobecnény Riemanniv integral

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci
v bodé b nejde spojité dodefinovat.
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Poznamky

Per partes a substituce
0000080

00000

Vlastnosti
0000000

Konstrukce

Supremum a infimum
00000000000

000000

Zobecnény Riemanniv integral

Integrace sudych a lichych funkci
0000

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci

v bodé b nejde spojité dodefinovat.

o Plati tedy napr.

“+o0 c
—dz = lim —dz= lim (——+
1 2 c—too J; X2 c—r+o00 c

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA
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Integrace sudych a lichych funkci

Poznamky
0000

Per partes a substituce
0000080

Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti
000000 00000000000 0000000 00000

Zobecnény Riemanniv integral

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci

v bodé b nejde spojité dodefinovat.

o Plati tedy napr.

“+o0 1 c 1 1
/ - dr = lim —de = lim (_ + ) =1
1 T c—+o0 c 1

c—+400 1 Z

a 1 1 ) 1 1 ]
/0 ﬁdx = cll)I%)l+ ) ﬁdl’ = Cli)Iél+ (2 — 2\/6) = 2.

ZS 2020/2021 37/42
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 0000000 00000 0000080 0000

Zobecnény Riemanniv integral

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci
v bodé b nejde spojité dodefinovat.

o Plati tedy napt.
+o0 c
1 1 1 1
1 T c=too |1 T c—+o0 c 1

1 1
1 .
e [ = i -2 -

@ Daéle se mizeme zabyvat situaci, kdy chceme dat smysl ffooo f(z)dx. Zde se
omezime pouze na absolutné konvergentni pripady pro spojité funkce.
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
000000 00000000000 0000000 00000 O00000e 0000

Zobecnény Riemanniv integral

Bud f spojita funkce definovana na R. Pokud existuje konecna limita

c
Jim [ 5@l de,
+oo

pak tuto jeji hodnotu znac¢ime [ ™ |f(z)|dz a o f fikime, Ze ma absolutné
konvergentni zobecnény Riemanniv integral na R.
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s a substituce Poznamky e sudych a lichych funkci

O00000e

Zobecnény Riemanniv integral

Bud f spojita funkce definovana na R. Pokud existuje konecna limita

C
lim x)|dx
Jim [ (5@,
pak tuto jeji hodnotu znaéime _Jr;o |f(z)|dz a o f fikdme, Ze ma absolutné
konvergentni zobecnény Riemanniv integral na R.

@ Pokud ma funkce absolutné konvergentni zobecnény Riemann(v integral na

R, pak i limita
c —+o0
1121 / f(x)dx existuje a znalime ji / f(x)dx.

Tuto hodnotu pak nazyvame zobecnénym Riemannovym interadlem f na
R.
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e sudych a lichych funkci

Poznamky
000000e

Supremum a infimum

Zobecnény Riemanniv integral

Bud f spojita funkce definovana na R. Pokud existuje kone¢na limita

(@

lim |f(z)| d,

c—+00 —®

pak tuto jeji hodnotu znaéime _Jr;o |f(z)|dz a o f fikdme, Ze ma absolutné

konvergentni zobecnény Riemanniiv integral na R.

@ Pokud ma funkce absolutné konvergentni zobecnény Riemann(v integral na

R, pak i limita
c —+o0
321 / f(x)dx existuje a znalime ji / f(x)dx.

Tuto hodnotu pak nazyvame zobecnénym Riemannovym interadlem f na
R.

@ Absolutni konvergence zajistuje, ze hodnota zobecnéného Riemannova
integralu nezavisi na zpisobu jakym meze ,posilame" do nekonecna.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA 7S 2020/2021 38/42



Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkci
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Hlavni body

Integrace sudych a lichych funkci
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Supremum a infimum Konstrukce Per partes a substituce Poznamk Integrace sudych a lichych funkcf

0000000 0000

Necht f je funkce spojitd na uvazovanych intervalech.
@ Jeli f suda funkce na (—a,a), pak

dx =2 dx.
@y =2 [ foys
@ Je-li f licha funkce na (—a,a), pak

’ f(z)dz = 0.

—a

@ Je-li f periodicka na R s periodou 7', pak pro kazdé a,b € R plati

/:+T fla)dz = /bb+T f(z)dz.

U el
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Supremum a infimum Ko

Integrace sudych a lichych funkcf
[e]e] o]

@ Pomoci substituce y = —x dostavame

0 0 a
@ = [ sy = [ rwa

@ Stejnym zplsobem jako v prvnim bodé odvodime

0 a

f(z)dz = —/ f(z)dz.
0

—a

© Pomoci substituce y = x + T a periodicity f snadno nahlédneme, ze

/a o f(z)de = / b fz)de + /b o fz)de = / " fy)dy + /b - f(@)de =

+T

= /ba-i-T flz)dz + /ab+T f(z)dz = /bb+T f(z)dz. (O

+T

o’

J W R
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Supremum a infimum Konstrukce Vlastnosti Per partes a substituce Poznamky Integrace sudych a lichych funkcf
000000 00000000000 0000000 00000 0000000 [e]e]e] )

Vypocditejte integraly

2 1 o
/ (2 + 32° — z)dz, / ze® dz, / | sin z|dz.
—2 = 0

2

2 2 3
/ ($3+3x2—x)dx=3-2/ xde:3-2-[x] = 16.
2 0 310

1 2
/ ze ¥ dx = 0.
—1

V poslednim pFipadé je integrand funkce periodicka s periodou 7 a navic suda,

proto
2m ™ ™ -
/ |sinx|d3::/ |sinz|d:z::2/ sinzdx:2[—cosac} =4.
0 0 0 ﬁ‘}w

-
// \\

l/\ m
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