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Neurdity integral
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Dalii priklady
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Véty o substituci v neuréitém integralu

Neuréity integral Integrace per partes
00000000

O@000000000 000000

Primitivni funkce

Definice (primitivni funkce / antiderivative):
Necht funkce f je definovana na intervalu (a,b), kde —co < a < b < +00. Funkei
F splniujici podminku

F'(z) = f(x) pro kazdé z € (a,b)

nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu (a, b).

Poznamka:
Z definice ihned plyne, Ze F je diferencovatelna v kazdém bodé intervalu (a,b) a
tedy je i spojitd na (a,b).

I
e

/&
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Primitivni funkce

Funkce F(z) = 2* je primitivni funkci k funkci f(z) = 322 na libovolném
intervalu (a,b).

@ )
/15
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Primitivni funkce

= 322 na libovolném

Funkce F(x) = 23 je primitivni funkci k funkci f(x)

intervalu (a,b).

In 2 je primitivni funkef k funkci f(z) = % na libovolném intervalu
).

Funkce F(z) =
(a,b) C (0,400

)
\
J \J 7
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Neuréity integral Integrace per partes
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Primitivni funkce

Funkce F(z) = 2* je primitivni funkci k funkci f(z) = 322 na libovolném

intervalu (a,b).

= 1 na libovolném intervalu

Funkce F(z) = Inz je primitivni funkei k funkci f(x)
(a,b) C (0,+00).

Funkce F'(z) = arctg z je primitivni funkei k funkci f(z) = 1+1z na libovolném

intervalu (a,b).

A
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(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Necht F je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b). Pak G je primitivni
funkei k funkci f na intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyZ existuje konstanta ¢ € R
takova, ze

G(z) = F(x) + ¢, pro kazdé z € (a,b).

’_‘7 ke“V"

e
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substituci v neuréitém integralu

Véty o

Inte

Neuréity integral
000e0000000

(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Dali ptiklad

Necht F je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b). Pak G je primitivni
funkei k funkci f na intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyZ existuje konstanta ¢ € R

takova, ze
pro kazdé x € (a,b).

G(z) = F(x) + ¢,

Pokud F' a G jsou funkce primitivni k f na intervalu (a,b), potom

(F=G)(z) = F'(z) - G'(x) = f(2) - [ (=)

Funkce F' — G je proto konstantni na intervalu (a,b).

=0, pro vSechna z € (a,b).

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2020/2021
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v neuritém integralu

Neuréity integral
000e0000000

(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Necht F je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b). Pak G je primitivni
funkei k funkci f na intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyZ existuje konstanta ¢ € R

takova, ze
pro kazdé x € (a,b).

G(z) = F(x) + ¢,

Pokud F' a G jsou funkce primitivni k f na intervalu (a,b), potom
pro vSechna z € (a,b).

(F—=G)(z) = F'(z) - G'(x) = f(2) = (=) =0,

Funkce F' — G je proto konstantni na intervalu (a,b).
L]

Naopak, je-li G(x) = F(z) + ¢, pro libovolné z € (a,b), pak G'(z) = F'(x).
—
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Neurcity integral

Definice (neurcity integral / indefinite integral):

Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a,b). Mnozinu vsech
primitivnich funkci k funkci f na (a,b) nazyvdme neuritym integralem a
znatime jej [ f nebo [ f(z)d.

foiaB
ATy
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tituci v neurcitém integralu

Neuréity integral Int
0000e000000 OC

Neurcity integral

Definice (neurcity integral / indefinite integral):

Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a,b). Mnozinu vsech
primitivnich funkci k funkci f na (a,b) nazyvdme neuritym integralem a
znatime jej [ f nebo [ f(z)d.

Poznamka (Terminologie):
Najdeme-li k f primitivni funkci F' v intervalu (a,b), zapisujeme tento fakt obvykle

/f(ac)da::F(:L‘) +c

Funkci f nazyvame integrovanou funkci, = integracni proménnou a ¢
integraéni konstantou. Ukolu uréit [ f(x) dz fikdme ,najit primitivni funkci k
f*, nebo ,vypocitat integrdl z f*, nebo ,integrovat f".
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Existence primitivni funkce

Poznamka:

o Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a,b), pak pfimo z definice plyne

/g'(m) dz =g(z) +¢, =z € (a,b).
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Existence primitivni funkce

Poznamka:

o Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a,b), pak pfimo z definice plyne

/g'(m) dz =g(z) +¢, =z € (a,b).

@ Ma-li funkce f primitivni funkci na intervalu (a,b), potom opét pfimo z

definice plyne )
(/ f) (@) = £(@), =€ (ab)
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Neuréity integral

Véty o substituci v neuréitém integralu Dalsi priklad
0O0000e00000

Existence primitivni funkce

Poznamka:

o Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a,b), pak pfimo z definice plyne

/g'(m) dz =g(z) +¢, =z € (a,b).

@ Ma-li funkce f primitivni funkci na intervalu (a,b), potom opét pfimo z

definice plyne )
(/) @=r1@, acw@b

Véta (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce):

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Pak funkce f ma na tomto intervalu
primitivni funkci.

oy el
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Primitivni funkce elementarnich funkci. . .

Ze znalosti derivaci mizeme ihned sestavit tabulku primitivnich funkeci:

vzorec interval, parametry
fx”dxzf;:—&—c re€R, neN
fx”d,rz”;;:—&—C reERN{0},n€Z, n< -2
fxadx:’f:—:—i—C z € (0,+x), a ¢ Z
[idz=Inlz|+C x e R~ {0}
faxdx:%wLC reER a>0aa#1

[ sin(z) dz = —cos(z) + C zeR

@ “—’j
/AN

A
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Neuréity integral

Integrace per partes Véty o substituci v neur¢itém integralu Dalsi priklady
00000008000 000000 00000000 000000
... pokracovani
vzorec interval, parametry
[ cos(z) dz = sin(z) + C reR
1
1
J iy do = —cotg(z) + C zve (kn, m+kn), keZ
1 .
i == do = arcsin(z) + C xe(—1,1)
[ 155z da = arctg(z) + C zeR
J @%ﬁ
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Zakladni pravidla pro integrovani

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b) a
necht a € R. Pak

S ¥l

=y
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Zakladni pravidla pro integrovani

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b) a
necht a € R. Pak

e F + G je primitivni funkci k funkci f + g na intervalu (a,b),

)
A
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Zakladni pravidla pro integrovani

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b) a
necht a € R. Pak

e F + G je primitivni funkci k funkci f + g na intervalu (a,b),

e aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a,b).

s

J
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Zakladni pravidla pro integrovani

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b) a
necht a € R. Pak

e F + G je primitivni funkci k funkci f + g na intervalu (a,b),
e aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a,b).

Plyne ihned z pravidla po derivaci souctu funkci a konstantniho nasobku
funkce. O

v

/s
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Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b) a
necht a € R. Pak

e F + G je primitivni funkci k funkci f + g na intervalu (a,b),
e aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a,b).

| \

Plyne ihned z pravidla po derivaci souctu funkci a konstantniho nasobku
funkce. ]

| A

Poznamka:
Vétu symbolicky zapisujeme a pfi vypoctech vyuzivame takto:

[t+a=[1+[s 2 [@p=afr
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Priklad

Vypoctéte
1

42 — — 4+ —
x
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Véty o substituci v neuritém integralu Dalsi priklady

Neuréity integral Integrace per partes
000000

0000000000 000000 00000000

Priklad

Vypoctéte

1 2
)dx=4/x2dm—/xdx+/x/3dx:

x3 z'/®

4
C= §x3 —1In|z| 4 3z/% + C.

@ )
/15
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Priklad

Vypoctéte
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Priklad

Vypoctéte

/ (2% +3%)da.

/(2$+3w)2dx=/(22$+2-2$-3m+32z)dx=

:/4xdx+2/6xdx+/9”dx:

433' €T T

6 9
=— +2. — 4+ — .
ln4+ ln6+ln9+c

=)
L
/ \Mf P
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Hlavni body

Integrace per partes
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Integrace per partes

Véta (Per partes / integration by parts):

Necht funkce f je diferencovatelnd v intervalu (a,b) a G je primitivni funkce k
funkci g na intervalu (a,b) a kone¢né necht existuje primitivni funkce k funkci
f'G. Potom existuje primitivn{ funkce k funkci fg a plati

[to=16- [ ra.
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neur¢itém integralu Dalsi priklad
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Integrace per partes

Véta (Per partes / integration by parts):

Necht funkce f je diferencovatelnd v intervalu (a,b) a G je primitivni funkce k
funkci g na intervalu (a,b) a kone¢né necht existuje primitivni funkce k funkci
f'G. Potom existuje primitivn{ funkce k funkci fg a plati

[to=16- [ ra.
oakaz. |

Tvrzeni véty mizeme pfimo ovéfit derivovanim

(r6- [ £6) (167 - G =G+ G- 1G = 1G' = fo.

Vsimnéte si, Ze ve vypoctu jsme pouzili pravidlo pro derivovani soucinu dvou
funkci. O

o
]

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 15/33



Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neur¢itém integralu Dalsi priklady
00000000000 00e000 00000000 000000

Integrace per partes

Poznamka:

@ ,per partes", ¢esky ,po Castech*

o Umozniuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiznost s vypoctem
derivace soucinu funkci.

Aby bylo jasné jak per partes pouzivdme budeme v nasledujicich vypoctech
pouzivat jednoduchou notaci:

f
/fg= =
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Integrace per partes

Poznamka:

@ ,per partes”, Cesky ,po Castech”.

o Umozniuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiznost s vypoctem
derivace soucinu funkci.

Aby bylo jasné jak per partes pouzivdme budeme v nasledujicich vypoctech
pouzivat jednoduchou notaci:

f
/fg= l | =
I G

@

)
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Integrace per partes

Poznamka:

@ ,per partes”, Cesky ,po Castech”.

o Umozniuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiznost s vypoctem
derivace soucinu funkci.

Aby bylo jasné jak per partes pouzivdme budeme v nasledujicich vypoctech
pouzivat jednoduchou notaci:

f g

[ o= e

oG

@

)
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Integrace per partes

Poznamka:

@ ,per partes”, Cesky ,po Castech”.

o Umozniuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiznost s vypoctem
derivace soucinu funkci.

Aby bylo jasné jak per partes pouzivdme budeme v nasledujicich vypoctech
pouzivat jednoduchou notaci:

/
/fg= sz—/f’G.
y—a

@

)
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P¥iklady

Vypoctéte neurcity integral [ xsinaxdx.
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P¥iklady

Vypoctéte neurcity integral /xsinxdx.

Reseni:

flz)==x g(z) =sinx
/xsinxdx: :—xcosx—i—/cosmdx:

fll)=1 G(z)=—cosz

= —zcosz +sinz + C.

@ )
/15
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Neuréity integral

P¥iklady

Integrace per partes
000@00

Véty o substituci v neuréitém integralu
00000000

Vypoctéte neurcity integral /xsinxdx
Redenf:

Dalii priklady
000000

fl@) ==
/xsinxdx =

f'(@)

g(x) =sinx

G(z) = —cosz
xcosx +sinx + C.

Ptipomenime, Ze vysledek miizeme snadno ovérit:

=1

—xcosx—i—/cosmdx =

(—xcosx—i—sinm—i—C)l

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

—cosx +xsinx +cosx + 0 = xsinx.
BI-ZMA
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P¥iklady

Vypottéte neurdity integral [ z2e® d.
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Véty o substituci v neuritém integralu Dalsi priklady

Neuréity integral Integrace per partes
00000000 000000

00000000000 0000e0

P¥iklady

Vypoctéte neurcity integral /xzem dz.

Nyn{ je potfeba per partes pouZzit dvakrat.

z? e”
/zQEI dx = = 2% — /Qxez do = z%e” — 2/1‘61 dz =
2z €”
T e
= xQeIQ(:cez/e‘”dx>xe — 2xe” + 2e% =
1 e”

= (x2 —2x+2)e$ +C.
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Piklady

Vypoctéte neurdity integral | arctgx dz.
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Neuréity integral Integrace per partes
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P¥iklady

Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
00000000 000000

Vypoctéte neurdity integral /arctg:vdm.

Integrand sice na prvni pohled neni ve tvaru soucinu, ale miizeme postupovat
nasledovné:

arctgx 1 "
/arctg:cda::/1~arctgxdx: :xarctgxf/idx:

1+ 22
B
1422

1 2 1
= rarctgr — Q/Hixxzdx = rarctgr — iln (1—1—332) +C.
——

(In(1422))’

l/\ m
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Hlavni body

Véty o substituci v neurcitém integralu
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Substituce v neurcitém integralu (v1)

Véta (O substituci I):

Necht pro funkce f a ¢ plati

@ f ma primitivni funkci F' na intervalu (a,b),
@ ¢ je na intervalu («, 8) diferencovateln3,
9 ¢((@,8)) C (a,b).
Pak funkce f(ga(x)) - ¢'(x) ma primitivni funkci na intervalu (o, 3) a plati

[ 1ot - #@)az = Flota) + .
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Substituce v neurcitém integralu (v1)

F je primitivni funkei k funkci f, tj. F'(z) = f(z) pro kazdé x € (a, b). Podle véty
o derivaci slozené funkce dostaneme

(F o) (z) =F(p(@)) - ¢'(x) = folx)) - ¢ (z),

pro kazdé x € (o, B).

&)
/s
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Substituce v neurcitém integralu (v1)

F je primitivni funkci k funkci f, tj. F'(z) = f(x) pro kazdé x € (a,b). Podle véty
o derivaci slozené funkce dostaneme

(F o) (z) =F(p(@)) - ¢'(x) = folx)) - ¢ (z),

pro kazdé x € (o, B). O
)
Poznamka:
Jedna se vlastné o ,,derivaci slozené funkce naruby*“.
/ Wre
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Priklad

Vypoctéte
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Priklad

Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 1. Potom ¢/(z) = — ;. Proto

1
dx:—/sinydy:cosy—i—Czcosf—i-C.
x

@ )
s
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Naleznéte primitivni funkci k funkci f(x) = tg(z) na intervalu J = (g,
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Naleznéte primitivni funkci k funkci f(x) = tg(z) na intervalu J = (%, 3—”)

Funkce f je na intervalu J spojitd a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgxdx/ii;;((z))dw 7/@ - (= sin(z))da.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = % ay=¢(x)=cos(x).

J\
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Naleznéte primitivni funkci k funkci f(x) = tg(z) na intervalu J = (%, 3—”)

Funkce f je na intervalu J spojitd a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgxdac = / (S:g;(é))dx = 7/ cosl(x) - (= sin(z))da.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = i ay=¢(x)=cos(x).
Funkce ¢ zobrazuje interval J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkci
F(y) = In(—y). Navic ¢'(x) = —sin(z). Vétu lze tudiz pouzit a dostdvame

/tg(m) de =—In(—cos(z))+C, z¢€lJ

el

IAdS
W
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Naleznéte primitivni funkci k funkci f(x) = tg(z) na intervalu J = (%, 3{)

Funkce f je na intervalu J spojitd a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgxdm = / (S:g;g))dx = 7/ cosl(x) - (= sin(z))da.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = i ay=¢(x)=cos(x).
Funkce ¢ zobrazuje interval J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkci
F(y) = In(—y). Navic ¢'(x) = —sin(z). Vétu lze tudiz pouzit a dostdvame

/tg(m) de =—In(—cos(z))+C, z¢€lJ

Casto se té7 substituce zapisuje jako y = cosz, dy = —sinz dz a
1
/tgmdx:—/fdy:—ln\yH—C:—ln(—cos(a:))+C’. T Dy

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 24 /33
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Substituce v neurcitém integralu (v2)

Véta (O substituci Il):

Necht f je definovana na intervalu (a,b) a necht ¢ je bijekce intervalu (o, 8) na
(a,b) s nenulovou kone¢nou derivaci v kazdém bodé intervalu («, 8). Pak plati

/ fe®)dBdt=Gt) +C = / f(z)dz = G(p~(2)) +C

? @7@

=
W
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Véty o substituci v neuréitém integralu
00000800

Substituce v neurcitém integralu (v2)

Véta (O substituci Il):
Necht f je definovana na intervalu (a,b) a necht ¢ je bijekce intervalu (o, 8) na
(a,b) s nenulovou kone¢nou derivaci v kazdém bodé intervalu («, 8). Pak plati

/ fe®)dBdt=Gt) +C = / f(z)dz = G(p~(2)) +C

Pomoci véty o derivaci inverzni funkce odvodime, zZe

() =) it

)
AN
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Priklad

Pomoci predchozi véty spoctéte znamy integral

x = arcsinx + C.

| =t

@ )
/15
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Priklad

Pomoci predchozi véty spoctéte znamy integral

x = arcsinx + C.

| =t

Integrand
1

)= ——
o)==
je definovan na intervalu (a,b) = (—1,1). Abychom se zbavili odmocniny ve
jmenovateli polozme

x=(t) =sin(t), te(a,f):= ( - 77/2,”/2).
il
zh@@
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Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
000000

Neuréity integral Integrace per partes
00000000000 000000 O000000e

Priklad, pokracovani. . .

Funkce sin je na intervalu (a, 8) rostouci s nenulovou derivaci ¢'(t) = cost. Déle

G(t) = / Flo() ¢ (t)dt = / Jl_lsmcostdt _

:/COStdt:/ldt:t+C.

cost

Protoze ¢t = arcsin(x) uzavirdme,

[

dz = arcsin(x) + C.

ZS 2020/2021 27/33
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Hlavni body

Dalsi priklady
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Neuréity integral
00000000000

artes Véty o substituci v neuritém integralu Dalsi priklady
00000000 O@0000

Hledani neurcitého integralu

@ Jenom mala &ast elementarnich funkci ma primitivni funkci, ktera by byla
elementarni. Vime jen, Ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci kone¢né mnoha operaci (soucet, soucin, podil, skladani a invertovani)
ze zakladnich funkci. Jako ptiklad uvedme

/e_”’2dx, /SinT(x)dx, /ﬁdx

Dikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan.

LIy
7/?\9
T
S &)
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integrél Inte tuci v neuréitém integralu Dalii priklady

O@0000

Hledani neurcitého integralu

@ Jenom mala &ast elementarnich funkci ma primitivni funkci, ktera by byla
elementarni. Vime jen, Ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci kone¢né mnoha operaci (soucet, soucin, podil, skladani a invertovani)
ze zakladnich funkci. Jako ptiklad uvedme

/e_”’de, /SinT(x)dx7 /ﬁdx

Dikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan.

Rozpoznat, kdy funkce ma ,,rozumnou® primitivni funkci, je Casto slozité.
Obecny navod (algoritmus) ,jak integrovat" Ize dat pouze v p¥ipadé
racionalnich funkci a funkci které Ize na racionalni vhodnou substituci prevést.
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integrél Inte tuci v neuréitém integralu Dalii priklady

O@0000

Hledani neurcitého integralu

@ Jenom mala &ast elementarnich funkci ma primitivni funkci, ktera by byla
elementarni. Vime jen, Ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci kone¢né mnoha operaci (soucet, soucin, podil, skladani a invertovani)
ze zakladnich funkci. Jako ptiklad uvedme

i 1
/e_”’de, /Mda /—dx
x In(z)
Dikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan.

@ Rozpoznat, kdy funkce mé ,,rozumnou” primitivni funkci, je Casto slozité.
Obecny navod (algoritmus) ,jak integrovat" Ize dat pouze v p¥ipadé
racionalnich funkci a funkci které Ize na racionalni vhodnou substituci prevést.

@ Integrace, na rozdil od rutinniho derivovani, vyzaduje cvik a zkuSenost.
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Neuréity integral Integrace per partes

Véty o substituci v neuréitém integralu
00000000000 000000

Dalii priklady
00000000

00e000

Poznamka:

Vzdy je vsak pomoci derivovani mozné ovérit, zda jsme ve vypoctu neudélali
chybu!

)
A
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Poznamka:

Vzdy je vsak pomoci derivovani mozné ovérit, zda jsme ve vypoctu neudélali
chybu!

Priklad.

Vypottéte / ze® dx a vysledek ovétte.

Pomoci substituce y = z2,

1 1 1
/xe”de =5 /eydy = 563’ +C = 569”2 + C.

Ovéreni,

1 " / 1
(26762 +C) = 5(6I2> +0= 3 2we® = ze® . .
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Racionalni lomené funkce

@ Pro racionalni lomené funkce, tedy funkce tvaru

p(x)

q(x)’

kde p a g jsou polynomy, Ize dat obecny algoritmus pro jejich integraci
(metoda integrace pomoci rozkladu na parciélni zlomky).
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ci v neuréitém integralu Dalii priklady
0O00e00

Racionalni lomené funkce

@ Pro racionalni lomené funkce, tedy funkce tvaru

kde p a g jsou polynomy, Ize dat obecny algoritmus pro jejich integraci
(metoda integrace pomoci rozkladu na parciélni zlomky).

@ Touto problematikou se zde nebudeme plIné zabyvat. Omezime se na pripad
kdy polynom g(z) ve jmenovateli je stupné nejvyse dvé.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 31/33



stituci v neuréitém integrélu Dalii priklady
0O00e00

Neur¢ity integral

Racionalni lomené funkce

@ Pro racionalni lomené funkce, tedy funkce tvaru

kde p a g jsou polynomy, Ize dat obecny algoritmus pro jejich integraci
(metoda integrace pomoci rozkladu na parciélni zlomky).

@ Touto problematikou se zde nebudeme plIné zabyvat. Omezime se na pripad
kdy polynom g(z) ve jmenovateli je stupné nejvyse dvé.

@ V nasledujici ¢asti prednasky tedy rozebereme, jak integrovat

/zggdx,

kde p je libovolny polynom a ¢ je polynom stupné nejvySe dvé.
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neur¢itém integralu Dalsi priklady
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Strucny popis metody

x
Integrujeme /M dx, stupen g je mensi nebo roven 2.

q(z)
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neuréitém integralu Dalii priklady

Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v
000080

Strucny popis metody
p(z)

Integrujeme /— dx, stupen g je mensi nebo roven 2.

q()

@ Pokud to Ize, vydél polynom p polynomem g, pak

p@) o, @)

q(x)

q(x)

)

kde stupen polynomu r je nejvySe 1. Polynom s zintegrujeme snadno.

@

AN
I Wl
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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Strucny popis metody
Integrujeme /pgxi dx, stupen g je mensi nebo roven 2.
q(x

@ Pokud to Ize, vydél polynom p polynomem g, pak

q(x)

q(x)

x r(x
p@) o, @),
kde stupen polynomu r je nejvySe 1. Polynom s zintegrujeme snadno.

@ Pokud je stupen polynomu ¢ roven 1, pak pouzijeme
[t dz=bln|z—a|+C.

I (S
/sl
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Dalii priklady

Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu
000080

Strucny popis metody
p(z)

Integrujeme /() dx, stupen g je mensi nebo roven 2.
q(x

@ Pokud to Ize, vydél polynom p polynomem g, pak

q(z)’

o) _ )
q(x) () +

kde stupen polynomu r je nejvySe 1. Polynom s zintegrujeme snadno.

@ Pokud je stupen polynomu ¢ roven 1, pak pouzijeme
[t dz=bln|z—a|+C.
© Pokud méa polynom ¢ dvojnasobny kofen ¢, pak
f(““b dz = brac dz = aln |z — ¢ — 2t 4 C.
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuritém integralu Dalsi priklady

000080

Strucny popis metody
Integrujeme /pgxi dx, stupen g je mensi nebo roven 2.
q(x

@ Pokud to Ize, vydél polynom p polynomem g, pak

q(x)

p(@) _ oy (@)
=s@)+ q(x)

k)

kde stupen polynomu r je nejvySe 1. Polynom s zintegrujeme snadno.
@ Pokud je stupen polynomu ¢ roven 1, pak pouzijeme

[t dz=bln|z—a|+C.
© Pokud méa polynom ¢ dvojnasobny kofen ¢, pak

f(““b dr = brac dz = aln |z — ¢ — 2t 4 C.

@ Pokud je stupen polynomu g roven 2 a jeho diskriminant je kladny, pak 2

+ b2 3 pouzijeme pFedchozi bod.

prevedeme na tvar b1
r—aq r—ag
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F eurdity integral Int Véty o substituci v neur¢itém integralu Dalsi priklady

000080

Strucny popis metody

x
Integrujeme /]M dx, stupen g je mensi nebo roven 2.

q()

@ Pokud to Ize, vydél polynom p polynomem g, pak

q(x)

q(x)

p@) o, @)

k)

kde stupen polynomu r je nejvySe 1. Polynom s zintegrujeme snadno.
@ Pokud je stupen polynomu ¢ roven 1, pak pouzijeme

[t dz=bln|z—a|+C.
© Pokud méa polynom ¢ dvojnasobny kofen ¢, pak

f(““b dr = brac dz = aln |z — ¢ — 2t 4 C.

@ Pokud je stupen polynomu g roven 2 a jeho diskriminant je kladny, pak 5

prevedeme na tvar wﬁlal + I?@ a pouzijeme predchozi bod.

@ Pokud je stupen polynomu g roven 2 a jeho diskriminat je zaporny, pak «
pouzijeme doplnéni jmenovatele na Ctverec, integral pak vede na arctg
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Piklady

Ukazky pouZiti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

/ \J§
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neur¢itém integralu
00000000000 000000 00000000

P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

2 1 2
o/ * dx:/x—l—i—idx:m——$+ln|m+1|+0.

z+1 r+1 2

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA

Dalii priklady
O0000e
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
00000000000 000000 00000000 O0000e

P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

z? 1 x?
° dz=[2z—-14+4——do=——-c+hnlz+1|+C.
z+1 z+1 2

3x—3 1 2
——dz= | ——+ ——dx =1 — 2|+ 21 1 .
o/(x—Z)(ac—i—l) v /x—2+x+1 v =nfe =2+ 2nfr+1[+0

)
A
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Neuréity integral Integrace per partes Véty o substituci v neuréitém integralu Dalii priklady
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P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

z? 1 x?
° dz=[2z—-14+4——do=——-c+hnlz+1|+C.
z+1 z+1 2

3x—3 1 2
——dz= | ——+ ——dx =1 — 2|+ 21 1 .
o/(x—Z)(x—i—l) v /x—2+x+1 v =nfe =2+ 2nfr+1[+0

1 1 1
— dz= | ———d dy = arct C=
°/x2—2m—|—2 . /1+(:v—1)2 = /1+ g Gy = arctgy +
arctg(z — 1) + C, kde jsme pouzili substituci y = z — 1.
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v neuréitém integralu Dalii priklady
O0000e

P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

z? 1 x?
° dz=[2z—-14+4——do=——-c+hnlz+1|+C.
z+1 z+1 2

3x—3 1 2
——dz= | ——+ ——dx =1 — 2|+ 21 1 .
o/(x—Z)(m—i—l) v /x—2+x+1 v =nfe =2+ 2nfr+1[+0

1 1 1
————dz= | —————de= | —— dy = arct C=
°/x2—2x+2 . /1+(:v—1)2 . /1—|—y2 y = arctgy +
arctg(z — 1) + C, kde jsme pouzili substituci y = z — 1.

T e T e
22 —2+2 0 2 11@-12Y "2 1t @_12
1 1 1
————dr==-In(1 —1)? ——d druhy
/1+($_1)2 T 2n( +(x—1)%) + T o1 x, a na druhy
integral pouzijeme predchozi bod.
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