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Plocha Gtvaru ohrani¢eného dvéma funkcemi

Necht f a g jsou funkce spojité na (a,b) takové, ze f(x) > g(z) pro kazdé
x € (a,b). Pak obsah plochy P ohranitené pfimkami z = a a = b a grafy funkci
f a g je rovna
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Priklad

Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b.
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Priklad

Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b.
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Obsahy plosnych dtvarii
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Priklad

Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b.

2?42
Rovnice elipsy zni — + i 1. Vrchni oblouk elipsy
a

je popsan funkei f(z) = by/1 —z2/a?, D; = (0, a).
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Odhadovani rychlosti riistu souctii
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Uvod do Landauovy symboliky

Obsahy plosnych dtvarii
0000

00e00

Priklad

Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b.

2?42
Rovnice elipsy zni — + i 1. Vrchni oblouk elipsy
a

je popsan funkei f(z) = by/1 —z2/a?, D; = (0, a).
Y

Tudiz, pouzijeme-li substituci x = asint,

5= s = [y G- C

= 6/2 1 —sin?(t) - acos(t)dt =
0

= ab/2 cos?(t)dt = T ab.
0 4
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Priklad

Spoditejte obsah plochy ohranicené kfivkami y = 2% a y = .
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Priklad

Spoditejte obsah plochy ohranicené kfivkami y = 2% a y = .

Nejprve nalezneme priseciky grafii. Resenim

rovnice z3 =z jsou x = —1, x =1 az = 0.
Dostavame proto priseciky y
(-1,-1), (1,1) a (0,0). S
-1 S/
| 1
1 i
/oo -1

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA ZS 2020/2021 6/27



Obsahy plosnych ttvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souctii
[e]e]e] lo} 0000 0000000000000 000

Priklad

Spoditejte obsah plochy ohranicené kfivkami y = 2% a y = .

Nejprve nalezneme priseciky grafii. Resenim
rovnice z3 =z jsou x = —1, x =1 az = 0.
Dostavame proto priseciky

Y
(-1,-1), (1,1) a (0,0). S
[y olvp N Ly S 1
Z nacrtku (resp. pribéhu) je pak patrné, ze -1 i
obsah plochy je i 1
1 2 471 i
S=2/ (x—x?’)d:z::2{x—x} = 1
0 2 4, S L1
2 4) 2 A
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Priklad

Naleznéte obsah plochy ohranicené krivkami

1
yzzxz—l, yzl—zwg, 2?24 9% =1.
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Priklad

Naleznéte obsah plochy ohranicené krivkami

1
y:Za:Q—l, yzl—zxg, 2?24 9% =1.

Obsah udtvaru bez vyjmuté kruznice je

2

Yy ( _ 1 2)f(1,-2f1)d -

1 [2 17 i x
2 3
1 2 1
2/ 2 — —z?dz = [2:6—%—} :—6.
7 N 0 2 6lo 3
Takze plocha naseho Gtvaru je
16 g

S=——m. =i s
3 / \1@%&8
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Hlavni body

Uvod do Landauovy symboliky
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Landauova symbolika

Necht (a,,)2%; a (b,)S%; jsou &iselné posloupnosti. Rekneme, e

® a, ~ by, pravé kdyz existuje posloupnost (e, )52 ; a ng € N takové, ze

lim o, =1 a a, = ayb, prokazdén > ng.
n—oo
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® a, ~ by, pravé kdyz existuje posloupnost (e, )52 ; a ng € N takové, ze

lim o, =1 a a, = ayb, prokazdén > ng.
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e a, = O(b,), pravé kdyz existuje konstanta ¢ > 0 a ng € N tak, ze

|an| < ¢|bn| pro vdechnan > ng.
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o¥nych Gtvari Uvod do Landauovy symboliky
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Landauova symbolika

Necht (a,,)2%; a (b,)S%; jsou &iselné posloupnosti. Rekneme, e

® a, ~ by, pravé kdyz existuje posloupnost (e, )52 ; a ng € N takové, ze

lim o, =1 a a, = ayb, prokazdén > ng.
n—oo

e a, = O(b,), pravé kdyz existuje konstanta ¢ > 0 a ng € N tak, ze

|an| < ¢|bn| pro vdechnan > ng.

® ap ~ by (a,)02 a (by)22, se pro velkd n chovaji stejné, jsou
asymptoticky ekvivalentni.

oo

® ap, = O(by): (an)52, je asymptoticky omezena posloupnosti (b,,)52 ;.
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Landauova symbolika

o Existuji dalsi symboly porovnavajici dalsi charakteristiky chovani dvou
posloupnosti. Podrobnéji se jimi budete zabyvat v BI-ZDM.

foiaB
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Landauova symbolika

o Existuji dalsi symboly porovnavajici dalsi charakteristiky chovani dvou
posloupnosti. Podrobnéji se jimi budete zabyvat v BI-ZDM.

Pokud b,, > 0 pak Ize definici preformulovat do praktického tvaru

. a
ap ~b, < lim = =1,
n—oo by,

o0
a
a, = O(b,) <« posloupnost <b—") je omezena.
n

n=1

Poznamenejme, Ze pokud existuje kone¢na limita lim a,, /b,,, pak je posloupnost
(an/bn)22, omezena.
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Priklad.

Plati

1
n?+-n—1~n?

2

2
2n = O(n?),

n= O(n )7
4n? = O(n?).
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P¥iklady

Priklad.

Plati
1
n? + 571 —1~n?
2n = O(n?),
n= O(nZ)v
4n? = O(n?).

e Zapis a,, = O(by,) nenf prili§ Stastny. Lepsi je ho chapat ve smyslu
ap, € O(by,). Historicky se v8ak ujal a pouziva se.
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Odhadovani rychlosti riistu souctii

Uvod do Landauovy symboliky
0000000000000 000

Obsahy plosnych dtvari
00000 oooe

P¥iklady

Priklad.

Plati
1
n? + 571 —1~n?
2n = O(n?),
n= O(nZ)v
4n? = O(n?).

e Zapis a,, = O(by,) nenf prili§ Stastny. Lepsi je ho chapat ve smyslu
ap, € O(by,). Historicky se v8ak ujal a pouziva se.

o Naptiklad pokud a,, = O(n) a soucasné b, = O(n), neplyne odtud, Ze

a, = b,.
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Priklad.
Plati

1
n’+ -n—1~n?

2 )
2n = O(n?),
n= O(nZ)v
4n? = O(n?).

e Zapis a,, = O(by,) nenf prili§ Stastny. Lepsi je ho chapat ve smyslu
ap, € O(by,). Historicky se v8ak ujal a pouziva se.

o Naptiklad pokud a,, = O(n) a soucasné b, = O(n), neplyne odtud, Ze

a, = b,.
e 5
@ Posloupnost (a,,)52 ; je omezend, pravé kdyz a, = O(1). f&j 1%5
J \ij
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Pripomenuti zndmych souctl

Soucty znamych posloupnosti:
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Uvod do Landauovy symboliky

Obsahy plosnych dtvari
0000

00000

Pripomenuti zndmych souctl

Soucty znamych posloupnosti:

Odhadovani rychlosti riistu souctd
O®@00000000000000

e aritmeticka posloupnost (a,)> , tj. a, = a1 + (n — 1)d,

- (n—1)

Zak:Zal—i—dZ(k—l):aln—l—d-n 5
k=1

k=1 k=1
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Pripomenuti zndmych souctl

Soucty znamych posloupnosti:

e aritmeticka posloupnost (a,)> , tj. a, = a1 + (n — 1)d,

- - - nn—1) n
Zak :;al—i—d;(k—l) :a1n+d-T = §(a1+an).

k=1 =1

e geometricka posloupnost (a,,)° ,, tj. a, = a1¢" ",

Zak = Zalqk_l = a1j7 q#1.
k=1 k=1
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o$nych utvari

do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu soucti
O O®@00000000000000

Pripomenuti zndmych souctl

Soucty znamych posloupnosti:

e aritmeticka posloupnost (a,)> , tj. a, = a1 + (n — 1)d,

- - - nn—1) n
ap = a1 +d k—1)=ain+d ———= = —(a1 + a,).
;k ;1 kZ:l( )= 5 5 (a1 )

e geometricka posloupnost (a,,)° ,, tj. a, = a1¢" ",

k—1
Sa=Y" - . q#L
1CLk 2 arq ay p 1 q

@ Daéle zndme soucty nékterych Ciselnych fad. Napriklad vime, Ze:

oo o0

2k

=cos(m) = —1, atp.
il

O
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Scitani Clend posloupnosti

@ Hledani explicitniho vzorce pro dany soucet je obecné komplikovana a Casto
nefesitelnd tloha.
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Obsahy plognych dtvarii
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00000

Scitani Clend posloupnosti

@ Hledani explicitniho vzorce pro dany soucet je obecné komplikovana a Casto

neresitelnd dloha.

o Casto néas ale presny soudet ani nezajima, jde nam pouze o typické chovani
pro velkd n. Tedy o tzv. asymptotické chovani souctd.
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Scitani Clend posloupnosti

@ Hledani explicitniho vzorce pro dany soucet je obecné komplikovana a Casto
nefesitelnd tloha.

o Casto néas ale presny soudet ani nezajima, jde nam pouze o typické chovani
pro velkd n. Tedy o tzv. asymptotické chovani souctd.

ONEDOESNOTSIMPLY;

find an'explicit formula for the sum. ﬁ%
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Odhadovani rychlosti rdstu riznych soucti

Necht f je spojitd funkce na (1,+00) an € N.
Q@ Je-li f klesajici, pak

n

f+ [ s <> sm) <1+ [ sa)d,
1 k=1

1

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA 7S 2020/2021 15 /27



Odhadovani rychlosti riistu souctd
O00@000000000000

Obsahy plosnych dtvari Uvod do Landauovy symboliky

00000 0000

Odhadovani rychlosti rdstu riznych soucti

Necht f je spojita funkce na (1, +o00) a n € N.
@ Jeli f Klesajici, pak
W+ [ f@ds< kif(k) <+ [ f@)an
c el § s, ol
W+ [ e < Zn:f(k) < s+ [ f@an
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Odhadovani rychlosti rdstu riznych soucti

Dukaz pro f klesajici.

Bud k € N, pak pro kazdé = € (k, k + 1) plati f(k+ 1) < f(x) < f(k).

4
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lo Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu soucti
) O000@00000000000

Odhadovani rychlosti rdstu riznych soucti

Dukaz pro f klesajici.
Bud k € N, pak pro kazdé = € (k, k+ 1) plati f(k+1) < f(z) < f(k).
Z véty o nerovnosti mezi integraly dostaneme nerovnost

fe+n = [

k+1 k+1

k+1
e+ 1)ds < / f(z)dz < /k Fk)dz = £(k).

4

/Wy el
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Odhadovani rychlosti rdstu riznych soucti

Dukaz pro f klesajici.
Bud k € N, pak pro kazdé = € (k, k+ 1) plati f(k+1) < f(z) < f(k).
Z véty o nerovnosti mezi integraly dostaneme nerovnost

fe+n = [

Sectenim nerovnosti pro kK =1,2,...,n — 1 dostaneme

k+1 k+1

k+1
e+ 1)ds < / f(z)dz < / Fk)dz = £(k).
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Obs: plosnych atvari Uvod do Landauovy symboliky

Odhadovani rychlosti rdstu riznych soucti

Dukaz pro f klesajici.
Bud k € N, pak pro kazdé = € (k, k+ 1) plati f(k+1) < f(z) < f(k).
Z véty o nerovnosti mezi integraly dostaneme nerovnost

fe+n = [

Sectenim nerovnosti pro kK =1,2,...,n — 1 dostaneme

k+1

k+1
e+ 1)ds < / f(z)dz < / Fk)dz = £(k).

k+1

n n—1

S s < [ i@ < Y 0,
k=2 L k=1
Odtud . . .
fo)+ [ fade < 30 < f0)+ [ fa)de =
1 k=1 1

4
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Geometricka interpretace odhadu
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Pomoci odhadu odhadnéte rychlost ristu posloupnosti

n
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s
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Pomoci odhadu odhadnéte rychlost ristu posloupnosti

n

Nyni f(x) = 2% je rostouci na (1,+0c0) a proto pro kazdé n € N plati

n n n
1—|—/ xdeSZkQSnQ—I—/ z2dz.
1 1

k=1

S ¥l

=y
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 000000@000000000

Pomoci odhadu odhadnéte rychlost ristu posloupnosti

n

Nyni f(x) = 2% je rostouci na (1,+0c0) a proto pro kazdé n € N plati

n n n
1—|—/ xdeSZkQSnQ—I—/ z2dz.
1 1

k=1

Tudiz

1 3+2<a <1n3+n2 1
SN 5 = -z
3 3- "—3 3

S ¥l

=y
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Odhadovani rychlosti riistu souctd
O00000@000000000

Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky

00000 0000

Pomoci odhadu odhadnéte rychlost ristu posloupnosti

n

Nyni f(x) = 2% je rostouci na (1,+0c0) a proto pro kazdé n € N plati

n n n
1—|—/ xdeSZkQSnQ—I—/ z2dz.
1 1

k=1
Tudiz
P S IR
nP4+Z<a, <=-n'4n*- .
3 3- "3 3
Pro velkd n je nejvé&tsim ¢lenem $n?, presndji
o, _ 1,
lim — =1, tj. a,~ =n°. s
l;/ \:&U@g
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 0000000 e00000000

Urcete rychlost rlistu posloupnosti (n!)S°

n=1"
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 0000000 e00000000

Urcete rychlost ristu posloupnosti (n!)2° ;.

Vyuzijme Sikovné Gpravy
n
Inn! = Zln k.
k=1

Funkce f(z) =Ilnx je rostouci na (1, 4+00) a proto

O+/ x<Zln ) <lIn(n) 4+ /ln(m)dx.
1 1

Primitivni funkci F' k funkci f je funkce F(z) = xIn(z) — z + C, tudiz

nln()—n—|—1<21n ) < In(n) +nln(n) —n+ 1.
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000

00000000 @0000000
Odlogaritmovanim (monotonie e®) posledni nerovnosti pak dostavame
6nln(n)fnJrl <n!l< 6ln(n)Jrnln(n)fnJrl

a po Upravé

Neboli n! = O(n"!/e™).

a5

ZS 2020/2021 20/27
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ahy plosnych dtvar do Landauovy symbolik Odhadovani rychlosti riistu soucti

O0000000@0000000

Odlogaritmovanim (monotonie e®) posledni nerovnosti pak dostavame
6nln(n)fnJrl <n!l< 611r1(n)+nln(n)fnJrl

a po Upravé

Neboli n! = O(n"!/e™).

Poznamka:

Tento odhad uz je pro vétsinu aplikaci dostatecny. Lze ho vSak jesté dale
zlepSovat. VSimnéte, ze na rozdil od predchoziho prikladu ndm nyni nedava
posloupnost (b,,)5° ; takovou, ze

Ziskan{ takovéto posloupnosti (b,)%2 ; vyzaduje dalsi praci. Pro Gplnost uvedme,
Ze tuto vlastnost ma napriklad (tzv. Stirlingav vzorec)

nn
b, = V2mn - — ~nl.
en
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Obsahy plosnych dtvarii
00000

0.922

Odhadovani rychlosti riistu souctd

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

Uvod do Landauovy symboliky
0000 000000000 e000000
T Ty e e e o e e
. H ° * :
.
.
R
—_ oy
—t —t—
1 2 3 4 5 6 7 8 11 12 13 14 15 T
b, = V2mn -
@
/‘//\‘“ " é
\
ATy
BI-ZMA 752020/2021  21/27



Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 000000000000 000

Harmonicka cisla

Jiz vime, Ze

n—o00
k=1

R
lim Zg:—l—oo.

Odhadnéme nynf jak rychle se >, _; % blizi k nekoneénu s rostoucim n.
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Odhadovani rychlosti riistu souctd

Uvod do Landauovy symboliky
000000000000 000

Obsahy plosnych dtvari
00000 0000

Harmonicka cisla

Jiz vime, Ze
"1

lim Z% = +o00.

n—o00
k=1

Odhadnéme nynf jak rychle se >, _; % blizi k nekoneénu s rostoucim n.

Podle predchozi véty, pro f(z) = = klesajici na (1, +00) dostdvdme odhad

1 n "1 nq
it Zdx - Zda.
+/1 Zk /11396

n

Po integraci

B
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y plosnych Gtvart Uv

do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu soucti
00000000000 e0000

Harmonicka Cisla: znovu a podrobnéji

Poznamka:

Opét mame

O posloupnosti (ZZ_I T - ln(n)> Ize ukazat, ze je klesajici a tudiz m4 limitu.

Tato limita se oznacuje v a nazyva se Eulerova—Mascheroniova konstanta. Jeji
priblizna hodnota je v = 0,577218. ..
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Obsahy plosnych dtvari

Uvod do Landauovy symboliky
00000

Odhadovani rychlosti riistu souctd
0000

00000000000 0e000

Priklad.

Kolikrat se zavola funkce doSomething() v nasledujicim pfikladé?

for (i = 0; i < n; i++) {
ji = 1;
while ( j < i) {
doSomething() ;
j=3*2;
i
}
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky

Odhadovani rychlosti riistu souctd
00000 0000

00000000000 0e000

Priklad.

Kolikrat se zavola funkce doSomething() v nasledujicim pfikladé?

for (i = 0; i < n; i++) {
ji = 1;
while ( j < i) {
doSomething() ;

ij=ix*xz
}
v
n—1
o PYesny pocet volani: E [log, 7].
i=1
g
“;\/‘KL @
I\ (s
ATy
Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2020/2021 24 /27



Obsahy plosnych dtvari Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souctd
00000 0000 00000000000 0e000

Priklad.

Kolikrat se zavola funkce doSomething() v nasledujicim pfikladé?
for (i = 0; i < n; i++) {
j=1
while ( j < i) {
doSomething() ;

i=ix2
}
} v
n—1
@ Presny pocet volanf: Z:[log2 il.
i=1
@ Hruby odhad:
n—1 n—1 n—1
> flogyil <) (logyi+1) <> (logy(n—1) +1) =
i=1 =1 i=1

—~~ .

08
n—1)(1 +logy(n — 1)) < n(1 +logyn) = O(nlogy n).
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 0000000000000 e00

o Jemny odhad: jisté plati

n—1 n—1 n—1
ZlogQi < ZﬂogQi] < Zl + logy i
i=1 i=1 i=1

@ )
/15
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Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
0000000000000 e00

Obsahy plosnych dtvari
0000

00000

o Jemny odhad: jisté plati

n—1 n—1 n—1
Zlogzi < ZﬂogQi] < Zl + logy i
i=1 i=1 i=1

a tudiz
n—1 n—1 n—1

O—|—/ logy xdx < Zflogz i] < 1—|—10g2(n—1)—|—/ (1+1log, z) dz.
1 Py 1

@ )
=)
E{‘}&J 0
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 0000000000000 e00

o Jemny odhad: jisté plati

n—1 n—1 n—1
Zlogzi < Zﬂogzi] < Zl + logy i
i=1 i=1 i=1

a tudiz
n—1 n—1 n—1

O—|—/ logy xdx < Zflogz i] < 1—|—10g2(n—1)—|—/ (1+1log, z) dz.
1 Py 1

Protoze ale

n—1
In2 "’

n—1
/ log, xdz = (n— 1) logy(n — 1) —
1
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 0000000000000 e00

o Jemny odhad: jisté plati

n—1 n—1 n—1
Zlogzi < Zﬂogzi] < Zl + logy i
i=1 i=1 i=1

a tudiz
n—1 n—1 n—1

O—|—/ logy xdx < Zf]ogz i] < 1—|—10g2(n—1)—|—/ (1+1log, z) dz.
1 Py 1

Protoze ale

/nllo dz = (n— 1)logy(n — 1) — "1
: ga T AT = (1 g2 T 2’
dostavame

n—1

Zﬂogg i] ~ nlogyn.

i=1
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Obsahy plognych dtvarii
00000

Integralni kritérium

Uvod do Landauovy symboliky

Odhadovani rychlosti riistu souctd
0000000000000 0e0

Z predchazejicich odhadl sum pomoci integrali je patrné, ze plati nasledujici véta.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 0000000000000 0e0

Integralni kritérium

Z predchazejicich odhadl sum pomoci integrali je patrné, ze plati nasledujici véta.

oo
Bud > a, &iselna ¥ada s kladnymi Eleny. Necht existuje spojits a monoténni

n=1
funkce definovana na (0, +00) takova, ze f(n) = a,, pro kazdé n. Potom:
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Obsahy plosnych dtvart Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souctd
00000 0000 0000000000000 0e0

Integralni kritérium

Z predchazejicich odhadl sum pomoci integrali je patrné, ze plati nasledujici véta.

oo
Bud > a, &iselna ¥ada s kladnymi Eleny. Necht existuje spojits a monoténni

n=1
funkce definovana na (0, +00) takova, ze f(n) = a,, pro kazdé n. Potom:

o0 (oo}
o Pokud integral / f(x) dx konverguje, pak &iselna Fada Zan konverguje.
1

n=1
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plosnych Gtvari

do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu soucti
0000000000000 0e0

Integralni kritérium
Z predchazejicich odhadl sum pomoci integrali je patrné, ze plati nasledujici véta.

oo

Bud > a, &iselna ¥ada s kladnymi Eleny. Necht existuje spojits a monoténni
n=1

funkce definovana na (0, +o0) takova, ze f(n) = a, pro kazdé n. Potom:

o0 (oo}
o Pokud integral / f(x) dx konverguje, pak &iselna Fada Zan konverguje.
1

n=1

o Pokud integral / f(z) dx diverguje, pak Ciselna fada Zan diverguje.
1

n=1
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky Odhadovani rychlosti riistu souétii
00000 0000 0000000000000 00e

oo
Rada Z k< konverguje pro oo < —1 a diverguje pro o > —1.
k=1

V5
Jd
NGRS
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Obsahy plognych dtvarii Uvod do Landauovy symboliky

Odhadovani rychlosti riistu souctd
00000 0000

0000000000000 00e

oo
Rada Z k< konverguje pro oo < —1 a diverguje pro o > —1.
k=1

Protoze

a+l a+1
plati
" 1
lim %z = , a< -1,
n—-+4oo 1 —1 -
n
lim z%dr =400, a>-1
n—+oo Jq
=)
i
[V Wie
Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-ZMA

ZS 2020/2021 27/27
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