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Uvod do optimalizace

Minula prednaska

@ Algoritmy hledani cesty z poc¢ate¢niho do cilového stavu ve stavovém
prostoru
> Dijkstrav algoritmus,
» Hladové prohledavani,
> A*,
@ Pro mnohé problémy je cesta irelevantni, dulezity je pouze cilovy stav
> Problém N dam,
» Symbolicka integrace bez diikazu,
» Optimalizace vektoru z R",
» Optimalizace vektoru z {0,1}"
@ Dnesni prednaska: algoritmy iterativni optimalizace
» Prace pouze s kandidujicim koncovym stavem a jeho postupné zlepSovani
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Uvod do optimalizace Definice

Optimalizac¢ni problém

Optimalizacni problém: Zjednodusena definice
Necht X je libovolna mnozina, kterou budeme nazyvat mnozina pFipustnych
feseni, a f je zobrazeni f: X — IR, které nazyvame kriterialni funkce.
Optimalizacni problém je pak formulovan jako hledani x* € X maximalizujiciho
funkéni hodnotu f(x):
&
X" € arg max f(x)

Zapisujeme jako:

imize f
maximize (x)

V praxi neni podstatné, zda funkéni hodnotu maximalizujeme ¢i minimalizujeme.
Plati totiz

arg Téi))(((—f(x)) = arg )r(rg)r}(f(x))
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Uvod do optimalizace Priklady optimalizacnich problému

Priklady optimalizanich problému

Optimalizace sazkového / investiéniho portfolia

Sézkova kancelaf vypsala kurzy na rGizné vysledky zapasu:

Vysledek 1 10 0 02 2

Kurz 1.27 | 1.02 | 4.7 | 3.09 | 9.00
1 ... vyhra domacich 02 ... vyhra hostl nebo remiza
10 ... vyhra domacich nebo remiza 2 ... vyhrahostl

0 ... remiza

Kancelaf umozfuje uzavirat sazky na libovolnou kombinaci udalosti. V ramci marketingové
kampané dava kancelar 50% bonus, a to az do vyse 1 000 K&, tedy napf. pfi sdzce

2 000 K& smime vsadit celkem 3 000 K&.

Je mozné vsadit tak, abychom méli zaru€en minimalni zisk, a to bez ohledu na vysledek

zapasu? Jak sazku rozdélit mezi jednotlivé mozné vysledky?
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Uvod do optimalizace Priklady optimalizacnich problému

Priklady optimalizanich problému

Optimalizace sazkového / investiéniho portfolia

Formalizace problému:

Vysledek

1

10

02

Kurz

X

-1.27

Xo - 1.02

X3 * 4.7

X4 - 3.09

X5 *

9.0

Mnozina pripustnych feseni:

X = {(X1,...,X5)€R5

Kriterialni funkce:

i=5

5
Zx,- = 3000}

f:(xy,...,x5) — min ({1.27x1—|—1.02x2, 1.02x2+4.7x3+3.09x4,3.09x4+9.0x5})
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Uvod do optimalizace Priklady optimalizacnich problému

Priklady optimalizanich problému

Linearni regrese

Je dana mnozina méreni

Y ={(t.y1) (2,52), -, (tn,yn)} C R

Nasim ukolem je nalézt funkci ¢ ve tvaru £(t) = a- t + b minimalizujici sumu
&tverct odchylek mezi (1) a y;.

e ) Mnozina pripustnych reseni:
X =R?
10 ¥
N R - Kriterialni funkce:
"' e :..: " .
/ t frab)> Y (a-ti+b—y)

. . . . . . . . i=1
20 -10 10 20 30 40 50 60
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Uvod do optimalizace Priklady optimalizacnich problému

Priklady optimalizanich problému
PInéni kontejneru

Je dana mnozina krabic tvaru kvadru, pficemz kazda krabice je popsana raznymi
charakteristikami:

@ rozméry, @ hmotnost, @ nosnost...

Nasim cilem je co nejvice naplit kontejner krabicemi, a to s ohledem na stabilitu,
nosnost krabic umisténych pod jinymi krabicemi atd.

Mnozina pfipustnych feseni: Obsahuje platné
konfigurace umisténi krabic do kontejneru
(prézdny prunik mezi kazdymi dvéma krabicemi,
stabilita, ohled na nosnost).

Kriterialni funkce: Suma objem( krabic
pouzitych v dané konfiguraci.
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Uvod do optimalizace Priklady optimalizacnich problému

Priklady optimalizanich problému

Dalsi pramyslové problémy

DalSi prdmyslové optimaliza¢ni problémy:

pridéleni sluzeb zaméstnancim,

rozvoz zbozi,

navrh elektrickych obvodu,

osazovani plosnych spoju,
@ déleni ocelovych odlitk(,
@ navrh kfizovatek ve mésté,

@ tvorba univerzitniho rozvrhu. . .
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Uvod do optimalizace

Priklady optimalizacnich problému

Ridici algoritmus robota

Je dano prostredi, v némz se vyskytuji ovce, vici a trava. Mame pod kontrolou ovce, nikoli
v§ak vlky ani travu. Pfi kontaktu s vlkem ovce zahyne. Ovce i vici maji energii, ktera klesa
s ¢asem a dopliiuje se potravou. Potravou vikil jsou ovce, potravou vlku je trava. Trava
postupné dousta. Ovce maji senzory, jimiz dokazi detekovat blizké viky a jejich vzdalenost.

P¥i dostatku energie se ovce i vici rozmnozuji (duplikuji). Celé prostiedi je fizeno fadou
netrivialnich konstant.

sfop o | - Nasim ukolem je nalézt Fidici
Lo . ’ program ovce, ktery v kazdém
: 2 | kroku simulace vréti Ghel
R _E a € (0,27) a vzdalenost
__ - d € (0, 1), kterou ma ovce
= I ujit. Tento program ma,
L e g "|  bude-li sdilen véemi ovcemi,
¥ ! i maximalizovat pocet ovci
& vyskytujicich se v prostiedi po
ou>< e w 1000 krocich simulace.
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Uvod do optimalizace Matematicka optimalizace

Formalizace optimalizacnich problému

Matematicka optimalizace

Optimalize je rozsahla matematicka disciplina s celou fadou formalnich aparatd pro
formulaci optimalizacnich probléma.

Nase definice mnoziny X pfipustnych feSeni je Casto neprakticka a rozdéluje se na
dva kroky:
@ specifikace prostoru X, do néjz feSeni nalezi,

@ specifikace omezujicich podminek indukujicich mnozinu pfipustnych feseni
XCX

Dominantni roli ma prostor X = R”, resp. X = 7"
@ do konce dnesni pfednasky budeme uvazovat pouze tyto prostory,

@ prostory stromd, stavovych automatl: pristi pfednaska
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Uvod do optimalizace Matematicka optimalizace

Matematicky optimaliza¢ni problém

Definice

Necht f, g1,...,gsa hy, ..., hg jsou libovoIné funkce R” — R.

Matematicky optimalizaéni problém maximalizujici f s omezujicimi podminkami

Ji,---,9sahy, ..., hx je hledani x* € R" minimalizujiciho rozdil

(;2%)2 f(x)) —f(x*)

pii spinéni nerovnosti g;(x) > 0 a he(x) = 0.
Standardni zapis:

maximize f(x

x)g]R”IZ ( )

subjectto  gj(x) >0, j € {1,...,J},
h(x) =0, ke {1,...,K}.
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Uvod do optimalizace Matematicka optimalizace

Tridy optimalizaénich problému

Existuji specialni tfidy ,snadnych® optimaliza¢nich problém, pro které jsou znamy

spolehlivé a rychlé algoritmy:
@ nejmensi ¢tverce (Least-squares)
> minimalizace |[Ax — bz = 37 (a; - x — b)?,
> fesi napr. problém linearni regrese,
@ linearni programovani (Linear programming)
» minimalizace ¢”x pfia/x < b;proi € {1,...,m},
> fesi napr. problém optimalizace sazkového portfolia,

@ konvexni optimaliza¢ni problém.

Obecny optimalizacni problém je véak velmi obtizné reSitelny

@ kriterialni funkce i omezujici podminky mohou byt velmi slozité,

@ praveé zde nastupuje uméla inteligence!
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Algoritmy iterativni optimalizace

Obecny optimalizacni problém: Algoritmy Al
Specializované optimaliza¢ni algoritmy (nejmensi Ctverce, linearni programovani)
pracuji se znamou vnitini strukturou problému

@ omezujici podminky i kriterialni funkce maji znamy a standardni tvar

Obecny optimalizacni problém mUZe mit libovolné komplexni strukturu
@ NP-Uplné optimalizaéni problémy

Struktura obecného optimalizaéniho problému navic nemusi byt dobfe
formalizovatelna ¢i dokonce znama
@ Uspésnost Fidici jednotky robota v simulovaném prostredi

Algoritmy iterativni optimalizace
@ metody Al, které se snazi feSit obecny optimaliza¢ni problém metodou
Jokus-omyl“,
@ typicky ziskavaji znalosti o struktufe problému v pribéhu optimalizace

a s témito znalostmi pracuij,
@ téma zbytku dnesni prednasky
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Algoritmy iterativni optimalizace

Optimalizace vektoru z R"

Moznosti vizualizace funkce pron = 1,2,3

1D funkce, 2D funkce, 3D funkce,
2D graf 3D graf 4D graf
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Algoritmy iterativni optimalizace

Algoritmy iterativni optimalizace: Obecné schéma

Jelikoz pfedpokladame, Ze o funkci f nic nevime, nelze pouzit optimalizaéni metody
z matematické analyzy (hledani bodd s nulovou derivaci atd.)
Pfipada v§ak v vahu néasledujici iterativni schéma:

Algorithm 1 Obecn4 iterativni optimalizace

: X <— nahodné vygenerované pocatecni feseni
2: while x neni dost dobré A algoritmus nebézi moc dlouho do
3: Yy < novy kandidat

4. if f(y) > f(x) then

5: Xy
6
7
8

e

end if
: end while
: return x
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Algoritmy iterativni optimalizace Hruba sila

Optimalizace hrubou silou

@ prostor navzorkujeme systematicky a vratime nejlepsi feseni
@ v praxi nelze pouzit, zejm. pro prostory velké dimenze

Pfiklad pro optimalizaci v hyperkrychli (0,10) x (0,10) X ... x (0,10):

Algorithm 2 Brute-force optimization on (0, 10) x (0,10) X ... x (0, 10)

x < (0,0,...,0)
forall y; € {0,0.1,0.2,...,9.9,10} do
forall y, € {0,0.1,0.2,...,9.9,10} do

forall y, € {0,0.1,0.2,...,9.9,10} do
it /((y1,¥2,...,¥a)) > f(x) then

X (Y17Y27~--a}/n)
end if

end for

end for
end for
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Algoritmy iterativni optimalizace Néhodna optimalizace

Nahodna optimalizace

@ optimalizace hrubou silou je ¢asto vypocCetné nezvladnutelna,
@ nahodna optimalizace vzorkuje mensi mnozstvi nahodné generovanych
feSeni

Pfiklad pro optimalizaci v hyperkrychli (0, 10) x (0,10) x ... x (0,10):

Algorithm 3 Random optimization on (0, 10) x (0,10) x ... x (0, 10)

x < (0,0,...,0)
fori < 1... max_steps do
y < (random(0, 10), random(0, 10), . . ., random(0, 10))
if f(y) > f(x) then
X<y
end if
end for
return x
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Hill climbing

@ Random a brute-force optimalizace jsou neefektivni
» trvaji dlouho,

» nereflektuji informace o funkci, které v pribéhu optimalizace o funkci ziskavaji

@ Hill climbing vyuziva dosud nejlepsiho feseni x:
» generuje body v jeho okoli a pokud je vygenerovany bod lepsi, provede
nahradu,
» analogie se $plhanim do kopce: rozhlizime se a jdeme nahoru
@ Co znamena generovani v okoli néjakého feseni?
> pro vektor x € R” napf. jiny vektor y vzaleny maximalné ¢ od x, tj.
x—yl <e
» pro binarni vektor z {0, 1}” jiny vektor li§ici se max. v k bitech,
> pro problém N dam konfigurace $achovnice liSici se v pozici jedné damy,
» obecné volba néjakého sousedniho uzlu ve stavovém prostoru
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Hill climbing: llustrace
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Hill climbing: Pseudokod

Algorithm 4 Hill climbing

—_

: X < random _state()
i< 0
while —good_enough(x) A i < max_iter do
y < random_neighbor(x)
if f(y) > f(x) then
X<y
end if
[ i+A1
: end while
return x

 © ® N g A~ Wb

e
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Hill climbing: llustrace pro problém N dam
Iterativni optimalizace se zdaleka netyka jen vektorti z R"!

Obrazek (pozor, zavadéjicim zptsobem) ukazuje, Ze Hill climbing Ize pouzit i na
jinych nez numerickych stavovych prostorech.
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Algoritmy iterativni optimalizace Hill climbing

Steepest ascent Hill climbing
Varianta Hill climbingu, ktera v kazdém kroku generuje vice kandidujicich sousedl
a vybere toho nejlepsiho.

Algorithm 5 Steepest ascent Hill climbing
1: x + random state()

2:i<0

3: while ~good_enough(x) A i < max_.iter do

4:  y < random_neighbor(x)

5: fori=2,3,...,kdo

6: z < random_neighbor(x)
7 if f(z) > f(y) then

8: y<z

9: end if

10: end for

11: if f(y) > f(x) then

12: X<y

13: end if

14: i i4+1
15: end while
16: return x
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace

Steepest ascent Hill climbing: llustrace
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Algoritmy iterativni optimalizace Hill climbing

Pozor, reklama!

Aplikovany hill-climbing je mozno absolvovat na turistickych télovychovnych

kurzech UTVS CVUT! V

> http://wuw.utvs.cvut.cz/letni-kurzy/destinace/adrspach.html

r ~

Relevantni jsou zejména kurzy:
@ Adrspach (k6d ADRO1)

@ Jeseniky (kéd JESO1)

> http://www.utvs.cvut.cz/letni-kurzy/destinace/jeseniky.html
NaplInénost kurz( stéle roste!
Pokyny pro zapis:
http://www.utvs.cvut.cz/letni-kurzy/pokyny-pro-zapis.html
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Hill climbing: Problémy

Dva nejvétsi problémy hill climbingu (a iterativni optimalizace vibec):
@ Lokalni extrémy
> Ke zlepSeni feseni je potieba ucinit do¢asné zhorsujici kroky

ATN
m

A1\

@ Prokleti dimenzionality

» Pozitivni vlastnosti prostoru nizké dimenze (pro nas familiarni 3D) prestavaji
v prostorech vyssich dimenzi platit,
» Objem prostoru roste exponencialné s jeho dimenzi a neni tedy mozné

s dostatecnou hustotou navzorkovat okoli bodu

ofek (FIT CVUT) Zaklady umélé inteligence BI-ZUM, LS 2016/17, 3. pfednaska 70/111



Hill climbing: Problémy

Prokleti dimenzionality

Chceme-li rovnomérné vzorkovat body v okoli vektoru z R”, potfebujeme pocet
vzorkU rostouci exponencialné s n.
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Simulované zihani

téz Simulované popousténi, Simulované ochlazovani, angl. Simulated annealing

@ Vétsina kriteridlnich funkci je v praxi zaSuména a s ohromnym mnozstvim
lok&lnich optim

Dilema: Jak velké volit okoli?

@ Volime-li moc malé okoli, uvizneme
v lokalnim optimu (nepfekoname
udoli)

@ Volime-li moc velké okoli,
pravdépodobné kvdli velkym
krokim budeme mijet lokalni optima

Regeni? Simulované zihani!
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Algoritmy iterativni optimalizace Simulované zihani

Simulované zihani

@ Zihani?
> Proces tepelné Upravy oceli za G€elem zlep$eni jejich vlastnosti (zejm.
odstranéni vnitfniho pnuti),
> P¥i vysoké teploté jsou se atomy uvolni z krystalické mfizky a je-li material
nasledné pozvolna ochlazovan, jsou schopny se do mfizky pravidelné
usporadat
@ V kontextu optimalizace:
» Kilasicky Hill climbing rozsifime o fidici parametr ¢, teplotu,
» Pokud f(y) > f(x), standardné pfejdeme k novému feseni,
» Pokud f(y) < f(x), potencialné pfejdeme k tomuto zhorSujicimu Feseni, a to
s pravdépodobnosti zavislou na
* mife zhoreni (f(y) — f(x)): &im vétsi zhordeni, tim niz$i pravdépodobnost,
* aktualni teploté t: ¢im vyssi teplota, tim vyssi pravdépodobnost,
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Algoritmy iterativni optimalizace Simulované zihani

Simulované zihani: Obrazek
Funkci na obrazku minimalizujeme (Iépe odpovida Zihani, kde atomy usedaji do mfizky).
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Algoritmy iterativni optimalizace Simulované zihani

Simulované zihani: Pseudokod

Algorithm 6 Simulated annealing
1: x < random _state()
2: t <= high_number
3: whilet > 0 do
4: y < random_neighbor(x)
if f(y) > f(x) then
X<y
else if P(f(x), f(y), t) > random((0, 1)) then
X<y

end if Typicka pravdépodobnostni funkce:
1 t < decrease() P(fourrs Frows £) = o oo

11: end while

12: return x

@ © @ N o a
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Algoritmy iterativni optimalizace Tabu prohledavani

Tabu prohledavani

Princip algoritmu
@ Snaha zabranit oscilaci a prinutit optimaliza¢ni algoritmus vymanit se
z lokalniho optima,
@ Zavadi tzv. tabu list, ktery popisuje ¢asti prostoru, kam se kandidujici feSeni
nesmi vratit,
@ Pokud algoritmus vySplhal do kopce, je nucen ,dobyty vrchol* opustit a zahajit
vynuceny sestup,
Podoba tabu listu?
@ Pro rGzné problémy rdzna,
@ vétSinou vychazime z podobnosti (eventualné metriky) na mnoziné stava:

» Euklidovska nebo cosinova vzdalenost pro vektory z R”,
» Hammingova vzdalenost pro vektory z {0, 1}",
» Strukturalni podobnost pro grafy/stromy. ..
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Algoritmy iterativni optimalizace Tabu prohledavani

Tabu prohledavani: llustrace (minimalizace f)
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Populaéni metody

Populacni metody

V§echny dosud uvedené algoritmy pracuji s jedinym kandidujicim feSenim
@ Hill climbing, Simulované zihani, Tabu search. ..
Co délat v pfipadé, zZe je optimalizacni problém pfilis tézky?
@ Algoritmy Ize spoustét opakované, pfipadné paralelné (napf. 1000 %)
Populaéni metody jdou jesté déle:

@ Pracuji s nékolika kandidujicimi feSenimi (populaci), ovéem zavadi mezi né
interakci

@ Kandidati se mohou vzajemné ovlivhovat a tvorit finalni feSeni spole¢nym
asilim
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Populaéni metody

Populacni metody

Algoritmy jsou Casto inspirovany biologicky:
@ Evoluéni algoritmy
» kandidujici feSeni mezi sebou soupefi o preziti,
> silnéjsi feSeni jsou reprodukovana a kfizena,
> téma piisti prednasky :-)
@ Particle Swarm Optimization (PSO)
> feSeni Jétaji“ prostorem a koriguji svou drahu letu vzhledem k nejlepSim z nich,
@ ...amnoho dalSich:

» umélé mravenci kolonie (Ant Colony Optimization, ACO),
» inteligentni destové kapky (Intelligent Water Drops, IWD),
> umélé imunitni systémy (Artificial Imnmune Systems, AIS),
» umélé véeli kolonie (Bee Colony Optimization, BCO), ...
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