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2 Matice a soustavy linearnich rovnic

Znaceni:
o R mnozina vSech redlnych matic o m radcich a n sloupcich
O @i = A prvek matice A v ¢tém Fadku a jtém sloupci
o AT € R™M™ matice transponovand k A € R"™"
T
o Qe R . nulovy vektor v R™!, § = (O 0o --- 0)

2.1 Zaklady maticového poctu

Zavedené operace s¢itani matic a nadsobeni matice ¢islem jsou jednoduché, definované tzv. po slozkéach.
Definici maticového ndsobeni radéji pripomeneme. Necht A € R™"™ a B € R™P (s prvky znacenymi
poporadé a;;, resp. b;;) pro néjaka m,n,p € N, pak pro soucin téchto matic plati AB € R™P a

Viem,Vj€p: (AB)ij =Y aib; -
k=1

Doplnme jesté zédkladni vlastnosti danych tii operaci, kde vzdy predpoklddame a € R a matice
A,B,D s takovymi rozméry, ze vSechny vyrazy nize maji smysl:

1. A+B=B+A,

2. A+ (B+D)=(A+B)+D,
3. a(A+DB) = aA + oB,

4. A(BD) = (AB)D,

5. A(B+ D) = AB + AD,

6. (A+B)D = AD + BD,

7. a(AB) = (0¢A)B = A(aB),
8. (AB)T = BTAT.



Priklad 2.1. Pro zadané realné matice
1 -1 -1 0 -1
s=(p 30 m=l2 1 o) pe]z
5 3 0 0

vypoctéte néasledujici souciny a soucty (jsou-li definovény):

a) AB e) BD i) BDA
b) BA f) DB i) BAD
c) AD g) ABD k) AD+ B
d) DA h) DBA 1) DA +B
< (7 2 1 (1 -6
ReSeni. a) AB = (24 U o ), g) ABD = (28 4 >,
b) BA neni definovin, h) DBA neni definovén,
¢) AD = (Z 156>, 2 18 -2
NVBDA=|2 6 0 |,
0 —2 —4 6 20 4
dDa=[2 10 8|, , , /
0 6 12 j) BAD neni definovan,
—9 _§6 k) AD + B neni definovan,
e)BD=|2 0|,
61 1 -3 -5
) DA+B=1]4 11 38
f) DB neni definovan, 5 9 12
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Priklad 2.2. Pro matici A = (0 1

) € R?2 odvodte pfedpis pro obecnou mocninu A", kde n € N.

Jeho spravnost dokazte.
Reseni. Postupnym napocitavanim mocnin A",

(11 , (1 2 s (13
a0 w7 e (1))

dojdeme k podezreni, ze by mohlo platit
n? (1 n

Toto podezreni dokdzeme matematickou indukci, dikaz provedeme ve dvou krocich:

1. Zakladni krok: Pro volbu n =1 je tvrzeni A" = (é ?) trivialné splnéno.



2. Indukéni krok (plati-li tvrzeni pro libovolné n > 1, plati i pro n + 1): Predpoklddejme, ze plati

A" = é 711 . Pak jednoduse odvodime (I P znaé¢i pouziti indukéniho predpokladu), ze
nt1def o IP 11 I n\ (1 n+1
A = AAT= 0 1/\0 1) \oO 1 ’

tedy tvrzeni plati i pro n + 1 a nase hypotéza je dokdzana pro kazdé n € N.

2.2 Soustavy linearnich rovnic, GEM

V nésledujici ¢asti budeme témétr vyhradné fesit soustavy rovnic (obecné soustavy m rovnic pro n
neznamych, kde m,n € N jsou libovolné), ve tvaru

anzy + apr: + -+ apT, = b
a1+ axpre + - 4+ anpr, = b
am1T1 + Gm2t2 + 0+ Ama®n = bm,
pri¢emz namisto 1, z2, ..., T, lze ¢asto (pii ,malém konkrétnim“ n) nezndmé znacit bez pouziti

indexu, tj. x,y, z,t,....
Resenou soustavu budeme vzdy zapisovat v maticovém tvaru. Oznacime-li

a1 a2 - Qip 1 b1
as a2 - a9, Z2 bo

A= . o lerR™, x=| " |eR",  b=| |eR™,
Aml am2 - (mn Tn bm

dand soustava je pak (diky maticovému nasobeni) ekvivalentni rovnici
Ax=Db.

P1i samotném Teseni pak pracujeme s rozsifenou matici soustavy, tedy pouzivime zapis

air a2 - aip | b1

a1 a2 -+ Qg | bo
(A D)=

Aml Am2 *°° Qmn bm

Na pfednésce jsme dosud neprobrali vSechnu potifebnou teorii ke struktufe mnoziny vsSech feseni
soustav tvaru Ax = b, z riznych pozorovani, kterd jiz mame k dispozici, jmenujme alespon toto: Je-li
X néjaké resent soustavy Ax = b, potom pro tuto soustavu plati, Ze S = X + Sy, kde Sy je mnozina
vsech reseni pridruZené homogenni rovnice Ax = 6.

Proto kdykoliv bude v této ¢asti zadano ,,vytesit soustavu linearnich rovnic“, slovo vyresit budeme
chapat v nasledujicim vyznamu:

1. Poznat, zda ma soustava alespon jedno reseni nebo nemd reseni zadné.

2. Poznat, jestli ma dand soustava pravé jedno reSeni nebo jich mé nekone¢né mnoho.

w

. 'V pripadé, ze ma soustava pravé jedno Teseni, toto reseni nalézt.

B

. 'V pripadé, ze ma soustava vice nez jedno Teseni, nalézt jich co nejvice.



K ovéreni resitelnosti a snadnému hledani feseni budeme pouzivat Gaussovu eliminac¢ni metodu
(GEM), spocivajici v opakované aplikaci tii elementarnich tprav,

(G1) prohozeni dvou radku,
(G2) vynésobeni jednoho fddku matice nenulovym ¢islem,
(G3) pric¢teni libovolného ndsobku jednoho fadku k jinému,

na rozsifenou matici soustavy (tim neménime mnozinu feseni), s cilem prevést ji do tzv. hor-
niho stupnovitého tvaru, viz. nasledujici definice. Aplikaci tprav (G1) — (G3) muzeme znacit budto
jednoduse vlnovkou ~, nebo podrobnéji viz. priklady nize.

Definice 2.3. O matici D € R™™ rekneme, Ze je v hornim stupriovitém tvaru, jestlize vsechny

radky jsou nulové, nebo existuje k € {1,...,m} tak, Ze 7ddky 1 aZ k matice D jsou nenulové a radky
k+1 az m jsou nulové a jestlize plati ndsledujici:
Oznacme pro kazdé i € {1,2...,k} index nejlevéjsiho nenulového prvku v itém rdadku jako j;, tj.

ji=min{l € {1,...,n} | Dy # 0}.

Potom plati 1 < j1 < ja < -+ < Jjg-

Je-li matice v hornim stupnovitém tvaru, potom sloupcim s indexy ji,jo,...,Jx Tikdme hlavni
sloupce, ostatnim rikime vedlejsi sloupce.

O soustavé Ax = b rekneme, Ze je v hornim stupriovitém tvaru, pokud matice této soustavy (A | b)
je v hornim stupnovitém tvaru.

Resitelnost soustavy, pripadné pocet jejich feseni, vyhodnotime pfimo z horniho stupnovitého
tvaru dle nasledujici véty. Samotna feseni nalezneme postupnym vyhodnocovanim piislusnych rovnic
odspoda nahoru.

Véta 2.4. Méjme soustavu linedrnich rovnic Ax = b, kde A € R™" a matice (A | b) je v hornim
stupniovitém tvaru. Pak nastdvd prdvé jeden z ndasledujicich pripadi:

(i) Je-li posledni sloupec matice (A | b) hlavni, soustava nemd resent.
(ii) Je-li posledni sloupec matice (A | b) jeding vedlejsi sloupec, md soustava pravé jedno resent.

(iii) Je-li posledni sloupec matice (A | b) vedlejsi a existuje-li jesté jiny vedlejsi sloupec, md soustava
vice nez jedno resend.

Priklad 2.5. Vyfteste v R soustavu

r + 2y — 3z = 1,
T — y + t = -1,
2y — 2z = 3,

2 + y + =z + t = 0.

ResSeni. Soustavu prevedeme do maticového tvaru a upravujeme pomoci GEM, jejiz kroky budeme
v tomto prikladu podrobné popisovat. Poznamenejme, ze neexistuje jediny mozny zptusob postupu —
milzeme se pouze snazit o ,rozumny“ postup, predevsim s cilem vyhnout se zbytec¢né velkym koefici-
entim a zlomktim v matici soustavy.



1 2 =30 1 1 0 -1 0]-2 1 0 —1 0]-2
1 -1 0 1]-1 G 1 -1 0 1]|-1 G3 0 -1 11 1
0 2 =20 3] r1-13 |0 2 =20 3| r2-f1,74-2+1 | O 2 =20 3
2 1 11 0 2 1 11 0 0 1 3 1 4
1 0 -1 0] -2 1 0 -1 0] -2
G2 01 -1 —-1]-1 G3 01 -1 —-1]-1
1«2 [0 2 =2 0 3| i3—2«i2a—v2 [0 O 0 2 5
0 1 3 1 4 00 4 2| 5
1 0 -1 0] -2 1 0 -1 0] -2
G1 01 -1 —-1]-1 G 01 -1 —-1]-1
32 |0 0 4 2 5| 3-r4a [0 O 4 0 0
00 0 2 5 00 0 2| 5

Vyslednd matice je v hornim stupnovitém (dokonce trojihelnikovém) tvaru, mé jediny vedlejsi
sloupec (ten posledni) a ma tedy préavé jedno feseni. Vyhodnocovanim rovnic a postupnym dosazovanim
odspoda nahoru dostavame

Priklad 2.6. Vyfteste v R soustavu

3. — y — z = 2,
r — Yy + t = 0,
y — 22 + 2t = 0,

-z 4+ 3y — =z — 4 = -1

Reseni. Postupujeme obdobné,

3 -1 -1 0] 2 1 -1 0 1 5 1 -1 0 1 5
1 -1 0 1 5 G1 3 -1 -1 0] 2 G3 0o 2 -1 -3|-13
0 1 -2 2 0] f1ei2 0 1 -2 2 0] #2—3r1a+r1 |0 1 -2 2 0
-1 3 -1 —4]-1 -1 3 -1 —4]-1 o 2 -1 -3 4
1 -1 0 1 5 1 -1 0 1 5
G1 0 1 -2 2 0 G3 0 1 -2 2 0
283 |0 2 -1 —-3|—-13| w—22,5—2r2 |0 0 3 —=7|-13
0o 2 -1 -3 4 o 0 3 -7 4
1 -1 0 1 5
_G3 0 1 -2 2 0
ia—r3 | 0 0 3 —7]—13
0O 0 0 o0 17

Jelikoz je posledni sloupec rozsirené matice soustavy hlavni, posledni rovnice (a tedy i celd soustava)
nema reseni.

Priklad 2.7. Vyteste v R soustavu

z + 3y — z + 4 = 3§,
r + y - z — 2t = 2
z + Ty — z + 16t = 20.



Reseni.

13 -1 4] 8 11 -1 —2]| 2 11 -1 —2/| 2
11 -1 -2 2| %513 -1 4] 8|—= Slo2 0 6|6
17 -1 16/20) ™™ \1 7 -1 16]20) F o 6 0 1818

11 -1 —2| 2 11 -1 —2/|2

“2 o1 0o 3| 3/—2%5lo1 0o 3|3

V22 \g 6 0 18]18) 2 \o 0o o0 o0lo0

Jelikoz rozsitend matice soustavy ma vice nez jeden vedlejsi sloupec a posledni sloupec je jed-
nim z nich, soustava méa nekoneé¢né mnoho teseni. Z tvaru soustavy vidime, ze pokud si libovolnym
zptisobem zvolime proménné z,t € R, zbylé dvé bude mozné dopocitat. Z druhé rovnice dostavame
y=3—3tazprvnirovnice x =2 —y+2+2t=2—(3—3t)+z+ 2t = —1+ z + 5t. Nemame sice
dokazano, ze takto najdeme vSechna reseni, mizeme alespon tvrdit, ze

SDO{(=1+42z+5t,3—3t,2,t), kde z € R,t € R}.

Priklad 2.8. Naleznéte polynom p s redlnymi koeficienty stupné nejvyse 3 takovy, ze plati p(0) = 1,
p(1) =0,p (1) =0ap(—1) =0 (' znadi derivaci redlné funkce).

Reseni. Kazdy polynom stupné nejvyse 3 je tvaru p(z) = az® + bz® + cx + d pro a,b,c,d € R.
Trividlné pro kazdé realné x plati p’(z) = 3ax?+2bx+c. Dosadime-li tento tvar do zadanych podminek,
dostavame soustavu rovnic s nezndmymi a, b, c,d € R:

p(0)=1 = d=1,
p(l)=0 = a+b+c+d=0,
P(1)=0 = 3a+2b+c=0,
pP(-1)=0 = 3a—2b+c=0.

Jejim jedinym fesenim (to snadno ovérime) je ¢tvetice (a, b, c,d) = (%, 0, —%, 1), tedy hledany polynom
mé predpis

Ve e R: p(ﬁ):%x3—%x+1.

2.3 Konecna télesa

Prakticky vse, co jsme si fekli o maticich z R"" plati i pro matice s prvky z obecného télesa T'. Mnozinu
matic typu m X n znac¢ime analogicky T"". Operace s¢itani, nadsobeni prvkem z 71" a nasobeni matic
definujeme téz naprosto analogicky, pouze namisto s¢itani a ndsobeni redlnych cisel pouzivame s¢itani
a nasobeni definované v daném télese T

Priklad 2.9. Uvazujme nasledujici matice:

1 12 1
A=|2|ezd, B=(2 3 4)ez}®, D=|2 3 0|z}’
3 44 2

Vypoctéte nasledujici souciny a soucty (jsou-li definovany):



a) AB e) BD i) BDA
b) BA f) DB i) BAD
¢) AD g) ABD k) AD + 3B
d) DA h) DBA 1) DA +4A
2 3 4 4 40
ReSeni. a) AB=[4 1 3], g) ABD= |3 3 0],
1 4 2 2 20
b) BA = (1 215352 tnde 3) _ h) DBA neni definovan,
(2 451 +5 2) - (0) ezt i) BDA = (2)
¢) AD neni definovano, j) BAD neni definovin,
3 k) AD + 3B neni definovén,
d) DA= (3], 3 1 3 4
3 ) DA+4A=|3|+4|2|=|3|+|3]|=
3 3 3 2
¢) BD=(4 4 0), 2
1
f) DB neni definovan, 0

Opét naprosto stejné, jako jsme Tesili soustavy rovnic v R, muzeme resit soustavy v libovolném
télese T'. Musime jenom myslet na to, ze se mohly zménit aritmetické operace.

Priklad 2.10. Vyteste soustavu s rozsitenou matici

2 2 112
31 3|3|ezd!
4 0 3|1
Reseni
2 2 112 2 2 1|2 2 2 112 2 2 112
31 33| —< (o3 4j0] 5|01 1]{2]-35]01 1|2
4 0 3|1 12+411,7343-11 01 11/2 12413 03 4]0 134212 00 14

Tato matice je v hornim stupnovitém tvaru a posledni sloupec je jediny vedlejsi, ma proto jediné
feseni. Oznac¢me si neznamé jako x,y,z € Zs. Potom z posledniho fadku mame z = 4, po dosazeni
do druhého mame y +5 4 = 2, z ¢ehoz plyne y = 3 a konecné po dosazeni do prvniho ziskdvame
252451454 =2, coz znamena, ze x = 1.

Priklad 2.11. Vyfeste soustavu s rozsitenou matici



2 3 4 3|1\ a3 2 3 4 3|1
32 0 1|1) w41 \O 0 4 4|2/
Tato matice je v hornim stupnovitém tvaru a vedle posledniho sloupce ma jesté dalsi dva vedlejsi, sou-

stava proto bude mit vice nez jedno Teseni. Oznacme si neznamé z,vy, z,t € Zs. Najdeme partikularni
feseni: polozme napt. y =t = 0, potom nutné z = 3 a = 2. Mame tedy

(2,0,3,0) € S.

Naleznéme néjaka feseni pridruzené homogenni soustavy. Polozme y = 0 a t = 1, potom nutné musi
byt z = 4 a = 3. PoloZzme naopak y = 1 a £ = 0, potom nutné musi byt z = 0 a x = 1. Dostavame
tedy

(1,1,0,0),(3,0,4,1) € Sp,

z ¢ehoz plyne, zZe
(2’ 0’ 37 0) + a(l? 1707 O) + 6(37074’ 1) E S

pro vSechna «, 3 € Zs. Celkem jsme nalezli 25 ruznych feseni (jak pozdéji uvidime, vice jich neni).

2.4 Cviceni

Priklad 2.12. Vypoctéte souciny AB a BA (jsou-li definované) pro matice

1
P
Az(l 1 1)€R1’”, B=|3]|eRrn,
n
kde n € N je libovolné.
Reseni.
11 1
AB=(n3n) cRY,  BA= |’ o | erm
n n n

Priklad 2.13. Pro zadané redlné matice odvodte ptredpisy pro jejich nté mocniny (n € N). Spréavnost
vasich odhadt dokazte.

_ (01 n _o 111
a>A‘<1 o)’ A= D=0 1 1|, D=2
0 01
D= (—21 (1)> B cosp —sing
e) E= |, , E"=?
sing  cosp
¢) C= 11 cn —9 (spise pro odvdiné s povédomim o soucto-
S\ 1) o vijch vzorcich pro sinx a cosz)
Reseni.



w1 (1H(=D" 1= (="
o) A= (1 — (=" 1+ (1)”>

(Ize rozepsat zvlast pro n sudd a lichd),

b) B" = <n+ 1 n )7 ¢) E" — (cos(ngp) —sin(ngo))

-n 1l—mn sin(ny)  cos(ny)
2n—1 2n—1
C) Cr = <2n—l 2n—1>7

Poznamka 2.1. Visledky uvedené u cviceni niZe je treba brdt s rezervou, a to ze dvou divodi. Jednak
vZdy uvddime mnozZinu vSech resent, ackoli se to po nds v této kapitole nevyzZaduje, jednak se bézne
stavd, ze ruzné postupy vedou k ,riuzné vypadajicim “ viysledkim, ackoli jsou vSechny sprdvne! Tento
problém nejedinecnosti zapisu mmoziny Teseni si ovsem vysvétlime az pozdéji na prednaskdch — budeme
potrebovat pojmy jako podprostor, bize, ¢i dimenze.

Priklad 2.14. Vyteste v R nasledujici homogenni SLR:

a) 92 + 3y — =z = 0, - + y + 2z + t + u = 0,
b — 2y — 3z = 0. r —y + z + t + u = 0,
c) z + vy — 2z + t + u = 0,
dr + + t =0, zr + vy + z —t 4+ u = 0,
b) B3z + - 2t =0, r + vy + 2z +t — u = 0.
—2x — 4y + dHz — 9% = 0.
ReSeni. a) Nekoneéné mnoho feseni, S = {(z, —2x,3z) | € R}.
b) Nekoneéné mnoho feseni, S = {(—32,32,2,0) | 2 € R}.
c¢) Jedno feseni, S = {(0,0,0,0,0)}.
Priklad 2.15. Vyfeste v R nasledujici nehomogenni SLR:
a) r + y + z = 2, z + 2y + 3z + 4t = 11,
r —y + z + t = 1 o) 2 + 3y + 4z 4+ t = 12,
3z + 4y + =z + 2t = 13,
2z — y + 2z - 3 = 4 dr + y + 2z 4+ 3t = 14
b) 2 + y — z + t = 1,
3r — 2y + 2z — 3t = 2,
5 + y — z + 2t = -—-1.

ReSeni. a) Nekoneéné mnoho feseni, S = {(2 —y — 2,9,2, —1 +2y) | y, 2 € R}.
b) Reseni neexistuje, S = 0.
c¢) Jedno feseni, S ={(2,1,1,1)}.
Priklad 2.16. V nasledujicich bodech vzdy naleznéte néjaké polynomy daného maximalniho stupné
(redlné proménné s redlnymi koeficienty), spliujici zadané podminky ( ’ znaéi derivaci realné funkce).
a) polynom p nejvyse kvadraticky takovy, ze Vo € R: p(z) = p(x + 1),

b) polynom g nejvyse kvadraticky takovy, ze ¢(1) =1 a ¢'(1) =1,



c¢) polynom r nejvyse kubicky takovy, ze r(0) =3, r(1) =1, (1) =0 a r"(1) = 4.

ReSeni. a) p je libovolny konstantni polynom, tj. p(z) = ¢ € R,
b) q(x) = cx? + (1 — 2¢)z + ¢ (pro kazdé z € R), kde ¢ € R lze zvolit libovolné,

¢) r(z) =22 — 4z + 3 (pro kazdé = € R).
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