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3 Zakladni pojmy linearni algebry

Znaceni a zkratky:

O VP zkr. pro vektorovy prostor
O P OV P je podprostor vektorového prostoru V/
RO T soubor vektortu délky n
O Ty e ey B0 et e linearni obal souboru (z1, ..., z,)
O LIN/LZ o zkr. pro linedrné nezdvisly/zdvisly

3.1 Vektorovy prostor a podprostory

Podprostor je takova podmnozina VP, ktera je, stejné jako VP samotny, uzaviend vici obéma bindrnim
operacim VP (které tradi¢né zna¢ime + a -):

Definice 3.1. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht ) = P C V (P je neprdzdnd
podmnoZina V). Rikdme, Ze P je podprostor prostoru V , prdvé kdyz plati:

1. Ve,ye P:z+y € P,
2.VaeT,Vx € P:ax € P

Vztah byt podprostorem “ pak znacime
PccV.

Priklad 3.2. Pro nasledujici mnoziny M C R* rozhodnéte, zda se jedna o podprostor R*.
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g) M = {(z1, 32, 23,24) € R* | |21] = |m2], |z3| = |24]}.

ResSeni. Uvazujme mnozinu M z bodu a): pokusime se ukdzat, ze se jednd o podprostor. Necht
x = (r1,22,23,24),y = (y1,Y2,Y3,y4) € M. Dle definice musi pro M platit, ze z + y je také z M,
ovéime, zda to skuteéné plati: dle definice s¢itani vektortt v R* mame

r+y=(x1+y1, 22+ Y2, T3+ Y3, T4 + Ya).

Aby tento vektor byl v M, musi splinovat podminku, Ze jeho prvni souradnice je rovna souc¢tu druhé
a trojnasobku treti, neboli:

z1+y1 = (v2+y2) + 3(x3 + y3) = (z2 + 3z3) + (y2 + 3y3).

Tato rovnost ziejmé plati diky tomu, Ze x,y jsou z M, a tedy jisté 1 = zo + 33 a y1 = y2 + 3ys.
Analogicky ukazeme, Ze je pro x +y splnéna i druhd podminka, tedy Ze ¢tvrtd souradnice je rovna
druhé s opa¢nym znaménkem, tedy ze

o +y2 = — (24 + y4).

Platnost této rovnosti je opét primym dutsledkem toho, ze pro z,y € M plati o = —z4 a y2 = —ya.
Zbyva ukdzat, ze pro viechna a € R je ax € M. Jelikoz dle definice ndsobeni vektoru ¢islem v R*
plati
ar = (ary, ary, ars, azy),

musi platit
ar] = axry + 3axrs = a(ry + 3x3),

to ale opét o¢ividné plati, diky tomu ze x € M a tedy 1 = xo + 3x3. Ze je splnéna i druhad podminka
z definice M, tedy ze awe = —(aury), si laskavy ¢tenai dokaze sam.

Pro mnozinu M z bodu b) ukazeme, ze netvori podprostor. Kdyz chceme ukazat, ze néco neplati,
je mozné odbyt cely dukaz nalezenim protipfikladuﬂ v tomto pripadé si snadno muzeme vsimnout, ze
napf. (1,2,3,4) do mnoziny M patii, ale jeho —1 nasobek (—1,—2, —3,—4) jiz nikoli a o podprostor
se tedy nejednd. Jesté kratsi argument je poukdzat na to, ze v M nelezi nulovy vektor (0,0,0,0), a
tedy se nemuze jednat o podprostor.

Shriime si spravné odpovédi na otdzku ,Je M podprostor?*:

a) ano, b) ne, ¢) ne, d) ne, e) ano, f) ne, g) ne.

Priklad 3.3. Necht A € T"" je matice s prvky z télesa T'. Oznacme Sy C T™ mnozinu feseni rovnice
Ax = 6. Dokazte, ze Sy je podprostor T™.

Reseni. Dikaz je jednoduchym disledkem vlastnosti operaci ndsobeni a séitdni matic a nisobeni
matice ¢islem.

Piiklad 3.4. Pro nasledujici mnoziny M C T2 a télesa T rozhodnéte, zda se jedna o podprostor 73,
a) M ={(0,0,0),(1,1,1)} a T = Zas,

b) M ={(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2)} a T = Zs,

c) M ={(0,0,0),(1,0,0),(2,0,0),(3,0,0),(4,0,0)} a T = Zs,

!Diikaz platnosti néjakého tvrzeni pomoci ,propiikladu® je naopak striktné zapovézen!



d) M = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a T = Z.

Je-li M podprostor, pokuste se najit matici A € T""™ odpovidajicich rozméra, aby M odpovidalo
mnoziné feseni soustavy Ax = 6.

ReSeni. M z bodu a) je zfejmé podprostor. Abychom nasli matici A, v§imneme si, Ze mnozinu M
miizeme charakterizovat jako mnozinu vektorti (x1,z2,23) ze Z3 takovych, ze vsechny jejich slozky
jsou stejné, tedy r1 = xo = x3. To muzeme zapsat pomoci dvou rovnic x1 +2x9 =0a x9 4223 =0 a
odtud uz vidime, ze hledand matice je
1 10
A= .
<0 1 1)

Pro bod b) je situace stejna: jedné se o podprostor a i hledand matice A se ziskd podobné (jen je
tieba si uvédomit, ze x1 = xo je ekvivalentni s x1 + 2x9 = 0):

1 20
A_<0 1 2)'

M z bodu ¢) je také podprostor, matice A je napt.
010
A= <0 0 1) '

Poznamka 3.1. Videli jsme, Ze mnozina reseni homogenni soustavy vZdy tvori podprostor a v pred-
chozim prikladé jsme si naznacili, Ze k podprostorum je nekdy mozné najit homogenni soustavu, jejiz
mnozina reSent je shodnd s dangm podprostorem. Pozdéji si ukdzZeme, Ze takovou soustavu umime najit
pro libovolny podprostor T™ pro libovolné téleso T a libovolné prirozené n.

M z bodu d) neni podprostor.

3.2 Linearni (ne)zavislost

Zakladnim pojmem nésledujicich cviceni bude pojem linedrni kombinace souboru (z1,...,z,): Tek-
neme, ze vektor x je linedrni kombinaci souboru (z1,...,x,), jestlize existuji koeficienty aq,...,a,
z prislusného télesa tak, ze

n
T = Z OG5
i=1
Piiklad 3.5. Cemu se rovné linedrni kombinace souboru vektori
((1,1,1),(2,3,0),(2,1,0)) c R?

s koeficienty 1,2 a 37
Jak se odpovéd zméni, jestlize se pfesuneme do VP Zg?

Definice 3.6. Necht (x1,...,x,) je soubor vektori z V. Rekneme, Ze (x1,...,,) je linedrné nezd-
visly (LN) soubor, prdvé kdyz pouze trividlni linedrni kombinace tohoto souboru je rovna nulovému
vektoru 0. V opacném pripadé nazgvime soubor linedrné zdvisly (LZ). Jingmi slovy:

o (x1,...,xy) je LN <

Yaq,...,ap, €T : <Zaixi:9:>(w’€ﬁ)(ai=0)>

=1



o (x1,...,xy) je LZ <
n
Joq,...,an € T,Ak € Rya #0: (Zaﬂi:9>
i=1

Priklad 3.7. Rozhodnéte, zda nasledujici vektory tvoii LZ, nebo LN soubor:

a) (1,3,0,—1),(0,2,—1,4),(1,-5,7,—2) v prostoru R*,

b) (1,2,3,4),(2,1,-3,3),(1,5,12,9) v prostoru R*,

)
) )
c) (1,0,0,1),(1,1,0,0),(0,1,0,1) v prostoru Zs,
d) (1,2,3),(2,3,1),(1,1,1) v prostoru Z3,
) (
)

e) (1,2,3),(2,3,1),(1,1,1) v prostoru Z3 pro prvocislo p > 5,

(1,
(1,
(
(
(
(

f) (i,1,1+14),(2,2+14,0),(0,3 — 34,7) v prostoru C3.

Reseni. Postup pii feseni takovychto piikladi si ukdZeme na souboru vektori z bodu a). Dle definice
LN resp. LZ souboru potfebujeme rozhodnout, zda

n
Z oy — 0
i=1

mé jediné feseni (a; = 0 pro vSechna i je jisté vzdy Teseni). Tuto rovnici ale v ptipadé vektorovych
prostoru T umime vyjadrit maticové jako

Ax =0,

kde A vznikne tak, ze vektory xj az x, napiSeme do sloupcu. Pro vektory (1,3,0,—1),(0,2,—1,4) a
(1,-5,7,—2) tak dostdvdme soustavu s rozsifenou matici

= o W
|
I L V=]
|
N~ Ot =
o O O o

Pomoci GEM snadno zjistime, Ze soustava ma jediné feseni (0,0,0) a soubor je tedy dle definice LN.
Vysledky pro ostatni body ziskdme podobné:
b) LZ, ¢) LZ, d) LN, e) LN, f) LN

Pi#iklad 3.8. Uvazujme LN soubor vektori ((1,2,3),(1,0,—1)) z R3. Rozhodnéte, které z vektort
(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0) muzeme k témto dvéma vektorum pridat, aby vznikl LN soubor.

Reseni. Mohli bychom postupovat jako v predchozim piikladé a vytvorit postupné t¥i soustavy s ma-
tici, jejiz prvni dva sloupce vzniknou z vektoru ((1,2,3),(1,0,—1)) a tieti se po fadé doplni z vektoru
(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0). Snadno si ale rozmyslime, ze vSe muzeme vytesit najednou prevedenim nasl.
matice na horni stupnovity tvar:

1 1100
2 0010
3 -1 0 01

Tak zjistime, ze mizeme vybrat kterykoli z nabizenych vektori.



Priklad 3.9. Necht (z,y, z) je LN soubor vektori ve vektorovém prostoru V' nad télesem R. Rozhod-
néte, zda jsou nasledujici soubory LZ nebo LN.

a) (x+y,2x+ 2,y — z),

b) (z+2y+2,2x+y+ 52,3z +y+8z2).

Reseni. Postupujeme pifmo z definice: hleddme o, 5,7 € R tak, aby
alz+y)+PBRx+2)+v(y—2) =0.

To upravime na rovnici
(a+28)x+ (a+v)y+ (B—7v)z=0.

Tato rovnice je ale linedrni kombinace LN souboru davajici nulovy vektor, o té vime, ze ma pouze
trivialni reseni, tedy ze vsechny koeficienty jsou nula. To ndm dava soustavu t¥i rovnic

OZ+2B:0, 04‘1'7:07 5_7:07

kterou vyresime, a zjistime, ze musi byt o = = v = 0 a soubor je LN.
Podobné zjistime, ze soubor z bodu b) je LZ.

3.3 Linearni obal

Linearni obal néjakého souboru vektorfi je mnozina vsech linedrnich kombinaci tohoto souboru. Je
to tedy podmnozina VP (dokonce vime, Ze to je podprostor) a ma tedy smysl se ptat, jestli do této
mnoziny néjaky dany vektor patii ¢i nikoli.

Priklad 3.10. Zjistéte, zda vektor = patii do (M), kde M a x jsou nésledujici:

a) (1,2,3),(1,-1,5),(2,2,2)) a v = (4,4,12) (v prostoru R?),

b) (1,1,0,0),(0,0,1,0),(1,1,1,1),(0,0,0,1)) a = = (1,0,0,0) (v prostoru Z3),

c) M =((1,2,3),(2,3,1),(1,1,1),(2,2,0)) a x = (1,1,2) (v prostoru Z2),

M=
M=

Pokud z € (M), najdéte koeficienty néjaké linedrni kombinace vektort z M, kterd se rovnd x.

Reseni. Ovérit, jestli je néjaky vektor v linedrnim obalu souboru, znamend najit linearni kombinaci
tohoto souboru, kterd dava tento vektor, prip. ukazat, ze takova linedrni kombinace neexistuje. Pro
pripad a) to znamend hledat redlnd ¢isla o, ag, ag tak, ze

061(1, 27 3) + 062(1, _17 5) + Oé3(2, 27 2) = (4747 12)

Diky tomu, ze v R? jsou definoviny obé vektorové binarni operace po slozkéach, je rovnice vyse ekvi-
valentni soustavé rovnic pro tfi neznamé «q, ao, a3 s rozsifenou matici

1 1 2|4
2 -1 2|4
3 5 2|12

Tu snadno vyfesime pomoci GEM a zjistime, ze mé jediné feSeni a ze x lezi v (M), nebot
1
2(17 27 3) + 1(17 _17 5) + 5(21 27 2)) = (47 47 12)

V pripadé b) zjistime pro prislusnou soustavu 4 rovnic o 4 nezndmych, ze nema reseni a = v (M)
nelezi.

V pripadé ¢) mé naopak soustava 3 rovnic o 4 neznamych reseni vice. Hledané koeficienty oy, ao, a3, g €
Zs linearni kombinace vektort z M, jejimz vysledkem je vektor x, jsou vSechny nésl. ¢tverice cisel

(1+48,4+ B,28,1+ ), pro vSechna 8 € Zs.



Vidéli jsme, ze koeficienty linedrni kombinace davajici £ mohou i nemusi byt jednoznacné. S tim,
co vite o soustavach rovnic, by nemélo byt tézké dokdzat nasledujici.

Priklad 3.11. Dokazte nasl. tvrzeni:
Necht je (z1,...,x,) soubor vektoru z libovolného vektorového prostoru V' nad télesem T' a necht
z € (x1,...,x,). Potom plati nasledujici: ntice ¢isel (o, ..., ay) z télesa T takova, zZe

n
E oy = 2,
i=1

existuje pravé jedna, pravé kdyz je (z1,...,x,) LN.

3.4 Baze a dimenze

Prvni typ tlohy, se kterou se sezndmime, je rozhodnuti, zda dany soubor tvoii bazi daného VP.

Priklad 3.12. Rozhodnéte, zda soubor

a) X =((1,2,3),(3,2,1),(1,1,5)) tvoif bazi R3,

b) X = ((1,2,3),(3,2,1)) tvoii bazi R3,

c) X =(1,2,3),(3,2,1),(2,2,5),(3,3,0) tvoif bazi R3,
d) X =((1,4,1),(0,1,4), (4,1, —i)) tvoif bazi C3,
e) X =((1,2,3),(3,2,1),(1,0,4)) tvori bazi Z3

V pripadé, ze soubor bazi netvori, urcete dimenzi jeho lin. obalu.

Reseni. Potiebujeme ovérit dvé vlastnosti baze: jestli je soubor LN a jestli generuje cely VP (neboli
jestli kazdy vektor VP lezi v lin. obalu souboru). Jestli je soubor LN uz ovérit umime: stac¢i si napsat
vektory do sloupct matice, provést GEM a koukat se, jestli ve vysledném hornim stup. tvaru existuji
vedlejsi sloupce (jen tehdy je soubor LZ). Umime také rozhodnout, jestli je konkrétni vektor v lin.
obalu, ale jak zjistit, jestli je tam libovolng vektor? Jednoduse, namisto konkrétniho vektoru napiseme
vektor, jehoz prvky budou proménné.

Napf. pro pripad a) feSime soustavu s rozsifenou matici

1 3 1]a
2 2 1|,
31 5|as

kde x1, x2, x3 jsou libovolna realna cisla. Je jasné, ze pokud po tpravé na horni stupnovity tvar bude
pro libovolné hodnoty z1, z2, 3 posledni sloupec jediny vedlejsi, je soubor LN a vektor (z1, z2, x3) lezi
v lin. obalu zadaného souboru (protoze soustava ma vzdy feSeni). Po tipravé na horni stupniovity tvar
pomoci GEM dostavame (napf.) tuto matici:

3 1 X
4 1 21’1 — T2
0 4| x1—2x0+ 23

O O =

7 ni je vidét, ze se skutecné jedna o bazi.
Pro dalsi tfi pfipady dostavame tyto vysledky: b) neni baze, dim(X) = 2, ¢) neni béze, X je LZ,
dim(X’) = 3 d) je to baze.



Pro pripad e) dostavame soustavu

1 3 1]|x
2 20 N
3 1 4 T3

kterou upravime na (s¢itdni a ndsobeni je vzdy s¢itani a ndsobeni modulo 5, pro piehlednost pouzivime
+ namisto +5 a prosté - namisto -5)

1 3 1 X1

0 1 3|z2+31

0 0 O0|x3+3xs+11
7 této matice je vidét hned nékolik dilezitych véci: predné soubor neni LN, nebof plati, ze prislusna
homogenni soustava ma netrividlni feseni (napt. (3,2,1)). Soubor také negeneruje Z3, protoze pokud
pro néjaky vektor (w1, z9,x3) neplati, Ze 3 + 3z2 + x1 = 0, nemd soustava TeSeni. Ekvivalentné
muzeme fici, ze v linedrnim obalu zadaného souboru lezi pouze vektory (z1,x9,x3) splnujici rovnici
x5 + 3x2 + x1 = 0. To pékné koresponduje s tim, co vime z prednasky: lin. obal je vzdy podprostor,
stejné jako feseni homogenni soustavy (zde x5 + 3z + z1 = 0).

Jak zjistime dimenzi lin. obalu? Predné si uvédomime, ze lin. obal je podprostor, podprostor je
sam o sobé VP, a tedy ma smysl o dimenzi lin. obalu uvazovat. Pro vypocet dimenze ndm postaci
najit bazi, nebot vime, ze dimenze lin. obalu ti{ nenulovych vektort je mensi nez tfiE| a vétsi nez nula
a v tom pripadé se délka baze rovna dimenzi. Vyjdeme z véty z prednasky, kterd ndm tika nasledujici:

Bud (y1,. .., yn) LZ soubor vektorti z V', n > 2. Potom 3k € f tak, ze yp € (Y1, s Yk—1s Ykt1y- -+ » Yn)-
Pro takové k navic plati (y1,...,Un) = (Y1, s Yk—15 Ykt1s- - Yn) -

Nyni roli vektoru y; muze hrat napiiklad vektor (1,0,4), ktery dle matice vyse lze napsat jako lin.
kombinace prvnich dvou vektoru: (1,0,4) = 2(1,2,3) + 3(3,2,1). Proto také plati, ze

((1,2,3),(3,2,1), (1,0,4)) = ((1,2,3),(3,2,1)).

Jelikoz je soubor ((1,2,3),(3,2,1)) LN a jelikoz generuje lin. obal pivodniho souboru, jedna se i o
jeho bazi a dimenze je dva.

Priklad 3.13.

a) Dopliite soubor ((3,4,2,7),(1,2,1,0)) na béazi prostoru R*.

b) Doplite soubor ((1,2,0,0),(1,1,1,1)) na bazi prostoru Z3.

Reseni. Oba soubory ze zadani pifkladu jsou LN a tak dle Steinitzovy véty vime, 7e je lze doplnit
(dvéma) vektory tak, aby vznikly soubor tvoril bazi. Jak to provedeme: vezmeme si néjakou bézi, napt.

standardni & = ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)). Napiseme puvodni dva vektory spolu s
vektory této baze do sloupci matice: pro soubor z a) dostdvame

311000
42 0100
210010
700001

2Nagli jsme t¥i¢lenny soubor, ktery generuje dany podprostor a tento soubor je LZ: dle Steinitzovy véty vime, Ze
délka LN souboru v tomto podprostoru nemize byt vice nez dva! Je také jasné, ze dimenze neni nula, nebot tu ma pouze
trividlni podprostor {6}



tuto matici upravime na horni stupnovity tvar a vybereme z poslednich 4 sloupct dva tak, ze budou
spolu s prvnimi dvéma sloupci tvofit matici se ¢tyfmi hlavnimi sloupci (¢asto je mozné vybrat libovolné
dva vektory). Dostavame tak nésl. feseni.

a) Napf' ((3’ 4’ 27 7)7 (17 2’ ]" 0)7 (07 07 ]" 0)7 (07 07 07 1))'

b) Napr. ((1,2,0,0),(1,1,1,1),(1,0,0,0), (0,0,1,0)).
Priklad 3.14. Pokud pro soubor vektori X' z vektorového prostoru V' plati (X¥) = V, odeberte z X
vektory tak, aby zbyly soubor byl bazi V.
a) V= RS? X = ((33 47 2)7 (17 07 _1)3 (17 17 0)7 (1> 2) 2)’ (27 37 2))7
=RY, X =

b 1,2,0,6),(1,1,1,1),(0,1,0,3)),

)V (( )

c) V=R3X=((1,1,0),(1,0,2),(0,—1,2),(4,2,4)),

d) v =((1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,0), (0,1,1,0), (1,1,1,1)).
Reseni. )Baz1 je napft. ((3,4,2),(1,0,-1),(1,1,0)),

b) (X) #

c) (X) #

d) béazi je napr ((1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,0), (1,1,1,1)).

Priklad 3.15. Uvazujme matici A = (2 4

1 2
) a mnozinu M vSech redlnych matic typu (2,2), které

s A tzv. komutuji. Tedy
M = {X e R*? | AX = XA}.

Dokazte, ze M CC R?2, uréete dimenzi M a naleznéte néjakou jeho bazi.
ResSeni. Mnozina M je jisté neprazdnd, definujici rovnici splituje napifklad nulové matice © € R>? a

samotnd matice A (rozmyslete si). Uzavienost mnoziny plyne z vlastnosti maticového nasobeni. Budte
a€eRaX)Ye M (tedy plati AX = XA a soucasné AY = YA). Z toho plyne

AX+Y)=AX+AY=XA+YA=X+Y)A, A(aX) = a(AX) = a(XA) = (aX)A,
tedy v mnoziné M lezi i matice X + Y a aX.

. Y . .. . . b .
Dale potrebujeme popsat vsechny prvky mnoziny M, tedy vsechny matice (Z d> € R?2, které

SN R G N ]

To vede na soustavu linedrnich rovnic pro proménné (a,b, c,d) € R* s rozsifenou matici

splnuji rovnost

02 -2 0]0
23 0 =210
20 3 =210
02 -2 0]0

a s resenim

(a,b,c,d) € {(a,b,b,a+gb) | a,beR} {a(1,o,o,1)+b(o,1,1,§) | a,beR}
(1,0,0,1),(0,1,1,3))

(1,0,0,1),(0,2,2,3)) .

{
{



7 toho jiz plyne, ze

{969

tedy M je generovana souborem délky 2. Ten je soucasné ziejmé LN (rozmyslete si), tedy se jedna o
bazi a plati dim M = 2.

Poznamka: Alternativné jsme feSeni prikladu mohli rovnou zac¢it popisem vsech prvka X € M.
Zjistili bychom, ze M je linedrnim obalem néjakého souboru, pricemz z prednasky vime, ze vSechny
line4rni obaly jsou sou¢asné podprostory — z toho by rovnou plynulo, ze M CC R?*?2).

V nésledujicim prikladé muzete vyuzit nasl. vétu z prednasky:
Budte (z1,...,2n) a (y1,-..,Ym) dva soubory vektorta z V. Potom
(1, oy 2n) = (Y1, Ym)
prave tehdy, kdyz
dim(zy,...,zn) = dim(y1, ..., Ym) = dim{z1, ..., Tp, Y1, -« - Ym)-

Ulohu rovnosti dvou linearnich obalti tak pfevadime na tlohu uréeni dimenze, kterou jiz vyftesit
umime.

Piiklad 3.16. Rozhodnéte, zda soubory X a ) generuji stejny podprostor v T3, je-li
(2,-3,3),(-1,1,2)), ¥ = ((0,-1,7),(3,-5,8)), T =R,

( (2,1,1)), ¥ = ((1,3,1),(0,1,-1)), T =R,

(1,2,1),(2,1,0),(1,5,3)), Y =((-1,1,1),(0,3,2)), T =R,
(1,2,1),(2,1,0),(1,0,3)), Y = ((4,1,1),(0,3,2)), T = Zs.

a

X =
b) X =((1,1,2),(2,1,
c) X =
X = 1

o

) (
) (
) (
) (

Reseni. a) Ano, b) ne, ¢) ano, d) ano.

3.5 Souradnice vektoru v bazi

7 prikladu vime, ze pro vektory z z lin. obalu LN souboru je jednoznac¢né urcena linedrni kom-
binace tohoto souboru déavajici z. Kdyz toto tvrzeni pouzijeme na bézi, dostdvame tvrzeni, Zze pro
libovolny vektor z z VP s bazi X = (x1, ..., z,) existuje jednoznaéné uréend ntice ¢isel (o, ..., ay) z
T tak, ze

n
E T = 2.
i=1

Soutradnicemi vektoru z € V,, v bazi X pak rozumime sloupec

aq
(2)x =
Qn
(na ktery lze v pfipadé potieby pohliZet i jako na obycejnou ntici (2)x = (au,...,an)).

Zobrazeni azfé : Vi = T pritazujici vektoru itou soutadnici, tedy

#

xl (2) = oy,

nazyvame ity souradnicovy funkcional vzhledem k bazi X.



P¥iklad 3.17. Soubor X = (z1, 22, 73) je baze prostoru R? | z € R3, Naleznéte soufadnice z v bazi
X, je-li

a) r1 = (1,1,1), xzo = (1,2,1), 3 = (0,0,1), x = (1,0, 4),
b) T = (1505 1)7 T2 = (Oa 150)7 T3 = (273a4)7 xr = (17 *37 73)7
c) z1 = (3,1,-3), zo = (—5,2,—-1), z3 = (7,3,4), = = (11, -8, —4).

Reseni. Jedna se o jednoduchou tlohu, kterou uz jsme vlastné fesili, kdyz jsme ovérovali, zda néjaky
vektor lezi v lin. obalu daného souboru ¢ nikoli. Pro pripad a) fesime soustavu

— o=
— N
_ o O
N i

Diky tomu, ze X je baze, vime, Ze soustava bude mit jediné reseni.
Vyjdou ndm ndsl souradnice a) (2, —1,3), b) (5,3,-2), ¢) (1,-3,—1).

Pi#iklad 3.18. Uvaite bdzi X = (z1,72,73) = ((1,3,2),(1,2,0),(1,0,0)) vektorového prostoru Z3.
Najdéte predpis pro soutadnice (v)x obecného vektoru v € Z3.

Reseni. Postupujeme jako pfi hledani soutadnic konkrétniho vektoru s tim rozdilem, ze pravou stra-
nou soustavy je obecny vektor v = (v1,vg,v3). Muzeme si také vsimnout, ze kdyz napiseme vektory
z baze v opacném poradi, dostaneme rovnou soustavu s matici v hornim stupnovitém tvaru:

1 1 1|wv
0 2 3|uw
0 0 2]uws

Tu muzeme klasicky vyfesit, ale my si pfi této prilezitosti ukazeme i jiny postup. Pomoci GEM
postupujeme nasledovné:

11 1w\ . . 1 1 0w+ 2v3
0 2 3 Vo 2413,711+2-13 02 0 vy + U3 714212
0 0 2]uvs 0 0 2]uvs
1 0 0w+ 2v+ 4vs o 1 0 0] wvi+2v9+4us
0 2 0|vs+uy 21250, 10 1 0| 3y + 3us
0 0 2]uv; 0 0 1]3v;

Takto upravend matice neni jenom v hornim stupnovitém tvaru — je diagonalni, takze v poslednim
sloupci ma pirimo napsané reseni. Kdyz si vzpomeneme, ze treti sloupec odpovida prvnimu vektoru
béze a ten prvni tomu tretimu, dostavame

v=(v1,v3,v3) = (v)x = (3vs,3v2 + vz, v + 2vy + 4v3).



3.6 Cviceni

Priklad 3.19. Uvazujme usporadanou c¢tvefici (V,T,®,®), kde
o V =R, vektory jsou kladné redlns éisla,
o T =R, skalary bereme z mnoziny vSech realnych ¢isel,

o pro kazdé z,y € RT definujeme
rdy:=x- vy,

kde - znaci klasické nasobeni redlnych cisel,
¢ pro kazdé o € R a kazdé x € RT definujeme
a®z =z%
kde v predpisu pouzivame standardni umocnéni kladného realného ¢isla na redlnou mocninu.
Dokazte, ze (V,T,®,®) je vektorovy prostor.
Reseni. Abychom dokézali o néjaké struktute (V,T,®,®), Ze se jedna o vektorovy prostor, musime
nejprve ovérit, ze mnozina V je uzaviend vaci bindrnim operacim ¢ a ©. V tomto pripadé je jasné,
7e mnozina V = RT uzaviend je: souc¢in dvou kladnych éisel je kladné ¢islo a z kurzu ZMAE| vime, ze
umocnime-li libovolné kladné ¢islo na libovolné realné ¢islo, dostaneme kladné ¢islo (vzpomenme graf
exponencialni funkce).
Je-li mnozina V' uzaviend vici obéma operacim, zbyva ovérit splnéni sedmi axiomt vektorového
prostoru. Zde si ukazeme pro ilustraci dva z nich. Axiom 2 pozaduje, aby platil asociativni zakon pro

operaci ®:
Va,b,ceV:(a®b)@®c=ad (bDc).

Ten ale ziejmé plati, neb se po ,dosazeni“ za operaci @ redukuje na tvrzeni, ze nasobeni realnych
Cisel je asociativni.
Axiom 3 pozaduje, aby
Va,f €T \VaeV :a® (foa)=(af)®a.
Po prepsani pro nasi volbu ® se rovnost zméni na

(a®)* = al®P)

)

o které opét diky ZMA vime, Ze plati.

Priklad 3.20. Tvori R vektorovy prostor nad Zo, pokud sc¢itani vektort je obvyklé s¢itani redlnych
¢isel, a nasobeni skalarem definujeme jako 0@z =0, 1 ©x = x7

Priklad 3.21. Na mnoziné R definujme operace @ a @ nasledovné:
rPy=x4+y+2, a®r:=ar+2a-—2.

Dokazte, ze R s témito operacemi je vektorovy prostor nad R. Co je nulovy vektor v tomto prostoru?

Reseni. Nulovym vektorem je ¢slo —2.

3Pro ty, ktefi snad zapomnéli, piip. to vytésnili: ZMA je zkratka pro zdklady matematické analyzy.
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Priklad 3.22. Oznac¢me jako R vektorovy prostor vSech redlnych posloupnosti, a uvazme nasledujici
podmnoziny M C R* sestavajici z takovych posloupnosti {a,}>2, pro které plati:

a) lim a, =1,
n—oo

b) lim a, =0,

n—0o0

c) {an}2, je konvergentni,

o,

) {an}22, je omezend,

e) {an}r2, je ostre rostouci,

f) {an}2; je neostre restouci,

g) {a,}22, je neostie monoténni,

h) {a,}22, je od jistého indexu neostfe monoténni,

i) agn > 0 > agp41 pro kazdé n € N,

J
k

asn > 0 > agpy1 pro kazdé n € N, nebo as, < 0 < agyy1 pro kazdé n € N,
Gnt+2 = Gp41 + ap pro kazdé n € N,
m) a, =0 pro n ¢ A, pti néjaké dané A C N,

n

)

)

)

1) apt+o = 12ap41 + 17a, pro kazdé n € N,
)

) an # 0 jen pro kone¢né mnoho n € N,

)

{an}52 je geometrickd, tj. existuje ¢islo ¢ € R tak, ze kazdé a,, = apq".

Které z téchto mnozin M jsou podprostory R>°?7

Reseni. a) ne, b) ano, ¢) ano, d) ano, e) ne, ) ne, g) ne, h) ne, i) ne, j) ne, k) ano, 1) ano, m) ano,
n) ano, o) ne

Piiklad 3.23. Pro nésledujici mnoziny M C R%? rozhodnéte, zda se jednd o podprostor R?2.

)
(R

a—2d:0/\c€Z},

a b 2,2

12
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ReSeni. a) ne, b) ne, ¢) ano, d) ano.

Priklad 3.24. Ukazte, ze mnozina vSech symetrickych matic
S = {A eCcn ’ (Vi,j € ﬁ)(Ai,j = Aj,i)}
je podprostor prostoru C™".

Priklad 3.25. Necht (z,y, z) je LN soubor vektoru ve vektorovém prostoru V' nad R. Zjistéte, pro
kterd A € R je soubor vektoru (z + 2y, 2z + 3z,2 + Ay — z) LN.

Reseni. Pro A # 1—30.

Priklad 3.26. Zjistéte, zda je soubor vektorti (A1, Ag, Az, Ay) z prostoru R*2 LN, nebo LZ, je-li:

2 3 17 1 5 3 10
A1 - <_1 0> 9 AQ - <1 1) 5 A?} - (_3 _2> ) A4 - <O 1) )

11 3 3 2 1 1 6
A12(3 4)’ AQ:(? 2)’ A?’:(l 1)’ AMZ(lo 3)'

Reseni. a) LN, b) LZ.

a)

Piiklad 3.27. Naleznéte viechna a € R, pro které je soubor ((,1,0),(1,a,1),(0,1,a)) C R LZ.
Reseni. a € {0,+/2}.

Priklad 3.28. Necht (z,y, z) je LN soubor vektort v linedrnim prostoru V nad télesem R. Rozhodnéte,
zda jsou néasledujici soubory LZ nebo LN.

a) (z+y,xz+2z,2),

b) (z+y,x—y),

¢) (x4+y,x—y,x—z,x+2),

d) (x4+y,y+ 2,2+ 2),

e) (x—2y+ z,40 —y — 2,4z + 13y — 112),
f) (z,2z,2 — 2y + 2),

g) (z,y+2).

ReSeni. a) LN, b) LN, ¢) LZ, d) LN, e) LZ, f) LZ, g) LN.

Priklad 3.29. Necht (x,y, z) je soubor vektoru z vektorového prostoru V takovy, ze z +y + z = 6.
Potom (x,y) = (y, z) = (z, z). Dokazte.
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Piiklad 3.30. Necht (z1, 72, 23, 24) je soubor vektorti z R*. Uréete dimenzi podprostoru P = (21, x2, 23, 74)
v zavislosti na parametru o € R, je-li

a) r1 = (3,1,1,4), 2 = (,4,10,1), 3 = (1,7,17,3), x4 = (2,2,4,1),
b) z1 = (o, 1,1,1), 29 = (1,,1,1), z3 = (1,1, , 1), 24 = (1,1, 1, ).

Reseni. a)dimP = 3 proa = 0, dimP = 4 pro a # 0, b) dimP = 1 pro o = 1, dim P = 3 pro
a = —3, dim P = 4 pro ostatni «.

P¥iklad 3.31. Soubory X = (z1,22,73) a Y = (y1,¥2,y3) jsou baze prostoru R3. Urcete souradnice
x v bazi Y, je-li

a) xryp = (1;]-;]-)7 Ty = (27_1a2)7 €r3 = (3717_1)7 Yy = (15070)7 Y2 = (_17()’2)7 Yys = (Oa]-a]-) a
soufadnice x v bazi X jsou (4,2, —2),

b) Ty = (31 17 _1)7 Ty = (2a37 1)7 xr3 = (17 _27 _3)7 vy = (17272)7 Y2 = (1731 5)7 Yys = (11 273) a
soufadnice x v bazi X' jsou (2,0, —1).

Reseni. soufadnice z v bézi Y jsou a) (7,5,0), b) (2, —6,9).

Priklad 3.32. Necht V,, je vektorovy prostor dimenze n € N, P CC V,,, Q CC V,, dim P+dim Q > n.

Potom existuje 6 # x € P N Q. Dokazte.

Napovéda: Pouzijte 1. vétu o dimenzi.

Priklad 3.33. (xx) Ovéite, ze R je vektorovy prostor nad télesem Q (vuci pfirozenym operacim)
a ukazte, ze mnozina {logp;p prvoéislo} je linedrné nezavisla. (Névod: jednoznacnost prvociselnych
rozkladu.)

Piiklad 3.34. Uréete dimenzi prostortt C a C? nad télesem R
ResSeni. Vime, 7e kazdé komplexni ¢islo z lze jednoznacené vyjadiit jako z = a + b - 4, kde a,b € R.
Tedy dvouprvkovy soubor (1,4) tvori bazi C nad R a dimenze C nad R je dva.

Podobné soubor ((1,0,0), (,0,0), (0, 1,0), (0,4,0), (0,0, 1), (0,0,4)) tvoti bazi prostoru C* nad R,
takze jeho dimenze je Sest.
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