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4 Hodnost matic a Frobeniova véta

Znaceni a zkratky:

O M) hodnost matice A

O AT inverzni matice k matici A

4.1 Hodnost matice

Hodnost matice jsme definovali nasledovné:

Definice 4.1. Necht A € T™". Hodnosti matice A nazgvdme dimenzi linedrniho obalu souboru
radki matice A (jako vektori z TH™) a znacime ji h(A). Tedy:

h(A) = dim(Ay., ..., Ay.).
Na prednéasce jsme si ovSem také ukazali, jak hodnost matice spocitat a ¢emu vSemu se jesté rovna:
o hodnost matice se rovna hodnosti transponované matice, tedy h(A) = h(AT),

© necht B je matice v hornim stupnovitém tvaru, kterou jsme pomoci GEM ziskali z matice A,
potom h(A) = h(B),

¢ hodnost matice v hornim stuprovitém tvaru je rovna poc¢tu nenulovych radki,
¢ hodnost matice v hornim stupnovitém tvaru je rovna poc¢tu hlavnich sloupcu.

Posledni dva body nam vlastné rikaji, jak hodnost spocitat: staci prevést matici do horniho stupnovi-
tého tvaru a spocitat nenulové fadky (nebo hlavni sloupce, coz je ale vlastné totéz).

Priklad 4.2. Urcete hodnosti nasledujicich matic:
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Reseni. Vsechny pifklady lze vyfesit prachobycejnym GEM, takze zde vzorova Feseni ani neuvadime,
pouze sdélujeme vysledky:
a) h(A) =4, b) h(A) =2, c) h(A) =2,d) h(A) =4, e) h(A) = 3.

Priklad 4.3. V z&avislosti na parametru o € T" urcete hodnosti nasledujicich matic z T7™:

31 1 4
0 12 a 4 10 1 l—-a «
_ 3,3 _ 4.4 _ - 2,2
a) A= g ? 31€z”, b)A= L7 17 3 e R¥, C)A_< N 1>€R ,
@ 29 9 4 1
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ReSeni. Zde je uloha lehce zpestfena piitomnosti parametru o € T, a proto si predvedeme jedno
reseni podrobnéji, i kdyz se stale jednd o pouhé provedeni GEM.
Prohodime tddky matice A z a) tak, abychom dostali

2 1 «
01 2
a 2 3

Abychom se zbavili o v poslednim tadku, musime pricist 5 nasobek prvniho radku, kde
a+28=0,

pfipomindme, ze séitani i ndsobeni &isel ze Zs opét automaticky chapeme jako modulo 5. Reeni této
rovnice je jisté S = 2a. Vysledkem této upravy je matice

2 1 « 2 1 Q@
0 1 2 =10 1 2
S5a 2+ 2a 3+ 2a? 0 2+2a 3+2a2
Nyni bychom chtéli k tretimu radku pricist 8 nasobek druhého, aby platilo
24+2a+ 5 =0.
Rovnice je jisté splnéna pro 5 = 3 + 3, coz vede na matici
2 1 o
01 2

0 0 4+a+ 2
Hodnost matice A je tedy bud 2 (je-li 4 + a + 2a% = 0) nebo 3 (je-li 4 + o + 2a? # 0). Prostym

dosazenim zjistime, ze h(A) = 2 plati pro o € {3,4}, pro a € {0,1,2} je h(A) =3
Vysledky ostatnich tloh: b) h(A) = 3 pro a = 0, h(A) = 4 jinak, ¢) h(A) = 1 pro o = —3 + é,
h(A) = 2 jinak, d) h(A) = 2 pro a = 3, h(A) = 3 jinak, ) h(A) = 1 pro o = 1, h(A) = 2 pro a = —1,

h(A) = 3 jinak, f) h(A) = 3 pro a € {0,1}, h(A) = 4 jinak.



4.2 Regularita a inverzni matice

Ctvercovou matici A € T™™ nazyvame regularni, jestlize k ni existuje tzv. inverzni matice, znacena
M M
A=l e T spliujici rovnice
AT'A=AA"'=E,

kde E je jednotkova matice s jednickami na diagondale a ostatnimi prvky nulovymi. Dokonce vime,
7e plati-li pro néjakou matici B € T™", ze BA = E, potom musi platit B = AL
Abychom poznali, jestli je matice regularni, mizeme vyuzit nasledujici fakt dokédzany na prednasce:

Matice A € T™" je regularni, pravé kdyz h(A) = n.

Chceme-li tedy zjistit, zda je matice regularni, vy¢teme z horniho stupnovitého tvaru, jestli jsou
vSechny sloupce hlavni; je-li alespon jeden sloupec vedlejsi, matice regularni neni.

K regularni matici budeme potom chtit najit matici inverzni. K tomu ndm opét dopomuze GEM.
Kazda z uprav, které pti GEM pouzivame, je totiz ekvivalentni nasobeni matice, kterou upravujeme,
néjakou vhodnou regularni matici zlevaﬂ To znamend, ze umime-li prevést pomoci GEM matici A na
matici B, existuje regularni matice IP takova, ze B = PA. Jak si snadno rozmyslite, regularni matice je
pravé takova, kterou lze pomoci GEM tuprav prevést na jednotkovou; to jest, existuje regularni matice
P tak, ze PA = E. To ale znamen4d, ze P je hledand inverzni matice. Abychom takovou matici P
nasli, budeme vsechny upravy, které aplikujeme na A, aplikovat zaroven na jednotkovou matici. Tak
ziskdme PA = | a zaroven PE = P.

Priklad 4.4. Rozhodnéte, zda jsou néasledujici matice regularni a v kladném piipadé k nim naleznéte
matice inverzni:

Reseni. Pro pifpad a) vyjdeme z matice (A | E) € T6 (svisl4 ¢ara opét nemd jing vyznam, ne# ze
vizualné oddéluje puvodni matici a matici jednotkovou). Tuto matici se pokusime upravit na matici
(E | B). Pokud to ptjde, je matice A reguldrni a B je hledand inverze A~'. Matici

0 4 1|1 00
1 1 1/0 1 0
3 3 4|0 0 1
0 4 1 1 1 1
!'Napiiklad upravit matici [ 1 1 1| namatici {0 4 1|, totiz vyménit prvn{ a druhy fadek, znamen4 pravé pre-
3 3 4 3 3 4
0 1 0 0 4 1 0 4 1
néasobit ptivodni matici zleva reguldrni matici [ 1 0 0 |; podobné upravit matici [1 1 1| namatici |2 2 2],
0 0 1 3 3 4 3 3 4
1 0 O
totiz zdvojnésobit druhy radek, obnasi pravé prendsobit ptivodni matici zleva reguldrni matici [ 0 2 0 |; a provést obé
0 0 1

0 2 0 0 1 0 1 0 0
tyto ipravy znamena pravé nasobit zleva regularni matici (1 0 0) = <1 0 O) (0 2 0). Podobné pricteni
0 0 1 0 0 1 0 0 1
nasobku jednoho fadku k jinému radku, jakoz i kazda jindA GEM uprava, je zachycena takovym nasobenim néjakou regu-
larni matici zleva (rozmyslete si jak presné), a soucin takovych matic, coz je opét reguldrni matice, pak odpovidd prévé
kumulaci takovych tprav, jako vyse. Takto se ipravy providéné na zadané matici A zaroven promitaji do jednotkové
matice (viz pfiklad).



snadno upravime? na matici
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Odtud vidime, ze hodnost matice A je tTi, a tedy se jedna o regularni matici. Pomoci dalsich krokt
GEM dostaneme

S O =
O = O

01
0]4
110

N N DN
_ = W

a matice

1
4
0

N NN

3
1
1

je hledanou inverzi A~!, jak si snadno miizete ovéfit vycislenim A~1A.
Pro ptipad b) upravime matici

1 2 3[/1 00
4 0 1|10 10
2 3 4/0 01
pomoci GEM na
1 2 3[/1 00
0 2 4|1 10
0 001 31

7 toho vidime, ze hodnost matice A je dva a ona neni regularni.
V pripadé matice ¢) snadno ovéfime, Ze je sama sobé inverzi.

4.3 Soustavy linearnich rovnic

Soustavam linedrnich rovnic jsme se vénovali ve cvic¢eni ¢. 2, a proto zde uvedeme pouze ukazku
vypoctu posledniho nedoreseného pripadu: tim je situace, kdy nam vyjde, Ze soustava mé vice jak
jedno Teseni. Jiz vime, ze mnozina vsech feseni S se da zapsat ve tvaru

S =%+,

kde % je tzv. partikuldrni feseni a Sy je podprostor tvoreny Fesenimi pridruzené homogenni soustavy.
Jak najit partikularni feseni uz vime, zbyvad nam problém, jak popsat podprostor Sp.

Diky tomu, Ze Sy je podprostor, musi mit bazi. Pokud tuto bazi najdeme, ziskdme velice kompaktni
zapis mnoziny Sy, nebot vime, ze Sy je rovna linedrnimu obalu této baze. Navod, jak najit tuto bazi,
vyplyne z tvrzeni Frobeniovy véty, ktera mj. riké toto:

Soustava s rozsifenou matici (A | b) ma feseni pravé tehdy, kdyz hodnost této rozsifené
matice je rovna hodnosti maticeﬂ A.

Maé-li soustava Teseni, prevedeme rozsitenou matici do hornitho stupnovitého tvaru. Potom
plati, Ze dimenze podprostoru Sy je rovna poctu vedlejsich sloupct (nepocitaje sloupec
pravych stran).

2Viimnéte si opét, jak prava strana zachycuje provedené tpravy: vyménili jsme prvni a druhy fadek, a pricetli
dvojnasobek druhého radku ke tretimu radku.

3To je jinymi slovy Fedeno to, co uz vime ze cvideni &. 2: soustava s rozsifenou matici v hornim stupiiovitém tvaru
mé, feseni pravé tehdy, kdyz prava strana je vedlejsi sloupec. Ze je to to samé si uvédomite, kdyz si pfipomenete, jak se
pocita hodnost matice.



Reseni soustavy tedy spoc¢iva, jako obvykle, v pfevodu rozsifené matice do horniho stupiniovitého
tvaru. Z vysledku poznéme, jestli nema soustava feSeni, jestli ma pravé jedno (a dimenze Sj je nula)
nebo jestli jich mé vice. V takovém pfipadé umime i najit ptip. partikularni feseni a nyni jiz i vime,
ze existuje baze Sy, kterd mé k prvku, kde k je pocet vedlejsich sloupct matice soustavy (tj. vedlejsi
sloupec vznikly z b nepocitdme).

Najit tuto bézi je pomérné prosté: oznacme (1, za, . .., ;) proménné soustavy a necht x;, , xi,, ..., ;
jsou proménné, které odpovidaji vedlejsim sloupcim (tzv. volné proménné) ziskanym pomoci GEM.
Je jasné, ze pokud za téchto k volnych proménnych dosadime néjaka cisla z daného télesa, zbylé pro-
ménné uz jednoznacné dopocitdme. Neni jiz tézké si domyslet, ze dosadime-li za tuto ktici volnych
proménnych postupné vektory libovolné baze prostoru T%, pfi¢emz vazané proménné po kazdém dosa-
zeni dopocitdme, dostaneme kc¢lenny LN soubor vektort z kdimenzionalniho podprostoru Sy CC T™.
Z toho co vime o béazi a dimenzi pak jiz plyne, Ze téchto k vektort tvori bazi Sp.

Ukazme si tento postup na prikladu.

n

Priklad 4.5. Vyfeste soustavu s matici A a pravou stranou b, kde:

041 3 2 1 12 3 3 0
a)A=[1 114 1|ez¥ab=|2]|, b)A=[4 01 3|ezab=|1
33314 0 2 3 4 4

Reseni. Rozsifenou matici soustavy upravime do horniho stupnovitého tvaru:

0413 2|1 111 4 1|2
1114 1(2|~(0 413 2|1
33 31 4(0 0 00 414

Vidime, zZe soustava ma reSeni, protoze posledni sloupec je vedlejsi. Snadno najdeme néjaké partikularni
feseni, napf.
i=(1,2,0,1,0).
V upravené rozsirené matici soustavy existuji jesté dalsi dva vedlejsi sloupce, a proto soustava bude
mit vice nez jedno feseni. Tyto sloupce odpovidaji proménnym x3 a x5, tyto dvé proménné jsou tedy
volné. Z Frobeniovy véty vime, ze podprostor Sy bude mit dvouclennou bazi. Tuto bazi dostaneme
tak, Ze za x3 a x5 dosadime vektory n&jaké béze Z2, miizeme vzit napi. standardn{ bazi ((1,0), (0,1)).
Dosadime z3 = 1 a x5 = 0 a dopocitame zbylé proménné tak, abychom dostali feseni pridruzené
homogenni rovnice Ax = . Dostaneme x4 = 0,29 = 1 a 1 = 3. Podobné pro z3 = 0 a x5 = 1
dostaneme x4 = 1,20 =0 a z; = 0.
Celkové tak dostavame mnozinu vSech feseni

5=1(1,2,0,1,0)+((3,1,1,0,0),(0,0,0,1,1)).

Pro soustavu b) zjistime, ze ma feseni a jednu volnu proménnou. Mnozinu S pak muzeme zapsat
napr. v tomto tvaru:

S =(1,1,0,4) + ((1,3,1,0)).

4.4 Linearni variety
Linedrni varieta ve vektorovém prostoru 7™ je libovolnd mnozina zapsatelnd ve tvaru
W =a+ P,

kde a € T™ je vektor posunuti a P CC T™ je zaméreni. Kazdou varietu umime zapsat dvéma zptsoby.
Prvni jsou tzv. parametrické rovnice, které ziskame tak, ze najdeme bazi P. Ta existuje, pokud se



nejedné o bod, tedy varietu s P = {0}, jejiz parametrické rovnice jsou trividlné u = a (chapano jako u
je prvek variety pravé kdyz spliuje rovnici u = a). Bud tedy (y1,...,yx) bdze P. Potom parametrické

rovnice jsou
k

ueW <& day,...,a, €T : u:a-l—Zaiyi.

i=1
Jako neparametrické rovnice variety pak oznacujeme jakoukoli soustavu rovnic Ax = b, jejiz
mnozina teseni je pravé rovna a + P, tedy plati, Ze a je partikuldrni feseni a P = Sp. V tomto
cviceni si ukdzeme, jak prejit od parametrickych rovnic k neparametrickym, coz lze chipat tak, ze
k mnoziné reSeni budeme hledat soustavu linearnich rovnic. Prechod od neparametrickych rovnic k
parametrickym je vlastné ekvivalentni problému, ktery uz vyfesit umime: nalezeni mnoziny FeSeni
soustavy linearnich rovnic.

Priklad 4.6. Naleznéte neparametrické rovnice variety W C R", je-li:

x=3 -3t

ayn=2, W=(1,-1)+(2,1)) b)n=2, C =149t
x=1 -t X:1+3t -r
c)n=3, W:y=243t d)n=3, W:y= t+r
7= 2t Z:3 -Tr

x= 1+t x=-2 -3t+3r -4s

_ L y=2-3t B y=3+t  +s

gn=4 W:T_ jio Dn=4 W s

u=1 u=-14+2t+2r+3s

Reseni. Vyfesime pifpad f) a pouzijeme presné postup popsany v sekci 3.5 studijniho textu. Varietu
z f) muzeme zapsat v nasl. tvaru:

W= (_2> 37 17 _1) + <(_37 17 1a 2)3 (37 07 57 2)7 (_47 17 27 3)>

Hleddame tedy matici A a vektor pravych stran b tak, Ze mnozina TeSeni soustavy Ax = b je
rovna varieté W, tedy ze (—2,3,1,—1) je partikuldrni feseni a podprostor Sy je roven podprostoru
((-3,1,1,2),(3,0,5,2),(—4,1,2,3)), neboli ze vektory (-3, 1,1, 2), (3,0,5,2), (—4, 1,2, 3) tvori bazi (ze
jsou LN vime ze zadédni, ptip. si snadno ovérime). Diky Frobeniové vété vime, ze matice bude muset
mit hodnost jedna, neb dimSy = 3 a jedna se o body ve ¢tyrdimenziondlnim prostoru. Napisme tii
vektory z baze zaméreni variety do sloupct matice, ziskame tak matici

-3 3 —4
10 1
Y pu—
15 2
2 2 3
Pro hledanou matici A tedy musi platit
AY = 06,
kde © je nulovad matice prislusnych rozmeéri. Transponovanim tak mizeme ziskat rovnici pro radky
matice A: kazdy fadek a = (ay,...,as) musi spliiovat
Y'al =o.



Odpovidajici rozsitend matice soustavy je

w W

=
—_ O
N U =
W N N
O O O

Soustavu vytesime a zjistime, ze Sy = ((3, —2, —5,8)). Jako matici A tedy muZzeme volit
A=(3 -2 -5 8).

Zbyva najit pravou stranu b. Tu zvolime k dané matici A prosté tak, aby zadany vektor posunuti
(—2,3,1,—1) byl partikuldrnim fesenim soustavy Ax = b, neboli

b=(3(-2)+ (-2)3+ (=5)1 +8(—1)) = (—25).
Hledané neparametrické rovnice maji tedy tvar soustavy jedné rovnice o ¢tyrech nezndmych
3xr — 2y — bz + 8u = —25.

Pro ostatni pripady dostaneme pomoci stejného postupu nasledujici vysledky: a) x — 2y = 3, b)
2e+3y=9,¢c)2z+2=2,3z+y=5,d)z—3y—4z=—-11,e)3x+y=52r —z2=3, u=1.

4.5 Cviceni

Priklad 4.7. Jak je tieba volit parametry «, 5,7 € C, aby nasledujici matice mély hodnost rovnou
trem:

0 -1 1 2 > ‘11 2 0 1 3 a

a)A=[a 8 -2, ba=|" , QA=|1 4 -2 2 8
2 3 -1 s 2l 1 -12 8 0

B -3 2 1 v

ReSeni. a) a +2# 3, b) a+26+2=0, c) 2a # 36 + 7.

Priklad 4.8. Naleznéte vSechny parametry a € R, tak aby nasledujici matice mély minimalni hodnost:

L . 1 1 1 1 2 1 -1 1
a)A=11 a+2 a+4 |,b)A= Latl 3 4 ,c) A= 3oa 203
) atd alat?) 9 2 4 5 1 1 -1 0

@ oo 3 3 3 a+3 10 =5 5 «

Reseni. a) a € {-2,0,2},b) a =0, ¢) a € {-2,15}.

Priklad 4.9. V zavislosti na parametrech «, 8 € R urcete hodnosti nasledujicich matic:

1 1 1 a B 1 a B2 ap?
a)A=|1 a B|, DDA=|1 a8 1|, JA=|1 B aB
-1 B8 « 1 8 « 1 5 p

2 pro a = £, h(A) = 3 jinak, b) h(A) =1 proa =1, h(A) =2 proa = -2 V

ReSeni. a) h(A) =
), h(A) = 3 jinak, ¢) h(A) =1pro S =0V a =3, h(A) = 3 jinak.

(a#1AB=



Priklad 4.10.

Bud n > 2. Urcete pravdivostni hodnotu nasledujicich tvrzeni:

a) (VA,B € C")(AB = BA),

b) (VA,Be C"")(AB =0 = BA =0),

) ( )(

) ( )(

) (VABeC*)(A£OAB#£O = AB #0),

d) (VA,B € CPM)((A+B)? = A2 + 2AB + B2),
) ( )(

VA, B € Cn) (A2 — B2 = (A + B)(A — B)).

€

ResSeni. Ani jedno z tvrzeni neplati. (Najdéte protipifklady!)

Priklad 4.11. * Stopou trA ¢tvercové matice A rozumime soucet jejich prvka na diagondle. Dokazte,

ze pro matice B € T™" a C € T™™ plati

tr(BC) = tr(CB).

Priklad 4.12. S vyuzitim vysledku predchoziho cviceni dokazte, Ze neexistuji matice A,B € T™"

takové, aby AB — BA = E.

Priklad 4.13. Je mnozina ¢tvercovych matic s nulovou stopou podprostor 7”7 Pokud ano, jakou

ma tento podprostor dimenzi?

Reseni. Ano, n? — 1.

Priklad 4.14. Matice A € T™" je symetricka, pravé kdyz (Vi,j € n)(Ay;
symetrickych matic podprostor T™"?7 Pokud ano, jakou ma tento podprostor dimenzi?

ReSeni. Ano, n(n+ 1)/2.

= Aj;). Je mnozina

Priklad 4.15. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici matice (s prvky z télesa R resp C) reguldrni a v

kladném pripadé k nim naleznéte matice inverzni:

- 5 4 6 1 2 3
a)A=<3 4>7 b)A=|1 1 1|, c)A=[4 5 6
3 3 4 78 9

11 1 1 1 0 -1
1 1 -1 -1 2 1 0 -1

A= 1 1 | DA=lg 2
1 -1 -1 1 2 -1 1 0

ResSeni.

1 2 -2
a)A1:<_2 ! ) byA™l=[-1 2

3/2 —1/2

, d)A:(

)

g) A=

coS ¢
sin ¢

—sing
COoS

3t 1 2—4
0 3 5
2t 1 3+

¢) A neni reguldrni,

)



11 1 1
1 _ [ cosp sing I e B
d) A _<—sincp cosgo)’ ¢) A 401 -1 1 =1
1 -1 -1 1
N R (s e s
f),*«-\x—lzE s 3 5 7] g)A_1:2—5 10 5450 —15
—6 2-3i 9
0 -5 55

Priklad 4.16. Zjistéte, pro které hodnoty parametru a € C jsou nésledujici matice regularni, a
naleznéte k nim matice inverzni:

a 1 1 1 1 0 a 1
a)A:<1 0)’ b)A:<a a)’ C)A:<1 a)’ d)A:<1 a)’

0 a1 0 1 « a 1 0 1 11
e)A=|a 1 af, HA=[1 a 1|, gA=][0 o 1|, hHhA=|[1 1 «
1 a O a 1 0 1 0 « 1 a1

21 Q
1 1 —a? a o?—1
e) a#+—, A1 5 ! -1 « ,
V2 207 —1 -1 « —a?
1 —1 o 1—a?
f) a ¢ {0, £v2}, Afl:i2 et —a? a |,
a(2—a) 1—a? a —1
1 /3 1 a2 —a 1
—1,-4i—, At = 1 2 -
g)@%{ 5 12}, T oF o,
a 1 o
1 a+1 -1 -1
h)a;él,A”:il -1 0 1.
@~ -1 1 0

Priklad 4.17. Naleznéte neznamou matici X vyhovujici rovnici

a) XA = (X —B)B, je-li

010 2 00
3 00 01 2



b) XB — A = B, je-li

2 -1
A=[0 1
3 3
c) AX—B =X jeli
3 4 3
A=11 6 0
01 2
d) AX + 2B = BX — 2C, je-li
-1 2
()
e) AX+:iX =B, je-li
5 i—1
A_<0 31
Reseni.
4 8 4 17
a)X=|2 4 2|, bX=]|-8
7 14 9 —1
1 3
pxe()

1 1 1 1
11 ... 1
a)A=[0 0 1T ... 11 pyA=
0 00 1
1 o« 0 O 0
01 o O 0
d) A= 0 1 « 0
00 0 O 1
Reseni.
1 -1 0 0
0O 1 -1 0
a)A‘lz 0 O 1 -1
0 O 0 0

o O

)

1
1
1

13 -7
-6 4
-1 3

e)Xz(

Piiklad 4.18. * Dokazte, Ze matice A € R™" je reguldrni a najdéte A=1, je-li

3
2

11
01
1
11
1
0
e)A= |0
0
b) A~ =

10

O =

0 -2

1 3|,

2 1

-1 3

1 of,
2

)

= Q

R
)

Q

1
1
0

—= = O
—_

[an}



1 0 0 0 0

-1 1 0 0 0

. 1 -1 1 0 0

o) AT =1 4 1 -1 1 Ak

(=)t (=™ (=t (=) 1
1 —a a2 —-o3 . (—a)nt 1 —« 0 0
0 1 —a o? . (—a)? 0 1 —-a O 0
-1_fo 0o 1 -a ... (—a)3 -1_{0 0 1 -a 0

d)A (=)™ [, e) A

0 0 0 0 1 0 0 0 O 1

Priklad 4.19. Budte A € T™"™ regularni a B € T™" singularni. Potom obé matice AB, BA jsou
singularni. Dokazte.

Priklad 4.20. Musi byt soucet dvou regularnich matic regularni matice? Miize byt soucet dvou matic,
z nichz jedna, resp. zadna neni regularni, regularni matice? Uvedte vhodné ptiklady.

Reseni. Ne, ano.

Priklad 4.21. Necht A,B € T™"™. Potom matice A, B jsou obé regularni, pravé kdyz matice AB, BA
jsou obé regularni. Dokazte.

Piiklad 4.22. Necht A € T™" vyhovuje rovnici A2 — A +E = O. Dokaite, Ze A je regularni. Co musi
platit pro matici A=!?

ResSeni. A~ =F — A.

Pi#iklad 4.23. * Necht pro matici A € T™" existuje k € N takové, ze A¥ = © (takova A se nazyva
nilpotentni matice). Potom je matice E — A reguldrni a plati (E —A)~! =E+ A+ A%+ ... + AF-L,
Dokazte.

Piiklad 4.24. * Necht A € T™" je regularni. Jak se zméni matice A™!, jestlize v matici A:

a) prohodime i-ty a j-ty radek,

b) i-ty fddek vyndsobime éislem o € T\ {0},

c¢) k i-tému raddku pficteme j-ty radek, ¢ # 57

Jak se zméni inverzni matice pii podobnych transformacich sloupct?

ReSeni. a) Zaméni se i-ty a j-ty sloupec, b) i-ty sloupec se vynasobi &slem 1/a, ¢) od j-tého sloupce
se odecte i-ty. Varianta pro sloupce: jako a), b), c) ale s radky.

Priklad 4.25. Naleznéte mnozinu reseni nasledujicich homogennich soustav linearnich rovnic:

3x+y  + t=0
c) 3x+ vy -2t=0
-2x -4y+5z -9t=0

9x+4-3y- z=0

a) x-y+zt =0 D) 5x -2y-320
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-X+y+z+t+u=0
x -y+z+t+u=0
x+y -z+t+u=0
x+y+z -t+u=0
xX+y+z+t -u=0

x+ y+ z=0
3x+10y+ 2z=0
) 6xt16y+112=0 ©
2x - 2y - z=0

x -zt Av=0 2x+ 3y - z -2t4+2u=0

f) L T‘uwfg )= 3yt 26t+2u=0
y—z—i—t :0 & 5x+ 6y -2z+T7t+4u=0
Y B 9x+12y -4z-+9t+8u=0

X -u+v=0

Reseni. a) ((1,1,0,0),(—1,0,1,0),(1,0,0,1)),

b) {(1,-2,3)),

c) {(1,-3,-2,0)),

d) {(0,0,0)},

e) {(0,0,0,0,0)},

f) ((1,1,1,0,1,0),(~1,0,0,0,0,1), (0,~1,0,1,0,0)),
g) ((0,1,3,0,0)).

Priklad 4.26. Naleznéte mnozinu feseni nasledujicich nehomogennich soustav linearnich rovnic:

2x - y+ z -3t=4
x+y+z =2 ¢) 2x+ y - z+ t=1
x -y+z+t=1 3x -2y+2z -3t= 2
ox+ y - z+2t=-1

a) x+y+z+t+u=1 D)

x+2y+3z+4t=11
2x4-3y+4z+ t=12
) 3x+4y+ z+2t=13
Ix+ y+2z+3t=14

x+3y-z+ 4t= 8 2x+7y+3z+ t=6
e) x+ y-z - 2t= 2 f) 3x+5y+2z+2t=4
x+7y-z+16t=20 Ox+4y+ z+Tt=2

Reseni. a) (1,0,0,0,0) + ((-1,1,0,0,0),(-1,0,1,0,0),(-1,0,0,1,0), (—1,0,0,0, 1)),
b) (1,0,1,—-1) + ((—1,1,0,2),(—-1,0,1,0)),
¢) nema reseni,
d) {(2,1,L, 1D},
e) (0,3,1,0) +((1,0,1,0),(5,-3,0,1)),
)

f) (-1,1,0,1) + ((1,-1,2,-1),(1,-5,11,0)).
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Priklad 4.27. Naleznéte mnozinu reseni néasledujicich soustav linedrnich rovnic v zavislosti na para-
metru o € R:

x+ y+ z=1 x+ yt+az=« X -by -7z=0

a) xt+ay+ z=a b) x+tay+ z=1 c¢)-2x+ y+oaz=-3
X+ ytoz=«a ox+ y+ z=1 -x+ay+ 3z=-1

oax+ y+2z=1 x+2y+ z=3 ax -y+ z=1

d) x+ay+2z=1 e)2x-2y-2z2=3 f) x+ytaz=-1
x+2y+ z=0 x+ay+2z=a X+y+ z=-«

ax+ y+az= 1 ox+ y+ z= 1
2 =1
g) axt+ay+ z=a? h) xtay+ z= a i) axtiayt z

2 _
x+oy+ z= « x+ y+az=a? 2eto” yHa+1) z=a

Reseni. a) Proa=1je M = (1,0,0) 4 ((—1,1,0),(=1,0,1)), pro a # 1 je M = {(—1,1,1)},

b)

)

pro a ¢ {1,-2} je M = {(0,0,1)}, pro a =1 je M = (1,0,0) + ((—1,1,0),(—1,0,1)), pro o = —2
je M = (—1,-1,0) + ((1,1,1)),

pro a ¢ {2,17} je M = ({2, 2=, ->=), proa =17 je M =0, pro a = 2 je M = (2,1,0) +
<<1,—4,3)>,

pro @« = 5je M =, proa = 1je M = (2,-1,0) + ((=3,1,1)), pro o ¢ {1,5} je M =
11 -3
(a—5’a—5’a—5)’

pro =4 je M= (2, ;,o> ((0,-1,2)), pro a # 4 je M = {(2,1,~1)},
proa-lJeM (07 ) <(_1707 1)>,pI'OC¥: -1 .]eM: (0707 1)+<(—1,1,0)>,proa¢ {il}
je M ={(-1, e, 1)},

pro o = —1 je M = (—1,0,0) + ((0,1,1)), pro o« =1 je M = (1,0,0) + ((—1,0,1),(—1,1,0)), pro
a)

(=1,0,0) +
o ¢ {£1} jo M = {(a,1,~a)},
pro a ¢ {1,—-2} je M = (— % %,(0;112)2),proa:—2jeM:@,proa:ljeM:(1,0,0)+
((—1,1,0),(=1,0,1)),

prooegé{O,—2}jeM:(O,m,%ﬂ)—i-((a,l—a,a(a—l—2))>,proa:—2jeM=®, pro a = 0
je M = (_%707 1) + <(0’ 1a0)>
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