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5 Linearni kédy
5.1 Hammingova vzdalenost a retézce nad konec¢nymi télesy

Koédovéani, v tom nejobecnéjsim smyslu, je prepisovani retézct znakt z jedné abecedy na jiné fetézce
znakt z jiné nebo stejné abecedy. Abecedou myslime libovolnou kone¢nou mnozinu a znaky jsou pak
prvky této mnoziny. My budeme v tomto cviceni uvazovat vyhradné abecedy totozné s koneénymi
telesy Zj,.

Konecné retézce znakt se casto nazyvaji slova. Mnozinu vSech konecnych neprazdnych retézcu
nad abecedou A zna&ime AT. Jako délku slova bereme pocet znakii slova a mnozinu vsech slov nad
abecedou A, kterd maji délku n € N, zna¢ime A".

Vezmeme-li za abecedu napi. téleso Zsz, zna¢i mnozina (Zz)? mnozinu viech binarnich slov délky 3:

000, 001,010,011, 100, 101, 110, 111.

My budeme vyuZivat jednoznacné korespondence mezi slovem nad Z, délky n a usporfadanou ntici
z vektorového prostoru Zj. Napt. slovo 010 budeme nékdy povazovat za vektor (0,1,0) ze 73 a ten
zase nékdy za slovo délky 3 nad abecedou Zs.

Na mnoziné stejné dlouhych slov si zavedeme Hammingovu vzdalenost, ktera je jednou z nej-
pouzivanéjsich (resp. nejzakladnéjsich) mér podobnosti slov:

Pro dvé slova u = wjus...up, a v = viv9...v, stejné délky n a nad stejnou abecedou
definujeme Hammingovu vzdalenost jako

d(u,v) = pocet indext i € 1 takovych, ze u; # v;.
Priklad 5.1. V mnoziné slov M najdéte dva riizné prvky, jejichz Hammingova vzdélenost je nejmensi.
a) M = {00100,11101,10100,11111,00000}.
b) Mnozina vsech slov ze Z3, obsahujici sudy pocet jednicek.

¢) Mnozina vsech slov ze Z1°, které vznikly spojenim (zfetézenim) jednoho slova ze Z3 se sebou samym.

Reseni. a) Hammingova vzdéalenost je 1. Slova s touto vzdalenost{ jsou 00100 a 00000, 11101 a 11111,
00100 a 10100.



b) Hammingova vzdalenost dvou riuznych slov je 2 nebo 4. Slova se vzdalenosti 2 jsou napi. 11000 a
10100.

¢) Min. Hammingova vzdalenost je opét dva, napt. pro Fetézce 0000000000 a 1000010000. ([l

Linearni kédy, kterymi se budeme pozdéji zejména zabyvat, budou definovany jako podprostory
vektorovych prostori Zj (které chapeme také jako mnoziny slov délky n). Prozkoumejme tedy jesté
trochu slova a podprostory z téchto VP.

Priklad 5.2. Rozhodnéte, jestli jsou nasledujici mnoziny M podprostory zadanych vektorovych pro-
stort V. Pokud ano, najdéte matici A takovou, ze mnozina M odpovida reSeni soustavy Ax = 6.

a) M je mnozina prvki Z3, které obsahuji sudy pocet jednicek.
b) M je mnozina prvka Z5,n € N, které obsahuji sudy pocet jednicek.
¢) M je mnozina prvki Z§ takovych, Ze pocet jedni¢ek v nich je ndsobek tii.

)
)
)
d) M je mnozina prvka Z$ takovych, ze soudet jejich znaki (ciferny soucet) je nésobek ti.
e) M je mnozina prvki Z§, které vznikly spojenim jednoho slova ze Z3 se sebou samym.

)

f) M je mnozina prvki Z3", které vznikly spojenim jednoho slova ze Z% se sebou samym tiikrat.

Reseni. Piiklad a) bychom mohli vytesit tak, Ze ovéfime vlastnosti podprostoru, tedy uzavienost na
s¢itdni a nasobeni ¢islem z télesa. Existuje ale jednodussi zpusob: stac¢i si uvédomit, ze vektor/slovo
r1Tox3xaxy patii do M, pravé kdyz v Zs platﬂ

1+ 22+ a3+ 24+ 25 =0.

To ale neni nic jiného, nez homogenni soustava rovnic v Z3 a tedy M, jakozto mnozina jejich feSeni,
je podprostor. Navic mame rovnou odpovéd na druhou otazku: hledana matice je matice

A=(1 111 1),
Vysledky ostatnich ptikladu: b) M je podprostor a
A=(1 1 - 1)em

¢) M neni podprostor.
d) M je podprostor a
A=(1 1111 1),

e) M je podprostor a

1001 00
A=101 0010
0 01 001

f) M je podprostor a matice A je s vyuzitim blokového zapisu rovna

E 6 E
A_<9 E E)’

kde E je jednotkova a © nulova matice rozméra n X n. O

ITakhle pod &arou piipomindme, Ze viechno séitan{ je modulo 2 a byt sudy tedy odpovidd v Zy tomu, byt rovny nule.



Priklad 5.3. Najdéte baze podprostori z predchoziho prikladu.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze jsme nasli matice homogennich soustav, jejichz je M mnozina TeSend,
je tloha najit bazi M shodné s tlohou Tesit soustavy rovnic (presnéji hledat bazi Sp) a to jiz mame v
pazi.

V pripadé slov nad abecedami Z,, si zavddime vedle Hammingovy vzdalenosti jest¢ Hammingovu
véhu slova/vektoru u € Zy, kterd je rovna poctu nenulovych znaki. Pro Hammingovu vahu plati, Ze
je rovna vzdalenosti od nulového vektoru:

[ul| = d(u,0").
Priklad 5.4. Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht P je podprostor vektorového prostoru Zj. Pak
min{d(u,v) | u,v € P,u# v} = min{||lu|| | v € P,u # 6}.

To jest, minimalni vzdalenost mezi slovy z P je pravé minimalni mozna vaha nenulového slova z P.

5.2 Linearni kédy

Linearni (n, k)-kéd K je podprostor 7" dimenze k, kde T je néjaké konecné téleso (pro nas tedy Z,
pro néjaké prvocislo p). Jakozto podprostor jej muzeme zadat pomoci béze (resp. generujici matice,
jejiz fadky jsou tato baze), nebo pomoci kontrolni matice Hx takové, ze u € K, pravé kdyz Hy -u = 6.
Poznamenejme, ze u mnozin M v prikladu které byly podprostory, hraly roli kontrolnich matic
pravé hledané matice A.
Jednim z klicovych parametri kodu je minimalni vzdalenost, nebot na ni zavisi, kolik chyb kéd
objevuje resp. opravuje. Pro linedrni kéd K je minimaln{ vzddlenost rovna (viz predchozi cviceni)

w(K) = min{d(u,v) | u,v € K,u # v} = min{||u|| | v € K,u # 6}.

m—1

Je-li u(K) = m, potom kéd K objevuje m — 1 (a mensi) chyby a opravuje |™5=| (a mensi) chyby.
Z prednasky vime, ze linearni (n, k)-kod je systematicky, pravé kdyz jeho generujici matici mi-
zeme volit ve tvaru

G = (Ek IB%) ,
kde Ej je jednotkovd matice typu k x k.
Priklad 5.5. Dokazte, ze pro systematicky linedrni (n, k)-kdd s generujici matici
G = (Ek B) ,
plati, ze matice (—B” E,_;) je matici kontrolni. Uréete rozméry viech uvedenych matic.

Pi#iklad 5.6. Pro kéd K C ZI zadany generujici matici
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najdéte kontrolni matici a minimalni vzdalenost. Rozhodnéte, jestli se jedné o systematicky kod.



Reseni. Dle definice generujici matice je
K =((1,0,1,1,0,1,1),(0,1,1,1,1,0,1),(1,1,1,0,0,0,1)).

Jak k podprostoru najit matici Hg takovou, Ze tento podprostor odpovidd mnoziné feseni homogenni
soustavy s touto matici, vime z predchoziho cvi¢eni: podprostor je také varieta a my vlastné hledame
jeji neparametrické rovnice!

Miuzeme ale postupovat i jinak. Pokusime se nejdiive ovérit, jestli je zadany kéd systematicky.
Pomoci GEM se pokusime matici Gx upravit na matici ve tvaru

(E B).
Jelikoz GEM neméni linearni obal fadku (viz prednasku k tématu hodnost matice), jedna se stale o
generujici matici téhoz kdédu. Uprava pomoci GEM se podafi a dostaneme tak jinou generujici matici
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a kéd je tedy systematicky. Dle predchoziho cviceni je kontrolni matice rovna

1101000
, |1 010100
HK_0110010

0010001

coz muzeme overit tak, ze zkontrolujeme platnost rovnice
/ ! N\NT __
Hi(Gg)" =0.

Minimalni vzdélenost mizeme spocitat dvéma zpisoby: bud tak, ze si projdeme vSechna nenulova
kédova slova a spocitame minimalni Hammingovu vahu, nebo tak, ze najdeme miniméalni pocet sloupcu
kontrolni matice, které tvori LZ soubor.

Prvni zptisob znamend najit viechny netrividlni lin. kombinace baze. Téch je 22 — 1 = T7:

(1,0,1,1,0,1,1),(0,1,1,1,1,0,1),(1,1,1,0,0,0,1),(1,0,0,1,1,0,0),
(0,1,0,1,0,1,0),(0,0,1,0,1,1,1),(1,1,0,0,1,1,0).

Toto jsou vSechna kédova slova (mimo (0,0,0,0,0,0,0)) a minimalni vzdélenost je tedy 3.

Druhy zpiisob vyzaduje zkusené oko divajici se na kontrolni matici: vidime, ze zddné dva sloupce
nejsou stejné, coz nad télesem Zy znamena, ze libovolné dva sloupce tvori LN soubor. Také si snadno
vSimneme, zZe prvni sloupec je souctem 4. a 5. sloupce a tedy tyto tri sloupce tvotri LZ soubor. Miniméalni
vzdalenost kodu je tedy 3. O

Méjme linedrni (n,k)-kéd K CC Z,. Dekédovani je zobrazeni, které libovolnému slovu ze Zy
pritadi kédové slovo s tim, ze kédovému slovu w pritadi vzdy wu. Jelikoz se snazime pti dekédovani
zjistit, jaké slovo bylo ptivodné odeslano, snazime se dekédovani definovat tak, aby nekédovému slovu,
které vzniklo z kédového kviili néjaké chybé, bylo prifazeno néjaké nejblizsi kédové slovo. Jednim ze
zpusobu jak to udélat, je pouzit tzv. standardni dekédovani (viz prednéska). To stoji na nasl. myslence.

Piiklad 5.7. Je-li K CC Zj linedrn{ (n, k)-kéd, pak kazda varieta W se zaméfenim K ma préve Pk
prvki. Kazdé dvé takové variety jsou budto stejné, nebo disjunktni. To znamend, ze Z; se rozklada

na variety tvaru u + K; kazdy prvek x € Zj lezi pravé v jedné z nich. Takovych variet je p" k.

4



eV,

dané u a jeho pivot m, je tedy u—m, € K. Pritom podprostor K je sim o sobé varietou se zamérenim
K, jeho pivotem je nulovy vektor, a pro kédova slova v € K je tedy u — 7w, = u.

Piiklad 5.8. Pro kéd K C Z3 zadany generujici matic

10101
ka_’(o 111 1)

najdéte kontrolni matici a minimalni vzdalenost. Rozhodnéte, jestli se jedna o systematicky kod a
vytvorte dekddovaci tabulku definujici standardni dekédovani.

Reseni. 7 tvaru generujici matice vidime, ze K je systematicky kéd, a dostdavame kontrolni matici

Hyg =

o
— =
O O
o = o
—_ o O

Koédova slova jsou ¢tyti:
K ={(0,0,0,0,0),(1,0,1,0,1),(0,1,1,1,1),(1,1,0,1,0)}.

7 toho je hned vidét, ze minimalni vzdéalenost kédu je 3.

vsechna slova lezici ve stejné varieté jako zadané u € Zj nalezneme jako soucty slova u s kédovymi
slovy w € K. Naprtiklad linearni varietou obsahujici slovo 01110 je {01110,11011,00001, 10100}, jejim
pivotem je slovo 00001.

Kazda linearni varieta u+ K tedy obsahuje 4 prvky a riznych linearnich variet je nutné 8. ZapiSeme
je do dekddovaci tabulky tak, ze kazda varieta tvori jeden radek, prvni fadek je ptimo kod K, v prvnim
sloupci jsou pivoty a plati, ze prvek v j-tém sloupci je souctem pivotu dané tiidy a kédového slova
z prvniho fadku a j-tého sloupce.

00000 || 10101 01111 11010

00001 || 10100 01110 11011
00010 || 10111 01101 11000
00100 || 10001 01011 11110
01000 || 11101 00111 10010
10000 || 00101 11111 01010
00011 || 10110 01100 11001
01001 || 11100 00110 10011

Prijaté slovo 00111 potom standardné dekdédujeme jako kodové slovo 01111 z prvniho radku ve
stejném sloupci. Pivot 01000 ve stejném radku a prvnim sloupci #ika, ze prijaté slovo se od tohoto
kédového slova lisi pravé ve druhém znaku. O

Dekédovaci tabulku lze jesté zjednodusit diky definici kontrolni matice, vlastnostem linearnich
variet a maticového nasobeni: uvazujme linearni varietu v + K a libovolné slovo v € v+ K. Pak nutné
existuje w € K takové, ze u = v + w a dale

Higu=Hg(v+w)=Hgv+ Hxw = Hgv + 0 = Hgwv.

Vektoru Hiu budeme fikat priznak (syndrom) slova u. Slova ve stejné linearni varieté v+ K potom
maji stejny priznak! Pro kazdy rfadek tabulky tedy ve skutecnosti stac¢i zndt pivot a jeho piiznak;
prijaté slovo u pak mizeme dekédovat nasledovné: spocitame jeho priznak Hgwu, z tabulky vycteme
jeho pivot m,, a ziskdme kédové slovo u — m, € K.



Priklad 5.9. Najdéte syndromovou dekdédovaci tabulku pro kéd z predchoziho prikladu.

Reseni. Nésobenim kontrolni matici poéitdme piiznaky pivott z predchozi tabulky.

pivot || priznak
00000 000
00001 001
00010 010
00100 100
01000 111
10000 101
00011 011
01001 110

Kdybychom nyni chtéli standardné dekédovat slovo 00111, spocitame

0 0

0 11100 0 1
Hg|1]l=(0 1 0 1 0 11 =11

1 11001 1 1

1 1

Hledany pivot je tedy dle tabulky 01000 a slovo dekédujeme jako
00111 — 01000 = 01111 € K.

Priklad 5.10. Po draté prisla néasledujici zprava dejvického agenta, poskozend Sumem:

11010 11011 10101 00111 11001
01010 11010 00001 10101 11000
10101 10110 11111 10111 10001
01101 11011 10101 00001 10000

S pouzitim kédu popsaného vyse dekddujte plivodné odeslanou zpravu. Pro zvyseni rozkose ji pak
prectéte jako morseovku, kde 10101 je tecka, 11010 je ¢arka, 01111 je konec pismene a 00000 je konec
slova.

Priklad 5.11. Dekdédujte tutéz zpravu s pouzitim téhoz kédu, ovSsem pomoci dekdédovaci tabulky

00000 | 10101 01111 11010

00001 || 10100 01110 11011
00010 || 10111 01101 11000
00100 || 10001 01011 11110
01000 || 11101 00111 10010
10000 | 00101 11111 01010
01100 || 11001 00011 10110
00110 || 10011 01001 11100

Takova tabulka se od ptavodni dekdédovaci tabulky lisi jen volbou pivoti — napiiklad 01100 je stejné
dobrym pivotem své rozkladové tridy jako 00011, totiz oba maji minimalni vahu 2. VSimnéte si,
ze v rozkladovych tridach s vahou 1 je naopak volba pivotu jednozna¢nd. S pouzitim této tabulky
se zprava dekoduje jinak; pouzity koéd opravuje 1-chyby, ale nikoli 2-chyby, pfitom zprava 2-chyby
obsahuje.
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