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6 Linearni zobrazeni

Osnova:

6.1 Linedrni zobrazeni a zakladni pojmy

6.2 Matice lineadrniho zobrazeni

Znaceni a zkratky:

O L(PyQ) e mnozina vSech linedrnich zobrazeni A : P — @)

O LIV)=L(V,V) mnozina vSech linedrnich operatorti na V

o (2)x ...soufadnice vektoru z € V' v bazi X (zapisovany dle potieby jako ntice nebo sloupcovy
vektor)

o MAY matice zobrazeni A € L(P, Q) v bazich X a Y (z X do Y)

o XEY . matice prechodu od baze X k bézi ) (matice identického operédtoru)

6.1 Linearni zobrazeni a zadkladni pojmy

Definice 6.1. Budte P a Q) dva vektorové prostory nad stejnym télesem T, necht A : P — Q.
Zobrazeni A nazveme linedrni prdvée kdyz soucasné plati:

1. (aditivita): Vz,y € P : A(x +y) = Az + Ay,
2. (homogenita): Yoo € T\Vx € P : A(ax) = aAx.

MnoZzinu vsech linedrnich zobrazeni z P do @Q znacime L(P, Q). Linedrni zobrazeni prostoru V. do V
nazgyvame linedrni operdtor (transformace) na V. MnoZinu vsech linedrnich operdtori na V' znacime
kratce L(V'). Linedrni zobrazeni prostoru V do télesa T nazgvame linedrni funkciondl na V.

O zobrazenich A € L(P, Q) jsme si dokdzali ruzna dilezita tvrzeni, naptiklad:
¢ inverze linedrniho zobrazeni (pokud existuje) je linedrni, slozeni linedrnich zobrazeni taktéz,
o linearita zobrazeni A € L(P, Q) je ekvivalentni vyroku

Va € T\Vx,y € P: Alax + y) = aAzx + Ay,



¢ obraz linearni kombinace je linedrni kombinace obrazii, obdobné tvrzeni plati i pro obraz line-
arniho obalu,

¢ obraz i vzor libovolného podprostoru je také podprostor,

¢ pro libovolné soubory X = (z1,...,2,) v P a Y = (y1,...,yn) v Q takové, ze Azx; = y; pro
kazdé i € n, plati: je-li X LZ, pak i jeho obraz ) je LZ, nebo ekvivalentné: pokud je ) LN, pak
i jeho vzor X je LN,

¢ linedrni zobrazeni je jednoznacné urceno zadanim obrazt prvkua néjaké baze, je-li pro bazi X =
(1,...,xy,) prostoru P zaddno Vi € i : Ax; = y;, musi platit

VzeP: 2)x =(a1,...,ap) = 2z= Xn:aixi =  Az:= Zn:oziyi.
' i=1

Definice 6.2. Necht A € L(P,Q). Hodnosti zobrazeni A rozumime ¢islo

h(A) := dim A(P).
Jddro zobrazeni A definujeme jako mnozinu

kerA:={x € P| Az =0q},

a jeho dimenzi nazyvame defektem zobrazeni A. Defekt znacime

d(A) ;= dimker A.

Klicovym tvrzenim o hodnosti zobrazeni A € L(P, Q) je pak druhd véta o dimenazi, ktera iik4,
ze plati vztah
h(A) 4+ d(A) =dim P.

Poznamka: Zdtraznéme, ze pri feseni vétsiny typt prikladi v celém tomto tématu lze postupovat
naivné (pouze dle zdkladnich definic, bez znalosti matic zobrazeni a matic pfechodu), s tim také
v Casti pocitame. Postup vyuzivajici matice zobrazeni a matice prechodu, pripomenuté v ¢asti
je vsak mnohem efektivnéjsi, proto mu posléze zacneme davat prednost. Doporucujeme vyzkouset oba
mozné postupy — jako Sikovny trénink.

Priklad 6.3. Zjistéte, kterd z nasledujicich zobrazeni A : C? — C* jsou linedrni. U vsech, kterd
linearn{ jsou, naleznéte ker A, d(A), h(A) a néjakou bazi oboru hodnot A(C3).
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Reseni. Regeni nékolika prvnich pifkladii rozebereme podrobnéji, u zbytku jen uvedeme vysledky.

a) Zobrazeni nenf linedrni, vyvratime naptiklad aditivitu. Pro libovolné a = (a1, ag, as),b = (1, B2, B3) €
C3 plati
(Aa), =1,(Ab), =1, tedy (A(a+0b)), =1 # 2= (Aa), + (Ab),.

b) Ovéiime, ze pro libovolné v € C a a = (a1, az, a3),b = (b1, f2, B3) € C3 plati A(ya+b) = yAa+ Ab:

= (077a3+ﬁ377a2+5277a1+ﬁl)
= (077a377a277a1) + (O)ﬁ3aﬁ27/81)
= ’YA(O[].? a9, 043) + A(ﬂhﬁ?u 53) .

Jadro ur¢ime z rovnice A(aq,ag,a3) = (0,a3,as,a1) = (0,0,0,0) pro neznamé aj, oz, a3 € C,
z ¢ehoz rovnou plyne a1 = as = ag = 0. Tedy ker A = {0}, d(A) = 0 a z druhé véty o dimenzi
dostavame h(A) = dim C? — d(A) = 3. Obraz libovolné mnoziny generétorti prostoru C? generuje
podprostor A(C?), staci z néj tedy vybrat bézi. Napiiklad pro standardni bazi C3 dostévame

A(yar + pr,yae + fo, yaz + f3)

A((CS) = Ale1,e9,e3) = (Aey, Aey, Aes)
= <A(17 07 0)7 A((]’ 17 0)7 A(()? 07 1))
= ((0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0)),

kde generujici soubor je ziejmé LN. Bazi A(C?) lze tedy volit napiiklad (ez, 3, e4).

¢) Zobrazeni neni linedrni, vyvratime napiiklad homogenitu. Pro libovolné v € C,|y| # 1 a a =
(a1, as,a3) € C? plati

(A(Va))g = (A(7a1,7a2,7043))2 = (7041)2 7 704% = (V(Aa))g-

d) Zobrazeni je linedrni a rovnice Aa = A(ai,ag,a3) = (0,0,0,0) je trividlné splnéna pro libovolny
vektor a € C3. Tedy ker A = C3, d(A) = 3, h(A) = 0 a baze A(C?) neexistuje.

Neni linedrni.

Neni linedrni.

Neni linedrni.

)
)
g) Je linedrni, ker A = (es, e3), d(A) = 2, h(A) =1 a baze A(C?) je napi. ((1,1,1,1)).
)
)

Zobrazeni je linearni. Jeho jadro opét ziskame jako Feseni soustavy

201 — 3ty — a3 =0
a] —tag —agz =0
3a1 +ag —iag =0
4ic; + 3o — a3 =0
o které snadno zjistime, Ze ma jen trividlni feseni. Tedy ker A = {0},d(A) = 0, h(A) = 3 a
bazi A(C?) je napifklad obraz standardni baze (A(1,0,0), A(0,1,0), A(0,0,1)), tj. soubor vektort
((2,1,3,44), (—3i,—1,1,3), (-1, -1, —i, —1)).

Priklad 6.4. Necht X' = (x1,z2,23) je baze V3 nad C. Zjistéte, kterd z nasledujicich zobrazeni A
jsou linedrni operatory na V. U vSech, kterd linedrni jsou, naleznéte ker A, d(A), h(A) a néjakou bazi
obrazu hodnot A(V3). Pro libovolné = € V3 ozna¢me jeho souradnice v bazi X jako (z)x = (a1, a2, a3);
je tedy x = ayx1 + asxo + asxs.



a) Az = x1 + o122 + (a1 — az)xs,

)
b) Az = aszy + asry + a3,
c) Az = (a1 + ag + az)(x1 + z2 + x3),
d) Az = a1z1 + agwa + |ag|zs,

ResSeni. a) Zobrazeni nenf linedrni, napiiklad proto, ze A(f) = 1 # 6.
b) Zobrazeni je linedrni. Zvolime-li z,y € V3, (x)x = (a1, a2, a3), (y)x = (b1, B2, B3), plati

Ay +y) = A((you + Br)z1 + (yaz + B2)za + (yas + B3)xs)
= (yag + B2)z1 + (yas + B3)r2 + (yaa + f1)x3)
= yAx + Ay.

P1i hledani jadra je nutné si uvédomit, Ze pracujeme se souradnicemi vektorti. Pro Ax = 6 je
X1 + a3xs + ayxy = 0; pritom baze X je linedarné nezavisly soubor, takze a3 = as = ag = 0.
Mame tedy ker A = {0}, d(A) =0, h(A) =3 a A(V3) = V3. Za bazi A(V3) lze volit napt. X.

¢) Zobrazeni je linedrni, to lze snadno ovérit podobné jako v b). Rovnice Az = 6 vede diky linedrni
nezavislosti baze X = (x1,x2, x3) na soustavu o jedné rovnici oy + ag + a3 = 0, kde nezndmymi «;
jsou souradnice hledanych vektoru v bazi X. Tedy do jadra ker A padnou takové vektory x € Vs,
jejichz souradnice padnou do ((1,—1,0), (1,0,—1)). To jsou pravé vektory z (x1 —x9, x1 —x3), tedy
d(A) =2 a h(A) =1. Bazi A(V3) dostaneme napiiklad dosazenim

A(Vg) = A<x1,x2,$3> = <A£L'1,A£L’2,A£L‘3>
= <ZC1 + X2 + 23,21 + X2 + 23,21 +ZL‘2+:E3>
= <$1 + 20 + :E3>

a jednoprvkovou bazi A(V3) lze volit napiiklad (z1 + z2 + z3).

d) Zobrazeni neni linearni.

6.2 Matice linearniho zobrazeni

Definice 6.5. Necht A € L(Pp,,Qy), bud X = (z1,...,2m) a Y = (y1,...,Yn) bize P, respektive
Qn. Matici ¥AY € T™™ definovanou po sloupcich predpisem

Vj € (YAY) = (Axy)y,

nazveme matici zobrazeni A v bdzich X, ) (pripadné ,z bize X do bize ) “).

Matici linedrniho operdtoru ¥ A® zkrdcené oznacime YA .= ¥ AY.

vvvvvv

aq
o Necht A € L(Py,,Qn) a x € P, oznac¢me (x)y := | | sloupcovy vektor souradnic x v bazi

Qo
X. Potom plati
(Az)y =¥ AV (2)x.



o Necht A € L(Qn,Vs), B € L(Pn, Q). Potom pro matici slozeného zobrazeni AB € L(Pp,,Vs)
plati
VARV =AY Y BY,

kde &, Y, W jsou poporadé libovolné baze prostort Pp,, Qn, Vs

o Matice *AY je regularni pravé tehdy, kdyz A € L(Py,, Qy) je izomorfismus. V tom piipadé je
m =n a plati

-1
(XAy> =Y(AHY,
o Plati h(A) = h(¥ AY) pro libovolnou volbu bazi X, V.

Definice 6.6. Necht X = (x1,...,2n) a Y = (y1,...,Yn) jsou bize V,,. Matici identického operdtoru
YEY € T™" nazjvime matici prechodu od bize X k bizi Y.

Matice pfechodu ¥ EY tedy ve svych sloupcich obsahuje pfimo prvky baze X, oviem zapsané svymi
soufadnicemi v bazi ). Trividlnimi disledky vlastnosti matic zobrazeni pak jsou:

o matice ¥ EY je regularni a plati (YEY)~! = YEY,
o pro x € V,, plati YEY - (z)x = (2)y,
o YEZ . YEY =YEZ,
o Necht A € L(P,Q), X, X baze P a ), Y baze Q. Potom plati
YAV S VEY XYY XpX
Piiklad 6.7. Bud A € £(Z3) zadané svymi hodnotami na vektorech standardn{ baze Z3 nésledovné:
A(1,0,0) :=(0,0,1), A(0,1,0) :=(2,0,0), A(0,0,1):=(0,0,1).
Naleznéte:
matici &3 A,

)
) A(L,2,0),
)
)

a
b
c) ker A, d(A) a h(A),

d) né&jakou bézi prostoru A(Z3).

ResSeni. I kdyz lze postupovat stejné jako u pifkladi v ¢asti ilustrujeme postup vyuzivajici matice
zobrazeni.

a) Hledana matice €3 A m4 ve svych sloupcich obrazy vektorti standardni baze (zapsané také soutad-
nicemi ve standardni bazi), tedy

020
BA=10 0 0
1 0 1
b) Jelikoz
020 1 1
(A(17270))53ZEBA'((1>2,O))53: 000 21=10/,
1 0 1 0 1

plati A(1,2,0) = (1,0,1).



¢) Pro nalezeni jadra staéi vyfesit homogenni soustavu s matici 3 A a vysledek interpretovat jako
soutadnice ve standardni bazi. Tedy ker A = ((2,0,1)) = {(0,0,0),(2,0,1),(1,0,2)}, d(A) =1 a
h(A) = 2.

d) Podprostor A(Z3) je generovan obrazy libovolné baze Z3, napiiklad té standardni. Z definice matice
zobrazeni vyplyva, ze tyto obrazy jsou (pomoci souradnic ve standardni bazi) rovnou zapsané ve
sloupcich matice €3 A. Tedy

A(Z3) = ((0,0,1),(2,0,0), (0,0,1)) = ((0,0,1), (1,0,0))

a mame dvouprvkovou bazi (jeden prebytecny vektor jsme vynechali a jeden jsme vyndasobili
dvéma).

Pi#iklad 6.8. Necht A € £(R?*) je definované predpisem:
Ao, ag, a3, a4) = (1,01 — ag, a1 + 203, ag).
Sestavte ¥ AV, kde

X = (1171,1’2,(1}3,1‘4) = ((1707_17 1)7 (27 1707 _]-)7 (0727_17 1)7 (27 _]-7 170))

y = (y17y2,y373/4) = ((070707 1)7 (0707 _171)7 (07 17_17 1)7 (17 17 17 1))

jsou baze R*. Reste pifklad dvojim zptisobem. Nejprve matici uréete pifmo a poté pouzijte matice
prechodu.

Reseni. ¢ Hledana matice musi ve svych sloupcich obsahovat souradnice obrazi Ax; vzhledem
k bazi ). Dosazenim do predpisu zobrazeni A rovnou dostavame

’ ? )

— A(1 (1
(7,, )
= (
(

Az (1,
Azxg = A(
Azxg = A(0,
Axy = A(2, 1, ,0

~1,1) =
2,1,0 —1 2
0,-2,-2,1),
2,3,4,0)

)

\_/\_/\_/\_/

Ke vSem ¢tyfem nalezenym vektortim je tfeba nalézt jejich souradnice v bazi ), tedy resit linearni
rovnice tvaru ay; + By2 + yys + dys = Ax;, ty vedou na soustavy linedrnich rovnic, které se lisi
pouze pravou stranou. Mlzeme je vyresit soucasné, riizné pravé strany pro prehlednost oddélime.
Po tpravé matice soustavy na vhodny tvar pak pro kazdy vektor Ax; soustavu zvlast vyresime,

0O 0 0 1] 1| 2 0|2 100 0[{—-2|-3|-1| 0
0 0 17 1] 1|1-2|3 010 0 2 1| 4|-3
0O -1 -1 1|-1| 2|-2|4 001 0 O-1|-2| 1
11 1 1] 1|{—-1] 110 000 1| 1| 2| 0| 2
Dostavame tedy
-2 =3 -1 0
2 1 4 =3
XAy
AT = 0o -1 -2 1
1 2 0 2



¢ Primo z definice ziskdme dosazenim vektoru standardni baze matici

1 0 00
camrae (LD
0 0 01

K zadanym bazim muzeme také snadno sestrojit matice prechodu, staci jejich prvky zapsat
postupné do sloupcu (soufadnicemi ve standardni bazi),

1 2 0 2 00 0 1
v |01 2 1 voe, |00 11
EZ=10 0 1 1| "' %lo -1 11
1 -1 1 0 11 1 1

Hledanou matici pak ziskdme pomoci maticového nasobeni a inverze, a to dle predpisu
XAY &gy &g Xpla
_ (yE54)—1 X 54A . XE54 .

Piiklad 6.9. Necht A € £(Z3), A(1,1,1) = (1,0,0), A(0,1,1) = (1,1,0), A(0,0,1) = (1,1,1).
Sestavte €3 A.

ResSeni. Zobrazeni A mame zadano obrazy vektort soboru z; = (1,1,1),22 = (0,1,1),23 = (0,0, 1).
Snadno ukazeme (ovéite!), ze X = (z1,72,73) je LN a tedy baze Z2. NapiSeme-li zadané obrazy po
sloupcich do matice, dostaneme sice matici dotyéného zobrazeni, ale v ,,nespravnych“ bazich,

11
AR =10 1
00

—_ =

tu potrebujeme prevést na matici ze standardni do standardni baze, pomoci matice prechodu, podle

pravidla
83A: XA53 '€3EX

_ XAé’g . (XEé‘g)fl )
Jak snadno spocitame, plati

-1

1 0 0 100
BpY—(YE)l=[11 0| =[41 0],
111 0 4 1
tedy
111 1 0 0 00 1
SA=101 1|-[4 1 o]l=14 0 1
00 1 0 4 1 0 4 1

Piiklad 6.10. O zobrazeni A € L(R3 R?) vime, Ze ker A = {(1,2,0),(2,0,1)) a A(1,1,1) = (3,2).
Zduvodnéte, pro¢ tyto informace uréuji A jednoznacéné, najdéte obecny vyraz pro A(ag,as,as) a
urcete d(A) a h(A).



ReSeni. Vektory (1,2,0),(2,0,1),(1,1,1) tvoii bazi R? (ovéite!), a zobrazeni A je pomoci obrazti na
bazi uréeno jednoznaéné. Jadro mé oc¢ividné dimenzi 2, takze d(A) =2 a h(A) = dimR3 — d(A) = 1.

Oznacime-li

X =((1,1,1),(1,2,0),(2,0,1)),

miiZeme rovnou napsat matici zobrazeni z baze X do standardni baze R?,
X A€ 300
A = .
(2 0 0)

&3 A52 — XAgzggEX
—_ XAEQ(XEé'g)—l .

Plati

Potiebnou matici prechodu ziskdme inverzi jako
112\
(*EfYt=11 20| =11 1 =2/,

1 01 2 -1 -1

z ¢ehoz vynasobenim ziskdme matici zobrazeni A ve standardnich bazich:

1 (-6 3 12
53A52 — . ( )
3 \—-4 2 8/

Obraz libovolného (aq, as, a3) € R3 pak lze ziskat vynasobenim

Ao Zege (05 1 (=6 3 12) [O1) _ [ —200+az +das
2 2737 -4 2 8 2 —fon+ 2a0 + Bag )
g a3 as

tedy A(ai, ag, a3) = (=201 + ae + 4as, —%al + %042 + %O@).

Priklad 6.11. Standardni bazi vektorového prostoru Zg’Q oznac¢me £ = (e1,1,€1,2,€21,€22). Necht B
je baze definovana jako B = (bl, ba, b3, b4) = (61’1, e1,1 +e12,e11+ez1,€11 + 6272), tedy

10 11 10 10

Necht je linearni operdtor A € E(Z%Q) zadan svymi obrazy na bazi B,
0 0 0 2 0 2 00
=0 )= (0 = (g 2) om0 ).

a) matici €A operdtoru A ve standardni bézi &,

Odvodte:

b) predpis pro obraz Ax obecného vektoru z = (3 g) € Z§’2,

c) ker A, h(A) a d(A),

d) néjakou bazi podprostoru A(Z?;Z).



ResSeni. a) Ze zadani rovnou dostavame matic

BAE_

_— o O O
O = N O
N O N O
_= = O O

Jelikoz plati
EQ_ByE EpB
— BAS . (BES)—I’

&

potfebujeme sestavit pifslusnou matici prechodu. Matici BE¢ sestavime rovnou ze zadani baze B

a nasledné ji snadno invertujeme:

1 1 1 1 1 2 2 2
e |01 00 e s |01 00
E=loo1ol @ F=loo01 o0
0 0 01 0 0 01
Vynasobenim pak dostidvame
0O 0 0O
ga_Bae e _ |0 2 20
A_AE_Olol
1 210

b) Z vysledku predchoziho bodu odvodime predpis pro obraz obecného vektoru:

0 0 0 O « 0
ale 153 _eq (e 153 _ 0220 Bl 268 + 2y
v 0 ¢ v 0 c 010 1 vy B+ ’
1210 \s a+28+n~

tedy pro libovolné «, 5,7, € Zs plati
ne I5; _ 0 26 + 2~
v 6 B+ a+28+v)"

. s Yo . 0 0 [ y
c¢) Jadro ker A ziskdme jako Teseni rovnice A (a g) = ( ), ktera vede na homogenni soustavu

ol 00
0 000 12 10
02 20 0101
0 1 01 00 21
1 210 0000

Refenim této soustavy je S = ((1,2,1,1)); interpretaci tohoto vysledku jako soufadnic ve stan-

dardni bazi dostavame
1 2

ISkuteéné se jednd o matici 4 x 4, jsme totiz na prostoru o dimenzi 4 s étyFprvkovou standardni bazi!

tedy d(A) =1 a h(A) = 3.




d) Matice ¢ A ve svyjrch sloupcich obsahuje obrazy vektorti standardni béze (resp. jejich soufadnice).
7 predchoziho bodu vime, ze jen tii z téchto ¢tyl obrazu jsou nezavislé, takze

22y _ 0 0 0 2 0 2 0 0 _ 00 0 2 0 2
a mame triprvkovou bazi prostoru A(Z§’2).

6.3 Cviceni

Piiklad 6.12. Zjistéte, ktera z nasledujicich zobrazeni A : R%? — R* jsou linearni. U vsech, kterd
linedrni jsou, naleznéte ker A, d(A), h(A) a né&jakou bazi oboru hodnot A(R??).

a) AX = (1,01 — 2a3, 1 + 200 — ay, 30y),
b) AX =(1,1,1,1),
c) AX = (ag — 1,0, 04 — a3, 0),
d) AX = (ala |CK2‘, Qas, 064),
kde
X = <O‘1 a2> .
az Oy
ReSeni. a) Zobrazeni je linearni, to snadno ovéfime dosazenim libovolnych X = (Zl 32>, X =
3 04

(g ! g2> a v € R. Rovnice AX = § vede na homogenni soustavu
3 D4

ar=0,a1 —2a3 =0,a1 + 200 — a4 = 0,34 =0,

jejimz jedinym Fesenim je nulové matice, tedy ker A = {0}, d(A) = 0, h(A) = 4 a A(R??) = R
Jinymi slovy, A je isomorfismus mezi R?? a R*. Jakakoli baze R* je bazi A(R>?).

b) Zobrazeni neni linedrni. Pro libovolné matice X,Y € R?? plati

AX+Y) = (1,1,1,1) # (2,2,2,2) = AX 4 AY .

c¢) Zobrazeni je linedrni a plati ker A = <<(1) é) , <(1) (1)>>, d(A) = 2, h(A) = 2, baze A(R?*?) je

napt. (eg,e3).

d) Neni linedrni.

Piiklad 6.13. Definujme zobrazeni A : Zy" — Z3", AX := X' pro kazdé X € Zy". Ukaite, ze
A€ L(Zy"™), najdéte ker A, d(A), h(A) a uréete obor hodnot A(Zy™").

Reseni. Zobrazeni je linearni, plati ker A = {0}, d(A) = 0, h(A) = n? a A(Z}") = Z3".
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Priklad 6.14. Necht A : R™ — R" je linearni zobrazeni zadané svou matici vzhledem ke standardnim
bazim nasledovné:

L 2 3 3.1 -1 0 1
a)gA—<232>, bfA=[1 2 2|, ofA=]1 2|,
-2 6 10 3 4
11
2 -5 7T
d)fA=[1 9 =3|, e¢A= 0 2 _1, f) €A = L
10 1 11
8 3 15 L1

Urcete dimenze m a n, ker A, d(A), h(A) a néjakou bazi podprostoru A(R™).

Reseni. a) m =3,n =2, ker A = ((5,—4,1)), d(A) = 1, h(A) = 2, baze A(R?) je napi. ((1,0), (0,1)),
b) m=3,n =3, ker A= ((4,-7,5)), d(A) = 1, h(A) = 2, baze A(R?) je napi. ((1,2,6),(0,1,4)),
c) m=2,n=3,ker A= {0}, d(A) =0, h(A) = 2, baze A(R?) je napi. ((0,1,3),(1,2,4)),
d) m=3,n=3, ker A = ((—48,13,23)), d(A) = 1, h(A) = 2, baze A(R3) je napt. ((2,1,8),(0,1,2)),
) m
) m

€

)
(A) =1, h(A) = 2, baze A(R?) je napt. ((1,0),(0,1)),
=2, n=4kerA=((—1,1)), d(A) = 1, h(A) = 1, baze A(R?) je napi. ((1,1,1,1)).

=3, n=2kerA=((-2,1,2)),d
f

P¥iklad 6.15. Necht A € £(R? R*) je definované piedpisem:

Alar,az) = (3aq — 2a2,0,0, a1 — 2a2).

Sestavte matice zobrazeni A v riiznych bazich: *AY kde X = ((2,-3),(1,1)) je baze R? a ) =
(e4, —3e1, €2, —2e3) je baze R* (e; znaéi prvky standardni baze R*).

Reseni.
8 -1
4 -1
XAy _ 3
A 0 0
0 0

P¥iklad 6.16. Necht A € £(C3,C?) definované predpisem:
Alaq, ag,a3) = (2a0 — iag, a1 + g + ag).

Sestavte 3 A2 €AY ¥ A%2 X AV kde X = ((1,0,1),(1,—1,1),(0,—1,1))) jebaze C*a Y = ((4,0), (1,1))
je baze C2.

gSA&:(o 2 —i) gSAy:(z' —i —1+i>
11 1) 11 1)

Xgee_ [~ 2 20\ w gy (1420 —143i 142
“l2 1 0o )’ 2 1 0o )

Piiklad 6.17. Naleznéte matici operatoru A € £(R?) ve standardni bézi, je-li Az; = y;, i € 3, kde
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I = (27375)> T2 = (Oa 172)7 3 = (11())0)7
y1 = (L 1a 1)5 Y2 = (1> 1> _1)7 Yys = (27 172)7

b)
z1 =(2,0,3), 2o = (4,1,5), 23 = (3,1,2),
1 = (1727 _1)7 Y2 = (4757 _2)7 Yys = (17_17 1)
Reseni.
2 —11 6 L6 1 5
a)BA=|1 -7 4], b)53A:§ —12 13 10
2 -1 0 6 -5 =5

Pi#iklad 6.18. Bud A € £(Z3) zadany maticf

1
5AX: 0
1

S = O

1
01,
0

kde £ je standardni baze a X = ((1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)). Naleznéte vSechny vektory x € Z3, které
vyhovuji rovnici:

a) Az = (1,0,0),
b) Az = (1,0,1).
ReSeni. a) z = (1,1,0), b) 2 = (0,0, 1).

Tip: zadanou matici zobrazeni nemusite nutné prevadét na tvar ,ze standardni do standardni baze*!
Miizete vyuzit toho, ze vztah (Az)y = ¥ AY - (x)y plati pro libovolné béze.

P¥iklad 6.19. Soubor X = ((1,0),(2,1)) je baze prostoru R? a zobrazeni A, B € L(R?) jsou zadan4

maticemi
1 2 -1 5
& X
A_<2 3)’ B_<O 6>'

Najdéte matici a) souctu zobrazeni A + B ve standardni bézi &, b) slozeného zobrazeni AB ve
standardni bazi &,.

ResSeni.

: (0 21 2 (-1 31
a)g(A—I—B)—<2 9>, b)g(AB)_<_2 56).

Pi#iklad 6.20. Necht A € £(C*, C?) je zadané hodnotami na bézi takto:

A(1,1,-1,0) = (0,0,0), A(1,2,—1,-2) = (—1,-3,1),
A(1,0,0,—1) = (0,0,0), A(1,1,1,1) = (5,8,2).

Naleznéte vSechna reseni rovnice Az = (13,21, 5).
ReSeni. S = (8,5,0,0) + ((—1,—-1,1,0),(—1,0,0,1)).
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Pi#iklad 6.21. Necht A € £(R? R?), kde

1 -1

YA = | a —a |,
2
a —a

X = ((0,1),(1,—1)) a a € R je parametr. V zavislosti na a najdéte kerA, obor hodnot A(R?) a urcete
hodnost h(A).

Reseni. Pro a ¢ {0,1} je kerA = {#}, h(A) =2 a A(R?) = ((1,a,a), (1,a,a?)),
pro a € {0,1} je kerA = ((1,0)), h(A) =1,
pro a =0 je A(R?) = ((1,0,0)),
pro a =1 je A(R?) = ((1,1,1)).

Pi#iklad 6.22. Budte A € £L(R3,R?), B € L(R? R3), kde A(a1,a9,a3) = (a1 +az + az,a3) a

a —a
&2 a? —a ,
1 -1

a € R je parametr. Rozhodnéte, v jakém poradi 1ze zobrazeni sklddat. Pro slozena zobrazeni naleznéte
v zavislosti na a € R hodnost a jadro.

Reseni. Pro a ¢ {0,1} je h(AB) = 2, ker(AB
pro a € {0,1} je h(AB) =1 a ker(AB) = (
pro a ¢ {0,1} je h(BA) = 2, ker(BA) = ((1,—1,0)),
pro a € {0,1} je h(BA) =1 a ker(BA) = ((—1,1,0),(0,0,1)).

Priklad 6.23. Bud ¢ € (0,27). Najdéte matici 52A¢ linedrniho operatoru Ay € L(R?), ktery otoci
vektor = (x1,r2) v roviné R? kolem pocatku o tihel ¢ (proti sméru hodinovych ruéicek). Dale urcete
ker Ay, d(Ay), h(Ay) a matici slozeného zobrazeni Ay, o Ay ve standardni bazi &, kde ¢ € (0, 27).

Reseni.
& 4 _ [cOsg —sing
Ay = (sinqS cos ¢ > ’
kerAy = {0}, d(Ay) =0, h(A4y) =2,

& _ (cos(@+1) —sin(¢+ 1)
(Aude) = (sin<¢ +u)  cos(o+ ) ) |

Priklad 6.24. (x) Budte a, 8 € R, a8 # 1 a definujme lineérni operator A € £(R?) matici

. (1«
() 0)

a) VySetfete, na jakou mnozinu se zobrazi ¢tverec (0,1) x (0, 1) pfi zobrazeni.

b) Ukazte, ze pokud a = [, lze operator ziskat slozenim operatoru rotace o thel +7/4 a zmény
méfitka (s odpovidajicimi parametry).
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Reseni. a) A((0,1) x (0,1)) = {(z,9) €eR? |0 <z —ay < 1—aB, 0 <y—fz <1—af}. Tato
mnozina predstavuje rovnobéznik v R? s vrcholy (0,0), (1, 3), (a,1) a (1+ «a, 1+ ). Geometricky
tedy operator A realizuje zkoseni v R2.

b) A= A uBA_ ), kde Ay, 4 je operdtor rotace z pifkladu a B je operator zmény méritka

v R? s matici
1+« 0
o
B_< 0 10z>'

Priklad 6.25. Jak se zméni matice linearniho zobrazeni A v bazich X'}, jestlize:
a) v bazi X zaménime ity a jty vektor;
b) v bazi YV zaménime ity a jty vektor;

¢) ity vektor baze X vynasobime ¢islem « # 0;

)
)
)
)

d) ity vektor biaze ) vynasobime ¢islem a # 07

ReSeni. a) Zaméni se ity a jtj sloupec,
b) zaméni se ity a jty radek,
c) ity sloupec se vynasobi a,

d) ity fadek se vydéli a.
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