BI-LIN, Linearni algebra — cviceni
Daniel Dombek, Ludék Kleprlik, Karel Klouda

Katedra aplikované matematiky
Fakulta informacnich technologii
Ceské vysoké uceni technické v Praze

LS 2019/2020

vytvofeno: 15. tinora 2022, 13:46

7 Determinant, vlastni cisla a diagonalizace
7.1 Permutace
Definice 7.1. Bud n € N. KaZdé bijektivni zobrazeni 7w : i — N nazjvdme permutaci mnozZiny n.

o KaZdou dvojici (w(i),m(j)) takovou, Ze i < j a w(i) > w(j) (kde i,j € ), nazyvdme inverzi v
permutaci 7.

o Cislo (—1)!7, kde I je pocet inverzi v, nazjvime znaménko (signum) permutace 7, znacime
jejsgnm. Je-li sgnm =1, resp. —1, rikdme, Ze w je permutace sudd, resp. lichd.

o MnozZinu vsech permutaci mnoZiny n znacime Sy,.

o Permutaci 1;; € Sy, kde 7;5(j) = 1, 7j(1) = j a pro ostatni proky k ¢ {i,j} plati 7;;(k) = k
nazyvame transpozict cisel i a j.

Permutace obvykle zaddvame vyc¢tem usporddané ntice (7(1),...,m(n)) (ve které se kazdé éislo z
mnoziny 7 musi vyskytovat pravé jednou) a plati nasledujici:

¢ Slozeni permutaci 7 je také permutace 7.

o Ke kazdé permutaci 7 existuje pravé jedna permutace inverzni 7.
o Pocet vSech permutaci mnoziny 7 je n!.

o Kazdou permutaci lze ziskat jako slozeni kone¢né mnoha transpozic.

o Pro libovolné 71, mo € S, plati sgn(m o me) = sgnmy - sgn mo.

Priklad 7.2. Urcete pocet inverzi v nasledujicich permutacich:

a) (2,3,5,4,1),

b) (2,3,4,6,5,1),

c) (1,9,6,3,2,5,4,7,8),

d) (n,n—1,n-2,...,2,1),



(1,3,5,...,2n— 1,2,4,6,...,2n),
f) (2,4,6,...,2n,1,3,5,...,2n — 1),

)
)

g) (1,4,7,...,3n—2,2,5,8,...,3n—1,3,6,9,...,3n),
) (2,5,8,...,3n—1,3,6,9,...,3n,1,4,7,...,3n —2),
)

(L,2,...,5—Lkj+1,...0k—1,45,k+1,...,n—1,n), jeli 1 <j <k < n (transpozice prvki j a

Reseni. Jelikoz staci postupovat kombinatorickou tivahou presné podle definice, nebudeme ¢tenare
urazet podrobnéji rozepsanym postupem reseni.

a) b, d) n(n—1)/2, g) 3n(n—1)/2,
b) 6, e) n(n—1)/2, h) n(3n+1)/2,
c) 13, £) n(n+1)/2, D) 20k — ) — 1.

Priklad 7.3. Urcete slozenou permutaci 7 o o, je-li
a) m=(5,3,2,4,1), 0 = (2,4,5,1,3),
b) ==(7,3,1,2,6,4,5), c = (4,7,1,3,6,5,2),

¢) T=1(2,7,1,4,8,6,3,5), c = (1,3,8,7,6,2,5,4).

ResSeni. Pifmocarym rozepsanim obrazii obou permutaci ziskdme
a) moo = (3,4,1,5,2),

b) moo =(2,5,7,1,4,6,3),

c) moo =(2,1,5,3,6,7,8,4).

Priklad 7.4. Urcete inverzni permutaci k permutaci:
a) (2,6,4,3,1,5),

b) (5,8,2,1,4,7,3,6),

c) (2,3,5,9,1,8,7,4,6).

Reseni. Inverzni permutace musi spliiovat vztah
Vi,jch:n(i)=j< 1 () =1i.

V pripadé a) piimo z predpisu dostdvame

ted
' 12 =1, 771 6) =2, 7 14) =3, 7 13) =4, 7 '(1) =5, 7 '(5) =6

a plati 771 = (5,1,4,3,6,2). Podobné pak dostaneme



b) (4,3,7,5,1,8,6,2),
¢) (5,1,2,8,3,9,7,6,4).

Priklad 7.5. Jaky nejvetsi pocet inverzi mize mit permutace z 5,7 Jaka je to permutace?

ResSeni. Budeme postupovat postupnou tivahou od obrazu (1) po obraz m(n) a v kazdém kroku
maximalizujeme pocet inverzi.

¢ Maximdlni pocet inverzi, ve kterych muze byt prvek m(1) je presné n — 1 a to pravé kdyz je
v inverzi se vSemi ostatnimi prvky 7. Tedy musi byt nejvétsi mozny a plati 7(1) = n.

o U kazdého dalsiho obrazu m(k) chceme zajistit nejvyssi mozny pocet inverzi se vsemi obrazy
nasledujicimi 7(k + 1),...,7(n). Pro (k) tedy volime nejvyssi mozny prvek z n (tedy mw(2) =
n—1,7(3) =n — 2 a tak déle).

¢ Nalezend permutace je 7 = (n,n — 1,n —2,...,2,1) a pocet inverzi v ni je roven

n(n—1
(n—1)+(n—2)+ - +1+0="071

7.2 Determinant

Definice 7.6. Bud A € C™" se slozkami A;; = a; ;. Determinant matice A je cislo

det A = Z sSgn T - al,w(l)a2,7r(2) .. -an,w(n)'
TESR

Kazdy scitanec v definici determinantu tedy odpovida néjaké permutaci mnoziny 7. Situaci si lze
predstavit tak, Ze na zakladé této permutace v kazdém radku matice (oznacme jeho index k) vybereme
prvek v 7(k)tém sloupci (kazdy sloupec je vybran pravé jednou) a tyto vybrané prvky mezi sebou
vynasobime. K tomuto sou¢inu pouze pridame znaménko pouzité permutace.

Priklad 7.7. Rozepiste sumu z definice determinantu matice A = (a; ;) € C™" pron =2 an = 3.

Reseni. a) Pro n = 2 existuji pouze dvé permutace mnoziny 2, suda (1,2) lichd (2,1). Tedy

det A = ai1az2 —ap 2021 -

b) Existuje Sest permutaci mnoziny 3 = {1,2,3}, z nich jsou t¥i sudé ((1,2,3), (2,3,1), (3,1,2)) a tii
liché ((1,3,2), (2,1,3), (3,2,1)). Tedy

det A = ay 1a22a33 — a1,1a2.3a3 2 + 12023031 — a12021033 + 413021032 — 1,302,2031 -
Priklad 7.8. Pouze na zdkladé definice determinantu zduvodnéte, pro¢ je funkce p(x) polynom nejvyse

¢tvrtého stupné a aniz byste determinant pocitali, urcete koeficient u nejvyssi mocniny polynomu p(z),
je-li

1 3z 2 «x 3 6x 2x bx
0 4 b5x 3 3 4 7 3z
4r 8 3x 2x 4 8 4 2



r 6 2 3 2¢ 1 2 5
3 4x Tx 3x -3 -1 2
3 2¢x 4 2 -1 = 3 -z

Reseni. Jedné se o matice typu 4 x 4, a v kazdém prvku kazdé z matic je proménnd x nejvyse v prvni
mocniné. Determinant je z definice roven sou¢tu (linedrni kombinaci) souéini tvaru ,po jednom prvku
z kazdého fadku matice“. Vidime, ze tak lze ziskat polynomy stupné nejvyse 4, resp. 3. Pro nalezeni
koeficientu u nejvyssi mocniny tedy staci secist piispévky odpovidajicich permutaci (s patfiénymi
znaménky).

a) ayg = —120, c) ay = —6,

b) ay = —24, d) az =6.

Poznamka 7.1 (O vypoctu determinantu). Pro malé matice (n € {2,3}) lze determinant spocitat
primo z definice, pro predpisy odvozené v prikladu[7.7 existuji mnemotechnickd schémata, tzv. kiiZové
a Sarrusovo pravidlo.

Obecné je postup primo z definice neprakticky a vipocetné ndrocny (determinant matice n X n je
suma n! s¢itanci, kde kazdy je ve tvaru soucinun cisel. V ndsledujicim si shrneme, co o determinantech
uZitecného vime.

o Je-li matice A = (a; ;) horni trojuhelnikova nebo dolni trojihelnikovd, plati det A = a11 - - apn p,
tedy jeji determinant ma pouze jeden nenulovy séitanec a to soucin prvki na diagondle (coz
pochopitelné plati specidlné i pro diagondlni matice).

o Réadkové tpravy GEM ovliviiuji determinant nasledovné:

— Uprava (G1) prohozen{ dvou fadki méni znaménko determinantu, (resp. nasobi determinant
matice ¢islem opaénym k 1).
(Pozor na sloZitéjsi upravy poradi radki, napr ,prohozeni véech tddki odspoda nahoru“
nebo ,presunuti pruniho vadku na konec a kazZdého dalsitho radku o jeden vyse“. Pro urceni
jak se zmeni znaménko determinantu je treba si presné rozmyslet, kolik operaci ,prohozent
dvou Tadki“ je pro dany krok potreba!)

— Uprava (G2) vynésobeni jednoho fadku ¢islem a # 0 determinant matice zméni vynasobe-
nim timtéz ¢islem.

— Uprava (G3) pfi¢teni k jednomu fadku anasobek druhého fadku determinant neméni.
(Pozor na dpravy typu ,k dvojndsobku jednoho rdadku pricteme trojndsobek druhého, je v
nich schovand uprava (G2), kterd determinant méni!)

o Jelikoz plati det(AT) = det A, lze na matici pouzit i sloupcové analogie tiprav GEM, plati pro
né pak stejné zédkonitosti jako pro ty radkové, viz. vyse.

o Matice A € C™" je regularni pravé tehdy, kdyz det A # 0. Pro regularni matice pak plati
det(A™1) = (det A)7.

o Oznaéme jako A(k,l) € T" 1"~! matici, kterd vznikne z matice A vynechanim ktého fddku
a tého sloupce. Cislo (—1)F+¢ det A(k, £) nazjviame algebraicky doplnék prvku ag¢. Véta o
rozvoji determinantu podle ktého sloupce pak tika, ze plati

det A = (—=1)""a; det A(d, k).
=1
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(Tedy determinant matice nxn lze prevést na soucet determinanti mensich matic, které vzniknou
vynechdnim jednoho zvoleného sloupce a riznijch radki — to je mimorddné uzitecné v pripade, Ze
zvoleny kty sloupec obsahuje mdlo nenulovych proki.)

o Diky vztahu det(AT) = det A lze obdobné provést rozvoj determinantu podle zvoleného radku.

Priklad 7.9. Spocitejte determinanty néasledujicich matic:

a) o a+1 1 1 «
a—1 a |’ e) |1 1 a?,
a2 a 1

cosp —sinp
sinp cosg

)

a?+1  ap ay

fy | a8  B*+1 By |,
o | b o8l ) ay Py APH1
logg o 1
8 1 -1 sin?a cos2a cos?a
d) |3 2 5/, g) |sin?B cos2B cos?p|.
7T 4 1 sin?y cos2y cos?y

ResSeni. a) Pouzitim kiizového pravidla dostaneme

« a+1

a1 o =a?—(a+1)(a—1)=1.

b) Pouzitim kiizového pravidla dostaneme

cos —sinp

2 2
== - - == ]. .
s cos cos” p — (—sin” p)

¢) Podobné jako vyse dostavame

1 log,p
logg a 1

Ina

‘Zl_logaﬂ'k’gﬂa:l—mﬁ'ﬁffo‘

d) Lze pouzit napriklad Sarrusovo pravidlo, determinant se rovna —110.

e) Jednim z moznych postupt je pouziti Sarrusova pravidla, alternativné lze pouzit radkové/sloupcové
upravy, rozvoj determinantu a krizové pravidlo:

1 1 « 0 0 a—a? 11

1 1 oa2l=|1 1 a? :(a—a2)- 5 :(a—az)-(a—az):a2(a—l)2.
9 9 o’ «

o a 1 a® 1

f) Pouzitim Sarrusova pravidla dostaneme vysledek o + 82 +~2 + 1.

g) Lze si povsimnout, ze odecteme-li od tfetiho sloupce sloupec prvni, dostaneme sloupec rovny dru-
hému sloupci. Matice s dvéma stejnymi sloupci mé pak zfejmé determinant roven nule (jeden lze
od druhého odeéist, ¢imz vznikne matice s nulovym sloupcem).

Priklad 7.10. Spocitejte nasledujici determinanty:



1 1 1 1 a+1 1 1
)1—111 >1a+11
Ylo1 -1 1] 1 1 a+l
1 1 1 -1 1 1 1«
1110 210 0
1101 1210

Pl o1 1) Dlg 1 2 1]
011 1 001 2

al 0 b1
0 C1 0

bg 0 a9
0 do O

1 2 3 4
0 6 0 4
2 4 1 3
1 3 5 2
05 0 3

N =~ Ot = Ot

Reseni. Z mnoha riznych moznych postuptu vzdy vybereme pouze jeden, dalsi moznosti feSeni si

¢tenar jisté promysli sam.

1 1 1 1 11 1 1
1 -1 1 1| |0 -2 0 s
Dl 11T o0 =2 o T8
1 1 1 -1 0 0 0 -2
1 1 10 1 0 0 -1 0 0 0 -1
b)1101:10_1 01_+/0 0 -1 O:_3
1 0 11 1 -1 0 0 0 -1 0 O
01 1 1 0 1 1 1 3 1 1 1
(v kroku T jsme k prvnimu sloupci pficetli viechny ostatni sloupce).
a+1 1 1 1 a+4 1 1 1
1 a+1 1 1 a+4 a+1 1 1
Sl 1 a1 1| Tlatd 1 ay1 1| "l
1 1 1 a+1 a+4 1 1 a+1
1 1 1 1
0O aa 0 0 4
(a—|—4)-0 0 o 0 =a’(a+4).
0 0 0 «
Dalsi vysledky jiz uvedeme bez postupu feseni:
d) 5.
e) (a1a2 — blbg)(clcg — d1d2).
f) 195.
Priklad 7.11. Spocitejte nasledujici determinanty, n € N:
a 1 2 3 n—1 111 ... 1 n
—a 1 1 1 1 1 2 2 ... 2 1
—a 0 1 1 1 by |1 23 ... 3 ¢) |1
a) | 0 0 1 1| : :
: 1 2 3 n 1
—a 0 0 0 1

1
1
1
1

—_

nxn



-1 1 1 1 1 a171 a172 0 0
-1 [0 1 1 1 az1 a2 0 0
-1 -1 o 1 1 as 1 CL372 0 0
d) -1 -1 1 « 1| > e) aq;1 Q42 Q43 Aqn
-1 -1 1 1 al o an1 Gn2 Gng3 Gnon
ResSeni.
a 1 2 3 n—1 at+a-(n—1) 1 2 3 n—1 an 1 2 3 n—1
- 1 1 1 1 —a+a-1 1 11 1 0 1 1 1 1
—-a 0 1 1 1 —a+a-1 011 1 0O 01 1 1
a) | o 0 0 1 1 || —a+a-1 00 1 1 [=lo 001 1
—a 0 0 0 1 —a+a-1 0 00 1 0O 0 0O 1
=an.
1 1 1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1
1 2 2 2 011 1 011 1 011 1
b) 1 2 3 310 1 2 2 |10 01 1 |—t]0 0 1 1l =
1 2 3 n 01 2 n—1 0 01 n—2 0 00 1

(v kroku T jsme se zamysleli nad tim, Ze tipravu ,,odeéteni vybraného fadku od viech pod nim* lze

opakovat postupné pro vSechny rddky odshora doli a tak vyrobit horni trojihelnikovou matici) .

n 1 1 1 n 1 1 1 2n—1 1 1 1
1 n 1 1 1-n n-—1 0 0 0 n—1 0 0
¢) 1 1 n 1 —|1—-n 0 n—1 0 — 0 0 n—1 0
1 1 1 n 1-n 0 0 n—1 0 0 0 n—1
nxn nxn nxn

=2n—-1Dn-1)""1.

Dalsi vysledky jiz uvedeme bez postupu feseni:

Q) —(a— 1)1,
e) 0.

Priklad 7.12. Pouze na zdkladé vlastnosti determinantu spocitejte

a+b ¢ 1
b+c a 1].
c+a b 1

ResSeni. Snadno si povéimneme, Ze pfi¢tenim druhého sloupce k prvnimu ziskdme sloupec (a+b+
¢, a+b+c, a+b+c)l. Dostaneme tak determinant matice, jejiz jeden sloupec je konstantnim
nasobkem jiného a takova mé vzdy determinant roven nule (k ¢emuz muzeme dospét rizné, napriklad
tvahou o hodnosti a regularité matice).



Priklad 7.13. Cisla 1189, 2665, 6437,4961 jsou délitelns 41. Dokazte, ze

S W O 0o
= ~J Ot O

= O N =
O = O =

je rovnéz délitelny 41, aniz spocitate jeho hodnotu.

ResSeni. Vhodnou myslenkou na zacatek budiz napiiklad fakt, Zze k libovolnému sloupci lze pricist
desetinasobek druhého, stonasobek tietitho a soucasné tisicindsobek ¢tvrtého sloupce. Soucasné lze z
radki i sloupct pri vypoctu determinantu ,vytykat“.

7.3 Vlastni cisla, vlastni vektory a diagonalizovatelnost

Definice 7.14. Rekneme, Ze A € C je vlastni ¢islo operdtoru A € L(V) prdave kdyz existuje x € V,
x # 0, takovy, Ze Ax = \x. Vektor x pak nazgvaime vlastnim vektorem operdtoru A prislusejicim
vlastnimu c¢islu X. MnoZinu vsech vlastnich c¢isel A nazgvdme spektrem A a znacime o(A).

Analogicky definujeme vlastni ¢isla, vlastni vektory a spektrum matic A € C™" (kazdd takovd
matice urcuge linedrni operdtor vztahem A =€A).

¢ Vlastni ¢islo A operdtoru A s vlastnim vektorem x splnuji
Ar =X s Az —dx=0< (A—-AE)z =0,
tedy pro kazdé A € C a pro libovolnou bazi X prostoru V plati:
ANeo(A) e (Fz#6:(A—-AE)x =0)
< (A — A\E) neni bijekce
& (A — AE) nenf regularni matice
& det(Y(A—-AE)) =0.

o Pro nalezeni spektra tedy sestavime matici ¥ (A — AE) (typicky ve standardni bézi X = &) a
spocitame jeji determinant (jde o polynom s komplexnimi koeficienty v proménné A, nazyvame
ho charakteristicky polynom operitoru A a znac¢ime p4(A)). Spektrum o(A) je tvoreno vsemi
koteny charakteristického polynomu.

¢ Mnozina vSech vlastnich vektort operatoru A prislusejicich pevné zvolenému A € C je rovna
ker(A — AE) \ {0} .
o Jadro ker(A — AE) nazyvame vlastnim podprostorem operatoru A prislusejicim vlastnimu
¢islu A.
o Zadani ,naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory operdtoru/matice® znamena:

— nalézt spektrum o(A4),

— ke kazdému vlastnimu ¢éislu A nalézt bazi jeho vlastniho podprostoru ker(A — AE).

Definice 7.15. Necht A € L(V,), Ao € o(A). Ndsobnost cisla Ao jako korene charakteristického
polynomu p operdtoru A nazgvdme algebraickou ndsobnosti viastniho ¢isla Ao a znacime ji vy (No).
Cislo d(A — X\ E) nazjvdme geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla \g a znacéime ji v4( o).



o Cislo v4()\g) je dimenze vlastniho podprostoru a tedy maximalni velikost LN souboru vlastnich
vektoru k vlastnimu ¢islu Ag.

o Pro kazdé \g € C plati v4(Ag) < va(Ao).

Definice 7.16. Matice A,B € C™" nazveme podobné, privé kdyz existuje P € C™"™ requldrni tak, Ze
plati
A=P 'BP.

Ekvivalentné plati, Ze matice A,B € C™" jsou podobné praveé tehdy, kdyz jsou obé maticemi stejného
linedrniho operdtoru (v néjakiych bdzich), tedy kdyz existuje A € L(V,,) a bize X, Y takové, Ze

YA=A asoutasné YA=DB.

Operdtor A € L(V,,) nazveme diagonalizovatelny, jestlize existuje baze X prostoru V,, takovd, Ze
matice ¥ A je diagondlni (matice je diagonalizovatelnd, je-li podobnd diagondini matici).

o Operator A € L(V,,) je diagonalizovatelny pravé kdyz
Vo € 0(A) : va(Ao) = vg( o) -
¢ Libovolny soubor vlastnich vektord, ve kterém kazdy prislusi jinému vlastnimu ¢islu, je vzdy
LN.

o Zadani ,ovérte, zda je operator diagonalizovatelny, a naleznéte bazi, ve které je jeho matice
diagonalni“ tedy znamené:
— nalézt spektrum o(A),
ke kazdému vlastnimu ¢islu nalézt bazi vlastniho podprostoru,

porovnat algebraické a geometrické nasobnosti u kazdého A € o(A),

L 44

rovnaji-li se pro kazdé A € o(A), bazi X sestavime poporadé z bazickych vektori vsech
vlastnich podprostorii. Matice prechodu *E¢ je bude obsahovat ve sloupcich, diagonalni
matice operatoru * A bude na diagonale obsahovat v odpovidajicim pofadi viechna vlastni
¢isla (kazdé zopakované tolikrat, kolik je jeho ndsobnost).

¢ Mame-li rozhodnout o podobnosti dvou zadanych matic A,B € C™™, mtzeme se pokusit nalézt
reguldrni matici P € C™" splnujici

A=P 'BP < PA=BP

rucné, pripadné ukézat, ze neexistuje. Pokud ale ukazeme, ze obé matice A i B jsou diagonalizo-
vatelné a maji stejna vlastni ¢isla, jejichz nasobnosti se navic shoduji, plyne z toho automaticky;,
ze jsou podobné.

o Konkrétné, predpokladejme, ze o(A) = {A1,...,\x} a Ze pro kazdé \; plati rovnost v4(\;) =
Vg(A;). Sestavme

— diagonalni matici D € C™" umisténim vSech vlastnich ¢isel matice A na diagonalu (kazdé
tolikrat, kolik je jeho ndsobnost),

— matici P € C™" po sloupcich z vlastnich vektort matice A (z bézi vlastnich podprostoru
ve stejném poradi jako jsou vlastni ¢isla v matici D).



— Chépeme-li zadanou matici jako A = €A a soubor vlastnich vektort z bazi vlastnich pod-
prostoru jako novou bazi X, pak sestavené matice odpovidaji maticim zobrazeni a prechodu
D=%AaP="Ef Ze vlastnosti matic zobrazeni jisté plyne

X _EpX E . XEE

— Tedy plati vztah
D =P 'AP.

Piiklad 7.17. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A € C32 a rozhodnéte o jeji diagona-
lizovatelnosti, je-li:

5 2 -3 4 -5 2 31 -1
a) A= |4 5 —4 ) A=|5 -7 3], ) A=02 o0 |,
6 4 —4 6 —9 4 11 1
11 1 2 -3 1 4 2 1
b) A=|1 1 1 A A=|1 -2 1], fA=|-2 1 2
11 1 1 -3 2 -2 -2 1

ResSeni.

Vétsina postupu Teseni stavi na schopnostech, které bychom jiz méli mit, a to na vypoctu

determinantu, hledani korent polynomu a feSeni homogennich soustav. Proto podrobné vytresime jen
nékolik prvnich prikladt a postupné uvedend reseni zestrucnime.

5—

a) pa(\) =

A

D—A

=AM 4+6X2-11A+6=—-\—-1)(A—2)(\ - 3),

—4 - )

tedy plati o(A) = {1, 2,3} a vSechna vlastni ¢isla jsou jednoducha (v,(\) = 1). Odpovidajici vlastni
podprostory operatoru A s matici A odvodime Tesenim soustav:

4 2 =310 1 1 -1]0

oA=114 4 —41]0 0 2 =10 =ker(A—-1F)=((1,1,2)),v4(1) = v4(1) =1,
6 4 =510 00 010
3 2 =30 11 -110

oA=2:(4 3 —410 01 0 |0]|=ker(A-2F)={((1,0,1)),14(2) =1,(2) =1,
6 4 —610 00 010
2 2 =30 20 -1/0

oA=3[4 2 —4]0 0 1 —1]0]| = ker(A—3E)={((1,2,2)),1,(3) = v4(3) = 1
6 4 -710 00 010

a matice A je diagonalizovatelna.
1-x 1 1 0 A 2x-2)\? 5
b) pa)=| 1 1=\ 1 |=l0 =x A —‘_AA 2A;A =3t 2IA’—A2(3—A),
1 1 1—A 1 1 1—A

tedy plati o(A) = {0,3}, 1v,(0) = 2 a v,(3) = 1. Odpovidajici vlastni podprostory operdtoru A
s matici A odvodime feSenim soustav:

11 1]0 11 10
oA=0:|1 1 1|0~ [0 0 0]0]| = ker(4A—0E)=((1,-1,0),(1,0,—1)),
11 1]0 0000

v4(0) = v4(0) = 2,

10



)

e)

f

110 11
oA=3 |1 =2 1]0|~|0 1 =1|0]| = ker(A—3E)=/{((1,1,1)),
0 00

vg(3) = va(3) =1,
a matice A je diagonalizovatelna.
4—- ) -5 2

paN) =] 5  =T—Xx 3 |=X2=-X=)(1-)),
6 -9 4-)

tedy plati o(A) = {0,1}, 14(0) = 2 a v,(1) = 1. Odpovidajici vlastni podprostory operatoru A
s matici A odvodime reSenim soustav:

4 -5 210 1 -2 1 1|0
oA=0:[5 =7 30| ~[0 3 —2]0|=ker(4d—0E)=/((1,2,3)), y(0) =1 £ 1,4(0),
6 —9 40 00 010
3 -5 2|0 1 -1 00
ox=1[5 -8 3/0|~[0 1 —1]0|=ke(4d-1E)=(1,1,1)),
6 -9 3|0 0 0|0

a matice A neni diagonalizovatelna.

Dalsi vysledky jiz uvedeme bez postupu feseni:
Vlastnimi ¢éisly jsou

o AN =0,140) =1, ker(A—0F) = ((1,1,1)),

o X=1,1,(1) =2, ker(A—1F) = ((1,0,—1),(3,1,0))
a matice A je diagonalizovatelna.

Jedinym vlastnim ¢islem je A\ = 2, 1,(2) = 3, ker(A—2F) = ((1,0,1), (—1,1,0). Tedy v4(2) =2 #
vo(2) a matice A neni diagonalizovatelna.

Vlastnimi ¢isly jsou
o A1 =2, 14(2) =1, ker(A — 2E) = ((5,6,—2)),
o A =2+iVT, vy(2+iV7) =1, ker(A — 2+ iVT)E) = (-1,
o A3 =2—iVT, (2 —iVT) =1, ker(A — (2 —iV/T)E) = {(—1,

(1—-14V7),1))
(1+iV7),1))

NI N

a matice A je diagonalizovatelna.

Piiklad 7.18. Zjistéte, zda nasledujici matice A, B € C33 jsou podobné:

01 2 010
A=[0o o0 1|, B=|0o 0 1],
000 000
300 111
A=[o o0 0|, B=[1 1 1],
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2 0 2 0 0
¢c)A=1]0 0 1], B=|0 0 1],
0 1 0 -1 0
010 1 0 0

A A=[00 1|, B=|0 w 0], kdew=—3+i¥3
100 0 0 w

ReSeni. a) Snadno ovéifme, Ze plati o(A) = o(B) = {0}, u obou matic ma vlastni ¢islo A\ = 0
algebraickou nasobnost 3. Pokud budou i geometrické nadsobnosti u obou matic rovny tfem, zadané
matice budou podobné.

Jelikoz maji obé matice na prvni pohled stejnou hodnost, h(A) = h(B) = 2, z Frobeniovy véty
plyne, ze dimenze podprostoru feseni soustav (A | ) a (B | 0) je rovna jedné, tedy ani jedna
z matic neni diagonalizovatelné a jejich podobnost musime ovérit jinak, ,ruéné®.
a b c
Piimo z definice se pokusime najit reguldrni matici P= [ d e f | spliujici rovnost PA = BP.
g h 1
Po dosazeni vsech matic dostaneme rovnost vedouci na soustavu rovnic v nezndmych a,...,1%, ze
které ziskame podminky
d=g=h=0, a=e=1, f=2a+0b,
hledand matice tedy existuje a je tvaru
a b c
P=|0 a 2a+05b
0 0 a
pro néjaké parametry a, b, c € C. Aby byla regularni, zjevné staci, aby platilo a # 0.

b) Plati 0(A) = o(B) = {0, 3}, kde A\; = 0 md u obou matic obé ndsobnosti rovné dvéma a Ay = 3 méd
obé nasobnosti rovné jedné. Matice A je uz sama diagonalni, matice B je podle ¢asti b) prikladu
diagonalizovatelnd, jsou si tedy navzajem podobné.

Regulérni matici P € C33 spliujici vztah A = P~'BP ziskdme tak, ze do sloupcii popofadé napiseme
vlastni vektory matice B, a to zleva doprava nejprve vlastni vektor k A = 3 a poté dva LN vlastni
vektory k A = 0. Tedy
1 1 1
P=]1 -1 0
1 0 -1
¢) Nejsou podobné.
d) Jsou podobné.

Priklad 7.19. Necht A € L(V), V # {0}. Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni:

a) je-li A2 = A, je o(4) C {0,1};

b) je-li A2 = E, je o(4) C {~1,1};

c) je-li A =0 (nulovy operator), je o(A) = {0}.
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ReSeni. a) Necht \ € 0(A), pak existuje = # 0 takovy, ze Az = A\z. Z linearity operatoru odvodime
(A%)z = A(Az) = A(\z) = Nz = Nz,
Soucasné ale piedpokladdme A? = A, tedy
(A?)z = Az = Az

Mé-li pro néjaky nenulovy vektor € V platit A2z = Az, pak plati i (A\2 — A\)z = 6 a nutné také
A2 —X=0, tedy X € {0,1}.

b) Necht X\ € o(A), pak existuje = # 0 takovy, ze Az = \z. Z linearity operdtoru odvodime
(A%)z = A(Az) = A(\z) = Nz = Nz,
Soucasné ale predpokladidme A% = E, tedy
(A®)r=FEx=z.

M4-li pro néjaky nenulovy vektor x € V platit A2z = z, pak plati i (A2 — 1)z = 6 a nutné také
A —1=0,tedy A € {—1,1}.

c) Predpoklddame, Ze plati Az = 0 pro kazdé x € V. Necht A € o(A), pak existuje x # 0 takovy, ze
Az = A\z. Pro néjaky nenulovy vektor x tedy musi platit

Ar=Ax =20,

z ¢ehoz nutné plyne, ze A = 0.

7.4 Cviceni

Priklad 7.20. Urcete ¢isla i, k tak, aby permutace z Sg byla liché:
a) (1727 7’47i75767k79)7
b) (1,4,2,5,k,4,8,9,7).

ReSeni. a) i =3,k =8,b)i =3, k= 6.

Pi#iklad 7.21. Budte 7 = (4,2,6,3,1,5), m = (2,6,1,3,4,5) permutace mnoziny 6. Naleznéte per-
mutaci ¢ € Sg vyhovujici rovnici:

a) m o0 = Ty,

b) 0 0T = 7.
Reseni. a) 0 = (2,3,5,4,1,6), b) 0 = (4,6,3,2,5,1).

Priklad 7.22. Necht v permutaci w € S,, je k inverzi. Urcete, kolik inverzi je v permutaci
(r(n),m(n—1),...,7(1)).

ReSeni. n(n —1)/2 — k.

13



Priklad 7.23. Kolik inverzi je ve vsech permutacich z S,, dohromady?

n(n—1) n!
2 2

Reseni.
Priklad 7.24. Vstup 1234 lze pomoci zasobnikovych operaci push (vlozit na vrchol zasobniku) a pop
(vyjmout z vrcholu zdsobniku) zpracovat napiiklad takto: push(1), push(2), pop(2), push(3),
pop(3), pop(1), push(4), pop(4). V¥stupem je potom 2314. Rikdme, Ze permutaci 2314 mnoziny
1234 lze realizovat zdasobnikem. Otazka: které permutace vstupu 1...n lze realizovat zasobnikem?

Priklad 7.25. Zjistéte, které z néasledujicich soucinii jsou ¢leny determinantu matice A = (a; ;) € R6:6
a urcete, jakym znaménkem jsou opatieny:
a) a1,302,203,404,105,606,5,

)

b) a1,6a2,5a3,104,205506.4,
)
)

C) a1,402203104,305606,5-

d) Kolik séitanctu jesté zbyva k platnym ¢lentim napsat, aby byl soucet podle definice iplny?
Reseni.

a) Ano, —1, ¢) ano, —1,

b) ne, d) 6! —2=T718.

Piiklad 7.26. Vypiste viechny ¢leny determinantu matice A = (a; ;) € R5?, které jsou tvaru

—Qa1,402 303 ;04 505 -
Reseni. —aj4a23 (a3 1042055 + a3 2045051 + a3504,1052).

Priklad 7.27. Spocitejte nasledujici determinanty matic obecného rozméru n x n:

111 ... 11 o] Qg Qg ... Qp
101 ... 11 -1 1 0 ... 0
a) |l 10 ... 11 ¢ |-1 0 1 ... 0]
111 ... 10 -1 0 0 ... 1
nxn
111 11 a B B ... B
1 1 11 B a B ... B
by |11 3 I A |f B a o Bl
111 1 n g B B al ..

14



1 1 1 ... 1 1 T+ o1 (6] asg (679
1 1 1 1 aq T+ Qs o ... ay,
e) 1 o 1 1 1 ’ g) oq o r+a3 ... an |,
1 11 ... « 1n><n oq a9 g . TH o,
r o1 oy ... Qp_1 1
1 2 3 ... n ap T oy ... Qp_1 1
-1 0 3 ... n a; oy T ... op—1 1
nl-1 -2 o0 n| h) :
: : : a] o Qg x 1
-1 -2 -3 ... 0 a; oo Q3 ... on 1
ReSeni. a) (—1)"t!, e) (1—a)" 1
b) (n—1)!, f) nl,
) Xit1 o, g) a" +a" Y
d) (a+(n—-1)B)(a—p)", h) [Tii (@ — ag).

Priklad 7.28. Rozlozte polynom p(z) na kofenové ¢initele, aniz byste determinant pocitali (pouzitim
vlastnosti determinantu matice):

1l—2 0 0 0 1 1 1 1
a) plz) = 6 4—2 0 0 1 1—x 1 1
PRT=1 9 12—z 0 | d pa)=|1 1 2-=z 1|
4 8 3 33—z :
) 2 2 2 2 1 1 1 n—x
2 2 2 2 b—ux
b) plz)=6—2 2 2 2 2 |, «a a a a a
a a—x a a a
2 2—x 2 2 2
9 9 3_4 9 9 e) p(z) =|a a 2a—zx a a |,
a a a 3a —x a
1 2 3 n—1 n 20 2a 2a 2a 8a — 2x
z 23 n-1n kde a € R je parametr,
0 pz)=|t @ 3 ... =1 m|,
1 2 3 x n

15



Priklad 7.29. Necht A € T™" je regularni. Naleznéte vsechna ¢isla o € T takova, ze det(aA) = det A,
je-lia) T=R, b) T =C.

ReSeni. a) a = 1, je-li n liché, a = +1, je-li n sudé. b) a € {2*7/™ | k € a}.

Priklad 7.30. Vyuzijte linearitu determinantu jako funkci sloupci, resp. radki a spocitejte determi-
nant

ar+B1 o+ pPr o +pPs ... a1+ B,
ar+ B e+ P2 ar+pPz ... ax+ B,
a3 +p1 a3+ P2 az+pB3 ... az+ By,
an+181 an+/62 an+ﬁ3 an+6n

ReSeni. 0 pron > 2, (a; — az)(B2 — 1) pron =2, ag + By pron = 1.

Priklad 7.31. Spocitejte det A, je-li A = (a; ;) € T™",

a) a;j =min(4,j), b) a;; =max(i,j), c¢)a;;=1i—j|
ReSeni. a) 1, b) (=1)"*n, ¢) (=1)"'(n —1)2"2.

Piiklad 7.32. Rozhodnéte, zda matice A € C**, kde

000 1 1 1 1 1 3 10 0
0010 1 -1 1 1 1 1 0 0
A= 1 g o PA=| 1 1 1 1| 94A=]; 5 —3
1000 1 1 1 -1 4 -1 3 -1

je podobné diagonalni matici. V kladném piipadé najdéte P € C** reguldrni a D € C** diagondlni
tak, aby A = PDP~!.

Reseni. a) Ano,

1 0 -1 0 10 0 O
01 0 -1 01 0 O
P= 01 0 1|’ D= 00 -1 0
10 1 0 00 0 -1
b) Ano,
1 -1 -1 -1 2 0 0 0
1 0 0 1 0 -2 0 0
F= 1 0 1 o[ b= 0 0 -2 0
1 1 0 O 0 0 0 =2
c¢) Ne.

Piiklad 7.33. Bud A zobrazeni zrcadleni v R? podle piimky, ktera svird s osou z tihel 1 Sestavte
matici A = €2 A zobrazeni A vzhledem ke standardni bazi R? a zjistéte, zda je matice A podobna
diagonalni matici. Pokud ano, napiste relaci podobnosti (tzn. najdéte P € R?? regulirni a D € R??
diagonalni tak, aby AP = PD).
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Priklad 7.34 (*). Necht X = (x1,xz9,23) je baze prostoru V3 nad C, A € L(V3). Zjistéte, zda je A
diagonalizovatelny operator; v kladném pripadé naleznéte diagonalizujici bazi Y = (y1,y2, y3) a urcete
% A ie-li:

, je-li:

5 —2 -2 4 7 =5 1 -3 4
a)¥A=-2 1 —-1|; B)Y4=|-45 0|; cYA=|[4 -7 8
14 —6 —4 1 9 —4 6 —7 7

Reseni. Metoda FeSeni je zde obdobn4 jako v klasické tloze nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektort.
Nicméné musime pocitat s tim, Zze je zaddna matice zobrazeni v jiné nez standardni bazi! Vypocet
spektra to nijak neovlivni, ovSsem pri hledani vlastnich podprostori musime zpozornét — resime-li
homogenni soustavy s matici (A — AE | ), v bézi feseni nefiguruji pfimo vlastni vektory operatoru ale
jejich souradnice v bazi X!

a) y1 = —xg + 3, Y2 = 3x1 + dwgy + 4x3, y3s = —11 — 4xo + 213,
YA = diag(2, —1,1),

b) y1 =21 + x2 + 223, yo = 3(4 —i)x1 + 2(5 4 3i)ze + 1723, y3 = 3(4 +i)x1 + 2(5 — 3i)wg + 1723,
YA = diag(1,2 + 34,2 — 3i),

¢) neni.

Priklad 7.35. Necht A,B € T™" jsou podobné. Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni:
a) h(4) = h(B);
b) A™ B™ jsou podobné pro libovolné m € N;
c) Jsou-li navic A, B reguldrni, potom jsou A~!, B! podobné.
Priklad 7.36. Dokazte, ze libovolnd matice A € C™" je regularni, pravé kdyz 0 ¢ o(A).

Priklad 7.37. Necht A € C™" a \q,..., A, jsou vlastni ¢isla A (opakujici se podle své algebraické
nasobnosti). Ozna¢me pomoci Tr A stopu, tj. soucet diagonélnich prvkia matice A. Dokazte, ze plati
nésledujici tvrzeni:

a) det A =TI, \j;
) TrA =371 \i.
Priklad 7.38. Necht A € C™" je regularni, c(A) = {A1,..., A\t }. Dokazte, Ze plati nasledujici tvrzeni:
a) o(A) = AT
b) kazdy vlastni vektor matice A je vlastnim vektorem matice A~1;

c) A je diagonalizovatelnd, pravé kdyz A~! je diagonalizovateln4.
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