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1 Uvod
Znaceni
o N={1,2,3, ...} mnozina prirozenych ¢isel bez nuly
o No=NU{0} ..o mnozina nezapornych celych ¢isel
O L mnozina celych ¢isel
O o mnozina racionalnich cisel
O R mnozina realnych ¢isel
O O mnozina komplexnich ¢isel
o Rez,Imz oo realnd a imaginarni ¢ast z € C
O D prazdna mnozina
O P mnozina polynomut
RO I O usporadand n-tice ¢isel
O e e imaginarni jednotka (nebo séitaci index, dle kontextu)
on=A{1,2,...,n} proneN
éa {ak+ak+1+--'+ag pokud k </,
= 0 jinak,
ﬁa‘_{ak-akﬂ"-ag pokud k </,
7, — ..
iy 1 jinak.
1.1 Komplexni ¢isla
Mnozinu komplexnich ¢isel definujeme jako
C={a+bi:a,beR},
kde i znad¢i tzv. imaginarni jednotku, &slo s vlastnosti i2 = —1. Koeficienty a,b € R popofadé

nazyvame realnou a imaginarni ¢asti z € C a znacime je a = Rez,b=Im z.



Pro dvé komplexni ¢isla trividlné (s vyuzitim faktu i2 = —1) plati:

(a+bi)£(c+di)=(atc)+ (bxd)i,
(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i .
Komplexni ¢islo z = a + bi zndzornujeme v tzv. komplexni roviné jako bod o soutadnicich (a,b),
viz obréazek |1} Cislem komplexné sdruzenym k z nazveme &islo Z = a — bi.
Kazdy bod v roviné lze charakterizovat jednak soufadnicemi v kartézské soustavé souradnic (a, b),

jednak v tzv. polarnich souradnicich, jako bod, jehoz vzdalenost od pocatku (0,0) je rovna r > 0
a ktery svird s osou x (zde s redlnou osou) thel ¢ € (0,27). Z vlastnosti pravothlych trojihelniku

ziejmé plynou vztahy
r=va?+b?, a=r-cosp, b=r-singp.

b=Imz{------------->

Obrazek 1: Cislo z € C v komplexni roviné

Tedy kazdé z € C lze zapsat i v tomto polarnim tvaru jako
z=a+bi=r(cosp+1i-siny),

kde r > 0 znadi absolutni hodnotu (velikost) komplexniho ¢isla a znaéime ji |z| = r = Va? + b
Lze ovérit, Ze pro absolutni hodnotu a operaci komplexniho sdruzeni plati jednoduché vlastnosti (kde
z,w € C):

22=2-%2, 2Fw=24+W, ZW=Z-W.
Dale 1ze odvodit jednoduché pravidlo pro mocnéni komplexnich ¢isel, tzv. Moivreovu vétu,

n

2" = (r(coscp + i -sin go))n
= r"(cos(ny) + i - sin(ngp)),
kde n € Ny.

Priklad 1.1. Necht z = 2 4+ 21/3i. Pievedte z do polarniho tvaru a poté vypoctéte



Reseni. Nejprve vypoéteme velikost ¢isla z, ta se rovnd |z| = /22 +(2V3)2 = /4 + 12 = 4. Tuto

absolutni hodnotu pak vytkneme ze zadani a dile upravime,
2=242V3i =4(3 +i¥%3) =4(cos T +i-sin ),
kde jsme vyuzili znamé tabulkové hodnoty funkeci sinus a kosinus.

a) 23 =43(cos(3-%)+i-sin(3- %)), coZ se po tpravé rovnd z* = 64(cosw+i-sinm) = 64(—1+i-0),
tedy (2 + 2v/3i)% = —64.

b) Hledédme viechna w € C takovd, Ze w? = 2. Ozna¢me Velikost ¢isla w jako s a jemu prislusny tihel

jako . Tedy musi platit s?( cos(2t) + i - sin(2¢)) = 4(cos § +i - sin §). Z rovnosti absolutnich
hodnot plyne s? = 4, tedy s = 2. Dalsi podminkou je, aby dVOJnasobek thlu ¥ mél stejnou
hodnotu sinu a kosinu jako /3 (tedy se muze lisit jen o celociselny nasobek plného thlu 27).
Dostévame 2y = % + 2km, pro néjaké k € Z, tedy ¢ = § + k7. V intervalu (0,27) jsou jen dva
tihly v takovém tvaru, a to 1 € {§, G Iy,

Existuji tedy dvé odmocniny w ¢&isla 2 + 2v/34, a to

wy =2(cosE +i-sinf), wy=2(cos T +i-sinTT),

coz jesté muzeme, se znalosti tabulkovych hodnot, upravit na

V2 +2V3i=£(V3+1i).

1.2 Polynomy

(Komplexnim) polynomem je kazdé zobrazeni p : C — C, pro které existuji n € Ny a ag,...,ap, € C
takové, ze

Ve e C: p Zaz

Mnozinu vsech polynomu znac¢ime P a pro kazdy nenulovy polynom definujeme jeho stupen jako
st(p) = max{j € Ny : o; # 0}. Navic stupen nulového polynomu (vSechny koeficienty o; = 0)
definujeme —1.

Pozndmka: Nulovy polynom nemd stupen nula, jok by se mohlo zddt! Stupen nula maji totiz vsechny
nenulové konstantni polynomy, tj. polynomy s predpisem p(x) = ap € C, kde ag # 0.

Cislo z € C nazveme kofenem polynomu p € P, plati-li p(z) = 0. Rekneme, #e polynomy p, ¢ € P
se rovnaji, pokud plati Vo € C : p(z) = g(x). Diky faktu, ze kazdy polynom je jednoznaéné uréen
svymi koeficienty, 1ze vyslovit ekvivalentni tvrzeni, Ze polynomy se rovnaji, pokud se rovnaji jejich
koeficienty (u pfislusnych mocnin samoziejmé).

Véta 1.2 (Zakladni vlastnosti polynomu). Zdkladni véta algebry rikd, Ze kazdy nekonstantni komplexni
polynom md alespon jeden komplexni koren. Uvedeme nékolik upresnujicich tvrzeni platngch pro obecngy
komplexni polynom p stupné n > 0.

1. p md nejvyse n ruznych koreni. Oznacime-li je A1,..., i, existuji jednoznacné wurcend cisla
ni,...,n; € N (tzv. ndsobnosti korent) takovd, Ze Zle n; =n a plati
k
Ve e C:p(z) = ayp H(a: — )"
i=1

Tento zdpis nazgyvdme faktorizacti polynomu, nebo také jeho rozkladem na korenové cinitele.



2. Md-li p pouze redlné koeficienty, pak pro kazdé \ € C plati: Je-li X koven p, pak i X je korenem
p a oba maji stejnou nasobnost.

3. Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné md alesporni jeden redlny koren.

4. Md-li p pouze celociselné koeficienty a md-li alesporni jeden celociselny koren A, pak konstantni
koeficient polynomu aq je ndsobkem .

5. Kazdy polynom lze jednoznacne vydélit jinym nenulovym polynomem se zbytkem, tj.:

Vp,q €P,qg#0, dir,ze€P:(p=rqg+2) A (st(2) <st(q)).

Zduraznéme, Ze se zde nebudeme podrobnéji zabyvat natolik elementarnimi pojmy, jako je na-
sobeni polynomu a jejich déleni se zbytkem — v tomto spoléhdme na C¢tenare a jeho vzpominky na
diivéjsi faze vzdélavaciho procesu! Typickym tkolem v této Casti kurzu bude nalézani vsech korent
zadanych polynomu, tedy jejich faktorizace. Jak budeme typicky postupovat:

o (st(p) = —1) Nulovy polynom mé za koren vSechna komplexni ¢isla — trividlni.
o (st(p) = 0) Konstantni polynom (je nenulovy!) zddny kofen nema — trividlni.

o (st(p) € {1,2}) Pro linedrni a kvadratické polynomy je to snadné, mame k dispozici elementédrni

vzorecky,
p(z) = a1z + ag ar(z — A1) =M =-32,
p(CL‘) = 012562 +air+oayg = (1‘ — )\1)(56 — )\2) = )\172 = —onE 2(212_4(12&0

pricemz v kvadratickém pripadé lze také pouzit (i snadno odvodit) tzv. Viétovy vzorce:
ar =M, =AM+ A
o (st(p) € {3,4}) Pro kubické a kvartické polynomy vzorce sice existuji, ale pro svou slozitost jsou
pro nas nepouzitelné.
o Pro obecné polynomy se st(p) > 5 algebraické vzorce pro jejich kofeny neexistuji!
S polynomy stupné > 3 se budeme rutinné setkavat, jak tedy postupovat?
Priklad 1.3. Uvedme nékolik typovych prikladi s polynomem vyssiho stupné.

1. Necht p(z) = 2* — 322 — 4. Jde o tzv. bikvadraticky polynom, rovnici #* — 322 — 4 = 0 lIze Fesit
substituci t = z2, tedy t? — 3t — 4 = 0 s mezivysledkem ¢; = 4,ty = —1. Zpétna substituce vede
na dvé rovnice, 22 —4 =0 s feSenimi z; = 2,09 = —2 a 22 +1=0s feSenimi z3 = 1,Tq4 = —1i.
Tedy

a2t =322 —4 = (x—2)(x 4 2)(x —i)(x +1).

2. Necht g(z) = 23 —2? —z+1 ar(z) = 23— 322 +2x — 6. Pii trose trpélivosti lze u obou polynomi
rovnou odhalit jednoduchy rozklad na polynomy nizsich stupna (které pak uz faktorizujeme
trividlné)! Konkrétné,

—(z-D=2*(z—1)—(z—1)= (2= 1)(z—1)

(
(z —1)
r(z) =(z% +22) — (32 +6) = x(2® +2) — 322 +2) = (z — 3) (22 + 2)
(z — 3)(z — V2i)(z + V2i).

4



3. Necht s(z) = 2* + 23 — 622 — 42 + 8, z4dny piimocary rozklad na polynomy niz§iho stupné nas

pravdépodobné nenapada. Jelikoz jde o polynom s celociselnymi koeficienty, vyuzijeme bod 4.
véty — pokud mé polynom s néjaky celoc¢iselny kofen (v to upfimné doufdme!), pak jde o
délitele konstantniho koeficientu 8, kandidaty na koren jsou tedy +1, 42, +4, +£8.
Postupnym zkousenim ovérujeme kandidaty na kofeny, dokud neuspéjeme, oznacme nalezeny
koten jako \. Pak z ¢asti 1. a 5. véty vime, Ze lze polynom s vydélit beze zbytku, s(z) =
(x — A\)s'(x) a ziskat polynom s’ nizsiho stupné. Tento postup opakujeme, dokud neziskdme
kvadraticky polynom, jehoz rozklad je trivialni,

s(z) =2t + 23 — 627 — 4x + 8 (kandidati £1,+2, £4, 48, nalezeno A = 1)
=(x —1)(2® + 22% — 4x — 8) (stejnd kandiddti, 1 uZ neni korenem, nalezeno A = —2)
=(z —1)(z 4 2)(2? — 4) (rozklad zrejmiy, 2 je novy koren, —2 dvojndsobny)
=(z —1)(z — 2)(z + 2)*

1.3 Linearni rovnice

Necht x,y € R. Dvojici (, %) Ize interpretovat jako bod v R? zadany v pravotihlém soufadném systému
s pocatkem (0,0). Kazda linedrni rovnice o dvou nezndmych tvaru

a1x +agy =0,

kde a1, as,b € R a soucasné neplati a; = as = 0, urcuje primku v roviné — mnozina vSech jejich feseni
(x,y) tvori primku.
Necht je dana soustava vice rovnic o dvou neznamych,

a1,17 + a2y = by

a2.17 + a2.2y = ba

Am 1T + Qm 2y = by,

Pak hleddme dvojice (x,y), které spliuji vsechny dané rovnice, tedy body v roviné, které lezi na vsech
prislusnych piimkach soucasné (tj. v jejich pruniku). Zfejmé mohou nastat tfi moznosti,

1. neexistuje zadné feseni (primky se neprotinaji),
2. existuje pravé jedno FeSeni (protinaji se vSechny v jednom bodé),

3. TeSeni existuje nekoneéné mnoho a navic tvori primku (pokud vSechny rovnice urcuji jednu a
tutéz primku).

Podobné lze pracovat s trojicemi redlnych éisel, (z,y,z) € R3. Kazd4 linearni rovnice o tfech
neznamych tvaru
a1x + agy +azz = b,

kde ai,a0,a3 € R a souCasné neplati a; = as = ag = 0, urcuje rovinu v tiirozmérném prostoru s
pocéatkem (0, 0,0). Soustava vice takovych rovnic pak mize mit mnozinu feSeni rovnu prazdné mnoziné
(znacené ()), bodu, pfimce, nebo roviné.

Analogicky, byt s notnou dévkou predstavivosti, lze i s n-ticemi redlnych ¢isel (pro libovolné n
prirozené!), znacenymi (x1,x9, - ,x,), pracovat jako se souradnicemi bodu v n-rozmérném prostoru.
Pritom i tady lze body, ptimky, roviny, i dalsi objekty (které budeme v pokro¢ilé ¢asti kurzu nazyvat
linedrnimi varietami) popisovat pomoci soustav linearnich rovnic s nezndmymi xy, ..., Z,.



Piiklad 1.4. Naleznéte prinik nasledujicich dvou pifmek v R?:

pry =3 — 2z, qg:rz—2y=1.

ResSeni. Soustavu lze prepsat do standardniho tvaru

2v 4+ oy 3,
r— 2y = 1,

miuzeme ale rovnou dosadit z prvni zadané rovnice do druhé,

r—2y=1=2-2B8-22)=1 = bz-6=1=a=% = y=3-2.1 = y=

U=

Piimky se tedy protinaji pouze v jednom bodé a plati pNq = {(%, %)}

Priklad 1.5. Sestavte linearni rovnici, jejimz fesenim bude pifimka v roviné prochézejici body (1,1)
a (2,6).

Reseni. Hleddme rovnici ve tvaru p : ax + by = c¢. Ta mus{ platit, pokud dosadime (z,7) = (1,1)
a podobné pro druhy zadany bod, pritom nasimi nezndmymi jsou aktualné parametry a,b,c € R.
Dostavame nasledujici soustavu, kterou snadno vyresime, napiiklad vhodnym odecitdnim ziskanych
rovnic:

(L,l)ep a-1+b-1 =c a+b =c a+b =c a+b =c
= = = =
(2,6) €p a-2+b-6 =c 20 +6b—2(a+0b) =c—2c 4 = —c b =—-1%,
z ¢ehoz plyne a = % a b= —7. Jelikoz jsme pouzili obé zadané rovnice, posledni parametr ¢ € R

si muzeme libovolné zvolit, tedy napiiklad ¢ = 4 (pro ,hez¢i“ vysledek). Hledand primka je urcend
rovnici
p:br—y=4.
Piiklad 1.6. Naleznéte priinik nasledujicich dvou rovin v R3:
r:x+y=0, stz=ax—2y+3.
ReSeni. Z prvni rovnice plyne y = —x a po dosazeni do druhé dostavame z = ¢ — 2y + 3 = = —
2(—z) + 3 = 3z + 3. Jelikoz dalsi podminku nemdme, proménnou z € R lze zvolit libovolné, jako
tzv. parametr. Prinikem zadanych dvou rovin je tedy mnozina bodi, kterou lze zapsat napr. jako
rNs={(z,y,2) €ER®:y=—xAz=3z+3}.
Po kratké uvaze lze dojit k zavéru, ze se jednd o primku, kterou lze alternativné také zapsat
rNs={(t—t3t+3):te R} ={(0,0,3) +¢t-(1,-1,3): t € R},

pricemz k vysvétleni posledniho zvoleného zpiisobu zapisu se dostaneme pozdéji.



1.4 Podéitani modulo

Vsechny doposud provadéné vypocty, zapisy, problémy a tak déle se odehravaly v tzv. télese komplex-
nich ¢isel, které zna¢ime (C,+,-) — tim davame najevo, Ze pracujeme s prvky mnoziny komplexnich
c¢isel C, na které aplikujeme vypocetni operace + a -, obycejné sc¢itani a nasobeni. Ty splnuji jisté
vlastnosti/axiomy, ale o tom se dozvime vice az na prednaskach.

Prejdeme do ,,jiného svéta“, do jiného télesa. Necht p je prvocislo, tedy celé ¢islo p > 2, které je
délitelné ze vsech prirozenych c¢isel pouze jednickou a samo sebou. Budeme pracovat v télese

(Zp?+p7 'p)a kde ZP = {Oa 1a - D= 1}

a operace +p, -p se nazyvaji s¢itani a nadsobeni modulo p. Pro libovolné prvky =,y € Z, je vysledek
x +p Y, resp. T -p y, definovin jako zbytek souctu x + y, resp. soucinu z - y, po déleni prvocislem p.
Jedind zdanlivé problematickd operace je déleni, tedy presnéji feseni rovnice a -, x = 1 pro zadané
a € Zy. Prozradime, Ze je-li p prvocislo, tato rovnice méd vzdy pravé jedno reseni, tedy lze délit jedno-
znacné. (My budeme tuto rovnici fesit dosazovanim vSech prvki pro mald p, obecné Feseni nechdme
na predmét BI-ZDM.) Predevsim z tohoto divodu plati, Ze Z, je téleso, pravé kdyz p je prvodcislo.
(Zkuste odhalit, kterym prvkem nelze jednoznacné délit v Z4.) Nebude-li hrozit nedorozuméni, bu-
deme v dalsim pouzivat znaceni (Z,,+,-) pro téleso Z, s operacemi modulo p. Obé operace se daji
prehledné ilustrovat tabulkou, viz priklad

Priklad 1.7. Tabulky operaci +, a -, pro mald prvociselnd modula p:

4210 1 210 1

p=2 00 1 0[]0 0
111 0 110 1
+510 1 2 3 4 510 1 2 3 4
001 2 3 4 0j0 0 0 0 O

p=5 1|1 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 01 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
4 14 01 2 3 410 4 3 2 1

Priklad 1.8. V pokoji mame pét zarovek (znac¢ime z1,...,25) a pét vypinaca (znacime vy, ..., vs),

u vsech jsou mozné pouze dva stavy, vypnuto/zapnuto. Na zapojeni vSech zarovek jsme si najali
elektrikare, ktery je v rozverné naladé zapojil nasledovné:

¢ jsou-li vSechny vypinace vypnuty, nesviti ani jedna zarovka,

© v1 prepind zarovky z; a zo,

© vy prepind zarovky zo, z4 a zs,

© v3 prepind zarovky z; a z3,

© v4 prepind zarovky zo, z3 a z4,

& V5 prepind zarovky zo a zs.
Urcete, které vypinace musime zapnout, aby vsechny zarovky svitily.
Reseni. Oznacime-li stavy vypnuto/zapnuto jak u zarovek, tak u vypinac¢u 0, resp. 1, dostavame tilohu

v Zg ve tvaru soustavy linedrnich rovnic! Jelikoz zarovku z; ovladaji vypinace vy a v3 a my chceme,
aby svitila, dostavame rovnici v; +v3 = 1 (poc¢itani modulo 2 pfirozené koresponduje s pozorovanim z



redlného zivota, ze pokud néco dvakrit za sebou pfepneme, nic se vétsinou nestane). Totéz opakujeme
u dalsich zarovek a dostavame soustavu

U1 +u3 =1,
V1 +vg +v4 Hvs =1,
U3 +U4 =1 )

v +v4 =1,

() vy =1.

Tato soustava se da TeSit razné, s¢itdnim rovnic s vyuzitim faktu 1+1 = 0, nebo napriklad postupnym
dosazovanim. Zkusime druhy zptusob. Z posledni rovnice plyne vs = ve — 1 (coz je v Zg totéz jako
vs = v2 + 1), po dosazeni do ostatnich (do druhé rovnice) dostédvame

V1 “+v3 =1,
vy +vy =0,
vy +vg =1,

V2 +vg =1.

Proceduru opakujeme s vyjadienim vqy = vo + 1 ze ¢étvrté rovnice a dosazenim

U1 +vg =1,
U1 U2 =1,
V2 +U3 =0 )

z ¢ehoz uz rovnou zjistujeme, ze v = vg3 = v1 + 1 a zddnou dalsi podminku neméame. Zvolme v; za
parametr, muze nabyvat dvou hodnot, 0 nebo 1. V zavislosti na ném pak odvodime ostatni proménné:

vm=1=>vw=13=0=>nuu=1=v=1,
nN=0=>v=v3=1=v4=0=0v5=0.
Pozadované feseni tedy splinuje (v, v2,vs3,v4,v5) € {(1,0,0,1,1),(0,1,1,0,0)} a feSenim nasi pre-
kérni situace je sepnout budto soucasné vypinace 1,4 a 5, nebo soucasné vypinace 2 a 3.
1.5 Cviceni

Priklad 1.9. Pro kazdé z nasledujicich komplexnich ¢isel z € C vzdy zjistéte jeho velikost |z|, prevedte
jej do polarniho tvaru a vypocitejte zadané mocniny nebo odmocniny:

a) z=1+i 22=7 23=? d) z=1: ¥z=7 Yz="
b) z=1i: /z2=7, Jz="
c) z=+34i: 22=7 23=" e) z=—-1: ¥z2=2 Yz="

bi = vA(cos(X) +zsm<%>>
ReSeni. a) i) =2 cos(§) +isin(g)) = 2i,
)3 _ Q\f(cos(:ﬂw) + zsm(f)) = -2+ 24.

cos(§) +isin(%)),
cos(§ + km) +isin(§ + km)) G{iﬁ( —I—i)},

1
1
1(cos(E + Zkm) + isin(% + 2km)) E{:l:‘[ S0, —1}.

Z
$§@
I

1
(1+
(1+
(cos(2)
(
(



V3 i = 2(cos(§) +isin(§)),
) (V3412 =4(cos(E)+isin(E)) =2(1+V3i),
(V3+1i)* =8(cos(%)+isin()) = 8i.
1 =1(cos0+ isin0),
d) V1 =1(cos(0+ 2km) +isin(0+ 2km))  €{1,—5+ @z},
V1 =1(cos(0+ tkr) +isin(0+ skm)) € {£1,+i}.
-1 =1(cosm+isinn),
e) V-1 =1(cos(%+ 2km)+isin(Z + 2km)) €{i+ @i, —1},
V-1 =1(cos(§ + $km) +isin(Z + 1km)) € {i?(l +i),:|:§(1 —1)}

Priklad 1.10. Vyjddiete nasledujici komplexni ¢éisla ve tvaru a + bi (Tip: k vypoctu éisla tvaru %

vyuZijte vlastnosti z - Z = |z|?):

a) 3, c)
1
ReSeni. a) %‘H =3 — ki, c)
1 _ 3 2
b) 3% = 13 — 13% d)

3430

10

31

1 _ 3, 4.
35 — 25 T a5b
10 _ 1 _ a:
31 — —1— 3.

Priklad 1.11. Najdéte vsechny kofeny (i s jejich ndsobnostmi) nésledujicich polynomii:

a) x4 4z’ + 1 — 6, e)
b) a3 —32% + 3z — 1, f)
c) a3 —Tz? + 162 — 12, g)
d) z* -1, h)
Reseni. a) 23+42?+2—6 = (24+3)(z+2)(z— e)

1)

mé t¥i jednoduché koreny —3, —2, 1.

b) 23 -3z +3z—-1=(x—1)3
ma jeden trojnasobny koren 1.

c) 2% — 72?4+ 162 — 12 = (z — 2)?(z — 3) 8)
mé dvojnasobny kofen 2 a jednoduchy 3.
d) 2 —1=(z+1)(z—1)(x+19)(x —1) h)

mé Ctyti jednoduché kotreny +1, 4.

x® — 23 — 2x,
xt + 222 + 1,
zt — 223 — 922 + 18z,

zt — 223 4+ 22 — 1.

2’ 2% =2z = x(z+V2)(z—V2)(z+i)(z—1)
mé pét jednoduchych kofent 0, +v/2, +i.

rt 4222 + 1= (2 +0)%(z —19)?
mé dva dvojnasobné koreny =i.

2t =223 - 922 + 18z = z(z—2)(z —3)(z +3)
mé Ctyti jednoduché koreny 0,2, £3.

ot 223 422 1= (x+1)(z—1)3
ma jednoduchy kofen —1 a trojndsobny 1.

Piiklad 1.12. Naleznéte priniky nésledujicich dvojic pfimek v R?:



p: x—3y=2, p: r—y =2,

a
)q: 2z +y =1 q: 2y—2z=3.

Reseni. a) {(2,-2)} b) 0

P¥iklad 1.13. Naleznéte priniky nasledujicich dvojic/trojic rovin v R3:

)p: r+2y+z=1, )p: z+y—z=1,

a c

o: 20 + 2z =5 —4y. o: 3r+2z=5.
p: 20 —y—2=0, p: r—y+z=1,

b) o: r+2y =1, d) o: Yy—x+z=2,
T: y+z=2_8. T: 2x—-2y+1=0.

Reseni. a) 0, b) {(4,-3.2)}, o {(z.5 32,3 -32), 2eR}, d) {(z,2+1,3), zeR}.
Priklad 1.14. Sestavte rovnice

a) piimky v R? prochazejici body (0,1) a (3, 3),

b) piimky v R? prochazejici body (—1,1) a (2,10),

¢) roviny v R3 prochazejici body (1,1,0), (1,0,1) a (0,1,1),

d) roviny v R3 prochazejici body (2,0,0), (0,—1,1) a (0,1,1).

ReSeni. a) 2r —3y=-3, b)3r—y=—-4, )r+y+z=2, dz+22=2.

Priklad 1.15. Vyfteste nasledujici soustavy rovnic:

Tt+y+z=1, Tty =2,

a) Pro x,y,z € Zs: Y d) Pro z,y,z € Zs: Y

y+z2=0. y+z=1
x+y=1, x+2y+z=0,

b) Pro z,y,z,t € Zs: r+t=0, e) Proz,y,z € Zs: y+z=1,
r+z+t=1. r+z=2.
r+y+t=1, r+y+z+t=0,

c) Pro z,y,z,t € Zs: x+t=0, f) Pro z,y,z,t € Zs: y+z=1,

y+1t=1. z+t=1.

Reseni. a) v Zo: (2,y,2) € {(1,0,0),(1,1,1)},
) : (x,y,2,t) € {(0,1,1,0),(1,0,1,1)},
) : (z,y,2,t) € {(0,1,0,0),(0,1,1,0)},
d) v Zs: (z,y,2) € {(1,1,0),(2,0,1),(0,2,2)},
) t(z,y,2) €{(0,2,2)},
) : (x,y,2,t) € {(2,0,1,0),(1,1,0,1),(0,2,2,2)}.
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2 Matice a soustavy linearnich rovnic

Znacdeni:

¢ aij = Aij ...........

o AT ¢ Rv™

2.1 Zaklady maticového poctu

nulovy vektor v R™! 6 = (() 0

mnozina vSech redlnych matic o m fadcich a n sloupcich
prvek matice A v itém Ttadku a jtém sloupci

matice transponovand k A € R"™"

O)T

Zavedené operace s¢itani matic a nadsobeni matice ¢islem jsou jednoduché, definované tzv. po slozkach.
Definici maticového nésobeni radéji pripomeneme. Necht A € R™"™ a B € R™P (s prvky znacenymi

poporadé a;j, resp. b;;) pro néjakd m,n,p € N, pak pro soucin téchto matic plati AB € R™? a

Vi€, Vjep: (AB);j =D amb; -

k=1

Doplnme jesté zakladni vlastnosti danych tfi operaci, kde vzdy predpokladdame o € R a matice
A,B,D s takovymi rozméry, ze vSechny vyrazy nize maji smysl:

1. A+B=B+A,

2. A+ (B+D)=(A+B)+D,
3. a(A+B) = aA + aB,

4. A(BD) = (AB)D,

5. A(B+ D) = AB + AD,

6. (A+B)D = AD + BD,

7. a(AB) = (¢A)B = A(aB),
8. (AB)T = BTAT.

Priklad 2.1. Pro zadané realné matice

1 -1 -1 0 —1
),15%:210,1]):22
0

5 3 0

vypoctéte néasledujici soudiny a soucty (jsou-li definovany):

a) AB
b) BA
c) AD
d) DA

Reseni.

e) BD i) BDA
f) DB j) BAD
g) ABD k) AD + B
h) DBA 1) DA +B

11



7 2 -1 4 —6
a) AB‘(% 14 0)’ 8) ABD_(% 4)’

b) BA neni definovan, h) DBA neni definovén,

¢) AD = (i 156>, 2 18 24
)BDA=|2 6 0 |
0 -2 —4 6 20 4
dDA=[2 10 8|, , , /
0 6 12 j) BAD neni definovan,
—92 _§6 k) AD + B neni definovan,
e)BD=|2 0|,
61 1 -3 -5
) DA+B=1]4 11 38
f) DB neni definovan, 5 9 12

Priklad 2.2. Pro matici A = <é 1) € R?? odvodte predpis pro obecnou mocninu A", kde n € N.

Jeho spravnost dokazte.
Reseni. Postupnym napocitavanim mocnin A",

(11 , (1 2 5 (13
A_<01,A_01,A_01,...

dojdeme k podezreni, ze by mohlo platit
n? (1 n

Toto podezreni dokdzeme matematickou indukci, dikaz provedeme ve dvou krocich:

1. Zakladni krok: Pro volbu n =1 je tvrzeni A" = <(1) T) trivialné splnéno.

2. Indukéni krok (plati-li tvrzeni pro libovolné n > 1, plati i pro n + 1): Pfedpoklddejme, ze plati

1
A" = <O Tf) Pak jednoduse odvodime (I P zna¢i pouziti indukéniho predpokladu), ze
ni1def o ppip (1 1Y (1 n) [1 n+l
A = AATE (0 1/\0 1) \oO 1 ’
tedy tvrzeni plati i pro n + 1 a nase hypotéza je dokazana pro kazdé n € N.

2.2 Soustavy linearnich rovnic, GEM

V nésledujici ¢asti budeme témétr vyhradné fesit soustavy rovnic (obecné soustavy m rovnic pro n
neznamych, kde m,n € N jsou libovolné), ve tvaru
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a1y + apre + - 4+ apr, = b

ag1r1  + axry + o+ aTp, = be
am1T1 +  am2Z2 + 0+ Ampln = by,
pfi¢emz namisto x1,za, ..., T, lze ¢asto (pfi ,malém konkrétnim® n) nezndmé znacit bez pouziti

indexq, tj. x,y, z,t,....
Resenou soustavu budeme vzdy zapisovat v maticovém tvaru. Oznacime-li

a1 a2 - Qip 1 b1
a1 a2 - a2, 2 bo

A=| o | eR™ x=| | eRrR™, b=| | eR™,
Aml am2 - (amn Tn bm

dand soustava je pak (diky maticovému nasobeni) ekvivalentni rovnici
Ax=D.

P1i samotném Teseni pak pracujeme s rozsirenou matici soustavy, tedy pouzivime zapis

ail a2 - Qi | b1

a1 a2 -+ a2 | ba
(ADb)=

aml G@m2 *** Qmn | bm

Na ptrednésce jsme dosud neprobrali vSechnu potifebnou teorii ke struktufe mnoziny vsSech feseni
soustav tvaru Ax = b, z riznych pozorovani, kterd jiz mame k dispozici, jmenujme alespon toto: Je-li
X néjaké resent soustavy Ax = b, potom pro tuto soustavu plati, Ze S = X + Sy, kde Sy je mnozina
vsech reseni pridruZené homogenni rovnice Ax = 6.

Proto kdykoliv bude v této ¢asti zadano ,,vyresit soustavu linearnich rovnic*“, slovo vyresit budeme
chapat v nasledujicim vyznamu:

1. Poznat, zda mé soustava alespon jedno feseni nebo nemé feseni zadné.
2. Poznat, jestli ma dand soustava pravé jedno feseni nebo jich ma nekonec¢né mnoho.

3. V pripadé, ze ma soustava pravé jedno reseni, toto reseni nalézt.

S

. 'V pripadé, ze ma soustava vice nez jedno TeSeni, nalézt jich co nejvice.

K ovéreni fesitelnosti a snadnému hledani feSeni budeme pouzivat Gaussovu elimina¢ni metodu
(GEM), spocivajici v opakované aplikaci tii elementarnich tprav,

(G1) prohozeni dvou radki,
(G2) vynésobeni jednoho fddku matice nenulovym ¢islem,
(G3) pricteni libovolného nésobku jednoho fadku k jinému,

na rozsifenou matici soustavy (tim neménime mnozinu FeSeni), s cilem pievést ji do tzv. hor-
niho stupniovitého tvaru, viz. nasledujici definice. Aplikaci tprav (G1) — (G3) muzeme znacit budto
jednoduse vlnovkou ~, nebo podrobnéji viz. priklady nize.
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Definice 2.3. O matici D € R"™" rekneme, Ze je v hornim stupriovitém tvaru, jestliZe vsechny

radky jsou nulové, nebo existuje k € {1,...,m} tak, Ze 7adky 1 aZ k matice D jsou nenulové a radky
k+1 aZm jsou nulové a jestlize plati ndsledujici:
Oznacme pro kazdé i € {1,2...,k} index nejlevéjsiho nenulového prvku v itém radku jako ji, tj.

ji=min{f € {1,...,n} | Dy # 0}.

Potom plati 1 < j1 < jo < -+ < Jg-

Je-li matice v hornim stupniovitém tvaru, potom sloupcim s indexy ji,7jo,...,Jr Tikdme hlavni
sloupce, ostatnim rikame vedlejsi sloupce.

O soustavé Ax = b rekneme, Ze je v hornim stupriovitém tvaru, pokud matice této soustavy (A | b)
je v hornim stupnovitém tvaru.

Resitelnost soustavy, pripadné pocet jejich feSeni, vyhodnotime pfimo z horniho stupnovitého
tvaru dle nasledujici véty. Samotna feSeni nalezneme postupnym vyhodnocovanim piislusnych rovnic
odspoda nahoru.

Véta 2.4. Méjme soustavu linedrnich rovnic Ax = b, kde A € R™"™ a matice (A | b) je v hornim
stupmiovitém tvaru. Pak nastdvd prdve jeden z ndsledujicich pripadi:

(i) Je-li posledni sloupec matice (A | b) hlavni, soustava nemd resent.
(ii) Je-li posledni sloupec matice (A | b) jeding vedlejsi sloupec, md soustava pravé jedno resent.

(iii) Je-li posledni sloupec matice (A | b) vedlejsi a existuje-li jesté jiny vedlejsi sloupec, md soustava
vice nez jedno resend.

Priklad 2.5. Vyteste v R soustavu

r + 2y — 3z = 1,
r — Yy + t = -1,
2y — 2z = 3,

2r + y + =z + t = 0.

Reseni. Soustavu prevedeme do maticového tvaru a upravujeme pomoci GEM, jejiz kroky budeme
v tomto prikladu podrobné popisovat. Poznamenejme, ze neexistuje jediny mozny zptisob postupu —
milzeme se pouze snazit o ,rozumny“ postup, predevsim s cilem vyhnout se zbytec¢né velkym koefici-
enttim a zlomktm v matici soustavy.

1 2 -3 0 1 1 0 -1 0]-2 1 0 -1 0]-2
1 -1 0 1|-1 G, 1 -1 0 1]-1 G3 0 -1 11 1
0 -2 0 3| i1-v3 |0 2 -2 0 3| r2—i1ia—2+r1 | O 2 =20 3
2 1 11 0 2 1 11 0 0 1 3 1 4
1 0 -1 0| -2 1 0 -1 0] —2
G2 01 -1 —-1|-1 G3 01 -1 —-1]-1
—1+2 |0 2 =2 0 3| 3-2s«i2ia—i2 |0 O 0 2 5
01 3 1 4 0 0 4 2 5
1 0 -1 0| -2 1 0 —1 0] -2
G1 01 -1 —-1|-1 _G3 01 -1 —-1|-1
32 |0 0 4 2 5| #3-v4 [0 O 4 0 0
0 0 0 2 5 00 0 2 5
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Vyslednd matice je v hornim stupnovitém (dokonce trojihelnikovém) tvaru, ma jediny vedlejsi
sloupec (ten posledni) a ma tedy préaveé jedno reseni. Vyhodnocovanim rovnic a postupnym dosazovanim
odspoda nahoru dostavame

Priklad 2.6. Vyteste v R soustavu

3 — y — =z = 2,

r — y + t = 9,

y — 2z + 2t = 0,

- + 3y — =z — 4 = -1

Reseni. Postupujeme obdobné,

3 -1 -1 0] 2 1 -1 0 1 5 1 -1 0 1 5
1 -1 0 1 ) G1 3 -1 -1 0] 2 G3 0O 2 -1 —-3|-13
0 1 -2 2 0] e 0 1 -2 2 0] re—3f1,ra+51 |0 1 -2 2 0
-1 3 -1 —4|-1 -1 3 -1 —4|-1 o 2 -1 -3 4

1 -1 0 1 5) 1 -1 0 1 5
G1 0 1 -2 2 0 G3 0 1 -2 2 0
213 |0 2 —1 —-3|—-13]| #3-2i24-2r2 |0 0 3 —7|—-13
0 2 -1 -3 4 0 0 3 =7 4
1 -1 0 1 5
_G3 | 0 1 -2 2 0
fa—r3 | 0 0 3 —=7|-13
0 0 0 0 17

Jelikoz je posledni sloupec rozsirené matice soustavy hlavni, posledni rovnice (a tedy i celd soustava)
nema reseni.

Priklad 2.7. Vyteste v R soustavu

z + 3y — z + 4 = 3§
T + y - z — 2t = 2
z + Ty — z + 16t = 20.
ReSeni.
13 -1 4] 8 11 -1 —2] 2 11 -1 -2/ 2
11 -1 -2 2| 5113 -1 48| —=L Slo2 o 6|6
17 -1 16/20) ™2 \1 7 -1 16|20/ = g 6 0 1818
11 -1 -2/ 2 11 -1 —2]2
GQV01033%>01033
V22 \g 6 0 1818/ ® %2 oo 0 0o

Jelikoz rozsifena matice soustavy méa vice nez jeden vedlejsi sloupec a posledni sloupec je jed-
nim z nich, soustava méa nekone¢né mnoho feseni. Z tvaru soustavy vidime, ze pokud si libovolnym
zpusobem zvolime proménné z,t € R, zbylé dvé bude mozné dopocitat. Z druhé rovnice dostavame
y=3—3tazprvni rovnice vt =2 —y+2+2t=2—(3—-3t)+ 2+ 2t = —1 4 z + 5¢t. Nemame sice
dokazano, ze takto najdeme vSechna reseni, mizeme alespon tvrdit, ze

S2O{(-1+z+5t3—3tz21t), kde z € Rt € R}.
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Priklad 2.8. Naleznéte polynom p s redlnymi koeficienty stupné nejvyse 3 takovy, ze plati p(0) = 1,
p(1) =0,p (1) =0a p'(—1) =0 (' znadi derivaci realné funkce).

Reseni. Kazdy polynom stupné nejvyse 3 je tvaru p(r) = az® + bx® + cx + d pro a,b,c,d € R.
Trividlné pro kazdé realné x plati p'(z) = 3ax?+2bx+c. Dosadime-li tento tvar do zadanych podminek,
dostavame soustavu rovnic s nezndmymi a, b, c,d € R:

p(0)=1 = d=1,
p(1)=0 = a+b+c+d=0,
pP(1)=0 = 3a+2b+c=0,
P(-1)=0 = 3a—2b+c=0.

1

Jejim jedinym fesenim (to snadno ovérime) je Ctvefice (a,b, ¢, d) = (3,0, —%, 1), tedy hledany polynom
maé predpis

Ve e R: p(x):%x3—%x+1.

2.3 Konecna télesa

Prakticky vse, co jsme si fekli o maticich z R™" plati i pro matice s prvky z obecného télesa T'. Mnozinu
matic typu m X n znac¢ime analogicky T ™. Operace s¢itani, nadsobeni prvkem z T a nasobeni matic
definujeme téz naprosto analogicky, pouze namisto s¢itani a ndsobeni redlnych ¢isel pouzivame s¢itani
a nasobeni definované v daném télese T

Priklad 2.9. Uvazujme nésledujici matice:

1 1 21
A=|2]ezd', B=(2 3 4) ez}’ D=|2 3 0|ecz}’
3 4 4 2
Vypoctéte nasledujici souciny a soucty (jsou-li definovany):
a) AB e) BD i) BDA
b) BA f) DB j) BAD
c) AD g) ABD k) AD + 3B
d) DA h) DBA 1) DA +4A
5 2 3 4 ¢) BD= (4 4 0),
ResSeni. a) AB= |4 1 3|,
1 4 2 f) DB neni definovén,
4 4 0
b) BA = 1524535245453 =
) (1 515155) g) ABD=[3 3 0],
(2451+52) = (0) e 3", 5 9 0
¢) AD neni definovano, h) DBA neni definovan,
3 i) BDA = (2),
d) DA= (3],
3 j) BAD neni definovan,
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k) AD + 3B neni definovan, 2
1
3 1 3 4 0
) DA+4A= 3| +4|2|=|3|+|3]|=
3 3 3 2

Opét naprosto stejné, jako jsme Tesili soustavy rovnic v R, muzeme resit soustavy v libovolném
télese T. Musime jenom myslet na to, ze se mohly zménit aritmetické operace.

Priklad 2.10. Vyfteste soustavu s rozsirenou matici

2 2 1|2
31 3|3|ezd!
40 3|1
Reseni
2 2 12 2 2 1|2 2 2 1|2 2 2 1|2
31 33| —< (o3 4j0] 5|01 1]|2]-35]01 1|2
4 0 311 2411,713+3-11 01 112 12613 0 3 410 134212 00 14

Tato matice je v hornim stupnovitém tvaru a posledni sloupec je jediny vedlejsi, ma proto jediné
feseni. Oznac¢me si nezndmé jako x,y,z € Zs. Potom z posledniho fddku mame z = 4, po dosazeni
do druhého mame y +54 = 2, z ¢ehoz plyne y = 3 a konecné po dosazeni do prvniho ziskavame
252451454 =2, coz znamena, ze x = 1.

Priklad 2.11. Vyfeste soustavu s rozsitenou matici

Reseni.
2 3 4 3|1 G3 2 3 4 3|1
32 0 1]1) vo9¥¢1 \O 0 4 4|2/
Tato matice je v hornim stupnovitém tvaru a vedle posledniho sloupce ma jesté dalsi dva vedlejsi, sou-

stava proto bude mit vice nez jedno feSeni. Oznacme si nezndmé z,y, z,t € Zs. Najdeme partikularni
feseni: polozme napt. y =t = 0, potom nutné z = 3 a x = 2. Mame tedy

(2,0,3,0) € S.

Naleznéme néjaka feseni pridruzené homogenni soustavy. Polozme y = 0 a t = 1, potom nutné musi
byt z = 4 a = 3. PoloZzme naopak y = 1 a £ = 0, potom nutné musi byt z = 0 a x = 1. Dostavame
tedy

(1,1,0,0),(3,0,4,1) € Sp,

z ¢ehoz plyne, zZe
(2’ 07 37 0) + a(l? 1707 O) + 6(37074’ 1) E S

pro vSechna «, 3 € Zs. Celkem jsme nalezli 25 ruznych feseni (jak pozdéji uvidime, vice jich nenf).
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2.4 Cviceni

Priklad 2.12. Vypoctéte souciny AB a BA (jsou-li definované) pro matice

1
2
A:(l 1 .- I)ERI’”, B=|3]|eRr,
n
kde n € N je libovolné.
Reseni.
1 1 1
2 92 ... 9
AB= (nn) erM,  BA=|. T |erm
n n n

Priklad 2.13. Pro zadané redlné matice odvodte predpisy pro jejich nté mocniny (n € N). Spravnost
vasich odhadu dokazte.

N CIRA N 111
a>A‘<1 o)’ A= dD=]0 1 1|, D=2
0 01
b) B = <_21 (1)>’ B =t cosp —sing
e) E= |, , E"=?
singp  cosp
¢) C= 11 cn —9 (spise pro odvdziné s povédomim o soucto-
S\l 1) - vyjch vzorcich pro sinx a cosz)
< L+ (=)™ 1—(=1)" 1 n 2ifn
n_1 2
Resenl. a) A 2 (1 _ (_1)71 1 + (—l)n d) ]D)TL — 0 1 n ,
0 0 1

(1ze rozepsat zvlast pro n suda a lichd),

-n 1l-n sin(ny)  cos(ny)
2n—1 2n—1

c) C" = < -1 —1)
2” 2TL ’

Poznamka 2.1. Visledky uvedené u cvicend nize je treba brdt s rezervou, a to ze dvou duvodi. Jednak
vZdy uvddime mnoZinu vSech resent, ackoli se to po nds v této kapitole nevyzZaduje, jednak se bezné
stava, ze riuzné postupy vedou k ,riuzné vypadajicim “ visledkim, ackoli jsou vSechny sprdvne! Tento
problém nejedinecnosti zapisu mnoZiny resenti si ovsem vysvétlime aZ pozdéji na prednaskdch — budeme
potrebovat pojmy jako podprostor, bize, ¢i dimenze.

b) B" = <n+ 1 n )7 ¢) En = <cos(ngo) —sin(ng@))

Priklad 2.14. Vyteste v R nésledujici homogenni SLR:
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EjL)9:17—|—3y—z:0, -z + vy + z +t + v = 0,
ox — 2y — 3z = 0. r — y + z + t + u = 0,
c) z +y — 2z +t + u = 0,
b) 3z + 'y - 2 =0, xr + vy + z +t — u = 0.
—2x — 4y + bz — 9 = 0.
ReSeni. a) Nekoneéné mnoho feseni, S = {(z, —2x,3z) | € R}.
b) Nekoneéné mnoho feseni, S = {(—32,32,2,0) | 2 € R}.
c¢) Jedno feseni, S = {(0,0,0,0,0)}.
Priklad 2.15. Vyfteste v R nasledujici nehomogenni SLR:
a)x+y+z = 2, x + 2y + 3z + 4t = 11,
r —y + z + t = 1 C)2x+3y+4z+ t = 12,
3 + 4y 4+ z + 2t = 13,
22 — ¥y + 2z - 3 = 4 dr + y + 22 + 3t = 14
b) 2% + y — 2z + t = 1,
3r — 2y + 2z — 3t = 2,
S + y — 2z + 2t = -1

Reseni.  a) Nekoneéné mnoho feseni, S = {(2 —y — 2,9, 2, —1+2y) | y, 2 € R}.
b) Reseni neexistuje, S = 0.

c) Jedno feseni, S = {(2,1,1,1)}.

Priklad 2.16. V nasledujicich bodech vzdy naleznéte néjaké polynomy daného maximalniho stupné

(redlné proménné s redlnymi koeficienty), spliiujici zadané podminky ( ’ znaéi derivaci realné funkee).
a) polynom p nejvyse kvadraticky takovy, ze Vo € R: p(z) = p(x + 1),
b) polynom ¢ nejvyse kvadraticky takovy, ze ¢(1) =1 a ¢'(1) =1,

¢) polynom r nejvyse kubicky takovy, ze r(0) =3, (1) =1, 7'(1) =0 a r"(1) = 4.

ReSeni. a) p je libovolny konstantni polynom, tj. p(z) = ¢ € R,
b) q(z) = cx? + (1 — 2¢)z + ¢ (pro kazdé = € R), kde ¢ € R lze zvolit libovolné,

c) r(z) = 22? — 4z + 3 (pro kazdé = € R).

3 Zakladni pojmy linearni algebry

Znaceni a zkratky:

O VP zkr. pro vektorovy prostor
O P CCV P je podprostor vektorového prostoru V'
RO S soubor vektort délky n
R e linedrni obal souboru (z1,...,z,)
o LIN/LZ o zkr. pro linedrné nezdvisly/zdvisly



3.1 Vektorovy prostor a podprostory

Podprostor je takova podmnozina VP, kterd je, stejné jako VP samotny, uzaviend vici obéma bindrnim
operacim VP (které tradiéné zna¢ime + a -):

Definice 3.1. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a necht ) = P C V (P je neprdzdnd
podmnoZina V). Rikdme, Ze P je podprostor prostoru V , prdvé kdyz plati:

1. Vxe,ye P:x4+y€ P,
2. VaeT,Vx e P:ax € P

Vztah byt podprostorem “ pak znacime
pPccV.

Priklad 3.2. Pro nasledujici mnoziny M C R* rozhodnéte, zda se jedna o podprostor R?.

4 _ _
a {(z1, 2, 3, 24) € R* | x1 = 29 + 323, T2 = —24},

o

R4 ’ 1 < .732},

{ XL1,X2,T3,T4

c T1, T, T3,74) € RY | 21 # x9, 3w3 = 24},

{
{

{27 Z2,X3,T4 R4|l‘1:0},

iiiiiii
[

f

{(z1, 22,73, 74) € R* | 11 = 2973},

) ( )
) ( 1) €
) ( 4)
d) (71,72, 73,24) ER* | 21 = 1, 19 = 13 = 74},
) ( 4) €
) ( 4)
) ( ) €

g = {(21, 29,23, 24) € RY | |21| = |22], |23| = |24}

ResSeni. Uvazujme mnozinu M z bodu a): pokusime se ukdzat, ze se jednd o podprostor. Necht
r = (z1,22,23,24),y = (Y1,%2,Y3,y4) € M. Dle definice musi pro M platit, ze = + y je také z M,
ovéime, zda to skutecné plati: dle definice s¢itani vektort v R* mame

T4y = (r1+y1, 02+ Y2, 23 + Y3, T4 + Y4).

Aby tento vektor byl v M, musi spliiovat podminku, Ze jeho prvni souradnice je rovna souctu druhé
a trojnasobku treti, neboli:

x1+y1 = (x2 +y2) + 3(x3 + y3) = (z2 + 323) + (y2 + 3y3).

Tato rovnost ziejmeé plati diky tomu, ze x,y jsou z M, a tedy jisté x1 = zo + 33 a y1 = y2 + 3ys.
Analogicky ukazeme, Ze je pro x +y splnéna i druha podminka, tedy Ze ¢tvrta soutradnice je rovna
druhé s opa¢nym znaménkem, tedy ze

o +y2 = — (24 + y4).

Platnost této rovnosti je opét primym duisledkem toho, ze pro z,y € M plati x9 = —x4 a y2 = —ya.
Zbyvéa ukdzat, ze pro viechna o € R je ar € M. Jelikoz dle definice ndsobeni vektoru ¢islem v R*
plati
ar = (ax1, axs, ax3, aTy),

musi platit

ar) = axy + 3axs = a(re + 33),
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to ale opét o¢ividné plati, diky tomu ze x € M a tedy 1 = x2 + 3x3. Ze je splnéna i druha podminka
z definice M, tedy ze axe = —(aury), si laskavy ¢tenar dokaze sam.

Pro mnozinu M z bodu b) ukazeme, Ze netvori podprostor. Kdyz chceme ukazat, ze néco neplati,
je mozné odbyt cely dukaz nalezenim protipfl'kladtﬂ v tomto pripadé si snadno muzeme vsSimnout, ze
napt. (1,2,3,4) do mnoziny M patii, ale jeho —1 nasobek (—1,—2,—3,—4) jiz nikoli a o podprostor
se tedy nejednd. Jesté kratsi argument je poukdzat na to, ze v M nelezi nulovy vektor (0,0,0,0), a
tedy se nemuze jednat o podprostor.

Shriime si spravné odpovédi na otdazku ,Je M podprostor?*:

a) ano, b) ne, ¢) ne, d) ne, e) ano, f) ne, g) ne.

Priklad 3.3. Necht A € T"" je matice s prvky z télesa T'. Oznac¢me Sy C T™ mnozinu feseni rovnice
Ax = 6. Dokazte, ze Sy je podprostor T™.

Reseni. Dikaz je jednoduchym dtsledkem vlastnosti operaci nasobeni a sc¢itdni matic a nasobeni
matice Cislem.

Piiklad 3.4. Pro nasledujici mnoziny M C T2 a télesa T rozhodnéte, zda se jedna o podprostor 73,
M ={(0,0,0),(1,1,1)} a T = Zo,
b) M ={(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2)} a T = Zs,

(1,

)
)
¢) M = {(0,0,0),
)

1,0,0),(2,0,0),(3,0,0),(4,0,0)} a T = Zs,
d) M = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a T = Zj.

Je-li M podprostor, pokuste se najit matici A € T"" odpovidajicich rozméri, aby M odpovidalo
mnoziné reseni soustavy Ax = 6.

ResSeni. M z bodu a) je zrejmé podprostor. Abychom nasli matici A, vsimneme si, ze mnozinu M
miizeme charakterizovat jako mnozinu vektorti (1,2, 23) ze Z3 takovych, Ze vSechny jejich slozky
jsou stejné, tedy x1 = x2 = z3. To muzeme zapsat pomoci dvou rovnic 1 +2 22 =0a x99 23 =0 a
odtud uz vidime, Ze hledand matice je
110
A= .
<0 1 1)

Pro bod b) je situace stejna: jednéd se o podprostor a i hledand matice A se ziskd podobné (jen je
tieba si uvédomit, ze x; = x je ekvivalentni s x1 4+ 2z9 = 0):

1 20
A_<0 1 2)'

M z bodu ¢) je také podprostor, matice A je napt.
010
A= (0 0 1) ’

Poznamka 3.1. Videli jsme, Ze mnozina reseni homogenni soustavy vidy tvori podprostor a v pred-
chozim priklade jsme si naznacili, Ze k podprostorum je nékdy mozné najit homogenni soustavu, jejiz
mnozina resent je shodnd s danym podprostorem. Pozdeéji si ukdZeme, Ze takovou soustavu umime najit
pro libovolny podprostor T™ pro libovolné teleso T a libovolné prirozené n.

M 7 bodu d) neni podprostor.

!Diikaz platnosti néjakého tvrzeni pomoci ,propiikladu® je naopak striktné zapovézen!
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3.2 Linearni (ne)zavislost

Zakladnim pojmem nésledujicich cviceni bude pojem linearni kombinace souboru (z1,...,zy,): fek-
neme, ze vektor z je linedrni kombinaci souboru (x1,...,x,), jestlize existuji koeficienty aq,...,ap,
z prislusného télesa tak, ze

n
xr = Z G5
i=1
Priklad 3.5. Cemu se rovnd linearni kombinace souboru vektort
((1,1,1),(2,3,0),(2,1,0)) C R?

s koeficienty 1,2 a 37
Jak se odpovéd zméni, jestlize se presuneme do VP Z3?

Definice 3.6. Necht (x1,...,x,) je soubor vektori z V. Rekneme, Ze (x1,...,7,) je linedrné nezd-
visly (LN) soubor, privé kdyz pouze trividlni linedrni kombinace tohoto souboru je rovna nulovému
vektoru 0. V opacném pripadé nazgvdme soubor linedrné zdvisly (LZ). Jingmi slovy:

o (x1,...,zy) je LN &

Vai,...,an €T : (Zaimizﬁé(Vieﬁ)(ai:m)

i=1

o (T1,...,xy) je LZ <
n
Jaq, ..., € T,Ak € Ry ap #£0: (Zaixi=9>
i=1

Priklad 3.7. Rozhodnéte, zda nasledujici vektory tvoii LZ, nebo LN soubor:

a) (1,3,0,—1),(0,2,—1,4),(1,—5,7,—2) v prostoru R*,

o

C

o,

@

1,2,3),(2,3,1),(1,1,1) v prostoru Zg pro prvodislo p > 5,

) (
) (
) (
) (
) (
f) (

i,1,1+14),(2,2+1,0),(0,3 — 3i,7) v prostoru C3.

Reseni. Postup pii fesen{ takovychto piikladi si ukdZeme na souboru vektori z bodu a). Dle definice
LN resp. LZ souboru potfebujeme rozhodnout, zda

n
Z a;T; = 0
=1

mé jediné feseni (a; = 0 pro vSechna i je jisté vzdy TeSeni). Tuto rovnici ale v pripadé vektorovych
prostorid T™ umime vyjadrit maticové jako

Ax =0,
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kde A vznikne tak, ze vektory x; az x, napiSeme do sloupcu. Pro vektory (1,3,0,—1),(0,2,—1,4) a
(1,—5,7,—2) tak dostavame soustavu s rozsifenou matici

=~ = N O
|

o W
|

[NCIIEN ) G

S O O O

Pomoci GEM snadno zjistime, Ze soustava ma jediné feseni (0,0,0) a soubor je tedy dle definice LN.
Vysledky pro ostatni body ziskdme podobné:
b) LZ, ¢) LZ, d) LN, e) LN, f) LN

Ptiklad 3.8. Uvazujme LN soubor vektori ((1,2,3),(1,0,—1)) z R3. Rozhodnéte, které z vektorti
(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0) muzeme k témto dvéma vektorim pridat, aby vznikl LN soubor.

Reseni. Mohli bychom postupovat jako v pFedchozim pifkladé a vytvorit postupné t¥i soustavy s ma-
tici, jejiz prvni dva sloupce vzniknou z vektoru ((1,2,3),(1,0,—1)) a tfeti se po fadé doplni z vektort
(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0). Snadno si ale rozmyslime, Ze vSe muzeme vyftesit najednou prevedenim nasl.
matice na horni stupnovity tvar:

1 1100
2 0010
3 -1 0 01
Tak zjistime, ze mtizeme vybrat kterykoli z nabizenych vektori.

Priklad 3.9. Necht (z,y, z) je LN soubor vektoru ve vektorovém prostoru V nad télesem R. Rozhod-
néte, zda jsou nasledujici soubory LZ nebo LN.

a) (x+y,2x+ 2,y — z),

b) (x+2y+ 2,22 +y+ 52,3z +y + 82).

Reseni. Postupujeme pifmo z definice: hleddme «, 5,7 € R tak, aby
a(z+y)+ B2z +2) +(y —2) = 0.

To upravime na rovnici
(a+2B8)z+ (a+y)y+ (B—7)z=0.

Tato rovnice je ale linedrni kombinace LN souboru davajici nulovy vektor, o té vime, ze ma pouze
trividlni feseni, tedy Ze vSechny koeficienty jsou nula. To ndm dava soustavu tii rovnic

Oé+2,8:0, O‘+’7:07 6_7:07

kterou vyresime, a zjistime, ze musi byt o = 5 = v = 0 a soubor je LN.
Podobné zjistime, Ze soubor z bodu b) je LZ.
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3.3 Linearni obal

Linedrni obal néjakého souboru vektoril je mnozina vSech linedrnich kombinaci tohoto souboru. Je
to tedy podmnozina VP (dokonce vime, Ze to je podprostor) a ma tedy smysl se ptat, jestli do této
mnoziny néjaky dany vektor patii ¢i nikoli.

Priklad 3.10. Zjistéte, zda vektor z patii do (M), kde M a z jsou nésledujici:

a) M =((1,2,3),(1,-1,5),(2,2,2)) a x = (4,4,12) (v prostoru R3),

b) M = ((1,1,0,0),(0,0,1,0),(1,1,1,1),(0,0,0,1)) a = = (1,0,0,0) (v prostoru Z3),

c) M =((1,2,3),(2,3,1),(1,1,1),(2,2,0)) a = = (1,1,2) (v prostoru Z3),

Pokud x € (M), najdéte koeficienty néjaké linedrni kombinace vektora z M, ktera se rovné x.
Reseni. Ovérit, jestli je néjaky vektor v linedrnim obalu souboru, znamen4 najit linearni kombinaci

tohoto souboru, kterda dava tento vektor, prip. ukézat, ze takova linedrni kombinace neexistuje. Pro
pripad a) to znamend hledat redlnd ¢isla o, ag, as tak, ze

al(]-a 2, 3) + 012(1, -1, 5) + a3(2a 2, 2) = (4747 12)

Diky tomu, ze v R? jsou definovany obé vektorové binarni operace po slozkéach, je rovnice vyse ekvi-
valentni soustavé rovnic pro tfi neznamé oy, ao, a3 s rozsifenou matici

4
4

W N =

1
-1
5

NN
[

2

Tu snadno vyfesime pomoci GEM a zjistime, ze ma jediné feseni a ze x lezi v (M), nebot
1
2(1,2,3) + 1(1,—-1,5) + 5(2, 2,2)) = (4,4,12).

V pripadé b) zjistime pro prislusnou soustavu 4 rovnic o 4 nezndmych, ze nemé feSeni a x v (M)
nelezi.

V pripadé ¢) mé naopak soustava 3 rovnic o 4 neznamych reseni vice. Hledané koeficienty a1, ao, a3, g €
Zs linearni kombinace vektort z M, jejimz vysledkem je vektor x, jsou vSechny nasl. ¢tverice ¢isel

(1+4p8,4+ 3,28,1+ ), pro vSechna g € Zs.

Vidéli jsme, ze koeficienty linedrni kombinace davajici £ mohou i nemusi byt jednoznacné. S tim,
co vite o soustavach rovnic, by nemélo byt tézké dokazat nasledujici.

Priklad 3.11. Dokazte nésl. tvrzeni:
Necht je (z1,...,x,) soubor vektoru z libovolného vektorového prostoru V' nad télesem T' a necht
z € (x1,...,x,). Potom plati nasledujici: ntice ¢isel (av,...,ay) z télesa T' takova, ze

n
E Q;T; = 2,
=1

existuje pravé jedna, pravé kdyz je (z1,...,x,) LN.
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3.4 Baze a dimenze

Prvni typ tlohy, se kterou se sezndmime, je rozhodnuti, zda dany soubor tvoii bazi daného VP.

Priklad 3.12. Rozhodnéte, zda soubor

a) X =((1,2,3),(3,2,1),(1,1,5)) tvoif bazi R3,
b) X =((1,2,3),(3,2,1)) tvoii bazi R3,
c) X =(1,2,3),(3,2,1),(2,2,5),(3,3,0) tvoif bazi R3,
d) X =((1,4,1),(0,1,4), (3,1, —i)) tvoif bazi C3,
e) X =((1,2,3),(3,2,1),(1,0,4)) tvori bazi Z3

V pripadé, ze soubor bazi netvori, uréete dimenzi jeho lin. obalu.

Reseni. Potiebujeme ovétit dvé vlastnosti béaze: jestli je soubor LN a jestli generuje cely VP (neboli
jestli kazdy vektor VP lezi v lin. obalu souboru). Jestli je soubor LN uz ovérit umime: stac¢i si napsat
vektory do sloupct matice, provést GEM a koukat se, jestli ve vysledném hornim stup. tvaru existuji
vedlejsi sloupce (jen tehdy je soubor LZ). Umime také rozhodnout, jestli je konkrétni vektor v lin.
obalu, ale jak zjistit, jestli je tam libovolng vektor? Jednoduse, namisto konkrétniho vektoru napiseme
vektor, jehoz prvky budou proménné.

Napt. pro pripad a) fesime soustavu s rozsifenou matici

131:(}1
2 2 1|9,
3 1 5|x3

kde z1,x9, x5 jsou libovolna redlna c¢isla. Je jasné, ze pokud po tpravé na horni stupnovity tvar bude
pro libovolné hodnoty 1, z2, 23 posledni sloupec jediny vedlejsi, je soubor LN a vektor (1, z2, 23) lezi
v lin. obalu zadaného souboru (protoze soustava ma vzdy feSeni). Po tipravé na horni stupnovity tvar
pomoci GEM dostavame (napf.) tuto matici:

1 3 1 X1
0 4 1 21‘1 — T2
0 0 4| x1—2x9+ 23
7 ni je vidét, Ze se skutecné jedna o bazi.
Pro dalsi tfi pfipady dostavame tyto vysledky: b) neni baze, dim(X) = 2, ¢) neni béze, X je LZ,
dim(&X’) = 3 d) je to baze.
Pro piipad e) dostédvame soustavu

1311‘1
2 2 0|,
314.7}3

kterou upravime na (s¢itdni a ndsobeni je vzdy s¢itani a ndsobeni modulo 5, pro piehlednost pouzivime
+ namisto +5 a prosté - namisto -5)

1 3 1 X1
0 1 3|zo+4 321
0 0 0|z3+3x2+ a1
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7 této matice je vidét hned nékolik dulezitych véci: predné soubor neni LN, nebot plati, ze prislusna
homogenn{ soustava m4 netrividlni feseni (napt. (3,2,1)). Soubor také negeneruje Z3, protoze pokud
pro néjaky vektor (z1,z2,z3) neplati, ze x3 + 3z + x; = 0, nemd soustava TeSeni. Ekvivalentné
mizeme Fici, Ze v linedrnim obalu zadaného souboru lezi pouze vektory (z1,x9,xs) spliujici rovnici
x3 + 3x2 + x1 = 0. To pékné koresponduje s tim, co vime z prednésky: lin. obal je vzdy podprostor,
stejné jako feseni homogenni soustavy (zde x3 + 3xo + x1 = 0).

Jak zjistime dimenzi lin. obalu? Predné si uvédomime, Ze lin. obal je podprostor, podprostor je
sam o sobé VP, a tedy ma smysl o dimenzi lin. obalu uvazovat. Pro vypocet dimenze ndm postaci
najit bazi, nebot vime, ze dimenze lin. obalu ti nenulovych vektort je mensi nez tfﬂ a vétsi nez nula
a v tom pripadé se délka baze rovna dimenzi. Vyjdeme z véty z prednasky, kterd ndm iika nasledujici:

Bud (y1,...,yn) LZ soubor vektoru z V,n > 2. Potom 3k € ntak, Ze yp € (Y1, -, Yk—1, Ykt1s- -+ Yn)-
Pro takové k navic plati (y1,...,Yn) = (Y1, s Yk—1s Ykt1s- - - » Yn) -

Nyni roli vektoru y; muze hrat napiiklad vektor (1,0,4), ktery dle matice vyse lze napsat jako lin.
kombinace prvnich dvou vektoru: (1,0,4) = 2(1,2,3) + 3(3,2,1). Proto také plati, ze

((1,2,3),(3,2,1),(1,0,4)) = ((1,2,3),(3,2,1)).
Jelikoz je soubor ((1,2,3),(3,2,1)) LN a jelikoz generuje lin. obal ptuvodniho souboru, jedna se i o
jeho bazi a dimenze je dva.
Priklad 3.13.
a) Dopliite soubor ((3,4,2,7),(1,2,1,0)) na bazi prostoru R*.
b) Doplite soubor ((1,2,0,0),(1,1,1,1)) na bazi prostoru Z3.
ResSeni. Oba soubory ze zadani piikladu jsou LN a tak dle Steinitzovy véty vime, 7e je lze doplnit
(dvéma) vektory tak, aby vznikly soubor tvoril bézi. Jak to provedeme: vezmeme si néjakou bézi, napr.

standardni & = ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)). Napiseme pivodni dva vektory spolu s
vektory této baze do sloupct matice: pro soubor z a) dostavame

311000
4 2 0100
210010
700001

tuto matici upravime na horni stupnovity tvar a vybereme z poslednich 4 sloupct dva tak, ze budou
spolu s prvnimi dvéma sloupci tvorit matici se ¢tyfmi hlavnimi sloupci (¢asto je mozné vybrat libovolné
dva vektory). Dostavame tak nésl. feseni.

a) Napr. ((3,4,2,7),(1,2,1,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).

b) Napr. ((1,2,0,0),(1,1,1,1),(1,0,0,0), (0,0, 1,0)).

Priklad 3.14. Pokud pro soubor vektoru X" z vektorového prostoru V plati (X) = V, odeberte z X
vektory tak, aby zbyly soubor byl bazi V.
a) V= RS? X = ((33 47 2)7 (17 07 _1)3 (17 17 0)7 (1> 2) 2)’ (27 37 2))7

b) V=R X =((1,2,0,6),(1,1,1,1),(0,1,0,3)),

2Nagli jsme t¥i¢lenny soubor, ktery generuje dany podprostor a tento soubor je LZ: dle Steinitzovy véty vime, Ze
délka LN souboru v tomto podprostoru nemize byt vice nez dva! Je také jasné, ze dimenze neni nula, nebot tu ma pouze
trividlni podprostor {6}
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¢) V=R3 X=((1,1,0),(1,0,2),(0,—1,2), (4,2,4)),
d) V=24 x=((1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,0),(0,1,1,0), (1,1,1,1)).

~

ResSeni. a) Bam je napr. ((3,4,2),(1,0,—-1),(1,1,0)),

b) (X) 2
c) (X) #
) b Zl Je napr ((17 1707 0)? (1’07 170)7 (]‘?0’ 07 0)7 (1? ]‘? ]" ]‘))'

Priklad 3.15. Uvazujme matici A = (2 4

1 2
> a mnozinu M vSech redlnych matic typu (2,2), které

s A tzv. komutuji. Tedy
M = {X € R*? | AX = XA}.

Dokazte, ze M CC R?2, uréete dimenzi M a naleznéte néjakou jeho bazi.

ResSeni. Mnozina M je jisté neprazdnd, definujici rovnici splituje napiiklad nulové matice © € R*2 a

samotnd matice A (rozmyslete si). Uzavienost mnoziny plyne z vlastnosti maticového ndsobeni. Budte

aeRaXYe M (tedy plati AX = XA a soucasné AY = YA). Z toho plyne
AX+Y)=AX+AY=XA+YA=X+Y)A, A(aX) = a(AX) = a(XA) = (aX)A,

tedy v mnoziné M lezi i matice X + Y a aX.

Y. . .. . . b ,
Dale potfebujeme popsat vsechny prvky mnoziny M, tedy vsSechny matice (CCL d) € R?2, které

b )E-Ca 6

To vede na soustavu linedrnich rovnic pro proménné (a,b, c,d) € R* s rozsifenou matici

splnuji rovnost

02 -2 0]0
23 0 =210
20 3 =210
02 -2 0]0

a s resenim

(a,b,c,d) € {(a,b,b,a+gb) | a,beR} :{a(1 0,0,1) +b(0,1,1,3) | a,beR}
((1,0,0,1),(0,1,1,3))
(

I Rt )
(1,0,0,1),(0,2,2,3)).

{696 )

tedy M je generovana souborem délky 2. Ten je soucasné ziejmé LN (rozmyslete si), tedy se jedna o
bézi a plati dim M = 2.

Poznamka: Alternativné jsme feSeni prikladu mohli rovnou zac¢it popisem vsech prvka X € M.
Zjistili bychom, ze M je linedrnim obalem néjakého souboru, ptricemz z prednésky vime, ze vSechny
linearni obaly jsou sou¢asné podprostory — z toho by rovnou plynulo, ze M ccC R??2).

7 toho jiz plyne, ze
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V nésledujicim piikladé mtzete vyuzit nasl. vétu z prednésky:
Budte (z1,...,2n) a (y1,-..,Ym) dva soubory vektorti z V. Potom
(X1, oy 2n) = (Y1, - Ym)
pravé tehdy, kdyz
dim(zq,...,2,) = dim(y1, ..., Ym) = dim{z1, ..., Tp, Y1, -« oy Ym)-

Ulohu rovnosti dvou linearnich obalti tak pfevadime na tlohu uréeni dimenze, kterou jiz vytesit
umime.

Priklad 3.16. Rozhodnéte, zda soubory X a ) generuji stejny podprostor v T3, je-li

a) X =((2,-3,3),(~1,1,2), ¥ = ((0,-1,7),(3,-5.8)), T =R,

b) X =((1,1,2),(2,1,1)), ¥ = ((1,3,1),(0,1,-1)), T =R,

) X =((1,2,1),(2,1,0),(1,5,3), Y = ((-1,1,1),(0,3,2)), T = R,
) &= (

(o}

1,2,1),(2,1,0),(1,0,3)), Y = ((4,1,1),(0,3,2)), T = Zs.

ReSeni. a) Ano, b) ne, c) ano, d) ano.

3.5 Souradnice vektoru v bazi

Z prikladu [3.11] vime, Ze pro vektory z z lin. obalu LN souboru je jednoznacéné urcena linedrni kom-
binace tohoto souboru davajici z. Kdyz toto tvrzeni pouzijeme na bazi, dostavame tvrzeni, ze pro
libovolny vektor z z VP s bézi X = (x1,...,x,) existuje jednoznacné urcend ntice ¢isel (ai,...,ap) z
T tak, ze

n
E o = 2.
=1

Souradnicemi vektoru z € V,, v bazi X pak rozumime sloupec

a1
(2)x =
On
(na ktery lze v pfipadé potieby pohliZet i jako na obycejnou ntici (z)x = (au,...,an)).

Zobrazeni azfé : Vi = T pritazujici vektoru itou soutadnici, tedy

x#(z) = a;,

nazyvame ity souradnicovy funkcional vzhledem k bazi X.

Ptiklad 3.17. Soubor X = (w1, 2, 23) je baze prostoru R? | x € R3, Naleznéte souradnice x v bazi
X, je-li

a) xr1 = (1,1,1), xzo = (1,2,1), 3 = (0,0,1), x = (1,0, 4),
b) z; = (1,0,1), z2 = (0,1,0), z3 = (2,3,4), z = (1, -3, -3),
c) x1 = (3,1,-3), zo = (—5,2,—-1), z3 = (7,3,4), = = (11, -8, —4).
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Reseni. Jedna se o jednoduchou tlohu, kterou uz jsme vlastné fesili, kdyz jsme ovérovali, zda néjaky
vektor lezi v lin. obalu daného souboru ¢i nikoli. Pro ptipad a) fesime soustavu

1
1
1

— N =
= o O
= O

Diky tomu, ze X je baze, vime, ze soustava bude mit jediné reseni.
Vyjdou nédm nésl souradnice a) (2,—1,3), b) (5,3,-2), ¢) (1,-3,—1).

Pi#iklad 3.18. Uvaite bazi X = (z1,72,73) = ((1,3,2),(1,2,0),(1,0,0)) vektorového prostoru Z3.
Najdéte predpis pro souradnice (v)x obecného vektoru v € Zg.

Reseni. Postupujeme jako pri hledani souradnic konkrétniho vektoru s tim rozdilem, ze pravou stra-
nou soustavy je obecny vektor v = (v1,vg, v3). Muzeme si také vsimnout, ze kdyz napiseme vektory
z baze v opa¢ném poradi, dostaneme rovnou soustavu s matici v hornim stupnovitém tvaru:

U1
v2
U3

N W

11
0 2
0 0

Tu muzeme klasicky vyresit, ale my si pfi této prilezitosti ukazeme i jiny postup. Pomoci GEM
postupujeme nasledovné:

1 1 1)v\ 3 1 1 0|v+2v3
0 2 3 Vo 12413,114-2-13 02 0 g + 3 714212
0 0 2 V3 0 0 2 V3

1 0 0w+ 2v+ 4vs 359,353 1 0 0] v+ 2v+4vg

0 2 0]wve+ws ——— [0 1 0] 3vy+ 3vs

0 0 2|ws 0 0 1]3wvs

Takto upravend matice neni jenom v hornim stupnovitém tvaru — je diagonalni, takze v poslednim
sloupci ma primo napsané feseni. Kdyz si vzpomeneme, ze treti sloupec odpovida prvnimu vektoru
baze a ten prvni tomu tretimu, dostavame

v=(v1,v3,v3) = (v)xr = (3vs,3v2 + vz, v + 2vy + 4v3).

3.6 Cviceni

Priklad 3.19. Uvazujme usporadanou c¢tvetici (V,T,®,®), kde
o V =RT, vektory jsou kladn4 redlns cisla,
o T =R, skalary bereme z mnoziny vSech realnych ¢isel,

o pro kazdé z,y € RT definujeme
TPy =x-Yy,

kde - znaci klasické nésobeni realnych cisel,
o pro kazdé o € R a kazdé z € RT definujeme
a®@r =2,

kde v predpisu pouzivame standardni umocnéni kladného realného cisla na redlnou mocninu.
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Dokazte, ze (V,T,®,®) je vektorovy prostor.

Reseni. Abychom dokézali o n&jaké struktute (V,T,®,®), Ze se jedni o vektorovy prostor, musime
nejprve ovérit, ze mnozina V je uzaviend vic¢i bindrnim operacim @ a ®. V tomto piipadé je jasné,
7e mnozina V = RT uzaviend je: souc¢in dvou kladnych ¢isel je kladné ¢islo a z kurzu ZMAE| vime, ze
umocnime-li libovolné kladné ¢islo na libovolné realné ¢islo, dostaneme kladné ¢islo (vzpomenme graf
exponencialni funkce).

Je-li mnozina V' uzaviend vuci obéma operacim, zbyva ovérit splnéni sedmi axiomu vektorového
prostoru. Zde si ukdzeme pro ilustraci dva z nich. Axiom 2 pozaduje, aby platil asociativni zékon pro
operaci P:

Va,b,ceV:(a®b)@c=ad (b c).

Ten ale ziejmé plati, neb se po ,dosazeni“ za operaci @ redukuje na tvrzeni, ze nasobeni realnych
Cisel je asociativni.
Axiom 3 pozaduje, aby
Va,BeTNaeV :a® (foa)=(af)®a.
Po prepsani pro nasi volbu ® se rovnost zmeéni na

(a®)® = al®P)

o které opét diky ZMA vime, Ze plati.
Priklad 3.20. Tvori R vektorovy prostor nad Zso, pokud sc¢itani vektoru je obvyklé séitani redlnych
Cisel, a nasobeni skalarem definujeme jako 0 ©x =0, 1O x = z?
Priklad 3.21. Na mnoziné R definujme operace @ a ® néasledovné:
zhy =x+y+2, aGz:=ar+22a-—-2.

Dokazte, ze R s témito operacemi je vektorovy prostor nad R. Co je nulovy vektor v tomto prostoru?
Reseni. Nulovym vektorem je &slo —2.
Priklad 3.22. Oznac¢me jako R vektorovy prostor vsech realnych posloupnosti, a uvazme nasledujici
podmnoziny M C R* sestavajici z takovych posloupnosti {a,}>2, pro které plati:
8) g, on =1,
b) lim a, =0,
n—oo
¢) {an}2, je konvergentni,
d) {an}>2, je omezend,
e) {an}y2, je ostre rostouci,
f) {an}52, je neostte restouci,
g) {an}>2 je neostie monoténni,

)
)
)
)
)
)

h) {an}22, je od jistého indexu neostfe monoténni,

3Pro ty, ktefi snad zapomnéli, piip. to vytésnili: ZMA je zkratka pro zdklady matematické analyzy.
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i) agn > 0 > agnt1 pro kazdé n € N|

J
k

asn > 0 > agpy1 pro kazdé n € N, nebo as, < 0 < agpyq pro kazdé n € N,

Gn+2 = Gp41 + ap pro kazdé n € N,

m) a, =0 pron ¢ A, pti néjaké dané A C N,

n

)

)

)

1) ap+o = 12ap41 + 17a,, pro kazdé n € N,
)

) an # 0 jen pro kone¢né mnoho n € N,

)

{an}72, je geometrickd, tj. existuje ¢islo ¢ € R tak, ze kazdé a,, = apq".

Které z téchto mnozin M jsou podprostory R>?

ReSeni. a) ne, b) ano, c) ano, d) ano, e) ne, f) ne, g) ne, h) ne, i) ne, j) ne, k) ano, 1) ano, m) ano,
n) ano, o) ne

Piiklad 3.23. Pro nasledujici mnoziny M C R?? rozhodnéte, zda se jedna o podprostor R?2.

65w
(PR
(PR
(PR

ResSeni. a) ne, b) ne, ¢) ano, d) ano.

a)

a—2d:0/\c€Z},

a:b/\c:l},

a:—c/\b:—d},

a+b:c+d}.

Priklad 3.24. Ukazte, ze mnozina vSech symetrickych matic
S={AeC"" [ (Vi,j € n)(Ai; = Aji)}
je podprostor prostoru C™".

Priklad 3.25. Necht (z,y, z) je LN soubor vektoru ve vektorovém prostoru V' nad R. Zjistéte, pro
kterd A € R je soubor vektoru (x + 2y, 2x + 3z, + Ay — z) LN.

Reseni. Pro \ # 1—3?.

Priklad 3.26. Zjistéte, zda je soubor vektorti (A1, Ao, Az, Ay) z prostoru R*2? LN, nebo LZ, je-li:
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Reseni. a) LN, b) LZ.
Priklad 3.27. Naleznéte vSechna a € R, pro které je soubor ((«,1,0),(1,a,1),(0,1,a)) C R? LZ.
Reseni. a € {0,+/2}.

Priklad 3.28. Necht (z,y, z) je LN soubor vektort v linedrnim prostoru V' nad télesem R. Rozhodnéte,
zda jsou néasledujici soubory LZ nebo LN.

T4y, z+2,1),
r+y,z—y),
33+3/737—y7x—2ax+2)7

) (
) (
) (

d) (x+y,y+z2+2),
) (x —2y+ 2,42 —y — 2,40 + 13y — 112),
) (
) (

ReSeni. a) LN, b) LN, ¢) LZ, d) LN, e) LZ, f) LZ, g) LN.
Priklad 3.29. Necht (z,y, z) je soubor vektoru z vektorového prostoru V takovy, ze z +y + z = 6.
Potom (x,y) = (y, z) = (z, z). Dokazte.

Pi¥iklad 3.30. Necht (z1, 72, 23, 24) je soubor vektorti z R*. Uréete dimenzi podprostoru P = (21, x2, 23, 74)
v zavislosti na parametru o € R, je-li

a) r1 = (3,1,1,4), zo = (a,4,10,1), x3 = (1,7,17,3), 4 = (2,2,4, 1),
b) z1 = (o, 1,1,1), 29 = (1,,1,1), z3 = (1, 1,0, 1), 24 = (1,1, 1, ).

ReSeni. a)dimP = 3 pro a = 0, dimP = 4 pro o # 0, b) dimP = 1 pro o = 1, dim P = 3 pro
a = —3, dim P = 4 pro ostatni .

P¥iklad 3.31. Soubory X = (z1,22,73) a Y = (y1,¥2,y3) jsou baze prostoru R3. Urcete souradnice
x v bazi Y, je-li
a) Iy = (17171)7 T2 = (27_1a2)7 xr3 = (3717_1)7 Y1 = (17070)7 Y2 = (_170a2>7 Yys = (Oalal) a

souradnice x v bazi X jsou (4,2, —2),
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b) z1 = (3,1,-1), zo2 = (2,3,1), z3 = (1,-2,-3), 11 = (1,2,2), y2 = (1,3,5), y3 = (1,2,3) a
soutadnice x v bazi X' jsou (2,0, —1).

Reseni. soufadnice = v bazi Y jsou a) (7,5,0), b) (2,—6,9).
Priklad 3.32. Necht V,, je vektorovy prostor dimenzen € N, P CC V,, Q CC V,, dim P+dim @ > n.
Potom existuje § # = € PN Q. Dokazte.

Napovéda: Pouzijte 1. vétu o dimenzi.

Priklad 3.33. (xx) Ovérte, ze R je vektorovy prostor nad télesem Q (vuci pfirozenym operacim)
a ukazte, ze mnozina {logp;p prvocislo} je linedrné nezavisla. (Névod: jednoznacnost prvociselnych
rozkladi.)

Piiklad 3.34. Uréete dimenzi prostortt C a C? nad télesem R
ResSeni. Vime, 7e kazdé komplexni ¢islo z lze jednoznacené vyjadiit jako z = a + b - 4, kde a,b € R.
Tedy dvouprvkovy soubor (1,7) tvori bézi C nad R a dimenze C nad R je dva.

Podobné soubor ((1,0,0), (,0,0), (0,1,0), (0,4, 0), (0,0,1), (0,0,7)) tvori bazi prostoru C* nad R,
takze jeho dimenze je Sest.

4 Hodnost matic a Frobeniova véta

Znaceni a zkratky:

O (A ) hodnost matice A

O AT inverzni matice k matici A

4.1 Hodnost matice

Hodnost matice jsme definovali nasledovné:

Definice 4.1. Necht A € T™"™. Hodnosti matice A nazgvdme dimenzi linedrniho obalu souboru
radki matice A (jako vektori z TH™) a znacime ji h(A). Tedy:

h(A) = dim(Aq., ..., Ap.).
Na prednasce jsme si ovSem také ukazali, jak hodnost matice spoc¢itat a ¢emu vSemu se jeSté rovna:
o hodnost matice se rovna hodnosti transponované matice, tedy h(A) = h(AT),

¢ necht B je matice v hornim stupnovitém tvaru, kterou jsme pomoci GEM ziskali z matice A,
potom h(A) = h(B),

¢ hodnost matice v hornim stupnovitém tvaru je rovna poctu nenulovych radku,
¢ hodnost matice v hornim stupnovitém tvaru je rovna poc¢tu hlavnich sloupci.

Posledni dva body nam vlastné fikaji, jak hodnost spocéitat: staci prevést matici do horniho stupnovi-
tého tvaru a spocitat nenulové fadky (nebo hlavni sloupce, coz je ale vlastné totéz).
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Priklad 4.2. Urcete hodnosti nasledujicich matic:

1 2 21 3
2 1 31 2 0 4 101 3 2 4
a)A=12 2 01 3 |[eR”® bA= 48 18T eR¥™ c)A=|4 0 2| ez’
10 18 40 17
2 0 12 2 L o1r 3 4 4 2
1 -5 3 2 -3
2 1 1 1
1311 31 22 2 13
11 41 1 2 11 3 1 2 A
DAa=1] | | 5|€C A=, 5 oo | 3 3|€Q7"
1 23 4 3 -1 00 -3 2 2
1111

Reseni. Vsechny piiklady lze vyfesit prachobycejnym GEM, takze zde vzorova FeSeni ani neuvadime,
pouze sdélujeme vysledky:
a) h(A) =4, b) h(A) =2,¢c) h(A) =2,d) h(A) =4, e) h(A) = 3.

Priklad 4.3. V zavislosti na parametru « € T urcete hodnosti nésledujicich matic z T"™":

3 1 1
0 12 a 4 10 1 l-a «
_ 3,3 4.4 _ - 2,2
a) A = c; i z €Z:", b)A= 1 7 17 3 eER™, ¢ A (a 1>eIR< ,
2 2
a+2 2a 2a 0
1 a -1 2 a o 1 2 1 1 1
DA=]2 -1 a 5|eR* eA=|a 1 aoflcR® HA=| 2 a+1 a+l1 1|ecR>
1 10 -6 1 1 o «o a+2 a+1 2 2
a+2 a+l1l a+1 1

ResSeni. Zde je tloha lehce zpestfena piitomnosti parametru o € T, a proto si predvedeme jedno
feseni podrobnéji, i kdyz se stale jednd o pouhé provedeni GEM.
Prohodime tddky matice A z a) tak, abychom dostali

S O

1
1
2

w N R

Abychom se zbavili o v poslednim fadku, musime pri¢ist 8 ndsobek prvniho fadku, kde
a+28 =0,

piipominame, Ze sé¢itani i ndsobeni &isel ze Zs opét automaticky chapeme jako modulo 5. Reeni této
rovnice je jisté f = 2a. Vysledkem této tpravy je matice

2 1 a 2 1 a
0 1 2 =10 1 2
5a 24 2a 3+ 2a? 0 2+42a 3+ 2a2
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Nyni bychom chtéli k tretimu radku pricist S nasobek druhého, aby platilo
24+ 2a+ 5 =0.
Rovnice je jisté splnéna pro 5 = 3 + 3, coz vede na matici
2 1 «
01 2
0 0 44+a+2a?

Hodnost matice A je tedy bud 2 (je-li 4 + a + 2a? = 0) nebo 3 (je-li 4 + o + 2a? # 0). Prostym

dosazenim zjistime, ze h(A) = 2 plati pro « € {3,4}, pro a € {0,1,2} je h(A) =3
Vysledky ostatnich tloh: b) A(A) = 3 pro a = 0, h(A) = 4 jinak, ¢) h(A) =1 pro a = —% + @,
h(A) = 2 jinak, d) h(A) = 2 pro a = 3, h(A) = 3 jinak, ) h(A) =1 pro a = 1, h(A) = 2 pro a = —3,

h(A) = 3 jinak, f) h(A) = 3 pro o € {0,1}, h(A) = 4 jinak.

4.2 Regularita a inverzni matice

Ctvercovou matici A € T™" nazyvame regularni, jestlize k ni existuje tzv. inverzni matice, znacena
A1 € T™" spliiujici rovnice
A7'A = AAT! =,

kde E je jednotkova matice s jednickami na diagondle a ostatnimi prvky nulovymi. Dokonce vime,
7e plati-li pro néjakou matici B € T™", 7ze BA = [, potom musi platit B = A~
Abychom poznali, jestli je matice regularni, mizeme vyuzit nasledujici fakt dokédzany na prednasce:

Matice A € T™" je regularni, pravé kdyz h(A) = n.

Chceme-li tedy zjistit, zda je matice regularni, vycteme z horniho stupnovitého tvaru, jestli jsou
vSechny sloupce hlavni; je-li alespon jeden sloupec vedlejsi, matice regularni neni.

K regularni matici budeme potom chtit najit matici inverzni. K tomu ndm opét dopomtize GEM.
Kazda z uprav, které pri GEM pouzivame, je totiz ekvivalentni nasobeni matice, kterou upravujeme,
néjakou vhodnou regularni matici zlevaﬁ To znamend, ze umime-li prevést pomoci GEM matici A na
matici B, existuje regularni matice IP takova, ze B = PA. Jak si snadno rozmyslite, regularni matice je
prave takova, kterou lze pomoci GEM tprav pfevést na jednotkovou; to jest, existuje reguldrni matice
P tak, ze PA = E. To ale znamend, ze P je hledana inverzni matice. Abychom takovou matici P
nasli, budeme vsechny upravy, které aplikujeme na A, aplikovat zaroven na jednotkovou matici. Tak
ziskdme PA = E a zaroven PE = P.

0 4 1 1 1 1
4Napifklad upravit matici (1 1 1) na matici (0 4 1) , totiz vyménit prvni a druhy radek, znamend praveé pre-

3 3 4 3 3 4
0 1 0 0 4 1 0 4 1
nasobit puvodni matici zleva regularni matici <1 0 0) ; podobné upravit matici (1 1 1) na matici (2 2 2) ,
0 0 1 3 3 4 3 3 4
1 0 0
totiz zdvojnésobit druhy fadek, obnasi pravé prendsobit ptivodni matici zleva regularni matici <0 2 O) ; a provést obé
0 0 1

0 2 0 0 1 0 1 0 0
tyto Upravy znamena pravé nésobit zleva reguldrni matici (1 0 0) = <1 0 0) (0 2 0). Podobné pricteni
0 0 1 0 0 1 0 0 1
nasobku jednoho fadku k jinému fadku, jakoz i kazd4 jind GEM uprava, je zachycena takovym nasobenim néjakou regu-
larni matici zleva (rozmyslete si jak pfesné), a soudin takovych matic, coz je opét reguldrni matice, pak odpovidd pravé
kumulaci takovych tprav, jako vyse. Takto se ipravy providéné na zadané matici A zaroven promitaji do jednotkové
matice (viz pfiklad).
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Priklad 4.4. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici matice regularni a v kladném piipadé k nim naleznéte
matice inverzni:

a) A= 11

w = o
W o~ A

1 12 3 -
1| ez? vya=[4 0 1|ecz? c)A—( )623’2
4 2 3 4

ReSeni. Pro pifpad a) vyjdeme z matice (A | E) € T3 (svisld ¢4ra opét nemd jiny vyznam, nez ze
vizualné oddéluje puvodni matici a matici jednotkovou). Tuto matici se pokusime upravit na matici
(E | B). Pokud to ptjde, je matice A regularni a B je hledand inverze A~'. Matici

4 111 0 0
1 1 1/0 10
3 3 4|10 0 1
snadno upravimdﬂ na matici
1 1 1(0 10
0 4 1/1 00
0 0 1/]0 2 1

Odtud vidime, Ze hodnost matice A je t¥i, a tedy se jedna o reguldrni matici. Pomoci dalsich kroki
GEM dostaneme

o = O

01
0]4
110

NN DN
— = W

1
0
0
a matice

1
4
0

NN DN

3
1
1

je hledanou inverzi A~!, jak si snadno miizete ovéfit vycislenim A~TA.
Pro ptipad b) upravime matici

1 2 3/1 0 0
4 0 11010
2 3 4]0 0 1

pomoci GEM na
1 2 3|1 0
0 2 4|1 1
0 0 0|1 3

= o O

7 toho vidime, ze hodnost matice A je dva a ona neni regularni.
V pripadé matice ¢) snadno ovéfime, Ze je sama sobé inverzi.

4.3 Soustavy linearnich rovnic

Soustavam linedrnich rovnic jsme se vénovali ve cvic¢eni ¢. 2, a proto zde uvedeme pouze ukazku
vypoctu posledniho nedoreseného pripadu: tim je situace, kdy ndm vyjde, Ze soustava mé vice jak
jedno TeSeni. Jiz vime, ze mnozina vSech feseni S se da zapsat ve tvaru

S =T+ S,

SViimnéte si opét, jak prava strana zachycuje provedené tpravy: vyménili jsme prvni a druhy fadek, a pricetli
dvojnasobek druhého radku ke tretimu radku.

36



kde Z je tzv. partikuldrni feseni a Sy je podprostor tvoreny fesenimi pridruzené homogenni soustavy.
Jak najit partikularni feseni uz vime, zbyva nam problém, jak popsat podprostor Sp.

Diky tomu, ze Sy je podprostor, musi mit bazi. Pokud tuto bazi najdeme, ziskdme velice kompaktni
zapis mnoziny Sy, nebot vime, ze Sy je rovna linedrnimu obalu této baze. Navod, jak najit tuto bazi,
vyplyne z tvrzeni Frobeniovy véty, ktera mj. rika toto:

Soustava s rozsifenou matici (A | b) mé Feseni pravé tehdy, kdyz hodnost této rozsirené
matice je rovna hodnosti maticelﬂ A.

Maé-li soustava Teseni, prevedeme rozsifenou matici do horniho stupnovitého tvaru. Potom
plati, Ze dimenze podprostoru Sy je rovna poctu vedlejsich sloupct (nepocitaje sloupec
pravych stran).

Resen{ soustavy tedy spociva, jako obvykle, v pfevodu rozsifené matice do horntho stuptiovitého
tvaru. Z vysledku pozndme, jestli nema soustava feSeni, jestli ma pravé jedno (a dimenze Sy je nula)
nebo jestli jich ma vice. V takovém pripadé umime i najit ptip. partikularni feseni a nyni jiz i vime,
ze existuje baze Sp, kterd mé k prvki, kde k je pocet vedlejsich sloupct matice soustavy (tj. vedlejsi
sloupec vznikly z b nepocitdme).

Najit tuto bazi je pomérné prosté: oznacme (z1, 2, . . ., ) proménné soustavy a necht x; , zi,, ..., z;
jsou proménné, které odpovidaji vedlejsim sloupcim (tzv. volné proménné) ziskanym pomoci GEM.
Je jasné, ze pokud za téchto k volnych proménnych dosadime néjaka cisla z daného télesa, zbylé pro-
ménné uz jednoznacéné dopocitame. Neni jiz tézké si domyslet, ze dosadime-li za tuto ktici volnych
proménnych postupné vektory libovolné baze prostoru T*, pFi¢emz vazané proménné po kazdém dosa-
zeni dopocitame, dostaneme kc¢lenny LN soubor vektort z kdimenzionalniho podprostoru Sy CC T™.
7 toho co vime o béazi a dimenzi pak jiz plyne, ze téchto k vektoru tvori bazi .Sp.

Ukazme si tento postup na ptikladu.

n

Priklad 4.5. Vyreste soustavu s matici A a pravou stranou b, kde:

041 3 2 1 1233 0
a)A=[1 114 1|ez¥ab=|2]|, b)A=[4 01 3|ezab=|1
33314 0 2 3 4 4 1

Reseni. Rozsifenou matici soustavy upravime do horniho stupnovitého tvaru:

0413 2|1 111 4 1|2
1114 1(2|~(0 413 2|1
33 31 4/0 0 00 4114

Vidime, Ze soustava ma feseni, protoze posledni sloupec je vedlejsi. Snadno najdeme néjaké partikularni
FeSeni, napr.
z=1(1,2,0,1,0).

V upravené rozsitené matici soustavy existuji jesté dalsi dva vedlejsi sloupce, a proto soustava bude
mit vice nez jedno Teseni. Tyto sloupce odpovidaji proménnym x3 a x5, tyto dvé proménné jsou tedy
volné. Z Frobeniovy véty vime, Ze podprostor Sy bude mit dvouclennou bazi. Tuto bazi dostaneme
tak, ze za w3 a x5 dosadime vektory néjaké baze Z2, mizeme vzit napt. standardni bazi ((1,0), (0,1)).
Dosadime z3 = 1 a x5 = 0 a dopocitame zbylé proménné tak, abychom dostali feSeni ptridruzené
homogenni rovnice Ax = 6. Dostaneme x4 = 0,29 = 1 a 1 = 3. Podobné pro z3 = 0 a z5 = 1
dostaneme z4 = 1,20 =0 a x; = 0.

5To je jinymi slovy fedeno to, co uz vime ze cvideni &. 2: soustava s rozsifenou matici v hornim stupiiovitém tvaru
ma TeSeni pravé tehdy, kdyz prava strana je vedlejsi sloupec. Ze je to to samé si uvédomite, kdyz si pfipomenete, jak se
pocita hodnost matice.
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Celkové tak dostavame mnozinu vsSech reseni
S =(1,2,0,1,0) + ((3,1,1,0,0),(0,0,0,1,1)).

Pro soustavu b) zjistime, ze ma feseni a jednu volnu proménnou. Mnozinu S pak muZeme zapsat
napf. v tomto tvaru:

S =(1,1,0,4) + ((1,3,1,0)).

4.4 Linearni variety

Linedrni varieta ve vektorovém prostoru 7™ je libovolnd mnozina zapsatelnd ve tvaru
W =a+ P,

kde a € T™ je vektor posunuti a P CC T™ je zaméreni. Kazdou varietu umime zapsat dvéma zpusoby.
Prvni jsou tzv. parametrické rovnice, které ziskame tak, ze najdeme bazi P. Ta existuje, pokud se
nejednd o bod, tedy varietu s P = {0}, jejiz parametrické rovnice jsou trividlné u = a (chdpano jako u
je prvek variety pravé kdyz spliiuje rovnici u = a). Bud tedy (y1,...,yx) bdze P. Potom parametrické

rovnice jsou
k

ueW & dag,...,a, €T u:a—}—Zaiyi.

i=1
Jako neparametrické rovnice variety pak oznacujeme jakoukoli soustavu rovnic Ax = b, jejiz
mnozina tesen{ je pravé rovna a + P, tedy plati, Ze a je partikularni feseni a P = Sp. V tomto
cviceni si ukdzeme, jak prejit od parametrickych rovnic k neparametrickym, coz lze chapat tak, ze
k mnoziné feSeni budeme hledat soustavu linearnich rovnic. Prechod od neparametrickych rovnic k
parametrickym je vlastné ekvivalentni problému, ktery uz vyresit umime: nalezeni mnoziny reseni
soustavy linearnich rovnic.

Priklad 4.6. Naleznéte neparametrické rovnice variety W C R"”, je-li:

x=3 -3t

ayn=2, W=(1,-1)+(2,1)) byn=2 W: y=1+2t
x=1-t% x=143t -r
c)n=3, W:y=243t d)n=3, W:y=  t+4r
z= 2t z=3 T

x= 14+t x=-2 -3t+3r -4s

_ . y=2-3t B Cy=3+t  +s

ejn=4, W: z=-142t fin=4, W: z= 14+ t+5r+2s

u=1 u=-142t+2r+43s

Reseni. Vyfesime piipad f) a pouzijeme pfesné postup popsany v sekci 3.5 studijniho textu. Varietu
z f) mizeme zapsat v nasl. tvaru:

W= (_27 37 17 _1) + <(_37 17 1? 2)7 (37 07 57 2)7 (_47 17 27 3)>

Hleddame tedy matici A a vektor pravych stran b tak, Ze mnozina TeSeni soustavy Ax = b je
rovna varieté W, tedy ze (—2,3,1,—1) je partikuldrni feseni a podprostor Sy je roven podprostoru
((-3,1,1,2),(3,0,5,2),(—4,1,2,3)), neboli ze vektory (—3,1,1,2),(3,0,5,2), (-4, 1,2, 3) tvori bazi (ze
jsou LN vime ze zadédni, ptip. si snadno ovérime). Diky Frobeniové vété vime, ze matice bude muset
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mit hodnost jedna, neb dimSy = 3 a jedna se o body ve ¢tyrdimenzionalnim prostoru. NapiSme tfi
vektory z baze zaméreni variety do sloupct matice, ziskame tak matici

-3 3 —4
10 1
Y= 1 5 2
2 2 3
Pro hledanou matici A tedy musi platit
AY = 0,
kde © je nulovad matice prislusnych rozméri. Transponovanim tak mizeme ziskat rovnici pro radky
matice A: kazdy fadek a = (ay,...,as) musi spliiovat
Y7al = 0.

Odpovidajici rozsitend matice soustavy je

w W

11
0 5
1 2

B
W N N
o O O

Soustavu vytesime a zjistime, ze Sp = ((3, —2, —5, 8)). Jako matici A tedy muzeme volit
A=(3 -2 -5 8).

Zbyva najit pravou stranu b. Tu zvolime k dané matici A prosté tak, aby zadany vektor posunuti
(—2,3,1,—1) byl partikuldrnim fesenim soustavy Ax = b, neboli

b = (3(=2) + (=2)3+ (=5)1 +8(—1)) = (-25).
Hledané neparametrické rovnice maji tedy tvar soustavy jedné rovnice o ¢tyfech nezndmych
3x — 2y — 5z 4+ 8u = —25.

Pro ostatni pripady dostaneme pomoci stejného postupu nasledujici vysledky: a) z — 2y = 3, b)
2e4+3y=9,¢c)2x+2=2,3x+y=5,d)r—3y—4z=—-1l,¢)3z+y=5,2x —z=3, u=1.

4.5 Cviceni

Priklad 4.7. Jak je tfeba volit parametry «, 8,7 € C, aby nasledujici matice mély hodnost rovnou
tfem:

0 —1 1 2_21111 2 0 1 3 «
a)A=[a 8 -2, ba=|9 , gA=|1 4 -2 2 8
2 3 -1 43 21 1 —12 8 0 ~

g -3 2 1

ReSeni. a) a +2# 3, b) a+28+2=0, ¢) 2a # 35 + 7.

Priklad 4.8. Naleznéte vSechny parametry o € R, tak aby nasledujici matice mély minimalni hodnost:

L . 1 1 1 1 2 1 -1 1
a)A=1|1 a+2 a+4 |,b)A= Larl 3 4 ,¢) A= 3oa 203
2 oid alos?) 9 92 4 5 1 1 -1 0

@ ola 3 3 3 a+3 10 =5 5 «
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Reseni. a) a € {-2,0,2},b) a =0, ¢) a € {-2,15}.

Priklad 4.9. V zavislosti na parametrech «, 8 € R urcete hodnosti nasledujicich matic:

1 11 a B 1 a (2 ap?
a)A=|1 «a B, DA=|1 a8 1|, c)A=[1 B af
-1 3 « 1 B « 1 g p?

Reseni. a) h(A) = 2 pro a = +43, h(A) = 3 jinak, b) h(A) =1 proa =1, h(A) =2 proa = -2 V
(a #1ANB=0), h(A) =3 jinak, ¢) h(A) =1 pro f =0V a =g, h(A) = 3 jinak.

Priklad 4.10.

Bud n > 2. Urcete pravdivostni hodnotu nasledujicich tvrzeni:

(VA,B € C™")(AB = BA),

)
b) (VA,B € C"")(AB=0 = BA=0),
c) (VABeC)(A£OAB#6O = AB#0),
d) (VA,B e C"")((A+B)? = A? + 2AB + B?),
e) (VA,B € C™)(A2 —B2 = (A + B)(A — B)).

ReSeni. Ani jedno z tvrzeni neplati. (Najdéte protipiiklady!)

Priklad 4.11. * Stopou trA ¢tvercové matice A rozumime soucet jejich prvka na diagondle. Dokazte,
ze pro matice B € T™" a C € T™™ plati
tr(BC) = tr(CB).

Priklad 4.12. S vyuzitim vysledku predchoziho cviceni dokazte, Ze neexistuji matice A,B € T™"
takové, aby AB — BA = E.

Priklad 4.13. Je mnozina ¢tvercovych matic s nulovou stopou podprostor T™"7 Pokud ano, jakou
mé tento podprostor dimenzi?

ReSeni. Ano, n? — 1.

Priklad 4.14. Matice A € T™" je symetricka, pravé kdyz (Vi,j € n)(A;; = Aj;). Je mnozina
symetrickych matic podprostor T™™? Pokud ano, jakou mé tento podprostor dimenzi?

ReSeni. Ano, n(n+1)/2.

Priklad 4.15. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici matice (s prvky z télesa R resp C) regularni a v
kladném piipadé k nim naleznéte matice inverzni:

1 2 5 46 123 cosp —sing
A=y o] DA=|1 1 1], ga=[45 6|, ga=("7  MF)
3 3 4 78 9 14 v
1 1 1 1 1 0 -1 1
31 23
1 1 -1 -1 2 1 0 -1
JA=1, 4 1 1|0 DA=], 11| 9A= 20. 3 31
1 -1 -1 1 2 -1 1 0 vt ‘



9 1 1 2 =2
a) Al = <3/2 _1/2>, b) Al=|-1 2 1 |, c¢) A neniregularni,
0o -3 1
1 1 1 1
1 [ cosp sing R o I e B |
d) A = (—simp Cos<p>’ e) AT = 411 -1 1 =1}
1 -1 -1 1
' 24 f g f (29 142 3+i
1 L= -1_ L _
DAT=1]=8 35 7] &4 =3 i% ;fg; ;5
0 -5 5 5

Priklad 4.16. Zjistéte, pro které hodnoty parametru o € C jsou nésledujici matice regularni, a
naleznéte k nim matice inverzni:

a 1 1 1 1 0 a 1
a)A:<1 O)’ b)A:<a 04)’ C)A:<1 a)’ d)A:<1 a)’

0 a 1 0 1 « a 1 0 1 1 1
e)A=]a 1 af, HA=|1 a 1|, gA=]|0 o 1|, hHA=[1 1 «
1 a 0 a 1 0 1 0 « 1 a1
Reseni.
1 (0 1 1 1 0
a) Va € C, A —(1 ol b) fa €C, c)a#0, A 1o 1ja)
1 a -1
-1 _
d) a# £1, A _a2—1<—1 04)’
1 —a? a ao®>—-1
e) a#+—, A1 5 o -1 o ,
V2 207 =1 a?—1 « —a?
. -1 a 1-a?
f) a ¢ {0,£V2}, A7 = 5 a —a? a |,
(2 —a?) 1-a? « -1
1 V3 1 a? —a 1
glagl—-1l,-xi~—s Al=——| 1 o> —al,
272 ad+1 )
— 1 «
1 a+l -1 -1
h)a#l,A‘lzil -1 0 1
R N S B

Priklad 4.17. Naleznéte nezndmou matici X vyhovujici rovnici
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a) XA = (X —B)B, je-li

o= o

&

Il
—
o
o

b) XB — A = B, je-li

>
Il
w O N
—
|
—_
&
Il
(@)
[
w

c) AX—B =X, jeli

d) AX + 2B = BX — 2C, je-li

e) AX+iX =B, je-li

Reseni.
4 8 4 17 13 -7 1 4
a)X=12 4 2|, b)X=|-8 -6 4 |, C)X:§ 1
7 14 9 -1 -1 3 —4

d)X:<(1) 3) e)X:(zgi —21>

Ptiklad 4.18. * Dokazte, Ze matice A € R™" je reguldrni a najdéte A=1, je-li

11 1 ... 1 111 ... 1 1
11 ... 1 1 01 ... 1 1
a) A = 0O 0 1 ... 17 b) A = 1 1 0 ... 1’ c) A= 0
0 0 0 1 1 11 0 0
1 o« 0 O 0 1 a o o
0 1 0 0 01 a o
d) A= 0 1 « 0], e) A= 0 1 o
00 0 O 1 0O 0 0 O
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1 -1 0 0 0 2-n 1 1 1
1 -1 0 ... 0 1 -1 0
A T=]0 0 1T -1 ... 0| pat=| 1 0 -1 0
00 0 0 1 1 0 0 —1
1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0
» 1 ~1 1 0 0
)AT =1 1 ~1 1 ol
(=t (=™ (="t (=n" 1
1 —a o> —a* ... (o) 1 -« 0 0
0 1 —-a o (—a)"2 0 1 —a 0 0
HAT=[0 0 1 -« (—a)n3 e)AT=10 0 1 -—o 0
00 0 0 1 0 0 0 0 1

Priklad 4.19. Budte A € T™" regularni a B € T"™" singuldrni. Potom obé matice AB, BA jsou
singularni. Dokazte.

Priklad 4.20. Musi byt soucet dvou regularnich matic regularni matice? Mize byt soucet dvou matic,
z nichz jedna, resp. zadna neni regularni, regularni matice? Uvedte vhodné priklady.

Reseni. Ne, ano.

Priklad 4.21. Necht A,B € T™". Potom matice A, B jsou obé regularni, pravé kdyz matice AB, BA
jsou obé regularni. Dokazte.

Piiklad 4.22. Necht A € T™" vyhovuje rovnici A2 — A +E = ©. Dokazte, ze A je regularni. Co musi
platit pro matici A=1?

ReSeni. A~ =F — A.

Pi#iklad 4.23. * Necht pro matici A € T™" existuje k € N takové, ze A¥ = © (takova A se nazyva
nilpotentni matice). Potom je matice E — A reguldrni a plati (E —A)™! =E+ A+ A%+ ... + AF-L,
Dokazte.

Piiklad 4.24. * Necht A € T™" je regularni. Jak se zméni matice A™!, jestlize v matici A:
a) prohodime i-ty a j-ty radek,

b) i-ty fadek vyndsobime éislem o € T'\ {0},

¢) k i-tému radku pricteme j-ty radek, i # j7

Jak se zméni inverzni matice pii podobnych transformacich sloupct?
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ReSeni. a) Zaméni se i-ty a j-ty sloupec, b) i-ty sloupec se vynasobi &slem 1/a, ¢) od j-tého sloupce
se odecte i-ty. Varianta pro sloupce: jako a), b), c) ale s radky.

Priklad 4.25. Naleznéte mnozinu reseni nasledujicich homogennich soustav linearnich rovnic:

3x+y  + t=0
c) 3x+y -2t=0
-2x -4y+5z -9t=0

9x+3y- z=0

a) x-y+z-t =0 b) Bx -2y-370

-X+y+z+t+u=0
X -y+z+t+u=0
x+y -z+t+u=0
x+y+z -t+u=0
x+y+z+t -u=0

x+ y+ z=0
3x+10y+ 2z=0
) 6xt16y+112=0 ©
2x - 2y - z=0

x -zt Av=0 2x+ 3y - z -2t4+2u=0

f) ) T’uwfg ) - 3yt 26t+2u=0
y—z+t :0 &) 5xt 6y -2z+7t+4u=0
Y B 9x+12y -4z-+9t+8u=0

X -u+v=0

b) {(1,-2,3)),

c) {(1,-3,-2,0)),

d) {(0,0,0)},

e) {(0,0,0,0,0)},

f) ((1,1,1,0,1,0),(~1,0,0,0,0,1), (0,~1,0,1,0,0)),
g) ((0,1,3,0,0)).

Priklad 4.26. Naleznéte mnozinu reseni nasledujicich nehomogennich soustav linedrnich rovnic:

2x - y+ z -3t=4

X+y+z =2 2x+ y - z+ t=1
)% yiatt=1 9 3x 9y+9s 31— 2
ox+ y - z+2t=-1

a) x+y+z+t+u=1

x+2y+3z+4t=11
2x4-3y+4z+ t=12
) 3x+4y+ z+2t=13
Ix+ y+2z+3t=14

x+3y-z+ 4t= 8 2x+7y+3z+ t=6
e) x+ y-z - 2t= 2 f) 3x+5y+2z+2t=4
x+7y-z+16t=20 Ix+4y+ z+Tt=2

Redeni. a) (1,0,0,0,0) + ((—1,1,0,0,0), (—1,0,1,0,0), (~1,0,0,1,0), (—1,0,0,0, 1)},
b) (1,0,1,—-1) 4+ ((-1,1,0,2),(-1,0,1,0)),

¢) nema Fesen,

d) {2, L1, 1)},
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e) (0,3,1,0) + ((1,0,1,0), (5,—3,0,1)),
f) (=1,1,0,1) + ((1,-1,2,—1), (1,—5,11,0)).

Priklad 4.27. Naleznéte mnozinu reseni néasledujicich soustav linedrnich rovnic v zavislosti na para-
metru o € R:

x+ y+ z=1 x+ yt+az=« X -by -7z=0

a) xt+ay+ z=a b) x+ay+ z=1 c)-2x+ y+az=-3
X+ ytoz=«a ox+ y+ z=1 -x+ay+ 3z=-1

oax+ y+2z=1 x+2y+ z=3 ax -y+ z=1

d) x+ay+2z=1 e)2x-2y-2z2=3 f) x+ytaz=-1
x+2y+ z=0 x+ay+2z=a X+y+ z=-«

ax+ y+az= 1 ox+ y+ z= 1
2 =1
g) axt+ay+ z=a? h) xtay+ z= a i) axtoayt z

2 _
x+oy+ z= « x+ y+az=a? 2eto” yH(a+1) z=a

Reseni. a) Proa=1je M = (1,0,0) 4 ((=1,1,0),(=1,0,1)), pro a # 1 je M = {(—1,1,1)},

b) pro a ¢ {1,-2} je M = {(0,0,1)}, proao =1 je M = (1,0,0) + ((—1,1,0),(—1,0,1)), pro a = —2
je M = (—1,-1,0) + ((1,1,1)),

c) pro a ¢ {2,17} je M = (172Ea, 171_a, 173—04)’ proa=17je M =, pro a = 2 je M = (%,%,O) +
<<1,—4,3)>,

5je M = 0, proa = 1je M = (2,-1,0) + ((=3,1,1)), pro o ¢ {1,5} je M =

e) pro a=4je M= (2,1,0)+ ((0,~1,2)), pro a # 4 je M = {(2,1,~1)},

f) proa=1je M = (0,—-1,0)+ ((—1,0,1)), pro « = —1 je M = (0,0,1) + ((—1,1,0)), pro o ¢ {£1}
je M ={(-1,—a, 1)},

g) proa=—1je M = (-1,0,0) + ((0,1,1)), pro « =1 je M = (1,0,0) + ((—1,0,1),(—1,1,0)), pro
a ¢ {£1} je M = {(a, 1, -},

h) pro a ¢ {1,-2} je M = (_%’%—5-2’ (0;112)2), proa=—-2je M =10, proa=1jeM=(1,0,0) +
((—1,1,0),(=1,0,1)),
1

i) prooeq_f{O,—2}jeM:(O,m,ﬁ)—i—((a,l—a,a(a—l—2))>,proa:—2jeM:(Z), proa =0
je M = (_%707 1) + <(0’ 1a0)>

5 Linearni kédy
5.1 Hammingova vzdalenost a Fetézce nad konec¢nymi télesy

Ko6dovéani, v tom nejobecnéjsim smyslu, je prepisovani retézcu znaku z jedné abecedy na jiné fetézce
znaki z jiné nebo stejné abecedy. Abecedou myslime libovolnou koneénou mnozinu a znaky jsou pak
prvky této mnoziny. My budeme v tomto cvicéeni uvazovat vyhradné abecedy totozné s koneénymi
telesy Zj,.
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Konecné retézce znakt se casto nazyvaji slova. Mnozinu vSech konecnych neprazdnych retézcta
nad abecedou A zna&fme AT. Jako délku slova bereme pocet znakii slova a mnozinu vsech slov nad
abecedou A, kterd maji délku n € N, zna¢ime A".

Vezmeme-li za abecedu napi. téleso Zs, zna¢i mnozina (Zs)? mnozinu viech bindrnich slov délky 3:

000,001,010, 011, 100,101, 110, 111.

My budeme vyuzivat jednoznacné korespondence mezi slovem nad Z, délky n a usporfadanou ntici
z vektorového prostoru Zj. Napt. slovo 010 budeme nékdy povazovat za vektor (0,1,0) ze 73 a ten
zase nékdy za slovo délky 3 nad abecedou Zs.

Na mnoziné stejné dlouhych slov si zavedeme Hammingovu vzdalenost, ktera je jednou z nej-
pouzivanéjsich (resp. nejzakladnéjsich) mér podobnosti slov:

Pro dvé slova u = wjus...up a v = v1v9...v, stejné délky n a nad stejnou abecedou
definujeme Hammingovu vzdélenost jako

d(u,v) = pocet indexu i € 1 takovych, ze u; # v;.

Priklad 5.1. V mnoziné slov M najdéte dva riizné prvky, jejichz Hammingova vzdélenost je nejmensi.

a) M = {00100, 11101, 10100, 11111,00000}.

b) Mnozina vsech slov ze Z3, obsahujici sudy pocet jednicek.

¢) Mnozina vSech slov ze Z1°, které vznikly spojenim (zfetézenim) jednoho slova ze Z3 se sebou samym.

Reseni. a) Hammingova vzdéalenost je 1. Slova s touto vzdalenost{ jsou 00100 a 00000, 11101 a 11111,
00100 a 10100.

b) Hammingova vzdalenost dvou ruznych slov je 2 nebo 4. Slova se vzdalenosti 2 jsou napf. 11000 a
10100.

¢) Min. Hammingova vzdalenost je opét dva, napt. pro retézce 0000000000 a 1000010000. ([

Linedrni kédy, kterymi se budeme pozdéji zejména zabyvat, budou definovany jako podprostory
vektorovych prostortt Zj (které chdpeme také jako mnoziny slov délky n). Prozkoumejme tedy jesté
trochu slova a podprostory z téchto VP.

Priklad 5.2. Rozhodnéte, jestli jsou nasledujici mnoziny M podprostory zadanych vektorovych pro-
storu V. Pokud ano, najdéte matici A takovou, Zze mnozina M odpovidé feSeni soustavy Ax = 6.

a) M je mnozina prvki Z3, které obsahuji sudy podet jednicek.

b) M je mnozina prvka Z3,n € N, které obsahuji sudy pocet jednicek.

¢) M je mnozina prvka Z$ takovych, ze pocet jednicek v nich je nasobek tif.
d) M je mnozina prvka Z§ takovych, ze soudet jejich znakt (ciferny soucet) je nésobek ti.
)

)

e) M je mnozina prvki Z§, které vznikly spojenim jednoho slova ze Z3 se sebou samym.

f) M je mnozina prvki Z3", které vznikly spojenim jednoho slova ze Z% se sebou samym tiikrat.
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Reseni. Piiklad a) bychom mohli vyftesit tak, ze ovéfime vlastnosti podprostoru, tedy uzavienost na
s¢itani a nasobeni cislem z télesa. Existuje ale jednodussi zpusob: staéi si uvédomit, ze vektor/slovo
T1Tox3xaxy patii do M, praveé kdyz v Zs platﬂ

1+ 22+ a3+ 24+ 25 =0.

To ale nenf nic jiného, nez homogenni soustava rovnic v Z3 a tedy M, jakozto mnozina jejich feseni,
je podprostor. Navic mame rovnou odpovéd na druhou otézku: hledana matice je matice

A:(l 111 1).

Vysledky ostatnich prikladi: b) M je podprostor a

A=(1 1 - 1)emn
¢) M neni podprostor.
d) M je podprostor a
A=(1 1111 1)
e) M je podprostor a
10 01 0O
A=]01 0 0 1 0
0 01 0 01

f) M je podprostor a matice A je s vyuzitim blokového zapisu rovna
E © E
A= (@ E E) ’
kde E je jednotkova a © nulova matice rozméra n X n. O

Priklad 5.3. Najdéte baze podprostori z predchoziho prikladu.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze jsme nasli matice homogennich soustav, jejichz je M mnozina TeSend,
je tloha najit bazi M shodnd s tlohou fesit soustavy rovnic (presnéji hledat bazi Sy) a to jiz mame v
pazi.

V pripadeé slov nad abecedami Z,, si zavidime vedle Hammingovy vzdalenosti jest¢ Hammingovu
véhu slova/vektoru u € Z,, ktera je rovna poctu nenulovych znaki. Pro Hammingovu vahu plati, ze
je rovna vzdalenosti od nulového vektoru:

[[ul| = d(u, 0").
Priklad 5.4. Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht P je podprostor vektorového prostoru Zj. Pak
min{d(u,v) | u,v € P,u# v} = min{||lu|| | v € P,u # 6}.

To jest, minimélni vzdalenost mezi slovy z P je pravé miniméalni mozna vaha nenulového slova z P.

"Takhle pod ¢arou pFipomindme, Ze viechno s¢itani je modulo 2 a byt sudy tedy odpovid4 v Zy tomu, byt rovny nule.
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5.2 Linearni kédy

Linearni (n, k)-kéd K je podprostor 7" dimenze k, kde T je néjaké konecné téleso (pro nas tedy Z,
pro néjaké prvocislo p). Jakozto podprostor jej muzeme zadat pomoci béze (resp. generujici matice,
jejiz fadky jsou tato baze), nebo pomoci kontrolni matice Hx takové, ze u € K, pravé kdyz Hy -u = 6.
Poznamenejme, ze u mnozin M v prikladu které byly podprostory, hraly roli kontrolnich matic
pravé hledané matice A.
Jednim z klicovych parametri kodu je minimalni vzdalenost, nebot na ni zavisi, kolik chyb kéd
objevuje resp. opravuje. Pro linedrni kéd K je minimaln{ vzddlenost rovna (viz predchozi cviceni)

w(K) = min{d(u,v) | u,v € K,u # v} = min{||u|| | v € K,u # 6}.

m—1

Je-li u(K) = m, potom kéd K objevuje m — 1 (a mensi) chyby a opravuje |™5=| (a mensi) chyby.
Z prednésky vime, ze linedrni (n, k)-kdéd je systematicky, pravé kdyz jeho generujici matici mi-
zeme volit ve tvaru

Gk = (B B),
kde Ej je jednotkova matice typu k x k.
Priklad 5.5. Dokazte, ze pro systematicky linedrni (n, k)-kdd s generujici matici
Gi = (Bx B),
plati, ze matice (—B” E,_;) je matici kontrolni. Uréete rozméry viech uvedenych matic.

Pi#iklad 5.6. Pro kéd K C ZI zadany generujici matici

Gk =

—_ = O
==

1
1
0

o = O
T

1
0
0

— O

najdéte kontrolni matici a minimalni vzdalenost. Rozhodnéte, jestli se jedné o systematicky kod.

Reseni. Dle definice generujici matice je
K ={((1,0,1,1,0,1,1),(0,1,1,1,1,0,1),(1,1,1,0,0,0,1)).

Jak k podprostoru najit matici Hx takovou, Ze tento podprostor odpovidd mnoziné feseni homogenni
soustavy s touto matici, vime z predchoziho cviceni: podprostor je také varieta a my vlastné hledame
jeji neparametrické rovnice!

Miuzeme ale postupovat i jinak. Pokusime se nejdiive ovérit, jestli je zadany kéd systematicky.
Pomoci GEM se pokusime matici G upravit na matici ve tvaru

(E B).
Jelikoz GEM neméni linedrni obal fadku (viz prednasku k tématu hodnost matice), jednd se stile o
generujici matici téhoz kédu. Uprava pomoci GEM se podaii a dostaneme tak jinou generujici matici

O = O
= o O
_= = O
= o O

1 11
G =10 10
0 01
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a kéd je tedy systematicky. Dle predchoziho cviceni je kontrolni matice rovna

1101000
, |1 010100
HK_0110010

0010001

coz muzeme overit tak, ze zkontrolujeme platnost rovnice
/ I \NT __
Hi(G%)' =0.

Minimalni vzdélenost mlizeme spocitat dvéma zpisoby: bud tak, ze si projdeme vSechna nenulova
kédova slova a spocitame minimalni Hammingovu vahu, nebo tak, ze najdeme miniméalni pocet sloupcu
kontrolni matice, které tvori LZ soubor.

Prvni zptisob znamend najit viechny netrividlni lin. kombinace baze. Téch je 22 — 1 = T7:

(1,0,1,1,0,1,1),(0,1,1,1,1,0,1),(1,1,1,0,0,0,1),(1,0,0,1,1,0,0),
(0,1,0,1,0,1,0),(0,0,1,0,1,1,1),(1,1,0,0,1,1,0).

Toto jsou vsechna kédova slova (mimo (0,0,0,0,0,0,0)) a minimalni vzdélenost je tedy 3.

Druhy zpiisob vyzaduje zkusené oko divajici se na kontrolni matici: vidime, ze zadné dva sloupce
nejsou stejné, coz nad télesem Zy znamend, ze libovolné dva sloupce tvori LN soubor. Také si snadno
v§imneme, zZe prvni sloupec je souctem 4. a 5. sloupce a tedy tyto tTi sloupce tvoii LZ soubor. Minimalni
vzdéalenost kédu je tedy 3. (]

Méjme linedrni (n,k)-kéd K CC Zy. Dekédovani je zobrazeni, které libovolnému slovu ze Zj
priradi kédové slovo s tim, ze kédovému slovu w pritadi vzdy u. Jelikoz se snazime pri dekdédovani
zjistit, jaké slovo bylo pavodné odeslano, snazime se dekdédovani definovat tak, aby nekédovému slovu,
které vzniklo z kddového kvtili néjaké chybé, bylo prifazeno néjaké nejblizsi kédové slovo. Jednim ze
zpusobu jak to udélat, je pouzit tzv. standardni dek6dovani (viz prednédska). To stoji na nasl. myslence.

Piiklad 5.7. Je-li K CC Zj linedrn{ (n, k)-kéd, pak kazda varieta W se zaméfenim K ma préve Pk
prvki. Kazdé dvé takové variety jsou budto stejné, nebo disjunktni. To znamend, ze Z; se rozklada

na variety tvaru u + K; kazdy prvek x € Zj lezi pravé v jedné z nich. Takovych variet je p" k.

eV,

dané u a jeho pivot m, je tedy u—m, € K. Pritom podprostor K je sim o sobé varietou se zaméfenim
K, jeho pivotem je nulovy vektor, a pro kédové slova v € K je tedy u — 7, = u.

P¥iklad 5.8. Pro kéd K C Z3 zadany generujici matici

1010 1
GK_<01111>

najdéte kontrolni matici a minimélni vzdédlenost. Rozhodnéte, jestli se jedna o systematicky kéd a
vytvorte dekddovaci tabulku definujici standardni dekédovéni.

Reseni. 7 tvaru generujici matice vidime, ze K je systematicky kéd, a dostdvame kontrolni matici

11100
He=101 0 1 0
110 01
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Koédova slova jsou ¢tyti:
K ={(0,0,0,0,0),(1,0,1,0,1),(0,1,1,1,1),(1,1,0,1,0) }.

Z toho je hned vidét, ze minimalni vzdalenost kédu je 3.

7 drivéjsiho jiz vime, ze libovolny prvek linearni variety lze zvolit jejim vektorem posunuti. Tedy
vsechna slova lezici ve stejné varieté jako zadané u € Zj nalezneme jako soucty slova u s kédovymi
slovy w € K. Napriklad linedrni varietou obsahujici slovo 01110 je {01110,11011,00001, 10100}, jejim
pivotem je slovo 00001.

Kazda linearni varieta u+ K tedy obsahuje 4 prvky a riznych linearnich variet je nutné 8. Zapiseme
je do dekddovaci tabulky tak, ze kazda varieta tvori jeden radek, prvni radek je primo kéd K, v prvnim
sloupci jsou pivoty a plati, ze prvek v j-tém sloupci je souctem pivotu dané t¥idy a kdédového slova
z prvniho rfadku a j-tého sloupce.

00000 || 10101 01111 11010

00001 || 10100 01110 11011
00010 || 10111 01101 11000
00100 || 10001 01011 11110
01000 || 11101 00111 10010
10000 || 00101 11111 01010
00011 || 10110 01100 11001
01001 || 11100 00110 10011

Prijaté slovo 00111 potom standardné dekédujeme jako kédové slovo 01111 z prvniho rfadku ve
stejném sloupci. Pivot 01000 ve stejném tadku a prvnim sloupci tika, ze prijaté slovo se od tohoto
kédového slova 1isi pravé ve druhém znaku. O

Dekodovaci tabulku lze jesté zjednodusit diky definici kontrolni matice, vlastnostem linedrnich
variet a maticového nésobeni: uvazujme linedrni varietu v + K a libovolné slovo v € v+ K. Pak nutné
existuje w € K takové, ze u = v + w a déle

Hygu=Hig(v+w)=Hgv+ Hxw = Hgv+ 60 = Hgv.

Vektoru Hiu budeme fikat priznak (syndrom) slova u. Slova ve stejné linedrni varieté v+ K potom
maji stejny priznak! Pro kazdy fadek tabulky tedy ve skutecnosti stac¢i znat pivot a jeho priznak;
prijaté slovo u pak muzeme dekédovat nasledovné: spocitdme jeho priznak Hgwu, z tabulky vycteme
jeho pivot m,, a ziskdme kédové slovo u — m, € K.

Priklad 5.9. Najdéte syndromovou dekédovaci tabulku pro kéd z predchoziho prikladu.

Reseni. Nésobenim kontrolni matici poc¢itdme piiznaky pivott z predchozi tabulky.

pivot || priznak
00000 000
00001 001
00010 010
00100 100
01000 111
10000 101
00011 011
01001 110
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Kdybychom nyni chtéli standardné dekédovat slovo 00111, spocitame

0 0

0 11100 0 1
Hig|(1l=101 0 1 0 11=11

1 11001 1 1

1 1

Hledany pivot je tedy dle tabulky 01000 a slovo dekédujeme jako
00111 — 01000 = 01111 € K.

Priklad 5.10. Po draté prisla nasledujici zprava dejvického agenta, poskozend Sumem:

11010 11011 10101 00111 11001
01010 11010 00001 10101 11000
10101 10110 11111 10111 10001
01101 11011 10101 00001 10000

S pouzitim kédu popsaného vyse dekdédujte puvodné odeslanou zpravu. Pro zvyseni rozkose ji pak
prectéte jako morseovku, kde 10101 je tecka, 11010 je ¢arka, 01111 je konec pismene a 00000 je konec
slova.

Priklad 5.11. Dekédujte tutéz zpravu s pouzitim téhoz kédu, ovsem pomoci dekddovaci tabulky
00000 | 10101 01111 11010

00001 || 10100 01110 11011
00010 || 10111 01101 11000
00100 || 10001 01011 11110
01000 || 11101 00111 10010
10000 | 00101 11111 01010
01100 || 11001 00011 10110
00110 || 10011 01001 11100

Takové tabulka se od puvodni dekdédovaci tabulky lisi jen volbou pivoti — napriklad 01100 je stejné
dobrym pivotem své rozkladové tiidy jako 00011, totiz oba maji minimalni vahu 2. Vsimnéte si,
ze v rozkladovych tridach s vahou 1 je naopak volba pivotu jednoznacna. S pouzitim této tabulky
se zprava dekdéduje jinak; pouzity kéd opravuje 1-chyby, ale nikoli 2-chyby, pfitom zprava 2-chyby
obsahuje.

6 Linearni zobrazeni

Osnova:
6.1 Linedrni zobrazeni a zakladni pojmy
6.2 Matice linearniho zobrazeni

Znaceni a zkratky:

O LIPyQ) e mnozina vSech linedrnich zobrazeni A: P — @

o L(V)=L(V,V) oo mnozina vSech linedrnich operatorti na V'

o (2)x ...soufadnice vektoru z € V' v bazi X (zapisovany dle potieby jako ntice nebo sloupcovy
vektor)

o MAY matice zobrazeni A € L(P,Q) v bazich X a Y (z X do )
YEY matice prechodu od baze X' k bazi ) (matice identického operédtoru)

o1



6.1 Linearni zobrazeni a zadkladni pojmy

Definice 6.1. Budte P a Q) dva vektorové prostory nad stejngm télesem T, necht A : P — Q.
Zobrazeni A nazveme linedrni prdvé kdyZ soucasné plati:

1. (aditivita): Vx,y € P : A(x +y) = Az + Ay,
2. (homogenita): Vo € T,\Vz € P : A(ax) = aAx.

Mnozinu véech linedrnich zobrazeni z P do @Q znacime L(P,Q). Linedrni zobrazeni prostoru V do V
nazgvame linedrni operdtor (transformace) na V. MnoZinu vsech linedrnich operdtori na V' znacime
kratce L(V'). Linedrni zobrazeni prostoru V' do télesa T nazgvime linedrni funkciondl na V.

O zobrazenich A € L(P, Q) jsme si dokdzali ruzna dilezitd tvrzeni, napiiklad:
o inverze linedrniho zobrazeni (pokud existuje) je linedrni, slozeni linedrnich zobrazeni taktéz,
o linearita zobrazeni A € L(P, Q) je ekvivalentni vyroku

Va € T\Vz,y € P: Alax +vy) = aAz + Ay,

¢ obraz linedrni kombinace je linedrni kombinace obrazl, obdobné tvrzeni plati i pro obraz line-
arniho obalu,

¢ obraz i vzor libovolného podprostoru je také podprostor,

o pro libovolné soubory X = (z1,...,2,) v P a Y = (y1,...,yn) v @ takové, ze Azx; = y; pro
kazdé i € n, plati: je-li X LZ, pak i jeho obraz Y je LZ, nebo ekvivalentné: pokud je ) LN, pak
i jeho vzor X je LN,

¢ linedrni zobrazeni je jednoznac¢né urceno zaddnim obrazu prvka néjaké baze, je-li pro bazi X =
(z1,...,xy) prostoru P zadéno Vi € n : Ax; = y;, musi platit
n n
VzeP: 2)x =(a1,...,a) = z= Zaixi = Az:= Zaiyi.
i=1 i=1
Definice 6.2. Necht A € L(P,Q). Hodnosti zobrazeni A rozumime cislo
h(A) := dim A(P).
Jddro zobrazeni A definujeme jako mnoZinu
kerA:={x € P| Az =0q},
a jeho dimenzi nazgvame defektem zobrazeni A. Defekt znacime
d(A) := dimker 4.

Klicovym tvrzenim o hodnosti zobrazeni A € L(P, Q) je pak druhd véta o dimenzi, ktera ik4,

ze plati vztah
h(A)+ d(A) =dim P.

Poznamka: Zdiraznéme, ze pri FeSeni vétsiny typu priklada v celém tomto tématu lze postupovat
naivné (pouze dle zdkladnich definic, bez znalosti matic zobrazeni a matic pfechodu), s tim také
v C4sti[6.1] poc¢itdme. Postup vyuzivajici matice zobrazeni a matice prechodu, pfipomenuté v ¢asti
je vsak mnohem efektivnéjsi, proto mu posléze zacneme davat prednost. Doporucujeme vyzkouset oba
mozné postupy — jako sikovny trénink.
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Piiklad 6.3. Zjistéte, kterd z nasledujicich zobrazeni A : C* — C* jsou linearni. U vSech, kterd
linearn{ jsou, naleznéte ker A, d(A), h(A) a n&akou bazi oboru hodnot A(C3).

h) A

a) A(ar,az,a3) = (1,01, 202, 3a3),
b) A(ai,as,a3) = (0, as, az, ay),
¢) Ao, az,a3) = (a3, 01, as, as),
d) A(ag,a2,a3) = (0,0,0,0),
e) A1, az,a3) = (a1 + 1,01, a2, a3),
f) A(ag,ag,a3) = (0, 100, agas, aas),
g) Ao, a2,a3) = (a1, 01,01, a1),
( ) = (
( ) = (

i) A(aq, ag,a3) = (200 — 3ice — ag, a1 — iy — as, 301 + ag — iag, iy + 3ae — ag),

Reseni. Regeni nékolika prvnich pifkladii rozebereme podrobnéji, u zbytku jen uvedeme vysledky.

a) Zobrazeni neni linearni, vyvratime napriklad aditivitu. Pro libovolné a = (aq, ag, a3), b = (b1, B2, B3) €
C3 plati
(Aa), = 1,(Ab), =1, tedy (A(a+1b)), =1#2= (Aa), + (Ab),.

b) Ovéiime, ze pro libovolné v € C a a = (a1, a2, a3),b = (b1, f2, B3) € C3 plati A(ya+b) = yAa+ Ab:

(0,va3 + B3, vas + B2, va1 + P1)
( 7’70437704277051)+(07537627ﬁ1)

YA(o, a2, a3) + A(B1, P2, 53) -

A(yar + pr,ya2 + P2, vaz + fB3) = (0
0

Jadro uréime z rovnice A(ai,ag,a3) = (0,as3,a2,a1) = (0,0,0,0) pro nezndmé aq, e, a3 € C,
z ¢ehoz rovnou plyne a1 = as = ag = 0. Tedy ker A = {6}, d(A) = 0 a z druhé véty o dimenzi
dostavame h(A) = dim C? — d(A) = 3. Obraz libovolné mnoZiny generatorii prostoru C* generuje
podprostor A(C?), staci z n&j tedy vybrat bézi. Napiiklad pro standardni bazi C? dostévame

A(C3) = Aley, eg,e3) = (Aey, Aey, Aes)
= (A(1,0,0), A(0,1,0), A(0,0,1))
= ((0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0)),

kde generujici soubor je ziejmé LN. Bazi A(C?) lze tedy volit napifklad (ez, e3, eq).

¢) Zobrazeni neni linedrni, vyvratime napiiklad homogenitu. Pro libovolné v € C,|y| # 1 a a =
(a1, a9, a3) € C? plati

(A(’Ya))g = (A(’Yalarya?”ya?’))z = (fyal)Z 7é ’Ya? = (’Y(Aa))z :

d) Zobrazeni je linedrni a rovnice Aa = A(aq,a2,a3) = (0,0,0,0) je trividlné splnéna pro libovolny
vektor a € C3. Tedy ker A = C3, d(A) = 3, h(A) = 0 a baze A(C?) neexistuje.

e) Neni linedrni.

f) Neni linearni.
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g)
h)

i)

Je linearni, ker A = (eq, e3), d(A) = 2, h(A) = 1 a baze A(C?) je napi. ((1,1,1,1)).
Nenf linearni.
Zobrazeni je linedrni. Jeho jadro opét ziskame jako Feseni soustavy
2041 — 32'042 — a3 = 0
a1 — iOéQ — Qa3 = 0
3a1 +ag —iag =0
4ic; + 3o — a3 =0
o které snadno zjistime, ze ma jen trividlni feSeni. Tedy ker A = {0},d(A) = 0, h(A) = 3 a

{
bazi A(C?) je napiiklad obraz standardni baze (A(1,0,0), A(0,1,0), A(0,0,1)), tj. soubor vektort
((2,1,3,44), (—3i,—1,1,3), (=1, -1, —i, —1)).

Priklad 6.4. Necht X = (z1,z2,x3) je baze V3 nad C. Zjistéte, kterd z nésledujicich zobrazeni A
jsou linedrni operatory na V3. U vSech, kterd linedrni jsou, naleznéte ker A, d(A), h(A) a néjakou bézi
obrazu hodnot A(V3). Pro libovolné = € V3 ozna¢me jeho souradnice v bazi X jako (z)x = (a1, a2, a3);
je tedy x = a1x1 + agxs + asrs.

a
b

C

)
)
)
)

d

Az = 21 + a1z + (a1 — a3)ws,
Az = oy + azz + a3,
Az = (a1 + ag + a3) (21 + x2 + 3),

Azr = a1 + gz + |as|xs,

ResSeni. a) Zobrazeni nenf linedrni, napiiklad proto, ze A(f) = 1 # 6.

b)

d)

Zobrazeni je linedrni. Zvolime-li z,y € V3, (x)x = (a1, a2, a3), (y)x = (B1, B2, B3), plati

A(yz +y) = A((yar + Br)z1 + (yao + B2)ze + (vaz + B3)xs)
= (yag + B2)r1 + (yaz + B3)ze + (yau + B1)w3)
= ~Azx + Ay.
Pti hledani jadra je nutné si uvédomit, Ze pracujeme se souradnicemi vektorti. Pro Ax = 6 je

X1 + a3z + apxs = 6; pritom baze X je linedarné nezavisly soubor, takze a3 = as = asz = 0.
Mame tedy ker A = {0}, d(A) =0, h(A) =3 a A(V3) = V3. Za bazi A(V3) lze volit napt. X.

Zobrazeni je linedrni, to lze snadno ovérit podobné jako v b). Rovnice Az = 6 vede diky linedrni
nezavislosti baze X = (x1, x2, xr3) na soustavu o jedné rovnici o + ag + a3 = 0, kde nezndmymi «;
jsou soutadnice hledanych vektort v bazi X. Tedy do jadra ker A padnou takové vektory x € Vs,
jejichz souradnice padnou do ((1,—1,0), (1,0,—1)). To jsou pravé vektory z (x1 —x9, x1 — x3), tedy
d(A) =2 a h(A) = 1. Bazi A(V3) dostaneme napiiklad dosazenim
A(VE),) = A<l’1, 9, .T3> = <Al'1, AI'Q, Al’3>
= (21 + 22 + 3,71 + T2 + 23,71 + T2 + T3)
= <.T1 + 20 + :C3>

a jednoprvkovou bazi A(V3) lze volit napriklad (z1 4+ x2 + x3).

Zobrazeni neni linearni.
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6.2 Matice linearniho zobrazeni

Definice 6.5. Necht A € L(Pp,,Qy), bud X = (z1,...,2m) a Y = (y1,...,Yn) bize P, respektive
Qn. Matici *AY € T™™ definovanou po sloupcich predpisem

Vj € (YAY) ;= (Ax))y,

nazveme matici zobrazeni A v bdzich X, ) (pripadné ,z bize X do bize ) “).

X

Y AX zkrdcené oznacime YA = ¥ AX.

Matici linedrniho operdtoru
Opét shrneme nékolik nejdulezitéjsich vlastnosti matic zobrazeni.

aq
o Necht A € L(P,,Qn) a x € Py, ozna¢me (x)x := | : | sloupcovy vektor souradnic z v bazi

am
X. Potom plati
(Az)y = YAY - (2)x.

o Necht A € L(Q,Vs), B € L(Py, Q). Potom pro matici slozeného zobrazeni AB € L(P,,,Vs)
plati
Y(AB)YW =YAW . *BY,

kde X, Y, W jsou popotadé libovolné baze prostort Py, Qn, Vs.

o Matice *AY je regularni prave tehdy, kdyz A € L(Py,, Q) je izomorfismus. V tom pifpadé je
m =n a plati
-1
(XA)/> _ y(A—l)X'
o Plati h(A) = h(* AY) pro libovolnou volbu bézi X, ).

Definice 6.6. Necht X = (x1,...,2n) a Y = (y1,...,Yn) jsou bize V,,. Matici identického operdtoru
YEY € T™" nazjvime matici prechodu od bize X k bdzi ).

Matice piechodu ¥ EY tedy ve svych sloupcich obsahuje pfimo prvky baze X, oviem zapsané svimi
soutadnicemi v bazi ). Trividlnimi dusledky vlastnosti matic zobrazeni pak jsou:

o matice *EY je regularni a plati (YEY)™! = YEY,
o pro x € V,, plati YEY - (z)x = (2)y,
o YEZ . YEY =YEZ,
o Necht A € L(P,Q), X, X baze P a ), Y baze Q. Potom plati
YAV =YY XYY XEX
Piiklad 6.7. Bud A € £(Z3) zadané svymi hodnotami na vektorech standardn{ baze Z3 nésledovné:
A(1,0,0) :=(0,0,1), A(0,1,0) :=(2,0,0), A(0,0,1):=(0,0,1).
Naleznéte:

a) matici &34,

b) A(1,2,0),
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c) ker A, d(A) a h(A),

d) né&jakou bézi prostoru A(Z3).

Reseni. I kdyz lze postupovat stejné jako u pifkladil v ¢asti ilustrujeme postup vyuzivajici matice
zobrazeni.

a) Hledana matice €3 A ma ve svych sloupcich obrazy vektorti standardni béze (zapsané také sourad-
nicemi ve standardni bazi), tedy

0 2 0
BA=10 0 0
1 0 1
b) Jelikoz
020 1 1
(A(vavO))&aZESA'((LZO))&: 000 21=10/,
1 01 0 1

plati A(1,2,0) = (1,0,1).

¢) Pro nalezeni jadra stali vyfesit homogenni soustavu s matici 3 A a vysledek interpretovat jako
soufadnice ve standardni bazi. Tedy ker A = ((2,0,1)) = {(0,0,0),(2,0,1),(1,0,2)}, d(4A) =1 a
h(A) = 2.

d) Podprostor A(Z3) je generovan obrazy libovolné baze Z3, napiiklad té standardni. Z definice matice
zobrazeni vyplyva, ze tyto obrazy jsou (pomoci souradnic ve standardni bazi) rovnou zapsané ve
sloupcich matice €3 A. Tedy

A(Z3) = ((0,0,1),(2,0,0),(0,0,1)) = ((0,0,1), (1,0,0))

a mame dvouprvkovou bazi (jeden prebytecny vektor jsme vynechali a jeden jsme vyndsobili
dvéma).

P¥iklad 6.8. Necht A € £(R?*) je definované piedpisem:
A(Oél, g, 03, Oé4) = (ala Q] — (g, 0 + 20(37 O(4).
Sestavte Y AY, kde

X = (1,29, 23,24) = ((1,0,-1,1),(2,1,0,-1),(0,2,-1,1),(2,—1,1,0))

y = (y17y2,y373/4) = ((070707 1)7 (0707 _171)7 (07 17_17 1)7 (17 17 17 1))

jsou baze R*. Reste pifklad dvojim zptisobem. Nejprve matici uréete piimo a poté pouzijte matice
prechodu.

Reseni. ¢ Hledanad matice musi ve svych sloupcich obsahovat souradnice obrazi Az; vzhledem
k bazi ). Dosazenim do predpisu zobrazeni A rovnou dostavame

Az = A(1,0,-1,1) = (1,1,-1,1),
Azg = A(2, 1,0 —1) = (2,1,2,-1),
Az = A(0,2,—1,1) = (0, -2, —2,1),
Ax4:A(2, 1, ,0) = (2,3,4,0).
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Ke vSem ¢tyrem nalezenym vektortim je tfeba nalézt jejich souradnice v bazi ), tedy resit linearni
rovnice tvaru ay; + By2 + Yys + dys = Ax;, ty vedou na soustavy linedrnich rovnic, které se 1isi
pouze pravou stranou. Mzeme je vyresit soucasné, rizné pravé strany pro prehlednost oddélime.
Po tupravé matice soustavy na vhodny tvar pak pro kazdy vektor Ax; soustavu zvlast vyresime,

0O 0 0 1] 1| 2| 0|2 100 0[{-2|-3|-1| O
0 0 17 1] 1|1-2|3 0100 2 1| 4|-3
0O -1 -1 1|-1| 2|-2|4 001 0 O|-1|-2| 1
1 1 1] 1]-1| 1|0 000 1| 1| 2| 0| 2
Dostavame tedy
-2 =3 -1 0
2 1 4 =3
XAy
AT = 0o -1 -2 1
1 2 0 2

Primo z definice ziskdme dosazenim vektoru standardni baze matici

1 0 00
camrae LD
0 0 01

K zadanym bazim muzeme také snadno sestrojit matice prechodu, staci jejich prvky zapsat
postupné do sloupcu (soufadnicemi ve standardni bazi),

1 2 0 2 00 0 1

v |01 2 1 voe, |00 11
E¥=11 0 -1 1| " 7lo 21 11
1 -1 1 0 11 1 1

Hledanou matici pak ziskdme pomoci maticového nasobeni a inverze, a to dle predpisu
XAY &gy &g . Xpla
_ (yE54)—1 X 84A X XE£4 .

Priklad 6.9. Necht A € E(Z%), A(1,1,1) = (1,0,0), A(0,1,1) = (1,1,0), A(0,0,1) = (1,1,1).
Sestavte €3 A.

ResSeni. Zobrazeni A mame zadéno obrazy vektorti soboru z; = (1,1,1), 23 = (0,1,1), 23 = (0,0, 1).
Snadno ukazeme (ovéite!), ze X = (z1,72,73) je LN a tedy baze Z2. NapiSeme-li zadané obrazy po
sloupcich do matice, dostaneme sice matici dotyéného zobrazeni, ale v ,,nespravnych“ bazich,

111
Xp8 =0 1 1],
00 1

tu potrebujeme prevést na matici ze standardni do standardni baze, pomoci matice prechodu, podle
pravidla

83A:XA53~83EX

_ XAé’g . (XEcS'g)—l )
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Jak snadno spocitame, plati

-1

1 0 0 100
BEY=E®)'=[1 10| =41 0f,
111 0 4 1
tedy
111 1 00 00 1
SA=10 1 1 4 1 0]l=14 01
00 1 0 4 1 0 4 1

Pi#iklad 6.10. O zobrazeni A € L(R3 R?) vime, 7e ker A = ((1,2,0),(2,0,1)) a A(1,1,1) = (3,2).
Zduvodnéte, pro¢ tyto informace urc¢uji A jednozna¢né, najdéte obecny vyraz pro A(ai,ag,as) a
urcete d(A) a h(A).

Reseni. Vektory (1,2,0),(2,0,1),(1,1,1) tvoii bazi R? (ovéite!), a zobrazeni A je pomoci obrazii na
bazi uréeno jednoznacné. Jadro ma o¢ividné dimenzi 2, takze d(A) =2 a h(A) = dimR3 — d(A) = 1.
Oznacéime-li
X =((1,1,1),(1,2,0),(2,0,1)),

miizeme rovnou napsat matici zobrazeni z baze X do standardni baze R?,
X g _ 300
(2 0 0)°
&3 Ag2 — XAgzggEX

— XAé'Q(XEé'g)—l .

Potfebnou matici prechodu ziskame inverzi jako

Plati

= O N
I
I
—_
—_
|
[\

11
10 2 -1 -1

z ¢ehoz vynasobenim ziskdme matici zobrazeni A ve standardnich béazich:

1 (-6 3 12
E3 A& _ .
A= 3 (—4 2 8) '
Obraz libovolného (a1, as, a3) € R3 pak lze ziskat vynasobenim

o a1 aq
1 (— _
Alan| —&ae | oy :‘< 6 3 12>' . :< 2a1+a2+4a3>7

3 —4 2 8 —%al + %Oéz + %O&g

a3 a3 as

tedy A(ai, ag, a3) = (=201 + oo + 4as, —%al + %042 + %043).

Priklad 6.11. Standardni bazi vektorového prostoru Z%Q ozna¢me &€ = (e1,1,€1,2,€21,€22). Necht B
je béaze definovana jako B = (b1, b, b3, bs) := (e1,1,e1,1 + €1,2,€1,1 + e2,1,€1,1 + €22), tedy

10 11 10 10
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Necht je linedrni operdtor A € E(Z%’Z) zadan svymi obrazy na bazi B,
0 0 0 2 0 2 0 0
=0 )= 0 =3 Dm0 9)

a) matici €A operdtoru A ve standardni bézi &,

Odvodte:

b) predpis pro obraz Az obecného vektoru x = (3 ?) € Z§’2,

c) ker A, h(A) a d(A),

d) néjakou bazi podprostoru A(Z§’2).

ResSeni. a) Ze zadani rovnou dostavame matic

0 0 0O
B, [0 2 20
A7 = 01 01
10 2 1
Jelikoz plati
(‘,'A:BA‘E'.E'EB
— By (BEE)-L,

£

potiebujeme sestavit piislusnou matici prechodu. Matici BE® sestavime rovnou ze zadani baze B

a nasledné ji snadno invertujeme:

1 1 1 1 1 2 2 2
e |01 00 es |01 00
E=loo10] 7 F=loo1o0
00 0 1 00 01
Vynasobenim pak dostédvame
0 00O
gq_Bye e _ |0 2 20
A_AE_Ol()l
1 2 10

b) Z vysledku predchoziho bodu odvodime piedpis pro obraz obecného vektoru:

0 0 0O « 0
ale 153 _eq (e 153 _ 0220 Bl 268 + 2y
v 0 ¢ v o ¢ 010 1 vy B+ ’
1210 \s a+28+~

tedy pro libovolné a, 3,7,d € Z3 plati

ne BY 0 26 + 2y
v &) \B+d a+28+~)"

8Skutecné se jednd o matici 4 X 4, jsme totiZ na prostoru o dimenzi 4 s étyFprvkovou standardni bazi!
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. Ca Y . 0 0 [ y
c¢) Jadro ker A ziskdme jako TeSeni rovnice A (i ﬁ) = ( ), ktera vede na homogenni soustavu

0 0 0
0 00O 1 210
02 20 01 01
01 01 00 2 1
1 210 0000

Resenim této soustavy je S = ((1,2,1,1)); interpretaci tohoto vysledku jako soufadnic ve stan-

dardni bazi dostavame
1 2

d) Matice €A ve svyjrch sloupcich obsahuje obrazy vektorti standardni béze (resp. jejich soufadnice).
7 predchoziho bodu vime, Ze jen tTi z téchto ¢tyr obrazl jsou nezavislé, takze

sz = {6 1) (26 1) (0= 1)-( 26 )

. ” - 2,2
a mame tiiprvkovou bézi prostoru A(Z35”).

tedy d(A) =1 a h(A) = 3.

6.3 Cviceni

Priklad 6.12. Zjistéte, kterd z nasledujicich zobrazeni A : R*»? — R* jsou linearni. U vsech, kterd
linedrni jsou, naleznéte ker A, d(A), h(A) a n&akou bazi oboru hodnot A(R??).

a) AX = (041, a1 — 2as, a1 + 200 — Qy, 30&4),
b) AX = (17 17 17 1)7
c) AX = (ag — a1,0,a4 — 3, 0),
d) AX = (a1, |az|, as, a4),
kde
X = <O‘1 O‘““) :
a3 Oy
Reseni. a) Zobrazeni je linedrni, to snadno ovéfime dosazenim libovolnych X = (Zl 32>, X =
3 0y

<§1 g2> a v € R. Rovnice AX = # vede na homogenni soustavu
3 P4
a1 =0,a1 —2a3 = 0,01 + 209 —ay = 0,34 =0,

jejimz jedinym Fesenim je nulové matice, tedy ker A = {O}, d(A) = 0, h(A) = 4 a A(R??) = R%.
Jinymi slovy, A je isomorfismus mezi R>? a R*. Jakékoli baze R* je bazi A(R??).

b) Zobrazeni neni linedrni. Pro libovolné matice X,Y € R?2 plati

AX+Y) = (1,1,1,1) # (2,2,2,2) = AX + AY .
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¢) Zobrazeni je linedrni a plati ker A = <<(1) é) , (? (1]>>, d(A) = 2, h(A) = 2, baze A(R?*2) je
napt. (ej,es).

d) Neni linedrni.

Priklad 6.13. Definujme zobrazeni A : Zy" — Zy™", AX = X pro kazdé X € Zy". Ukazte, Ze

A € L(Zy"), najdéte ker A, d(A), h(A) a urdete obor hodnot A(Zy").

Reseni. Zobrazeni je linearni, plati ker A = {0}, d(A) = 0, h(A) = n? a A(Z}") = Z5".

Priklad 6.14. Necht A : R™ — R" je linedrni zobrazeni zadané svou matici vzhledem ke standardnim
bazim nésledovné:

L 9 3 3 1 -1 0 1
a)gA—<2 3 2), fA=[1 2 2|, ofa=]1 2|,
-2 6 10 3 4
11
2 -5 T
10 1 11
8 3 15 L1

Urcete dimenze m a n, ker A, d(A), h(A) a néjakou bazi podprostoru A(R™).

Reseni. a) m =3,n =2, ker A = ((5,—4,1)), d(A) = 1, h(A) = 2, baze A(R?) je napi. ((1,0), (0,1)),
) m=3,n=23 kerA={(4,-17,5)), d(A) =1, h(A) = 2, béze A(R3) je napt. ((1,2,6),(0,1,4)),

) m=2,n=23 ker A= {0}, d(A) =0, h(A) = 2, baze A(R?) je napi. ((0,1,3),(1,2,4)),

d) m=3,n=3, ker A= ((—48,13,23)), d(A) = 1, h(A) = 2, baze A(R?) je napt. ((2,1,8),(0,1,2)),
) m=3,n=2kerA={((-2,1,2)), d(A) = 1, h(A) = 2, bdze A(R?) je napt. ((1,0), (0,1)),
Ym=2,n=4 ker A= ((-1,1)), d(A) = 1, h(A) = 1, baze A(R?) je napi. ((1,1,1,1)).

P¥iklad 6.15. Necht A € £(R? R*) je definované piedpisem:
A(ag, a2) = (3ag — 202, 0,0, a1 — 2a2).

Sestavte matice zobrazeni A v rtiznych bazich: *AY, kde X = ((2,-3),(1,1)) je baze R? a Y =
(e4, —3e1, €2, —2e3) je baze R* (e; znaéi prvky standardni baze R?).

Reseni.
8 -1
4 -1
XAy _ 3
A 0 0
0 0

Piiklad 6.16. Necht A € £(C3,C?) definované ptedpisem:
Alon, g, a3) = (202 — iag, a1 + a2 + ag).

Sestavte 3 A2 €AY ¥ A%2 X AV kde X = ((1,0,1),(1,—1,1),(0,—1,1))) jebaze C*a Y = ((4,0), (1,1))
je baze C2.
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e gen (02 =i\ e,y (i —i —1+i
A‘<111>’A_<11 1)

voae [~ —2—i —2—i\ x,y  [(~1+42 —14+3i —1+2i
) e ()

Piiklad 6.17. Naleznéte matici operatoru A € £L(R?) ve standardni béazi, je-li Az; = y;, i € 3, kde

a)
xl = (27375)? x2 = (07 172)7 aj3 = (11070)7
y1=(1,1,1), y2=(1,1,-1), y3 = (2,1,2),
b)
I = (27073)7 T2 = (47 175)7 .’IJ3 = (37 172)7
Y1 = (1727 _1)7 Y2 = (4757 _2)7 Y3 = (1)_17 1)
R Senl
2 —11 6 L6 15
a)BA=11 -7 4|, b) 53A:g —12 13 10
2 -1 0 6 -5 —5

Piiklad 6.18. Bud A € £(Z3) zadany matici

1
1

S = O

1
0f,
0
kde £ je standardni baze a X = ((1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)). Naleznéte vSechny vektory x € Z3, které
vyhovuji rovnici:

a) Az = (1,0,0),

b) Az = (1,0,1).

Reseni. a) x = (1,1,0), b) 2 = (0,0, 1).

Tip: zadanou matici zobrazeni nemusite nutné prevadét na tvar ,ze standardni do standardni baze“!
Mizete vyuzit toho, ze vztah (Ax)y = *AY - (z)x plati pro libovolné béaze.

P¥iklad 6.19. Soubor X = ((1,0),(2,1)) je baze prostoru R? a zobrazeni A, B € L(R?) jsou zadan4

maticemi
1 2 -1 5
& X
A_<2 3)’ B_<O 6>'

Najdéte matici a) souctu zobrazeni A + B ve standardni bézi &, b) slozeného zobrazeni AB ve
standardni bazi &,.

Reseni.

. (o 21 . (-1 31
a)g(A+B)—<2 9>, b)f(AB)_<_2 56).
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Pi#iklad 6.20. Necht A € £(C*, C?) je zadané hodnotami na bézi takto:

A(la 17 _170) = (070)0)7 A(172a _17 _2) = (_17 _3a 1)7
A(1,0,0,—1) = (0,0,0), A(1,1,1,1) = (5,8,2).

Naleznéte vSechna feSeni rovnice Az = (13,21, 5).
ReSeni. S = (8,5,0,0) + ((—1,—-1,1,0),(—1,0,0,1)).

Piiklad 6.21. Necht A € £(R?,R3), kde

1 -1

XYA8 — | ¢ —q ,
2
a —a

X = ((0,1),(1,—1)) a a € R je parametr. V zavislosti na a najdéte kerA, obor hodnot A(R?) a urcete
hodnost h(A).

Reseni. Pro a ¢ {0,1} je kerA = {0}, h(A) =2 a A(R?) = ((1,a,q), (1,a,a?)),
pro a € {0,1} je kerA = ((1,0)), h(A) =1,
pro a =0 je A(R?) = ((1,0,0)),
pro a = 1 je A(R?) = {(1,1,1)).

P¥iklad 6.22. Budte A € L(R?,R?), B € L(R? R3), kde A(a1,az,a3) = (a1 + az + as, a3) a

a —a
52B€3 — a? —a ,
1 -1

a € R je parametr. Rozhodnéte, v jakém poradi 1ze zobrazeni sklddat. Pro slozend zobrazeni naleznéte
v zévislosti na a € R hodnost a jadro.

Reseni. Pro a ¢ {0,1} je h(AB) = 2, ker(AB) = {6},
pro a € {0,1} je h(AB) =1 a ker(AB) = ((1,1)),
pro a ¢ {0,1} je h(BA) =2, ker(BA) = ((1,—1,0)),
pro a € {0,1} je h(BA) =1 a ker(BA) = ((—1,1,0),(0,0,1)).

Piiklad 6.23. Bud ¢ € (0,27). Najdéte matici €24, linearntho operdtoru A, € L(R?), ktery otod
vektor = (21, r2) v roviné R? kolem pocatku o tihel ¢ (proti sméru hodinovych ruéicek). Dale urcete
ker Ay, d(Ay), h(Ay) a matici slozeného zobrazeni Ay, o Ay ve standardni bazi &, kde ¢ € (0, 27).

Reseni.
£24, _ cos¢ —sing
¢~ \sing cos¢ |’
kerA¢ = {9}7 d(A¢> =0, h(A¢) =2,
£ _ [cos(@+4) —sin(¢+9)
(Aydy) = (sin<¢ +¢)  cos(é+) ) |
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Pi#iklad 6.24. (x) Budte a, 8 € R, a3 # 1 a definujme linedrni operator A € £(R?) matici

Es A 1 «
A_<B 1).

a) VysSetfete, na jakou mnozinu se zobrazi ¢tverec (0,1) x (0, 1) pfi zobrazeni.
b) Ukazte, ze pokud o = 3, lze operator ziskat slozenim operatoru rotace o tihel +x/4 a zmény

méfitka (s odpovidajicimi parametry).

Reseni. a) A((0,1) x (0,1)) = {(z,9) € R? |0 <z —ay <1—-af, 0 <y— fz <1-af}. Tato
mnoZina predstavuje rovnobé&Znik v R? s vrcholy (0,0), (1, 3), (a,1) a (1+ «a, 1+ ). Geometricky
tedy operator A realizuje zkoseni v R2.

b) A= A yBA_ /4, kde Ay, 4 je operdtor rotace z pifkladu a B je operator zmény méritka

v R2 s matici
1+« 0
Sop
B_< 0 1—0z>'

Priklad 6.25. Jak se zméni matice linearniho zobrazeni A v bazich X', ), jestlize:
a) v bazi X zaménime ity a jty vektor;
b

v bazi Y zaménime ity a jty vektor;

¢) ity vektor baze X vynasobime ¢islem « # 0;

)
)
)
)

d) ity vektor biaze ) vynasobime ¢islem a # 07

ReSeni. a) Zaméni se ity a jtj sloupec,
b) zaméni se ity a jty radek,
c) ity sloupec se vynasobi a,

d) ity fadek se vydali a.

7 Determinant, vlastni Cisla a diagonalizace
7.1 Permutace
Definice 7.1. Bud n € N. KaZdé bijektivni zobrazeni w : i — f nazjvdme permutaci mnozZiny n.

o KaZdou dvojici (m(i),m(j)) takovou, zZe i < j a w(i) > w(j) (kde i,j € ), nazgyvdme inverzi v
permutaci .

o Cislo (—1)!7, kde I je pocet inverzi v, nazjvdime znaménko (signum) permutace 7, znacime
jej sgnm. Je-li sgnm =1, resp. —1, rikdme, Ze w je permutace sudd, resp. lichd.

o Mnozinu vsech permutaci mnoziny i znacime S,.

o Permutaci T;; € Sy, kde 7;5(j) = 1, 74j(1) = j a pro ostatni proky k & {i,j} plati 7;;(k) = k
nazyvdme transpozici cisel i a j.
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Permutace obvykle zaddvame vyctem usporadané ntice (m(1),...,7(n)) (ve které se kazdé ¢islo z
mnoziny 7 musi vyskytovat pravé jednou) a plati nésledujici:

o Slozeni permutaci 7 je také permutace 7.

o Ke kazdé permutaci 7 existuje pravé jedna permutace inverzni 7.
¢ Pocet vSech permutaci mnoziny 7 je n!.

o Kazdou permutaci lze ziskat jako slozeni kone¢né mnoha transpozic.

o Pro libovolné w1, o € S, plati sgn(m o me) = sgnm - sgn mo.

Priklad 7.2. Urcete pocet inverzi v nasledujicich permutacich:

a) (2,3,5,4,1),

b) (2,3,4,6,5,1),

c) (1,9,6,3,2,5,4,7,8),

d) (n,n—1,n-2,...,2,1),

e) (1,3,5,...,2n—1,2,4,6,...,2n),

£) (2,4,6,...,2n,1,3,5,...,2n — 1),

g) (1,4,7,...,3n—2,2,5,8,...,3n— 1,3,6,9,...,3n),

h) (2,5,8,...,3n—1,3,6,9,....3n,1,4,7,....3n — 2),

i) (1,2,....5—Lkj+1,....k—1,j,k+1,...,n—1,n), jeli 1 < j < k < n (transpozice prvku j a

Reseni. Jelikoz stac¢i postupovat kombinatorickou tvahou presné podle definice, nebudeme Ctenare
urazet podrobnéji rozepsanym postupem reseni.

a) b, d) n(n—1)/2, g) 3n(n—1)/2,
b) 6, e) n(n—1)/2, h) n(3n+1)/2,
c) 13, f) n(n+1)/2, i) 2(k—j)—1.

Priklad 7.3. Urcete slozenou permutaci 7 o o, je-li
a) ™= (57372747 1)) 0 = (274757173)7
b) 7T:(7,3,1,2,6,4,5),02(4,7,1,3,6,5,2),

¢) T=1(2,7,1,4,8,6,3,5), c = (1,3,8,7,6,2,5,4).

ResSeni. Piimocarym rozepsanim obrazii obou permutaci ziskdme
a) moo =(3,4,1,5,2),
b) moo =(2,5,7,1,4,6,3),

c) moo=(2,1,5,3,6,7,8,4).
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Priklad 7.4. Urcete inverzni permutaci k permutaci:
a) (2,6,4,3,1,5),

b) (5,8,2,1,4,7,3,6),

c) (2,3,5,9,1,8,7,4,6).

Reseni. Inverzn{ permutace musi spliiovat vztah
Vi,jen:m@i)=je 1) =1i.

V pripadé a) piimo z predpisu dostdvame

ted
' mH2)=1, 7716) =2, 7 14)=3, 7 13) =4, 71 (1) =5, 7 1(5) =6

a plati 771 = (5,1,4,3,6,2). Podobné pak dostaneme
b) (4,3,7,5,1,8,6,2),
¢) (5,1,2,8,3,9,7,6,4).

Priklad 7.5. Jaky nejvétsi pocet inverzi mize mit permutace z S,,7 Jaka je to permutace?

Reseni. Budeme postupovat postupnou tivahou od obrazu 7(1) po obraz m(n) a v kazdém kroku
maximalizujeme pocet inverzi.

o Maximalni pocet inverzi, ve kterych muze byt prvek m(1) je presné n — 1 a to pravé kdyz je
v inverzi se vSemi ostatnimi prvky 7#. Tedy musi byt nejvétsi mozny a plati 7(1) = n.

o U kazdého dalsiho obrazu m(k) chceme zajistit nejvyssi mozny pocet inverzi se vsemi obrazy
nasledujicimi 7(k + 1),...,7(n). Pro 7(k) tedy volime nejvyssi mozny prvek z n (tedy m(2) =
n—1,7(3) =n — 2 a tak dale).

¢ Nalezena permutace je 7 = (n,n — 1,n —2,...,2,1) a pocet inverzi v ni je roven

n(n—1
(n—1)+n—2)+ - +1+0="0"1

7.2 Determinant

Definice 7.6. Bud A € C™" se slozkami A;; = a; j. Determinant matice A je cislo

det A = Z SGNT * 1 7(1)02,7(2) - - - Cnym(n)-
TESRK

Kazdy scitanec v definici determinantu tedy odpovida néjaké permutaci mnoziny 7. Situaci si lze
predstavit tak, ze na zakladé této permutace v kazdém radku matice (oznacme jeho index k) vybereme
prvek v 7(k)tém sloupci (kazdy sloupec je vybran pravé jednou) a tyto vybrané prvky mezi sebou
vynésobime. K tomuto souéinu pouze pridame znaménko pouzité permutace.

Priklad 7.7. Rozepiste sumu z definice determinantu matice A = (a; ;) € C™" pron =2 an = 3.
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ReSeni. a) Pro n = 2 existuji pouze dvé permutace mnoziny 2, suda (1,2) licha (2,1). Tedy

det A = ap,1a22 —ap 2021 -

b) Existuje Sest permutaci mnoziny 3 = {1, 2,3}, z nich jsou t¥i sudé ((1,2,3), (2,3,1), (3,1,2)) a t¥i
liché ((1,3,2), (2,1,3), (3,2,1)). Tedy

det A = ay1a22a33 — a1,1a23a32 + 412023031 — 1,202,103,3 + A1,3021032 — 41,302,203 1 -
Priklad 7.8. Pouze na zdkladé definice determinantu zduvodnéte, pro¢ je funkce p(x) polynom nejvyse

¢tvrtého stupné a aniz byste determinant pocitali, urcete koeficient u nejvyssi mocniny polynomu p(z),
je-li

1 3z 2 «x r 6 2 3
0 4 bx 3 3 4z Tx 3z
dr 8 3z 2z 3 2¢x 4 2
3 6x 2x b5z 2v 1 2 5
3 4 7 3z -3 -1 2
4 8 4 2 —1 3 —x

Reseni. Jednd se o matice typu 4 x 4, a v kazdém prvku kazdé z matic je proménnd z nejvyse v prvni
mocniné. Determinant je z definice roven sou¢tu (linedrni kombinaci) souéint tvaru ,,po jednom prvku
z kazdého tadku matice“. Vidime, zZe tak lze ziskat polynomy stupné nejvyse 4, resp. 3. Pro nalezeni
koeficientu u nejvyssi mocniny tedy staci secist prispévky odpovidajicich permutaci (s patfiénymi
znaménky).

a) ag = —120, c) ag = —6,

b) Qg = —24, d) a3 = 6.

Poznamka 7.1 (O vypoctu determinantu). Pro malé matice (n € {2,3}) lze determinant spocitat
primo z definice, pro predpisy odvozené v prikladu[7.7 existuji mnemotechnickd schémata, tzv. kriZové
a Sarrusovo pravidlo.

Obecné je postup primo z definice neprakticky a vypocetné ndrocny (determinant matice n X n je
suma n! séitanci, kde kazdy je ve tvaru soucinun cisel. V ndsledujicim si shrneme, co o determinantech

uzitecného vime.

o Je-li matice A = (a; ;) horni trojihelnikova nebo dolni trojihelnikovd, plati det A = a1 1 - - ap p,
tedy jeji determinant ma pouze jeden nenulovy séitanec a to sou¢in prvku na diagondle (coz
pochopitelné plati specidlné i pro diagondlni matice).

o Rédkové tipravy GEM ovliviiji determinant nésledovné:

— Uprava (G1) prohozeni dvou fadkt méni znaménko determinantu, (resp. ndsobi determinant
matice ¢islem opaénym k 1).
(Pozor na slozitéjsi dpravy poradi radki, napr ,prohozeni vsech tadki odspoda nahoru “
nebo ,presunuti pruniho adku na konec a kazdého dalsitho radku o jeden vyse“. Pro urceni
jak se zmeni znaménko determinantu je treba si presne rozmyslet, kolik operaci ,prohozent
dvou 1adki“ je pro dany krok potreba!)
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— Uprava (G2) vynasobeni jednoho fadku &islem o # 0 determinant matice zméni vynasobe-
nim timtéz ¢islem.

— Uprava (G3) pfi¢ten k jednomu fédku anasobek druhého fadku determinant nemén.
(Pozor na dpravy typu ,k dvojndsobku jednoho rdadku pricteme trojndsobek druhého, je v
nich schovand uprava (G2), kterd determinant méni!)

o Jelikoz plati det(AT) = det A, lze na matici pouzit i sloupcové analogie tiprav GEM, plati pro
né pak stejné zédkonitosti jako pro ty rddkové, viz. vyse.

o Matice A € C™" je regularni pravé tehdy, kdyz det A # 0. Pro regularni matice pak plati
det(A™!) = (det A)7L.
o Ozna¢me jako A(k,l) € T" 1"~! matici, kterd vznikne z matice A vynechdnim ktého Fadku

a ftého sloupce. Cislo (—1)***det A(k, £) nazyvame algebraicky doplnék prvku ay,. Véta o
rozvoji determinantu podle ktého sloupce pak rika, ze plati

det A =D (1) a;, det A(i, k).
=1

(Tedy determinant matice nxn lze prevést na soucet determinanti mensich matic, které vzniknou
vynechdnim jednoho zvoleného sloupce a rizngch vadki — to je mimorddné uzitecné v pripadé, Ze
zvoleny kty sloupec obsahuje mdlo nenulovych proki.)

o Diky vztahu det(AT) = det A lze obdobné provést rozvoj determinantu podle zvoleného Fadku.

Priklad 7.9. Spocitejte determinanty néasledujicich matic:

) « a+1 1 1 «
Yila-1 a | e) |1 1 o?,
a? a 1

b) C.OS p —sing ,

sing cosyp o®+1  af ay

2

NEIE"Y D) as Fr1 g

logﬂ o 1 ) ,.Y ’y ,7

8 1 -1 sina cos2a  cos?a
d) |3 2 , g) [sin? 8 cos2B cos?pB|.

7T 4 1 sin?y cos2y cos®y

Reseni. a) Pouzitim kiizového pravidla dostaneme

o a+1
a—1 «

b) Pouzitim kfizového pravidla dostaneme

COS
sin

—sinp
CoS
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Podobné jako vyse dostavame

1 log,, 5
logg 1

Ina

‘Zl_lOgaﬁ'IOgﬁazl—mﬁ'%ﬁgzo-

Lze pouzit napiiklad Sarrusovo pravidlo, determinant se rovna —110.

Jednim z moznych postupti je pouziti Sarrusova pravidla, alternativné lze pouzit fadkové/sloupcové
upravy, rozvoj determinantu a krizové pravidlo:

1 1 « 0 0 a-a? L1
1 1 o?=|1 1 ? | =(a-a?) |, = (a—a?) - (a—a?)=a*(a—1)2.
a2 a1 a? « 1 @

Pouzitim Sarrusova pravidla dostaneme vysledek o? + 32 +~2 + 1.

Lze si povsimnout, Ze odec¢teme-li od tretiho sloupce sloupec prvni, dostaneme sloupec rovny dru-
hému sloupci. Matice s dvéma stejnymi sloupci ma pak zfejmé determinant roven nule (jeden lze
od druhého odecist, ¢imz vznikne matice s nulovym sloupcem).

Priklad 7.10. Spocitejte nasledujici determinanty:

a)

b)

1 1 1 1 a+1 1 1 1 ai 0 b O
1 -1 1 1 1 a+41 1 1 0 ¢ 0 d
1 1 -1 1] )| 1 at1l 1 "9 0 a o]
11 1 -1 1 1 1 a+l 0 dy 0 e
12 3 4 5
1110 2100 06041
1101 o210 Hl2 4135
101 1) 01 2 1 135 2 4
01 1 1 001 2 050 3 2

Reseni. Z mnoha riznych moznych postupit vzdy vybereme pouze jeden, dalsi moznosti Teseni si
Ctenar jisté promysli sam.

a)

1 1 1 1 1 1 1 1
-1 1 1 0 -2 0 O
0

1 _ _ 3 _
1 1 -1 1| 0 0 =2 =1-(=2)"=-8
1 1 1 -1 0O 0 0 =2
1 110 1 0 0 -1 0O 0 0 -1
1 1 01 _ 1 0 -1 0 _t 0 0 -1 0 _ 3
1 011 1 -1 0 0 0 -1 0 0
01 11 0 1 1 1 3 1 1 1
(v kroku t jsme k prvnimu sloupci pricetli viechny ostatni sloupce) .
a+1 1 1 1 a+4 1 1 1 1 1 1 1
1 a+1 1 1 a+4 a+1 1 1 1 a+1 1 1
1 1 atl 1 | Tlata 1 asr o1 |T@FDN T apn
1 1 1 a+1 a+4 1 1 a+1 1 1 1 a+1
1 1 1 1
(a+4)-8 g 2 8 =a3(a+4).
0 0 0 «
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Dalsi vysledky jiz uvedeme bez postupu feseni:

d) 5.

e) (a1a2 — blbg)(clcz — dldg).

f) 195.

Priklad 7.11. Spocitejte nasledujici determinanty, n € N:

— ==

_ ==

1

1

2

1

—_

at+a-(n—1)
—a+a-1
—a+a-1
—a+a-1

—at+a-1

—_

n—1

_ Q9 = =

[an}

0

S O ==

O R = =

—_

0

O = =N

nxn

— = =W

1

a1 are 0
az1 a2 0
a1 azz 0
e) a4 Q42 043
Gp,1 Adn,2 an3
1
1
1
1 )
o
nxn
n—1 an 1 2 3
1 0O 1 1 1
1 0 0 1 1
1 =0 0 0 1
1 0O 0 0 O
1 1 1 1
1 0 1 1
1 —t]0 0 1
n—2 0 0 0

1

o o O

Q
BN
3

Gn.n

— ==

(v kroku T jsme se zamysleli nad tim, Ze ipravu ,,odeéteni vybraného fadku od viech pod nim* lze

opakovat postupné pro vSechny rddky odshora doli a tak vyrobit horni trojihelnikovou matici) .

a 1 2 3 n
—-a 1 1 1
—a 0 1 1
a) |_q 0 0 1
—-a 0 0 0
1 11 1
1 2 2 2
by I 2 3 3|,
1 2 3 n
Reseni.
a 1 2 3 n
-a 1 1 1
—a 0 1 1
a) | o 0 0 1
—-a 0 0 0
=an
1 11 1 1
1 2 2 2 0
by [1 2 3 30
1 2 3 n 0
n 1 1 1
1 n 1 1
c) 1 1 n 1
1 1 1 n
nxn

=2n—-1Dn-1)""".

1 1
n—1 0

0 n—1

0 0

Dalsi vysledky jiz uvedeme bez postupu feseni:
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2n—1
0
0

nxn

1
n—1
0

1
0

n—1

1
0
0

n—1
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@) ~(a -1y,
e) 0.

Priklad 7.12. Pouze na zdkladé vlastnosti determinantu spocitejte

a+b ¢ 1
b+c a 1.
c+a b 1

ResSeni. Snadno si povéimneme, Ze pfi¢tenim druhého sloupce k prvnimu ziskdme sloupec (a+b+
¢, a+b+c, a+b+c)l. Dostaneme tak determinant matice, jejiz jeden sloupec je konstantnim
nasobkem jiného a takova mé vzdy determinant roven nule (k ¢emuz mizeme dospét rizné, napriklad
tvahou o hodnosti a regularité matice).

Priklad 7.13. Cisla 1189, 2665, 6437,4961 jsou délitelnd 41. Dokazte, Ze

S W O
— J Ot ©

= O N =
O =~ O =

je rovnéz délitelny 41, aniz spocitate jeho hodnotu.

ResSeni. Vhodnou myslenkou na zacatek budiz napiiklad fakt, Zze k libovolnému sloupci lze pricist
desetinasobek druhého, stonasobek tietiho a soucasné tisicindsobek ¢tvrtého sloupce. Soucasné lze z
radku i sloupcii pri vypoctu determinantu ,,vytykat®.

7.3 Vlastni ¢éisla, vlastni vektory a diagonalizovatelnost

Definice 7.14. Rekneme, Ze A € C je vlastni ¢islo operdtoru A € L(V) prave kdyz existuje x € V,
x # 0, takovy, ze Ax = \x. Vektor x pak nazgvame vlastnim vektorem operdtoru A prislusejicim
vlastnimu c¢islu X. MnoZinu vsech vlastnich ¢isel A nazgvdme spektrem A a znacime o(A).

Analogicky definujeme vlastni ¢isla, vlastni vektory a spektrum matic A € C™" (kaZdd takovd
matice urcuge linedrni operdtor vztahem A =€A).

o Vlastni ¢islo A operdtoru A s vlastnim vektorem x splniuji
Av=X xS Az —dx=0< (A-NE)z =0,
tedy pro kazdé A € C a pro libovolnou béazi X prostoru V' plati:
ANeo(A) & (Fr#6:(A—AE)x =0)
< (A — A\E) neni bijekce
& (A — AE) nenf regularni matice
& det(Y(A-AE)) =0.
o Pro nalezeni spektra tedy sestavime matici (A — A\E) (typicky ve standardni bazi X = &) a
spocitame jeji determinant (jde o polynom s komplexnimi koeficienty v proménné A\, nazyvame

ho charakteristicky polynom operatoru A a zna¢ime p4(A)). Spektrum o(A) je tvoreno vSemi
kotreny charakteristického polynomu.
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¢ Mnozina vsech vlastnich vektort operatoru A prislusejicich pevné zvolenému A € C je rovna
ker(A — AE)\ {6} .
o Jadro ker(A — AE) nazyvame vlastnim podprostorem operatoru A prislusejicim vlastnimu
cislu .
o Zadani ,naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory operdtoru/matice* znamena:

— nalézt spektrum o(A),

— ke kazdému vlastnimu ¢islu A\ nalézt bazi jeho vlastniho podprostoru ker(A — AE).

Definice 7.15. Necht A € L(V,), Ao € o(A). Ndsobnost cisla Ny jako kotene charakteristického
polynomu p 4 operdtoru A nazgvame algebraickou ndsobnosti viastniho cisla Ao a znacime ji vq,(No).
Cislo d(A — N E) nazyjvime geometrickou ndsobnosti viastniho &isla Ny a znacime i vy(Ao).

o Cislo vg(Ao) je dimenze vlastniho podprostoru a tedy maximalni velikost LN souboru vlastnich
vektoru k vlastnimu cislu Ag.

o Pro kazdé Ay € C plati v4(Ag) < vg(Ao).

Definice 7.16. Matice A,B € C™" nazveme podobné, privé kdyz existuje P € C™" requldrni tak, Ze
plati
A=P'BP.

Ekvivalentné plati, Ze matice A,B € C™"™ jsou podobné pravé tehdy, kdyz jsou obé maticemsi stejného
linedrniho operdtoru (v néjakych bdzich), tedy kdyz existuje A € L(V,,) a bize X, Y takové, Ze

YA=A asoudasné YA=B.

Operator A € L(V,,) nazveme diagonalizovatelny, jestlize existuje baze X prostoru V,, takovd, Ze
matice ¥ A je diagondini (matice je diagonalizovatelnd, je-li podobnd diagondlni matici).

o Operator A € L(V,,) je diagonalizovatelny pravé kdyz

VAo € 0(A) 1 v4(Xo) = vg(Ao) -

¢ Libovolny soubor vlastnich vektord, ve kterém kazdy prislusi jinému vlastnimu ¢&islu, je vzdy
LN.

o Zadani ,ovérte, zda je operator diagonalizovatelny, a naleznéte bazi, ve které je jeho matice
diagonalni“ tedy znamena:
— nalézt spektrum o(A),
ke kazdému vlastnimu ¢islu nalézt bazi vlastniho podprostoru,

porovnat algebraické a geometrické ndsobnosti u kazdého A € o(A),

L 44

rovnaji-li se pro kazdé A € o(A), bazi X sestavime poporadé z bazickych vektoriu vsech
vlastnich podprostort. Matice prechodu *E¢ je bude obsahovat ve sloupcich, diagonalni
matice operatoru * A bude na diagonile obsahovat v odpovidajicim poradi viechna vlastni
¢isla (kazdé zopakované tolikrat, kolik je jeho ndsobnost).
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¢ Mame-li rozhodnout o podobnosti dvou zadanych matic A,B € C™", mtzeme se pokusit nalézt
reguldrni matici P € C™" spliujici

A=P 'BP < PA=DBP

rucné, pripadné ukazat, ze neexistuje. Pokud ale ukadzeme, ze obé matice A i B jsou diagonalizo-
vatelné a maji stejnd vlastni ¢isla, jejichz ndsobnosti se navic shoduji, plyne z toho automaticky,
Ze jsou podobné.

¢ Konkrétné, predpokladejme, ze o(A) = {\1,..., \p} a Ze pro kazdé \; plati rovnost v,(\;) =
Vg(A;). Sestavme

— diagonalni matici D € C™" umisténim vSech vlastnich ¢isel matice A na diagonalu (kazdé
tolikrét, kolik je jeho ndsobnost),

— matici P € C™" po sloupcich z vlastnich vektort matice A (z bézi vlastnich podprostori
ve stejném poradi jako jsou vlastni ¢isla v matici D).

— Chépeme-li zadanou matici jako A = €A a soubor vlastnich vektort z bazi vlastnich pod-
prostorii jako novou bazi X, pak sestavené matice odpovidaji maticim zobrazeni a prechodu
D=%A4aP=YE¢. Ze vlastnosti matic zobrazeni jisté plyne

XA:gEX~£A-XE6.

Tedy plati vztah
D =P 'AP.

Piiklad 7.17. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A € C>2 a rozhodnéte o jeji diagona-
lizovatelnosti, je-li:

5 2 -3 4 -5 2 31 -1
a) A= |4 5 —4], ) A=|5 -7 3], ) A=10 2 o0 |,
6 4 —4 6 —9 4 11 1
111 2 -3 1 4 2 1
by A=|1 1 1], ) A=|1 -2 1], fA=|-2 1 2
111 1 -3 2 —2 —2 1

Reseni. Vétsina postupu feseni stavi na schopnostech, které bychom jiz méli mit, a to na vypoctu
determinantu, hledani kofent polynomu a feSeni homogennich soustav. Proto podrobné vyfresime jen
nékolik prvnich prikladd a postupné uvedend reseni zestrucnime.

5— )\ 2 -3
a) paN) =] 4 5-X —4 |[=-X+6A2-11A+6=—A—1)(A—2)(\—3),
6 4 —4— )\
tedy plati o(A) = {1, 2,3} a vSechna vlastni ¢isla jsou jednoducha (v,(A) = 1). Odpovidajici vlastni
podprostory operatoru A s matici A odvodime Fesenim soustav:

4 2 =310 11 -11]0

oA=1:14 4 =40 ~|[0 2 —-1|0|=ker(A—1FE)=((1,1,2)),v4(1) = v,(1) =1,
6 4 5|0 00 010
3 2 =310 11 -1]0

ox=2143 —4/0|~[0 1 00| =ker(Ad-2E)=/{(1,0,1)),1,(2) = va(2) = 1,
6 4 —6(0 00 010
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)

f)

2 2 -3|0 2 0 —1]0
oA=3 14 2 —4|0|~|0 1 —1|0]|=ker(A—3E)=1{(1,2,2)),1,03) =va(3) =1
6 4 70 00 010

a matice A je diagonalizovatelna.

RN T
RSN

1 2=

-1 1

1—) 1 1 A 20— )\2

0
paN)=| 1 1-X 1 |=l0 =X A
1 1 1-A |1 1 1-2A

’ = A2(3_)‘)7

tedy plati o(A) = {0,3}, v4(0) = 2 a v,(3) = 1. Odpovidajici vlastni podprostory operdtoru A
s matici A odvodime feSenim soustav:

11 1]0 11 10

oA=0:|1 1 1|0~ [0 0 0]0]| = ker(4A—0E)=((1,-1,0),(1,0,—1)),
11 1[0 0000

vg(0) = va(0) = 2,
-2 1 1]0 11 -2]0

oA=3|1 =2 1]0|~|0 1 —1|0]| = ker(A—3E)=/{((1,1,1)),
1 1 =210 00 010

a matice A je diagonalizovatelna.
4—- A -5 2
paA) =] 5 —T—-Xx 3 |=X2-X=)(1-)),
6 -9 4-A
tedy plati o(A) = {0,1}, v,(0) = 2 a v,(1) = 1. Odpovidajici vlastni podprostory operatoru A
s matici A odvodime FeSenim soustav:

4 =5 210 1 -2 1 1|0
oA=0:|5 =7 3|0 ~]|0 3 —2]0]|=ker(A—0E)=1{((1,2,3)), 14(0) =1 # 14(0),
6 —9 4|0 00 010
3 -5 20 1 -1 0|0
oA=1:|5 =8 3|0 ~|0 1 —1]0]|=ker(A—1E)=/((1,1,1)),
6 -9 30 0 0|0

vg(1) = v4(1) =1,
a matice A neni diagonalizovatelna.
Dalsi vysledky jiz uvedeme bez postupu reseni:
Vlastnimi ¢isly jsou

o A =0, 15(0) = 1, ker(A — 0E) = ((1,1,1)),
o do=1, va(1) =2, ker(A — 1E) = (1,0, -1),(3,1,0))

a matice A je diagonalizovatelna.

Jedinym vlastnim ¢islem je A\; = 2, 1,(2) = 3, ker(A—2E) = ((1,0,1), (—1,1,0). Tedy v4(2) =2 #
ve(2) a matice A neni diagonalizovatelna.

Vlastnimi ¢isly jsou
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o A =2, 14(2) =1, ker(A — 2E) = ((5,6, —2)),
o Ao =2+4iVT, 1,(2+iVT7) =1, ker(A — (2+iVT)E) = (-1, 5(1 — iv/7),1))
o A3 =2—iVT, 1,(2—iV7) =1, ker(A — (2 —iVT)E) = (-1, 3(1 +iv/7),1))

a matice A je diagonalizovatelna.

Piiklad 7.18. Zjistéte, zda nasledujici matice A, B € C33 jsou podobné:

01 2 010
a)A=]0 0 1|, B=[0 0 1],
0 0O 0 0O
3 00 1 1
by A=[00 0|, B=|1 1 1],
0 0O 1 11
20 2 0 0
gA=|oo0 1|, B=[o o 1],
01 0 -1 0
01 1 0 O
d) A= 0 1|, B=[0 w 0], kdew=—1+i¥3
10 0 0 w
Reseni. a) Snadno ovéfime, Ze plati o(A) = o(B) = {0}, u obou matic méa vlastni ¢islo A = 0

algebraickou nasobnost 3. Pokud budou i geometrické nasobnosti u obou matic rovny trem, zadané
matice budou podobné.

Jelikoz maji obé matice na prvni pohled stejnou hodnost, h(A) = h(B) = 2, z Frobeniovy véty
plyne, ze dimenze podprostoru feseni soustav (A | ) a (B | 0) je rovna jedné, tedy ani jedna
z matic neni diagonalizovatelné a jejich podobnost musime ovérit jinak, ,ruéné®.

a b c
Primo z definice se pokusime najit reguldrni matici P= [ d e f | splnujici rovnost PA = BP.
g h i
Po dosazeni vsech matic dostaneme rovnost vedouci na soustavu rovnic v nezndmych a,...,1, ze

které ziskame podminky
d=g=h=0, a=e=1t, f=2a+Db,
hledané matice tedy existuje a je tvaru
c

a b
P=]0 a 2a+0b
0 0 a

pro néjaké parametry a, b, c € C. Aby byla regularni, zjevné staci, aby platilo a # 0.

Plati o(A) = o(B) = {0, 3}, kde A\; = 0 ma u obou matic obé nasobnosti rovné dvéma a Ay = 3 ma
obé nadsobnosti rovné jedné. Matice A je uz sama diagonalni, matice B je podle ¢asti b) prikladu
diagonalizovatelnd, jsou si tedy navzajem podobné.
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)
d)

Regularni matici P € C>3 splijici vatah A = P~'BP ziskdame tak, ze do sloupcii poporadé napiseme
vlastni vektory matice B, a to zleva doprava nejprve vlastni vektor k A = 3 a poté dva LN vlastni
vektory k A = 0. Tedy

1 1 1
P=(1 -1 0
1 0 -1

Nejsou podobné.

Jsou podobné.

Priklad 7.19. Necht A € L(V), V # {0}. Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni:

a) je-li A2 = A, je o(4) C {0,1};

b) je-li A2 = B, je o(A) C {~1,1};

c) je-li A =0 (nulovy operator), je o(A) = {0}.

ReSeni. a) Necht A € 0(A), pak existuje x # 6 takovy, ze Az = Az. Z linearity operatoru odvodime

(A%)z = A(Az) = A(\z) = Nz = Nz,
Soucasné ale predpokladime A% = A, tedy
(A%)z = Az = Az

Mé-li pro néjaky nenulovy vektor € V platit A2z = Az, pak plati i (A\2 — \)z = 6 a nutné také
A2 —X=0, tedy X € {0,1}.

Necht A € 0(A), pak existuje = # 6 takovy, ze Az = Az. Z linearity operdtoru odvodime
(A?)z = A(Azx) = A(\x) = Mx = Nz,
Soucasné ale piedpokladdme A% = E, tedy
(A)r=FEx=z.

Mé-li pro néjaky nenulovy vektor = € V platit A2z = z, pak plati i (A2 — 1)z = 6 a nutné také
A —1=0, tedy X\ € {—1,1}.

Predpokladdme, ze plati Ax = 0 pro kazdé = € V. Necht A € o(A), pak existuje = # 0 takovy, ze
Az = Az. Pro néjaky nenulovy vektor x tedy musi platit

Ar=Ax =90,

z ¢ehoz nutné plyne, ze A = 0.
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7.4 Cviceni

Priklad 7.20. Urcete Cisla i, k tak, aby permutace z Sg byla licha:
a) (1,2,7,4,i,5,6,k,9),

b) (1,4,2,5,k,4,8,9,7).

ReSeni. a) i =3,k =8,b) i =3, k= 6.

Pi#iklad 7.21. Budte 71 = (4,2,6,3,1,5), m = (2,6,1,3,4,5) permutace mnoziny 6. Naleznéte per-
mutaci ¢ € Sg vyhovujici rovnici:

a) T 00 = my,

b) oom = m.

Reseni. a) 0 = (2,3,5,4,1,6), b) 0 = (4,6,3,2,5,1).

Priklad 7.22. Necht v permutaci m € S, je k inverzi. Urcete, kolik inverzi je v permutaci
(r(n),7(n—1),...,7(1)).

Reseni. n(n —1)/2 — k.

Priklad 7.23. Kolik inverzi je ve vsech permutacich z S,, dohromady?

n(n—1) n!
2 2"

ResSeni.

Priklad 7.24. Vstup 1234 lze pomoci zésobnikovych operaci push (vlozit na vrchol zasobniku) a pop
(vyjmout z vrcholu zdsobniku) zpracovat napiiklad takto: push(1), push(2), pop(2), push(3),
pop(3), pop(1), push(4), pop(4). Vistupem je potom 2314. Rikdme, Ze permutaci 2314 mnoziny
1234 lze realizovat zdsobnikem. Otazka: které permutace vstupu 1. . .n lze realizovat zasobnikem?

Piiklad 7.25. Zjistéte, které z ndsledujicich soucint jsou ¢leny determinantu matice A = (a; ;) € R%¢

a urcete, jakym znaménkem jsou opatieny:
a) (1,302,203 4041056065,
b) ai6a25a3104205 5064,

)
)

C) a1,402.203,104,305,606,5-
)

d) Kolik s¢itancu jesté zbyva k platnym ¢lenim napsat, aby byl soucet podle definice tplny?
Reseni.

a) Ano, —1, ¢) ano, —1,

b) ne, d) 6! —2="718.

Priklad 7.26. Vypiste vSechny cleny determinantu matice A = (a; ;) € R5?, které jsou tvaru

—a1,402 303 ;G4 ;05 -
Reseni. —aj4a23 (a3 1042055 + a3 2045051 + a3504,1052).

Priklad 7.27. Spocitejte nasledujici determinanty matic obecného rozméru n x n:
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
a) 11 1 1 , e) 1 o1 1 1 7
1 1 1 1 0 1 11 ... a1l
nxn nxn
1 11 1 1 1 2 3 n
1 2 1 1 1 -1 0 3 n
by |1 13 11 |-t -2 0 n,
111 1 n -1 -2 =3 0
T+ o a9 g oy
all C? a1 T+ a2 a3 oy
B Qg a2 T+ a3 lo%
) |71 0 & : : '
-1 0 a1 Qg (0%} T+ ay
T Qi Qo anp—1 1
a B B QT Qo on—1 1
foa B o ay T op—1 1
a (8 B «a Bl h) .
Do o oy Qg ... T 1
/8 ﬂ B aan a1 Gy a3 ... (679 1
ReSeni. a) (—1)"t!, e) (1—a)" 1,
b) (n—1)!, f) nl,
¢) ity i, g) z" + " Y ay,
d) (a+(n—-1)8)(a—-p)", h) TP (2 — o).

Priklad 7.28. Rozlozte polynom p(z) na kofenové ¢initele, aniz byste determinant pocitali (pouzitim
vlastnosti determinantu matice):

1—=x 0 0 0 1 2 3 ... n—1 n

a) (:17)— 6 4 —x 0 0 r 2 3 n—1 n
PIET=1 9 1 2-2 0 | o) plr)=|1 = 3 ... n—1 n|
4 8 3 3-x C : :
1 2 3 €T n

2 2 9 2 9 11 1 1

9 9 29 2 5-uz 1 1;”” 21 1
b) pla)=6—2 2 2 2 2 |, d) p(z) = -t :

2 2—xz 2 2 2 :

2 2 3-—z 2 2 11 1 n—x
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a a a a a kde a € R je parametr,
a a—=x a a a
e) p(x) =|a a 20—z a a |,
a a a 3a—zx a
20  2a 2a 2a 8a — 2z

b) p

c) p(z) = (—1)""n(z —1)(z—2)...(x —n+1),

d) p(z) = (—D)"z(z —1)...(z —n+1).

) p=0rproa=0, p(z) = 2ax(x — a)(z — 2a)(z — 3a) pro a # 0,

Priklad 7.29. Necht A € T™" je regularni. Naleznéte vSechna ¢isla o € T takova, Ze det(aA) = det A,
je-lia) T=R, b) T =C.

ReSeni. a) a = 1, je-li n liché, a = +1, je-li n sudé. b) a € {2*7/™ | k € a}.

Priklad 7.30. Vyuzijte linearitu determinantu jako funkci sloupcu, resp. radku a spocitejte determi-
nant

ar+61 o+ pPr ar+pPs ... a1+ B,
ar+ B ap+ P2 ar+pPz ... ax+ B,
a3 +p1 a3+ P2 az+P3 ... az+ By,
an+,81 an+/82 an+53 O‘n+ﬁn

Reseni. 0 pron > 2, (1 — ag)(P2 — P1) pron =2, oy + f1 pron = 1.
Priklad 7.31. Spocitejte det A, je-li A = (a; ;) € T™",

a) a;j =min(4,j), b) a;; =max(i,j), c¢)a;;=1i—j|
Reseni. a) 1, b) (—1)"*!n, ¢) (—1)"*(n — 1)2"2.

Piiklad 7.32. Rozhodnéte, zda matice A € C*?, kde

000 1 1 1 1 1 3 -1 0 0
0010 1 -1 1 1 1 1 0 0
aJA=101 g ol PA=| 1 1 4 1| 9A=|3 ¢ 5 _3
100 0 1 1 1 -1 4 -1 3 -1

je podobné diagonélni matici. V kladném piipadé najdéte P € C** regulirni a D € C** diagondlni
tak, aby A = PDP~!.

Reseni. a) Ano,

10 -1 0 10 0 O
01 0 -1 01 0 O
b= o1 0 1|’ b= 00 -1 0
1 0 1 00 0 -1

79



b) Ano,

1 -1 -1 -1 2 0 0 0
1 0 0 1 0 -2 0 O
P= 1 0 1 0} D= 0 0 -2 0
11 0 O 0 0 0 =2

c¢) Ne.

Piiklad 7.33. Bud A zobrazeni zrcadleni v R? podle pifmky, kterd svird s osou x tihel 7 Sestavte
matici A = €24 zobrazeni A vzhledem ke standardni bézi R? a zjistéte, zda je matice A podobna
diagonalni matici. Pokud ano, napiSte relaci podobnosti (tzn. najdéte P € R?? reguldrni a D € R??
diagondlni tak, aby AP = PD).

) o) )

Priklad 7.34 (*). Necht X = (x1,x2,x3) je baze prostoru V3 nad C, A € L(V3). Zjistéte, zda je A
diagonalizovatelny operator; v kladném pripadé naleznéte diagonalizujici bazi Y = (y1,y2,ys3) a uréete
YA, je-li

, je-li:

ResSeni.

5 —2 —2 4 7 =5 1 -3 4
a)YA=|[-2 1 —1|; b)YA=[-45 0]|; c)*A=[4 -7 8
14 —6 —4 1 9 —4 6 —7 7

Reseni. Metoda Feseni je zde obdobnd jako v klasické tiloze nalezeni vlastnich &isel a vlastnich vektort.
Nicméné musime pocitat s tim, ze je zaddna matice zobrazeni v jiné nez standardni bazi! Vypocet
spektra to nijak neovlivni, ovSsem pii hledani vlastnich podprostori musime zpozornét — resime-li
homogenni soustavy s matici (A — AE | 6), v bézi feSeni nefiguruji pfimo vlastni vektory operatoru ale
jejich souradnice v bazi X!

a) y1 = —x2 + x3, Y2 = 311 + bwo + 4dws, y3 = —x1 — dwg + 223,
YA = diag(2, —1,1),

b) y1 = x1 + a2 + 223, y2 = 3(4 —i)x1 + 2(5 + 3i)xe + 1723, y3 = 3(4 +i)x1 + 2(5 — 3i)x2 + 1723,
YA = diag(1,2 + 34,2 — 3i),

¢) neni.

Priklad 7.35. Necht A,B € T™" jsou podobné. Dokazte, ze plati nasledujici tvrzeni:
a) h(A) = h(B);
b) A™ B™ jsou podobné pro libovolné m € N;
c) Jsou-li navic A, B reguldrni, potom jsou A~!, B~! podobné.
Priklad 7.36. Dokazte, Ze libovolnd matice A € C™" je regularni, pravé kdyz 0 ¢ o(A).

Priklad 7.37. Necht A € C™™ a \q,..., A, jsou vlastni ¢isla A (opakujici se podle své algebraické
nésobnosti). Ozna¢me pomoci Tr A stopu, tj. soucet diagonédlnich prvka matice A. Dokazte, Ze plati
nasledujici tvrzeni:
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a) det A = [[iL; A;

b) TrA=75%7",\.

Priklad 7.38. Necht A € C™" je regularni, o(A) = {\1,..., A\t }. DokazZte, ze plati nasledujici tvrzeni:
a) oA = {0

b) kazdy vlastni vektor matice A je vlastnim vektorem matice A™;

c) A je diagonalizovatelnd, pravé kdyz A~! je diagonalizovateln.
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