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Uvod

.Classification of mathematical problems as linear and nonlinear is like
classification of the universe as bananas and non-bananas.” (autor neznamy)

@ polynomialni rovnice, kofeny
@ linedrni rovnice

o diskrétni matematika, fyzika,. ..

Véta

Necht a,b € R a a # 0. Potom x = a~'b je jediné redlné &islo spliiujici rovnici
ax = b.
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Geometricka interpretace

@ piimka v roviné R?, dv& nezndmé x,y € R:
ax+by=c, abceR
@ rovina v prostoru R3, tfi nezndmé x,y,z € R:
ax+by+cz=d, ab,c,deR

@ vyjimky, priklad
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Soustavy linearnich rovnic 1

soustava rovnic <> prinik pfimek/rovin
teorie. ..
pocet Feseni?

Frobeniova véta

priklady:

2x+y—z=3,
2x+y—z=4

(1)
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Soustavy linearnich rovnic 2

3x+2y+z=06,
2y +z=3, (2)
z=1,

2
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Soustavy linearnich rovnic 3

3x+2y+ z=06,
2y + z=3, (3)
3x+ 6y +3z=12,

7
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Soustavy linearnich rovnic 4

3x+2y+ z=6,
6x + 4y +2z =12,
9x + 6y + 3z = 18.

Pocet reseni?
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Definice SLR

Definice

Necht n a m jsou pfirozend &isla a pro vsechna i € {1,...,m} aje{1,...,n}
plati, Ze aj € R a bj € R. Systém rovnic

aixy + axe + - 4+ awxs = b
ax1 + axxe + 0+ awmxs = b
(4)
amX1 + amxe + -+ 4+ ampXp = bpy
nazyvame soustavou m linearnich rovnic o n neznamych x, ..., x, € R. Cislu
aj fikdme jty koeficient ité rovnice.
MnoZinu vsech uspofadanych ntic (x1, Xz, ...,X,) € R", pro které po dosazeni

do (4) je splnéno viech m rovnic, nazyvdme mnoZinou Feseni soustavy a
znacime ji S.

Plati-li by = by = -+ = by, = 0, Fikdme, Ze soustava (4) je homogenni. Neni-li
soustava homogenni, je nehomogenni.
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Mnozina reseni

Pozorovani

Ndsledujici pozorovani se tykaji soustavy rovnic (4), z definice 2 je pfebrano i
znaceni.

Cislo ajj je Cislo, kterym se ndsobi proménnd x; v ité rovnici.

MnoZina Feseni soustavy je rovna priiniku mnoZin feSeni jednotlivych rovnic.
Homogenni soustava m& vzdy alespori jedno Feseni (0,0,...,0) € R".
(0,0,...,0) € R" neni nikdy FeSeni nehomogenni soustavy rovnic.

Je-li (x1,%2,...,xn) € R" FeSeni homogenni soustavy, pak pro libovolné
a € R je (axy,axa, ..., ax,) € R" také FeSeni (prepsat!).

© 000O0CO

Ma-1li homogenni soustava i jiné feseni nez (0,0,...,0) € R", pak m3
nekonecné mnoho reseni.
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Upravy SLR

(U1) Prohozeni dvou rovnic.
(U2) Vynéasobeni jedné rovnice nenulovym Eislem.

(U3) P¥icteni libovolného nasobku jedné rovnice k jiné rovnici.
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Priklad

3x+2y+ z=6 3x+2y+ z=6
3x + 6y + 4z = 13 % 4y +3z=7 2“33
4y +2z=06 4y +2z=06
3x+2y+ z=6 3x+2y+ z=6
z=1 2 dy+2z=6 2
r2¢r3 1-r2
4y +2z =06 z=1

3x4+2y+z=6
2y +z=3

z=1.

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 12 /47



@ Linearni rovnice

© Matice

© Gaussova eliminaéni metoda (GEM)

Q Télesa



Zjednoduseni zapisu

3x+2y+ z=6 3 2 1 6
3x 4+ 6y +4z=13 budeme zapisovat jako 3 6 4(13]. (5)
4y +2z=6 0 4 2|6

Pokud neni feceno jinak, sloupce odpovidaji pofadi proménnych podle abecedy ¢i
indexu.
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Matice

Definice

Necht m, n € N. UspoFddany soubor mn &isel zapsany do tabulky o m Fadcich a n
sloupcich nazyvame matice typu m x n. Matice obvykle znacime takto:

air a2 ain

ani an2 azn
A= ,

aml am2 - amn

kde aj; jsou prvky matice (nékdy je znalime taky jako Aj a nazyvame je ijté
prvky). Cislu i Fikdme fadkovy a Cislu j sloupcovy index.

Mnozinu vSech matic typu m x n (s redlnymi prvky) znaéime R™".

Jako A,; € R™! zna&ime jty sloupec, podobné A;. € RY" zna¢i ity Fadek matice
A.
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Operace s maticemi

@ soucet, rozdil, nasobeni Cislem — po slozkach
@ transpozice AT
@ zachovani rozmérii
Pozorovani:
@ komutativita, asociativita
o distributivita
@ n-ty nasobek
e ,atx=>b"
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Nasobeni matic

Definice

Bud'te m,n,p € N, A € R™" matice s prvky a; a B € R™P matice s prvky bj.
Soucinem matic A a B je matice D € R™P s prvky dj;, pro kterou plati

dij = Z ik bij (6)
k=1

znac¢ime D = AB.
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Vlastnosti nasobeni

@ na velikosti zalezi
@ na poradi taky
o priklady. ..

Véta
Necht m, n,s,t € N. Pro libovolné matice A € R™", B € R™* a D € R*? plati

A(BD) = (AB)D.
(Diikaz. . .)
o distributivita

@ asociativita ndsobeni s Cislem

@ transpozice soucinu
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Maticovy zapis SLR 1

Definice

Necht m,n € N. Prvky R™! budeme nazyvat mprvkové vektory a namisto R™!
budeme Casto psat pouze R™. Vektor z R™, jehoZ vSechny prvky jsou nuly,
budeme nazyvat nulovy vektor a znacit 6. Matici z R™", jejiz vSechny prvky jsou
nuly, budeme nazyvat nulovou matici a znacit ©.

Poznamka: ¥adky vs. sloupce. . .
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Maticovy zapis SLR 2

Definice (Maticovy zapis soustavy linedrnich rovnic)

Necht m,n € N, A € R™", b € R™. Rovnici

Ax=Dbh (7)
nazyvame soustavou m linearnich rovnic pro n neznamych xi, x>, ..., Xp.
Vektor x € R™, kdex” = (x1 xz -+ xu)nazyvdme vektorem neznamych a
vektor b € R™!, kde bT = (by b, --- bm) vektorem pravych stran.

Matici A nazyvdme matici soustavy a matici
ailr a ain | b
a1 ax an | b
(A]Db)=
aml am?2 et dmn bm

rozsifenou matici soustavy. Je-lib = 6 € R™, mluvime o homogenni soustavé.
Soustava Ax = 0 je pFidruZenou homogenni soustavou linearnich rovnic k
soustavé Ax = b.

MnoZinu vsech FeSeni znaéime S (pro nehomogenni) nebo Sy (pro homogenni).
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Struktura reseni SLR 1

Véta
Uvazujme soustavu rovnic Ax = b. Plati nasledujici:
Q Je-lixe Sy aaeR, je také ax € 5.
Q Je-lix,y € 5, je také x +y € Sg.
Q Jelix,y€S, jex—y € Sp.
@ Bud x € S, potom pro kazdy vektory € S existuje néjaky vektor z € Sy tak,
Zey =x+z.
© Bud x € S, potom pro kazdy vektor z € Sy plati, 2e x +z € S.

(Diikaz. . .)
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Kompaktni znaceni mnozinovych operaci

Definice

Bud'te A a B libovolné podmnoZiny néjaké mnoZiny M, pro jeji prvky je
definovano scitani + : M x M — M a nédsobeni - : R x M — M ¢islem z R.
Soucet mnozZin A a B definujeme néasledovné:

A+B:={a+blacAbec B}

Je-li A= {a} jednoprvkova, piseme a+ B namisto {a} + B.
Podobné soucin realného ¢Cisla o € R a mnoZiny A definujeme jako

aA:={aa|ac A}

e priklady. ..
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Struktura reseni SLR 2

Véta
Necht X je néjaké Fedeni soustavy Ax = b, potom pro tuto soustavu plati, Ze

S=x+5.
(Diikaz. . .)
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Cile GEM

Nase prozatimni cile:
@ Poznat, zda ma soustava alespon jedno feSeni nebo nema Feseni zadné.
@ Poznat, jestli ma dana soustava pravé jedno feSeni nebo jich ma nekonecné
mnoho.
o V pripadé, ze méa soustava pravé jedno feseni, toto feSeni nalézt.
@ V pripadé, ze ma soustava vice nez jedno Feseni, nalézt jich nekone¢né
mnoho.
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Jak poznat soustavy s jednim feSenim

o
32116
02 13 (8)
00 1]1

o
01 0]2
02 —1|2 (9)
30 1|8

pro¢ snadno resitelné?

prevedeni (¥adky/sloupce)
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Horni trojihelnikové matice

Pozorovani

Necht pro matici soustavy Ax = b plati nasledujici:
o A c Rn,n'
Q@ A #0 pro véechny i € {1,2,...,n},
Q jelii>jjehA; =0,

potom ma soustava pravé jedno reSeni.

Maticim splriujici body (i) a (iii) se fikd horni trojuhelnikové.
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Jak poznat soustavy bez reseni

°
3 1 0| 8
0 -1 2|2
3 1 110
6 1 3|21
°
3 1 0|8
0 -1 2|2
0 0 1|2 (10)
0 0 0|1

@ proC bez feseni?

@ v jakém tvaru Ize snadno rozpoznat?
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Soustavy s nekone¢né mnoha reSenimi

O O W
|
O =
O N O
= NN
=)
N o=~
—
—
—
SN

specialni volby proménnych — vice riiznych feSeni
nalezneme nekonecné mnoho fesenf{

alternativné: parametrizace

chybi teorie, nevime, jestli mame vsechna teseni!!!

Poznamka — co s nulovymi sloupci?
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Horni stupnovity tvar matice SLR

Pro prehlednéjsi zapis si zavedeme nasledujici znacent:

Je-li n € N potom definujeme 7 = {1,2,..., n}.

Definice

O matici D € R™" Fekneme, Ze je v hornim stupriovitém tvaru, jestlize vsechny
radky jsou nulové, nebo existuje k € m tak, Ze fadky 1 az k matice D jsou
nenulové a radky k + 1 aZ m jsou nulové a jestlize plati nasledujici:
Ozna&me pro kazdé i € k index nejlevéjsiho nenulového prvku v itém Fadku jako
Jir .

j,' = mln{é € n ‘ D,’g 7& 0}
Potom plati 1 < j1 < jo < -+ < ji.
Je-li matice v hornim stupriovitém tvaru, potom sloupciim s indexy ji, ja, - - -, jk
fikame hlavni sloupce, ostatnim rikdme vedlejsi sloupce.
O soustavé Ax = b Fekneme, Ze je v hornim stupriovitém tvaru, pokud matice
této soustavy (A | b) je v hornim stupriovitém tvaru.
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Horni stupnovity tvar matice SLR - schema

Schéma obecné matice D v hornim stupnovitém tvaru:

0
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Pocet reseni SLRVHST

Véta
Méjme soustavu linearnich rovnic Ax = b, kde A € R™". Je-li tato soustava v
hornim stupriovitém tvaru, plati nasledujici:
@ Je-li posledni sloupec matice (A | b) hlavni, soustava nem3 Fesen.
@ Je-li posledni sloupec matice (A | b) jediny vedlejsi sloupec, m3 soustava
pravé jedno reseni.

sloupec, ma soustava vice neZ jedno reSeni.

Jiny pfipad neZ tyto tfi nastat nemiiZe.

(Diikaz. . .)
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Elementarni kroky GEM

Upravy SLR (U1), (U2) a (U3) — pFeznatime pro maticovy zapis SLR:
(G1) Prohozeni dvou radka.

(G2) Vynasobeni jednoho ¥4dku matice nenulovym &islem.

(G3) Pticteni libovolného nasobku jednoho Fadku k jinému.

(formalné rozepsat!)
Ztejmy dasledek:
Véta

Prevedeme-li rozsifenou matici jedné soustavy na rozsifenou matici jiné pomoci
Jedné z dprav (G1), (G2) nebo (G3), maji obé soustavy stejnou mnoZinu Fesent.

Cil GEM: prevést libovolnou matici SLR do horniho stupriovitého tvaru!
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GEM — ,hezky" prvni sloupec

Upravujeme matici A € R™" s prvky a;; a nenulovym prvnim sloupcem:

@ Pokud neni a;; # 0, prohodime 1. ¥adek s itym fadkem, pro ktery je a;; # 0.
(dprava (G1) a vyuziti predpokladu o nenulovosti sloupce)

@ Proj=2,3,..., m p¥itteme k jtému Fadku a nasobek prvniho ¥adku (liprava
(G3)), kde « spliiuje rovnici

aj1 + aayp = 0. (12)
Pozor na znaceni, zjednoduseno!

(A vs. (A | D))

Co ,znamend" nulovy sloupec?
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Proc¢ to funguje?

Véta

Necht a, b € R. Potom x = —a + b je jediné redlné &islo spliujici rovnici
a+x=nb.

(Diikaz. . .)
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Gaussova eliminacni metoda (GEM)

Algoritmus (GEM)

Cil algoritmu: Pro matici B € R™", hleddme takovou posloupnost dprav (G1) a
(G3), ktera ji pfevede do horniho stupriovitého tvaru. Postup: PoloZme
B=(A|b), k=¢=1. Dokud je k < n at < m, providime nisledujict:
Q Plati-li By, = 0 pro vdechna j ={,£+1,...,m, poloZte k =k +1 a
opakujeme krok 1.
Je-1i By = 0 a By # 0 pro néjaké j € {¢{+ 1, m} prohodime pomoci pravidla

s ovs

o
(G1) jty a Lty Fidek a pokracujeme do kroku 3.
o

Mame By # 0. Pomoci (G3) odecteme od vsech spodnéjsich radki vhodny
nasobek (tého Fadku tak, abychom vynuluvali vsechny prvky ktého sloupce
pod prvkem na (tém Fadku. Polozte k = k+ 1, £ = £+ 1 a pokracujme
krokem 1.

(¢ — ¥adky, k — sloupce)
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Poznamky a priklad

@ ,blokovad" & ,Skrtaci” predstava
@ neexistuje jediny nejlepsi postup
@ mozné zjednodusujici mezikroky

@ volné poradi tprav, zvolenych radkd,. ..

je treba zkusenost a myslet dopredu!

»,mame radi jednicky a nuly"

6 0 0 11 6
2 81 0 0|5
36 3 9 0|-9
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Co jsme potrebovali? (1 ze 2)

Abychom dokazali vse, co jsme doposud dokazali, nepotiebovali jsme toho o
redlnych Cislech a jejich nasobeni védét mnoho.

@ mnozina redlnych Cisel je vici ndsobeni uzavriend, neboli Va,b € R : ab € R,
@ nasobeni je asociativni, neboli Va, b, c € R : a(bc) = (ab)c,
@ existuje realné Cislo 1 tak, ze Va € R: 1a = al = a,

Q kazdé nenulové &islo ma inverzi, neboli Va € R\ {0}, 3a~! € R:
aal=ala=1
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Co jsme potrebovali? (2 ze 2)

Pro scitani jsme potfebovali totéz:

mnozina realnych Cisel je viici s¢itani uzavrena, neboli Va,b € R: a4+ b € R,
s¢itani je asociativni, neboli Va,b,c e R:a+ (b+c) = (a+ b) +c,
existuje redlné Cislo 0 tak, ze VaeR: 0+a=a+ 0= 3,

©000

kazdé &islo ma opacny prvek, neboli Va € R, 3(—a) € R:
a+(—a)=(-a)+a=0.

K tomu viemu jsme jesté pottebovali distributivni zakon (vytykani ze zavorky
resp. roznasobeni zavorky):

Va,b,ceR:a(b+c)=ab+ acA(b+c)a= ba+ ca

Nutné jsme nepotfebovali komutativitu nasobeni ani scitani, ale dost nam pri
pocitani usnadnovaly Zivot.
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Kde jinde to jesté mame?

@ Vsechny tyto vlastnosti mame ale i v mnoziné Q a C (s klasickym s¢itanim a
nasobenim)!

@ Jak jsme na tom v Z a N7

@ Urcete pocet FeSeni nasl. soustavy v mnozinach Z,Q, R, C:

2 4 6|0
3 6 11|1)°
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Modularni aritmetika

@ Znaceni pro zbytek po déleni pfirozenym Cislem n > 2:

m  (mod n).

Zn=1{0,1,...,n—1}

o scitani modulo n
m+,q:=(m+gq) (mod n)

@ nasobeni modulo n:

m-,q:=(m-q) (mod n)

Splfiuje (Z, +n, -n) nebo alespofi (Z,,+n,-n) vie potfebné pro FeSeni soustav
linedrnich rovnic?
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Mnozina Z,

Lemma

Séitani a ndsobeni celych Cisel modulo n jsou asociativni a komutativni binarni
operace a plati pro né distributivni zakon.

@ Role ,neutralnich” prvki pro s¢itdni a nasobeni stale hraji O resp. 1.

@ Opacné prvky —m existuji pro kazdé m € Z,,.

@ Inverzni prvky m—! existuji pro nenulovad m, jenom kdyZ je m nesoudélné s n.
@ Chceme-li, aby ndm vse fungovalo v (Z,, 4+, n) jako v (R, +, ), musi byt n

prvolislo (obvykle znag. p).
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Grupa

Nebudeme jiz konstruovat dalsi mnoZiny, pljdeme na to z druhé strany: zajima
nas, jaké vlastnosti musi mit mnozina a dvé binarni operace, aby se v nich daly
fesit soustavy lin. rovnic tak, jak jsme si ukazali pro (R, +,-).

Pro ilustraci za¢néme jednodussi otazkou: Pro jaké mnoZziny a jaké binarni operace
ma FeSeni lin. rovnice jedné neznamé?

Definice
Necht M je neprazdnd mnoZina a o : M x M — M bindrni operace. Plati-li
Q Va,b,ce M:ao(boc)=(aob)oc (asociativni zdkon),

Q existuje e € M tak, ZeVa € M :aoe = eoa= a (existence neutralniho
prvku),

Q@ Vae M,Ja7t e M: aoa! =a'oa=e (existence inverznich prvkii),

fikdme Ze uspofadana dvojice G = (M, o) je grupa.
Je-li navic o komutativni, tj. Va,b € M : ao b= b o a, mluvime o Abelovské
grupé.
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Grupa a linearni rovnice

Grupu mizeme chépat, jako nejjednodussi strukturu, kde umime zformulovat lin.
rovnici jedné nezndmé a navic ji umime i jednoznacné vyresit.

Véta

Necht (M, o) je grupa a a,b € M. Potom x = a—* o b je jediny prvek M splfiujici
rovnici ao x = b.

o Nasledujici uspofadané dvojice (mnoZina, binirni operace) tvofi grupu:

(Rv +)7 (Q7 +)7 (Ca +)’ (R\{0}7 ‘)7 (Q\{0}7 ‘)7 (C\{O}v ')7 (Zn, +n)7 (ZP\{O}’ 'P)7

kde n > 2 je pfirozené &islo a p je prvodislo.

@ Ve vSech téchto mnozinach ma tedy rovnice ao x = b, kde o je pfislusna
binarni operace, jednoznacné reseni!
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Téleso

Definice

Necht M je neprazdnd mnoZinaa +: M x M — M, - : M x M — M dvé binarni
operace. Plati-li, Ze

Q@ (M, +) je Abelovska grupa (neutrdini prvek znaéime O a nazyvdme nulovym
prvkem),

@ (M\ {0},") je grupa (neutrdlni prvek znaéime 1 a nazyvéme jednotkovy
prvek),

@ plati levy a pravy distributivni zakon, tj.

Va,b,ce M:a(b+c)=ab+acA(b+c)a=ba+ ca,

nazyvame uspofadanou trojici T = (M, +,-) télesem.
Je-li navic (M \ {0}, ) Abelovskd grupa, je T komutativni téleso.
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Téleso a soustavy linearnich rovnic

Vv

Téleso miizeme podobné jako grupu chépat jako nejjednodussi strukturu, kde
umime zformulovat a pomoci GEM ,vyfesit" soustavy linearnich rovnic.

Budeme také pouzivat znaleni T™" pro matice s prvky z télesa T. Jejich
nasobeni prvkem z télesa T, jejich s¢itani a (maticové) ndsobeni zavadime dplné
stejné jako v R.

V celém kurzu BI-LIN budeme pracovat pouze s komutativnimi télesy.

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 47 /47



	Lineární rovnice
	Matice
	Gaussova eliminační metoda (GEM)
	Tělesa

