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LS 2021/2022
vytvǒreno: 15. února 2022, 13:47

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 1 / 60

mailto:daniel.dombek@fit.cvut.cz
mailto:ludek.kleprlik@fit.cvut.cz
mailto:karel.klouda@fit.cvut.cz
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Šipky v rovině

uvažujme těleso R všech reálných č́ısel
prvky R2 · · · uspǒrádané reálné dvojice
uḿıme je sč́ıtat mezi sebou a násobit reálným č́ıslem (po složkách)
opatrné značeńı: ⊕ a �
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Geometrická p̌redstava

x = (x1, x2)
bod v rovině R2

šipka (orientovaná úsečka) vedoućı z počátku θ = (0, 0) do (x1, x2)

x1

x2

θ

x
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Sč́ıtáńı v R2

x ⊕ y = (x1, x2)⊕ (y1, y2) := (x1 + y1, x2 + y2),

x1

x2

θ y1

y2

x2 + y2

x1 + y1

x
y

x ⊕ y
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Násobeńı č́ıslem v R2

α� x = α� (x1, x2) := (αx1, αx2),

x1

x2 x

α� x

αx1

αx2

θ

β � x

βx1

βx2

(α > 1, β < 0)
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Velmi neformálńı pozorováńı o R2

Pozorováńı
Prvky R2 nazvěme ”vektory“, operace ⊕, � jsou definované po složkách. Množina
vektor̊u v R2 je uzav̌rená na obě operace ⊕,� a splňuje následuj́ıćı vlastnosti):

1 Nezálež́ı na pǒrad́ı, v jakém vektory sč́ıtáme.
2 Sč́ıtáme-li ťri vektory, můžeme nejprve seč́ıst prvńı dva a k výsledku p̌rič́ıst

ťret́ı, nebo obráceně (prvńı vektor p̌rič́ıst k už provedenému součtu daľśıch
dvou) a výsledek se nezměńı.

3 Vynásob́ıme-li vektor jedńım č́ıslem a poté druhým, dostaneme totéž, jako
bychom ho násobili najednou jejich součinem.

4 Vynásob́ıme-li dva vektory stejným č́ıslem a výsledky sečteme, dostaneme
totéž, jako bychom vektory nejprve sečetli a až pak t́ımto č́ıslem vynásobili.

5 Vynásob́ıme-li stejný vektor zvlášt’ dvěma č́ısly a oba výsledky sečteme,
dostaneme totéž, jako bychom tento vektor vynásobili součtem obou č́ısel.

6 Vynásob́ıme-li libovolný vektor jedničkou, nezměńı se.
7 V rovině existuje vektor, který můžeme dostat vynásobeńım libovolného

vektoru nulou, je to tzv. nulový vektor θ (” šipka konč́ıćı v počátku“).
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Motivace k abstrakci

celou teorii lineárńı algebry lze ”vybudovat“ jen na R2 (soustavy, zobrazeńı,
geometrie,. . . )
nebude stačit, p̌rejdeme do R3 – vše podobné!
R2,R3,R4, . . .Rn . . .
matice, posloupnosti, polynomy, funkce,. . .
jiná č́ıselná tělesa. . .
exotické operace ⊕, � . . .
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Myšlenka

pro každou volbu č́ıselného tělesa, množiny ”vektor̊u“ a vektorových operaćı
je poťreba extra teorie
pokud je splněno několik základńıch vlastnost́ı, vše funguje analogicky!
abstrahujeme, zobecňujeme. . .
těleso může být libovolné,
množinu ”vektor̊u“ a ⊕, � voĺıme tak, aby byly splněny základńı vlastnosti,
axiomy
→ vektorové prostory
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Definice VP

Definice
Necht’ T je libovolné komutativńı těleso, jeho neutrálńı prvky v̊uči operaćım
sč́ıtáńı resp. násobeńı označme 0, resp. 1. Necht’ je dále dána neprázdná množina
V a dvě zobrazeńı

⊕ : V × V → V , � : T × V → V .

Řekneme, že V je vektorový prostor nad tělesem T s vektorovými operacemi ⊕
a �, právě když plat́ı následuj́ıćı axiomy vektorového prostoru:

1 ∀a, b ∈ V : a ⊕ b = b ⊕ a,
2 ∀a, b, c ∈ V : (a ⊕ b)⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c),
3 ∀α, β ∈ T ,∀a ∈ V : α� (β � a) = (αβ)� a,
4 ∀α ∈ T ,∀a, b ∈ V : α� (a ⊕ b) = (α� a)⊕ (α� b),
5 ∀α, β ∈ T ,∀a ∈ V : (α + β)� a = (α� a)⊕ (β � a),
6 ∀a ∈ V : 1� a = a,
7 ∃θ ∈ V ,∀a ∈ V : 0� a = θ.

Prvky vektorového prostoru nazýváme vektory, prvky tělesa T nazýváme skaláry.
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Poznámky k VP

obvyklé značeńı: V , V nad T
ale je-li nutný kontext, explicitně: (V ,T ,⊕,�)
pozor! dvě r̊uzná ”plus“, dvě r̊uzná ”krát“

”hrušky s jablkama“, obĺıbené ȟŕıchy
v bezpečné situaci lze značeńı zjednodušit, ⊕,� → +, ·
skaláry řecky / vektory latinkou
pozor na podobnost axiomů! VP budován ve dvou kroćıch
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Prvńı tvrzeńı o nulovém vektoru

co k důkazu poťrebujeme?
nezaj́ımá nás konkrétńı (V ,T ,⊕,�)

Věta
Bud’ V vektorový prostor nad tělesem T . Potom plat́ı:

1 Ve V existuje právě jeden nulový vektor.
2 ∀α ∈ T : αθ = θ.
3 ∀a ∈ V : a + θ = a.
4 Ke každému vektoru z V existuje právě jeden vektor opačný. Tzn.,

∀a ∈ V ,∃1b ∈ V : a + b = θ.

5 ∀α ∈ T ,∀a ∈ V : (αa = θ ⇒ (α = 0 ∨ a = θ)).
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Př́ıklady VP

Př́ımo p̌ri poč́ıtáńı se omeźıme na základńı typy VP:
(T n,T ,+, ·), s operacemi po složkách
(T m,n,T ,+, ·), s operacemi po složkách
(T∞,T ,+, ·), s operacemi po složkách
Jen pro zaj́ımavost: (R+,R,⊕,�), s operacemi násobeńı+mocněńı

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 14 / 60



Definice podprostoru

Motivace – jaký je vztah mezi r̊uznými VP Rn?

Definice
Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a necht’ ∅ 6= P ⊆ V . Ř́ıkáme, že P je
podprostor prostoru V , právě když plat́ı:

1 ∀x , y ∈ P: x + y ∈ P,
2 ∀α ∈ T ,∀x ∈ P: αx ∈ P

(tedy P je množina uzav̌rená na obě vektorové operace +, ·). Vztah ”být
podprostorem“ pak znač́ıme

P ⊂⊂ V .

Elegantněji:
P + P ⊆ P a T · P ⊆ P .
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Vlastnosti podprostor̊u

Věta
Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T , necht’ P ⊂⊂ V . Potom P se
zúžeńım operace sč́ıtáńı vektor̊u + na P × P a operace násobeńı vektor̊u
skalárem · na T × P je také vektorový prostor nad T .

Pozorováńı
Bud’ V vektorový prostor nad T a necht’ P ⊂⊂ V . Pak plat́ı:

1 θ ∈ P.
2 {θ} ⊂⊂ V a V ⊂⊂ V .
3 Pro každou podmnožinu P1 ⊆ P plat́ı implikace: P1 ⊂⊂ P ⇒ P1 ⊂⊂ V .
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Poznámky

Podprostory {θ} a V vektorového prostoru V nazýváme triviálńımi
podprostory.

Každý podprostor P ⊂⊂ V pro který plat́ı P 6= V nazýváme vlastńım
podprostorem.

Fakt θ ∈ P pro nějakou podmnožinu P ⊆ V nestač́ı na to, aby P ⊂⊂ V !

Obměněná implikace. . .

θ /∈ P ⇒ P neńı podprostorem V .
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Př́ıklady podprostor̊u

Př́ıklad
V R2 jsou jedinými netriviálńımi podprostory p̌ŕımky procházej́ıćı počátkem
θ = (0, 0), nap̌ŕıklad

P = {(x , y) ∈ R2 | x + 2y = 0} ⊂⊂ R2 .

Př́ıklad
V R3 jsou jedinými netriviálńımi podprostory p̌ŕımky a roviny procházej́ıćı
počátkem θ = (0, 0, 0), nap̌ŕıklad

P1 ={(x , y , z) ∈ R3 | x + 2y = 0 ∧ z = 0} ⊂⊂ R3 ,

P2 ={(x , y , z) ∈ R3 | x + 2y = 0} ⊂⊂ R3 ,

P3 ={(x , y , z) ∈ R3 | 2x + y − z = 0} ⊂⊂ R3 .

Naivńı odvozeńı v R3 postupným p̌ridáváńım vektor̊u – reklama na budoućı
pojmy.
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Operace s podprostory

Př́ıklad
Uvažujme následuj́ıćı podprostory v R2:

E1 :=R× {0} = {(x , 0) | x ∈ R} ,
E2 := {0} × R = {(0, y) | y ∈ R} .

Dle definic snadno odvod́ıme, že
1 E1 ∩ E2 a E1 + E2 jsou podprostory.
2 E1 ∪ E2 neńı podprostor.

Jak to plat́ı obecně? A co násobeńı podprostoru skalárem?
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Operace s podprostory – věta

Věta
Bud’ V vektorový prostor nad tělesem T , necht’ P a Q jsou libovolné podprostory
V . Pak plat́ı následuj́ıćı:

1 P ∩ Q ⊂⊂ V .
2 P ∪ Q nemuśı být podprostorem.
3 P + Q ⊂⊂ V .

Existuje p̌ŕısněǰśı podḿınka pro sjednoceńı?
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Soubor vektor̊u

(x1, x2, . . . , xn), kde xi ∈ V pro každé i ∈ n̂

nazýváme souborem vektor̊u délky n v VP V .
soubor vektor̊u 6= neuspǒrádaná množina vektor̊u
zákěrnost ve značeńı
∈ V neńı totéž co ⊆ V
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Lineárńı kombinace

Definice
Necht’ V je vektorový prostor nad T , x ∈ V a (x1, . . . , xn) je soubor vektor̊u z V .
Ř́ıkáme, že vektor x je lineárńı kombinaćı souboru (x1, . . . , xn), právě když
existuj́ı č́ısla α1, . . . , αn ∈ T taková, že

x =
n∑

i=1
αi xi .

Č́ısla αi , i ∈ n̂, nazýváme koeficienty lineárńı kombinace. Jestliže
∀i ∈ n̂ : αi = 0, nazýváme takovou lineárńı kombinaci triviálńı. V opačném
p̌ŕıpadě jde o lineárńı kombinaci netriviálńı.

jaké operace v
∑

?
čemu se rovná triviálńı LK?
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Lineárńı nezávislost

Definice
Necht’ (x1, . . . , xn) je soubor vektor̊u z V . Řekneme, že (x1, . . . , xn) je lineárně
nezávislý (LN) soubor, právě když pouze triviálńı lineárńı kombinace tohoto
souboru je rovna nulovému vektoru θ. V opačném p̌ŕıpadě nazýváme soubor
lineárně závislý (LZ).

(x1, . . . , xn) je LN ⇔

∀α1, . . . , αn ∈ T :
( n∑

i=1
αi xi = θ ⇒ (∀i ∈ n̂)(αi = 0)

)

(x1, . . . , xn) je LZ ⇔

∃α1, . . . , αn ∈ T ,∃k ∈ n̂, αk 6= 0 :
( n∑

i=1
αi xi = θ

)

Poznámka: pozor na ”alternativńı definice“!
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(Ne)závislost ”malých“ soubor̊u

Pozorováńı
1 Lineárńı (ne)závislost nezáviśı na pǒrad́ı vektor̊u v souboru.
2 Obsahuje-li soubor dva stejné vektory, potom je LZ.
3 Obsahuje-li soubor nulový vektor, potom je LZ.
4 Soubor délky 1 je LZ, právě když je tvǒren nulovým vektorem.
5 Soubor délky 2 je LZ, právě když jeden vektor je násobkem druhého.
6 Přidáńım vektoru do LZ souboru vznikne LZ soubor.
7 Odebráńım vektoru z LN souboru délky alespoň dva vznikne LN soubor.
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Geometrická interpretace

Př́ıklad
Dvě orientované úsečky v R2 (nebo R3) lež́ı v jedné p̌ŕımce, právě když jsou
odpov́ıdaj́ıćı vektory LZ.
Tři orientované úsečky v R3 lež́ı v jedné rovině, právě když jsou odpov́ıdaj́ıćı
vektory LZ.
Soubor vektor̊u z R2 délky 3 je vždy LZ.
Soubor vektor̊u z R3 délky 4 je vždy LZ.
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Vyšeťrováńı lineárńı nezávislosti

Algoritmus (Ově̌reńı LN/LZ souboru vektor̊u)
Pro zadaný soubor vektor̊u (x1, . . . , xn) ve VP V ově̌rte, zda je LN nebo LZ.

1 Hledáme, jestli existuje i jiná ntice koeficient̊u α1, . . . , αn ∈ T než (0, . . . , 0)
taková, že p̌ŕıslušná lineárńı kombinace je rovna nulovému vektoru.

2 Koeficienty α1, . . . , αn ∈ T považujme za neznámé v rovnici

α1x1 + · · ·+ αnxn = θ.

3 Z definice vektorových operaćı rovnici výše p̌reved’me na soustavu lineárńıch
rovnic (p̌resný postup záviśı na konkrétńı volbě prostoru (V ,T ,+, ·)), tato
soustava nám vyjde vždy homogenńı.

4 Soustavu p̌reved’me pomoćı GEM do horńıho stupňovitého tvaru a určeme,
kolik existuje řešeńı.

5 Existuje-li jediné řešeńı (α1, . . . , αn) = (0, . . . , 0), je zadaný soubor LN, v
opačném p̌ŕıpadě je LZ.
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Př́ıklady na LN/LZ

Př́ıklad
Soubor ((1, 2, 3), (4, 7, 8), (3, 4, 2)) v R3 je lineárně nezávislý.

Př́ıklad
Soubor ((

1 0
1 1

)
,

(
0 2
0 1

)
,

(
1 0
1 2

)
,

(
0 1
0 0

))
v Z2,2

3

je lineárně závislý.
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Lineárńı (ne)závislost množiny

Definice
Bud’ V vektorový prostor nad T , ∅ 6= M ⊆ V . Řekneme, že M je lineárně závislá
(LZ) množina, právě když existuj́ı vektory x1, . . . , xn ∈ M takové, že xi 6= xj pro
i 6= j a soubor (x1, . . . , xn) je LZ. V opačném p̌ŕıpadě je množina M lineárně
nezávislá (LN).

reformulace ”množina je LN“

LN množina ?↔ soubor
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Definice lineárńıho obalu

Definice
Bud’ (x1, . . . , xn) soubor vektor̊u z V . Množinu všech lineárńıch kombinaćı tohoto
souboru nazveme lineárńım obalem souboru (x1, . . . , xn) a znač́ıme ji

〈x1, . . . , xn〉.

Bud’ ∅ 6= M ⊆ V Množinu všech lineárńıch kombinaćı všech soubor̊u vektor̊u z
množiny M nazveme lineárńım obalem množiny M a znač́ıme ji 〈M〉.

Poznámka: konečné součty
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Jednoduché vlastnosti lineárńıho obalu

Pozorováńı
Necht’ M je libovolná neprázdná podmnožina vektorového prostoru V . Pak plat́ı:

1 θ ∈ 〈M〉,
2 M ⊆ 〈M〉,
3 x ∈ 〈M〉 ⇒ 〈M〉 = 〈M ∪ {x}〉,
4 M ⊆ N ⇒ 〈M〉 ⊆ 〈N〉,
5 x , y ∈ 〈M〉 ∧ α ∈ T ⇒ x + y ∈ 〈M〉 ∧ αx ∈ 〈M〉.
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Př́ıklady

Př́ıklad
Lineárńı obaly soubor̊u vektor̊u v prostorech R2 a R3 vypadaj́ı následovně:

Lineárńı obal nulového vektoru (počátku) je množina pouze s počátkem.
Lineárńı obal nenulového vektoru z R2 (nebo z R3) je množina všech vektor̊u
lež́ıćıch ve společné p̌ŕımce.
Lineárńı obal LN souboru dvou vektor̊u z R2 je celé R2.
Lineárńı obal LN souboru dvou vektor̊u z R3 je množina všech vektor̊u
lež́ıćıch ve společné rovině.
Lineárńı obal LN souboru ťŕı vektor̊u z R3 je celé R3.

Př́ıklad
Odvod’me 〈(1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 0)〉 ve VP T 4 v závislosti na T .

Jak souviśı lineárńı obaly a podprostory?
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Lineárńı obaly a podprostory

Věta
Bud’ ∅ 6= M ⊆ V , potom plat́ı:

1 〈M〉 ⊂⊂ V .
2 M ⊂⊂ V ⇔ M = 〈M〉.

Množiny uzav̌rené na ”lineárńı obaleńı“ ↔ lineárńı obaly ↔ podprostory!
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Ekvivalentńı charakterizace LN/LZ

Věta
Bud’ (x1, . . . , xn) soubor vektor̊u z V a n ≥ 2. Potom (x1, . . . , xn) je LZ právě
tehdy, když

∃k ∈ n̂ : xk ∈ 〈x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn〉 .

r̊uzné zdroje, r̊uzné definice
užitečnost?
na daľśım slajdu důsledek
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Zvěťsováńı a zmenšováńı soubor̊u

Důsledek
Bud’ (x1, . . . , xn) LZ soubor vektor̊u z V , n ≥ 2. Potom

∃k ∈ n̂ : 〈x1, . . . , xn〉 = 〈x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn〉 .

Věta
Bud’ (x1, . . . , xn) LN soubor vektor̊u z V a y /∈ 〈x1, . . . , xn〉. Potom soubor
(x1, . . . , xn, y) je také LN.
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Lineárńı kombinace v maticovém součinu

Věta
Mějme matice A ∈ T m,n a B ∈ T n,k . Potom sloupce matice AB jsou lineárńımi
kombinacemi souboru sloupc̊u matice A a řádky matice AB jsou lineárńı
kombinaćı souboru řádk̊u matice B.
Speciálně pro libovolné a = (a1 a2 · · · an) ∈ T 1,n,b = (b1 b2 · · · bn)T ∈ T n,1

plat́ı vztahy

a · B =
n∑

i=1
aiBi : , A · b =

n∑
j=1

bjA:j .
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Hlavńı body

1 ”Prostor“ šipek v rovině

2 Vektorový prostor

3 Lineárńı (ne)závislost

4 Lineárńı obal

5 Báze a dimenze

6 Soǔradnice vektoru v bázi
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Definice báze

Ilustrace v R2.

Definice
O množině vektor̊u M z vektorového prostoru V řekneme, že generuje prostor V ,
právě když plat́ı:

〈M〉 = V .

Definice
Existuje-li ve V uspǒrádaná množina vektor̊u B taková, že

1 B je LN,
2 B generuje V ,

nazýváme B báźı vektorového prostoru V .
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Ově̌reńı druhé vlastnosti báze

Algoritmus (Ově̌reńı zda konečný soubor generuje V )

Pro zadaný soubor vektor̊u M = (x1, . . . , xn) ve vektorovém prostoru V ově̌rte,
zda generuje celý VP.

1 Hledáme, jestli pro libovolný vektor v ∈ V existuje nějaká ntice koeficient̊u
α1, . . . , αn ∈ T taková, že p̌ŕıslušná lineárńı kombinace je rovna vektoru v.

2 Koeficienty α1, . . . , αn ∈ T považujme za neznámé v rovnici

α1x1 + · · ·+ αnxn = v .

3 Z definice vektorových operaćı rovnici výše p̌reved’me na soustavu lineárńıch
rovnic (p̌resný postup záviśı na konkrétńı volbě prostoru (V ,T ,+, ·)). Vektor
v do této soustavy (do jej́ı pravé strany) vnese nějaké parametry z T .

4 Soustavu p̌reved’me pomoćı GEM do horńıho stupňovitého tvaru a určeme,
kolik existuje řešeńı.

5 Existuje-li pro libovolné hodnoty parametr̊u (tj. pro libovolný vektor v)
alespoň jedno řešeńı, zadaný soubor generuje prostor V .
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Př́ıklady na ově̌reńı báze

Poznámka: obě vlastnosti báźı lze ově̌rovat současně!

Př́ıklad
Soubor ((1, 2, 3), (4, 7, 8), (3, 4, 2)) v R3 generuje celé R3 a je dokonce báźı.

Př́ıklad
Soubor ((

1 0
1 1

)
,

(
0 2
0 1

)
,

(
1 0
1 2

)
,

(
0 1
0 0

))
v Z2,2

3

negeneruje celé Z2,2
3 , nejde tedy o bázi.
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Standardńı báze

Př́ıklad
Necht’ T je libovolné těleso s neutrálńımi prvky 0, 1.

V T n je báźı nap̌r. soubor En = (e1, e2, . . . , en), kde

e1 := (1, 0, 0, . . . , 0), e2 := (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en := (0, 0, 0, . . . , 1) .

V T m,n lze zavést bázi analogicky. Označ́ıme-li jako eij matici, která má na
pozici s indexy ij jedničku a všude jinde nuly, je báźı nap̌r. soubor

Emn = (e11, . . . , e1n, e21, . . . , e2n, . . . , em1, . . . , emn) .

Všechny tyto báze nazýváme standardńı báze a znač́ıme je jako výše, p̌ŕıpadně E .
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Definice dimenze

Definice
Bud’ V vektorový prostor nad T . Řekneme, že dimenze vektorového V prostoru je
rovna

0, pokud ve V neexistuje LN soubor délky 1.
n ∈ N, pokud ve V existuje LN soubor délky n, ale každý soubor délky n + 1
a deľśı už je nutně LZ.
∞, pokud ve V existuje LN soubor libovolné délky.

Dimenzi vektorového prostoru V označujeme symbolem dim V .
Je-li dim V =∞, ř́ıkáme, že V má nekonečnou dimenzi, naopak pokud
dim V <∞ ř́ıkáme, že V má konečnou dimenzi.

Poznámka - Definice je korektńı.

Komentá̌r k ”alternativńı definici“. . .
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Jednoduché vlastnosti dimenze

Př́ıklad
Pro R2 plat́ı dimR2 = 2.
Pro R3 plat́ı dimR3 = 3.

Věta
1 dim V = 0⇔ ve V neexistuje LN soubor délky 1, tj. ve V je pouze θ.
2 Triviálńı prostor {θ} nemá bázi.
3 Bud’ n ∈ N a necht’ ve V existuje n-členný LN soubor. Potom

dim V ≥ n.

4 Bud’ n ∈ N a necht’ je ve V každý n-členný soubor LZ. Potom

dim V ≤ n − 1.
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Pomocný výsledek do budoucna

Lemma (Steinitzovo o výměně)

Necht’ (x1, . . . , xn) a (y1, . . . , ym) jsou soubory vektor̊u z V . Předpokládejme, že je
soubor (x1, . . . , xn) LN a současně je generován souborem (y1, . . . , ym), tedy
∀i ∈ n̂ : xi ∈ 〈y1, . . . , ym〉. Potom plat́ı:

1 n ≤ m, tedy délka LN souboru nesḿı p̌revýšit počet jeho generátor̊u.
2 Existuj́ı navzájem r̊uzné indexy i1, i2, . . . , in ∈ m̂ takové, že

〈y1, . . . , ym〉 = 〈x1, . . . , xn, (yi | i ∈ m̂ \ {i1, i2, . . . , in})〉.

Důkaz tohoto lemmatu neuvád́ıme a nebude vyžadován.

Důsledek (Důsledek Steinitzova lemmatu)

Generuje-li soubor (y1, . . . , yn) vektorový prostor V , potom dim V ≤ n.
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V konečné dimenzi si lze ušeťrit trochu práce

Věta
Necht’ (x1, . . . , xn) je soubor vektor̊u délky n z V a dim V = n ∈ N. Potom
následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1 Soubor (x1, . . . , xn) je báze V .
2 Soubor (x1, . . . , xn) je LN.
3 Soubor (x1, . . . , xn) generuje V .
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Jak je to s existenćı báźı

Věta
Necht’ dim V = n ∈ N. Potom ve V existuje n-členná báze.

Věta
Necht’ n ∈ N a necht’ ve V existuje n-členná báze. Potom dim V = n. Existuje-li
ve V nekonečná báze, pak dim V =∞.

Důsledek
Všechny báze vektorového prostoru V maj́ı stejný počet prvk̊u, roven dim V .
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Jak vyrobit bázi

Věta
Necht’ {θ} 6= V = 〈y1, . . . , yn〉. Potom dim V = k ≤ n a existuj́ı navzájem r̊uzné
indexy i1, . . . , ik ∈ n̂ takové, že (yi1 , . . . , yik ) je báze V .

Jinými slovy: z každého generuj́ıćıho souboru lze vybrat bázi.

Věta
Necht’ (x1, . . . , xk) je LN soubor vektor̊u z V a dim V = n ∈ N. Potom existuj́ı
vektory xk+1, . . . , xn ∈ V takové, že (x1, . . . , xn) je báze V .

Jinými slovy: každý lineárně nezávislý soubor lze doplnit na bázi.
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Co VP nekonečné dimenze?

Na temné kouty teorie množin bohužel nemáme prostor. . .

Poznámka
I když to v textu formálně nedokazujeme, d̊uležitá tvrzeńı plat́ı i pro prostory
nekonečné dimenze:

1 Ve vektorovém prostoru o dim V =∞ existuje báze (nekonečná).
2 Z nekonečné množiny generátor̊u lze vždy vybrat bázi.
3 Ve vektorovém prostoru o dim V =∞ lze každý LN soubor doplnit na bázi.
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Dimenze známých VP

Př́ıklad
Z existence standardńıch báźı lze rovnou vyvodit následuj́ıćı poznatky:

dim T n = n.
dim T m,n = mn.

Speciálně tedy dim(Rn,R,+, ·) = n a dim(Cn,C,+, ·) = n.

Zaj́ımavým p̌ŕıkladem je prostor (Cn,R,+, ·). Ově̌rte, že se jedná o VP a že nav́ıc
plat́ı

dim(Cn,R,+, ·) = 2n

(nap̌ŕıklad t́ım, že naleznete nějakou bázi tohoto prostoru).
V prostoru T∞ nedokážeme nalézt explicitńı zápis pro bázi T∞, ale p̌resto jsme
schopni ukázat, že

dim T∞ =∞.
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Dimenze podprostor̊u

Věta
Necht’ V je VP a P ⊂⊂ V . Potom

dim P ≤ dim V .

Je-li nav́ıc P vlastńı podprostor V a dim V <∞, potom

dim P < dim V .

Důsledek
Bud’ P ⊂⊂ V a dim P = dim V <∞. Potom P = V .

Poznámka: p̌redpoklad konečnosti dimenze je nutný!
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Direktńı součet množin

Definice
Bud V vektorový prostor a ∅ 6= A ⊆ V , ∅ 6= B ⊆ V . Součet A + B nazveme
direktńı, právě když pro každý vektor x ∈ A + B existuje jediné a ∈ A a jediné
b ∈ B takové, že

x = a + b .

Direktńı součet znač́ıme A⊕ B.

Př́ıklad
Volme ve VP R2 podprostory: E1 := R× {0} a E2 := {0} × R . Už v́ıme, že plat́ı
E1 + E2 = R2, dokonce ale plat́ı i

E1 ⊕ E2 = R2 .

Na druhou stranu, ve VP R3 následuj́ıćı součet

〈(1, 0, 0), (0, 1, 0)〉+ 〈(1, 0, 0), (0, 0, 1)〉 = R3

direktńı neńı.
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Vlastnost direktńıho součtu a 1. věta o dimenzi

Věta
Bud’te P ⊂⊂ V , Q ⊂⊂ V . Potom P + Q je direktńı právě tehdy, když

P ∩ Q = {θ}.

Věta (1. o dimenzi)

Bud’te P,Q ⊂⊂ V . Potom plat́ı:

dim(P + Q) + dim(P ∩ Q) = dim P + dim Q,

speciálně pro direktńı součet plat́ı:

dim(P ⊕ Q) = dim P + dim Q.
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Rovnost dvou lineárńıch obal̊u

Problém nejednoznačného řešeńı:
soustavy (nejen) homogenńıch lineárńıch rovnic,
hledáńı báze podprostoru.

Jak poznat rovnost dvou ”jiných“ lineárńıch obal̊u?

Pozorováńı
Bud’te (x1, . . . , xn) a (y1, . . . , ym) dva soubory vektor̊u z V . Potom

〈x1, . . . , xn〉 = 〈y1, . . . , ym〉

právě tehdy, když

dim〈x1, . . . , xn〉 = dim〈y1, . . . , ym〉 = dim〈x1, . . . , xn, y1, . . . , ym〉.
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Hlavńı body

1 ”Prostor“ šipek v rovině

2 Vektorový prostor

3 Lineárńı (ne)závislost

4 Lineárńı obal

5 Báze a dimenze

6 Soǔradnice vektoru v bázi
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Jednoznačné vyjáďreńı vektoru pomoćı prvk̊u báze

Poznámka
Budeme-li cht́ıt zd̊uraznit, že vektorový prostor V má dimenzi n (a p̌ritom šeťrit
ḿıstem), budeme jej značit Vn.

Věta
Necht’ X = (x1, . . . , xn) je báze Vn. Potom ke každému z ∈ Vn existuje právě
jedna uspǒrádaná ntice (α1, . . . , αn) ∈ T n taková, že

z =
n∑

i=1
αi xi .
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Soǔradnice v bázi

Definice
Necht’ X = (x1, . . . , xn) je báze Vn a vektor z ∈ Vn splňuje

z =
n∑

i=1
αi xi .

Soǔradnicemi vektoru z ∈ Vn v bázi X nazveme uspǒrádanou ntici

(z)X :=

α1
...
αn

 ∈ T n,1 .

Č́ıslo αi ∈ T je i tá soǔradnice vektoru z v bázi X , často znač́ıme

x#
i (z) := αi .

(Toto x#
i nazýváme i tý soǔradnicový funkcionál v bázi X .)

Pojmy jsou dob̌re definovány, obě vlastnosti báźı jsou poťreba.
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Hledáńı soǔradnic

Algoritmus (Nalezeńı soǔradnic vektoru v bázi)

Pro zadaný vektor z ∈ V a bázi X = (x1, . . . , xn) vektorového prostoru Vn
nalezněte soǔradnice z v bázi X .

1 Hledáme ntici koeficient̊u α1, . . . , αn ∈ T takovou, že p̌ŕıslušná lineárńı
kombinace prvk̊u báze je rovna vektoru z.

2 Koeficienty α1, . . . , αn ∈ T považujme za neznámé v rovnici

α1x1 + · · ·+ αnxn = z .

3 Z definice vektorových operaćı rovnici výše p̌reved’me na soustavu lineárńıch
rovnic (p̌resný postup záviśı na konkrétńı volbě prostoru (Vn,T ,+, ·)). Pravá
strana soustavy bude určena vektorem z.

4 Soustavu p̌reved’me pomoćı GEM do horńıho stupňovitého tvaru. Jelikož
X = (x1, . . . , xn) je báze, muśı existovat právě jedno řešeńı (α1, . . . , αn) této
soustavy – a to jsou hledané soǔradnice vektoru z v bázi X .
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Triviálńı p̌ŕıklad

Př́ıklad
Ve standardńı bázi E3 = (e1, e2, e3) prostoru R3 má vektor z = (a, b, c) soǔradnice
(a, b, c). Triviálně plat́ı

z = ae1 + be2 + ce3

a pro soǔradnice máme:

z = (a, b, c) ⇒ (z)E3 = (a, b, c) .
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Netriviálńı p̌ŕıklad

Př́ıklad
Soubor X = (x1, x2, x3), kde

x1 = (1, 1, 1), x2 = (1, 1, 2), x3 = (1, 2, 3),

je jiná báze R3. Soǔradnice vektoru z = (a, b, c) nalezneme řešeńım rovnice

α(1, 1, 1) + β(1, 1, 2) + γ(1, 2, 3) = z = (a, b, c) ,

s parametry a, b, c ∈ R a neznámými α, β, γ ∈ R. Výsledek je

z = (a + b − c)x1 + (a − 2b + c)x2 + (−a + b)x3

a pro soǔradnice plat́ı

z = (a, b, c) ⇒ (z)X = (a + b − c, a − 2b + c,−a + b) .
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