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éipky V roviné

uvazujme téleso R vSech redlnych Cisel
prvky R? - .. usporadané realné dvojice

umime je s¢itat mezi sebou a nasobit redlnym &islem (po slozkéach)

opatrné znaceni: @ a ®
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Geometricka predstava

° x = (x1,x)
@ bod v roviné R?

o Sipka (orientovana Usecka) vedouci z pocatku 6 = (0,0) do (x1, x2)

X - === === =~
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Séitani v R?

XDy = (x1,%2) ® (y1,¥2) = (x1 + y1,% + y2),

X2 + Y2

X2

Y2
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Nasobeni &islem v R?

a®x=a0 (x,x):=(ax,ax),

a©x
QX2
X2 X
Bxi 0 X1 Qaxy
B ﬂXQ
b x
(a>1,8<0)
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Velmi neformalni pozorovani o R?

Pozorovani

Prvky R? nazvéme ,vektory”, operace ®, ® jsou definované po slozkich. MnoZina
vektorii v IR? je uzaviena na obé operace @, ® a spliiuje nasledujici vlastnosti):

@ NezileZi na poradi, v jakém vektory scitame.

Q@ Scitame-li tFi vektory, miZzeme nejprve secist prvni dva a k vysledku pfFicist
tfeti, nebo obricené (prvni vektor pFiist k uZ provedenému souctu dalsich
dvou) a vysledek se nezméni.

Viynasobime-Ii vektor jednim Cislem a poté druhym, dostaneme totéz, jako
bychom ho nasobili najednou jejich soucinem.

Viynasobime-li dva vektory stejnym Cislem a vysledky seCteme, dostaneme
totéZ, jako bychom vektory nejprve seCetli a aZ pak timto Cislem vynasobili.

Vyndsobime-li stejny vektor zvIdst dvéma Cisly a oba vysledky secteme,
dostaneme totéz, jako bychom tento vektor vynasobili souctem obou Cisel.

Viynasobime-li libovolny vektor jednickou, nezméni se.

06 o © o

V roviné existuje vektor, ktery miZeme dostat vynasobenim libovolného
vektoru nulou, je to tzv. nulovy vektor 6 (,Sipka konéici v poéatku®).
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Motivace k abstrakci

celou teorii linearni algebry Ize ,vybudovat” jen na R? (soustavy, zobrazeni,
geometrie,. .. )

@ nebude statit, prejdeme do R3 — vie podobné!
o R2 R3,R* ...R" ...

@ matice, posloupnosti, polynomy, funkce,. ..

@ jina Ciselna télesa. ..

o

exotické operace @, © ...
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Myslenka

@ pro kazdou volbu Ciselného télesa, mnoziny ,vektor(" a vektorovych operaci
je potreba extra teorie

pokud je splnéno nékolik zakladnich vlastnosti, vée funguje analogicky!
abstrahujeme, zobecnujeme. . .

téleso mize byt libovolné,

o it

mnozinu ,vektord” a @, ® volime tak, aby byly splnény zakladni vlastnosti,
axiomy

o — vektorové prostory
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Definice VP

Definice

Necht T je libovolné komutativni téleso, jeho neutralni prvky viiéi operacim
s&itani resp. ndsobeni oznaéme 0, resp. 1. Necht je déle ddna neprdzdni mnoZina
V' a dvé zobrazeni

G:VxV-=V, O: TxV—=V.

Rekneme, 2e V/ je vektorovy prostor nad télesem T s vektorovymi operacemi ®
a ®, pravé kdyz plati nasledujici axiomy vektorového prostoru:

Q@ VabeV:apb=b®a,

Q@ Va,bceV:(adb)dc=ad(bd®c),

Q@ Vo, eT,Vae V. :ae(foa)=(af) o a,

Q@ Vae T VabeV:ao(a®db)=(a®a)d®(adb),

Q@ Va,feT,VacV:(a+p)o0a=(a0a)d (80 a),

Q@ VacV:10a=a,

@ HcV VaeV:00a=90.
Prvky vektorového prostoru nazyvame vektory, prvky télesa T nazyvame skalary.

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 11 /60



Poznamky k VP

obvyklé znaceni: V, V nad T

ale je-li nutny kontext, explicitné: (V, T, ®,®)

pozor! dvé riiznad ,plus”, dvé riiznd , krat"

shrusky s jablkama®, oblibené h¥ichy

v bezpecné situaci |ze znaceni zjednodusit, &, — +, -
skalary fecky / vektory latinkou

pozor na podobnost axiomi! VP budovan ve dvou krocich
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Prvni tvrzeni o nulovém vektoru

@ co k ditkazu pottebujeme?
@ nezajim3 nas konkrétni (V, T,®,0)

Véta
Bud' V' vektorovy prostor nad télesem T. Potom plati:
Q@ Ve V existuje pravé jeden nulovy vektor.
Q@ VaeT: :af=040.
Q@ VaeV: .a+0=a
Q Ke kazdému vektoru z V existuje pravé jeden vektor opacny. Tzn.,

VaeV,TibeV:a+b=290.

Q@ VacT,VaeV:(aa=60= (a=0Va=¥9)).
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Priklady VP

P¥imo pfi pocitani se omezime na zakladni typy VP:
e (T", T,+,-), s operacemi po slozkach
o (T™" T, +,.), s operacemi po slozkach
o (T*°, T,+,), s operacemi po slozkich

@ Jen pro zajimavost: (R*, R, ®, ®), s operacemi ndsobeni+mocnéni
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Definice podprostoru

Motivace — jaky je vztah mezi riznymi VP R"?

Definice
Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht ) # P C V. Rikdme, Ze P je
podprostor prostoru V', pravé kdyz plati:

Q@ Vx,ye P:x+yeP,

Q@ Vae T,VxeP:axeP

(tedy P je mnoZina uzaviena na obé vektorové operace +,-). Vztah , byt

podprostorem” pak znacime
PccV.

Elegantnégji:
P+PCP a T-PCP.
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Vlastnosti podprostorti

Véta

Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, necht P CC V. Potom P se
zliZenim operace scitani vektori + na P x P a operace nasobeni vektori
skalarem - na T x P je také vektorovy prostor nad T.

Pozorovani

Bud' V vektorovy prostor nad T a necht P CC V. Pak plati:
QheP.

Q {flccVaVccV.

@ Pro kazdou podmnozinu P, C P plati implikace: Py CC P = P, CC V.
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Poznamky

Podprostory {6} a V vektorového prostoru V nazyvame trivialnimi
podprostory.

(]

Kazdy podprostor P CC V pro ktery plati P # V nazyvame vlastnim
podprostorem.

(]

Fakt 8 € P pro néjakou podmnozinu P C V nestaci na to, aby P CC V!

@ Obménéna implikace. ..

6 ¢ P = P neni podprostorem V.
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Priklady podprostort

Priklad

V' R? jsou jedinymi netrividlnimi podprostory pFimky prochazejici pocatkem
6 = (0,0), napfiklad

P={(x.y) €R?| x +2y = 0} CC 2,

Priklad
V' R3 jsou jedinymi netrividlnimi podprostory p¥imky a roviny prochazejici
pocatkem 6 = (0,0,0), napfiklad

={(x,y,2) €R®| x+2y =0Az=0} cC R,

={(x,y,2) € R*| x + 2y =0} CC R?,

P3 7{(x y,z) ER®*|2x +y — z=0} cC R3.
e Naivni odvozeni v R postupnym p¥idavanim vektorii — reklama na budouci
pojmy.
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Operace s podprostory

Priklad
UvaZujme nasledujici podprostory v R?:
Er =R x {0} = {(x.0) | x € B},
By :={0} xR ={(0,y) [y €R}.
Dle definic snadno odvodime, Ze

Q@ EiNE, a Ey + E, jsou podprostory.
@ E; U E; neni podprostor.

Jak to plati obecné? A co ndsobeni podprostoru skaldrem?
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Operace s podprostory — véta

Véta

Bud' V' vektorovy prostor nad télesem T, necht P a Q jsou libovolné podprostory
V. Pak plati nasledujici:

Q@ PNnQRcCcV.

@ P U Q nemusi byt podprostorem.

Q@ P+QccV.

Existuje pFisnéjsi podminka pro sjednoceni?
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Soubor vektori

(x1,Xx2,...,Xn), kde x; € V pro kazdé i € i
nazyvame souborem vektorti délky nv VP V.

@ soubor vektorli # neuspofaddand mnozina vektori
@ zakernost ve znaceni

@ € V neni totéz co C V
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Linearni kombinace

Definice

Necht V je vektorovy prostor nad T, x € V a (xq,...,x,) je soubor vektori z V.
Rikdme, Ze vektor x je linearni kombinaci souboru (x1,...,xp), pravé kdyz
existuji ¢isla a, ..., a, € T takova, Ze

n
X = E Qi X;.
i=1

Cisla «j, i € 0, nazyvame koeficienty linearni kombinace. Jestlize
Vi € h:a; =0, nazyvame takovou linedrni kombinaci trivialni. VV opacném
pripadé jde o linedarni kombinaci netrivialni.

o jaké operace v .7

@ ¢emu se rovna trivialni LK?
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Linearni nezavislost

Definice

Necht (xi, ..., X,) je soubor vektorii z V. Rekneme, 3 (xy, ..., x,) je linedrné
nezavisly (LN) soubor, pravé kdyZ pouze trivialni linedrni kombinace tohoto
souboru je rovna nulovému vektoru 0. V opaéném pfipadé nazyvame soubor
linearné zavisly (LZ).

® (x1,...,xn) je LN &

Yay,...,a, € T : (Za;x,-:Q:(ViE ﬁ)(a,-:O))

i=1

o (x1,...,xp) jelZ &

30617...704n6 T,3k€ Fl,Olk #0 <Zaix’.:0>
i=1

Pozndmka: pozor na ,alternativni definice"!
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(Ne)zavislost ,malych® soubord

Pozorovani

Linedrni (ne)zavislost nezévisi na poradi vektori v souboru.
Obsahuje-li soubor dva stejné vektory, potom je LZ.

Obsahuje-li soubor nulovy vektor, potom je LZ.

Soubor délky 1 je LZ, pravé kdyZ je tvofen nulovym vektorem.
Soubor délky 2 je LZ, pravé kdyZ jeden vektor je ndsobkem druhého.
Pridanim vektoru do LZ souboru vznikne LZ soubor.

©0000O0CO0

Odebranim vektoru z LN souboru délky alespori dva vznikne LN soubor.
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Geometricka interpretace

Priklad
e Dvé orientované tise¢ky v IR? (nebo R3) lei v jedné pFimce, pravé kdyZ jsou
odpovidajici vektory LZ.
o T¥i orientované tise¢ky v R? leZi v jedné roviné, prévé kdyZ jsou odpovidajici
vektory LZ.
e Soubor vektorii z R? délky 3 je vzdy LZ.
e Soubor vektorii z R? délky 4 je vzdy LZ.
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Vysetrovani linedrni nezavislosti

Algoritmus (Ovéfeni LN/LZ souboru vektori)

Pro zadany soubor vektor(i (xi,...,x,) ve VP V ovéfte, zda je LN nebo LZ.

o

(2]

Hledame, jestli existuje i jind ntice koeficienti o, ..., a, € T nez (0,...,0)
takova, Ze prislusna linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.

Koeficienty o, ...,an € T povaZujme za neznamé v rovnici
a1xy + -+ apx, = 0.

Z definice vektorovych operaci rovnici vyse preved me na soustavu linedrnich
rovnic (pfesny postup zavisi na konkrétni volbé prostoru (V, T,+,-)), tato
soustava nam vyjde vZdy homogenni.

Soustavu pfeved me pomoci GEM do horniho stupfiovitého tvaru a uréeme,
kolik existuje Feseni.

Existuje-li jediné Feseni (a1, ...,a,) = (0,...,0), je zadany soubor LN, v
opacném pfipadé je LZ.
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Priklady na LN/LZ

Priklad
Soubor ((1,2,3),(4,7,8),(3,4,2)) vR® je linedrné& nezavisly.

Priklad

Soubor

((G96DEYEY) e

je linedrné zavisly.
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Lineadrni (ne)zavislost mnoziny

Definice

Bud' V' vektorovy prostor nad T, () #MC V. éekneme, Ze M je linearné zavisla
(LZ) mnoZina, pravé kdy? existuji vektory xi,...,x, € M takové, Ze x; # x; pro
i #j asoubor (x1,...,xn) je LZ V opaéném pfipadé je mnozina M linearné
nezavisla (LN).

o reformulace ,mnozina je LN"

. ?
@ LN mnozina <> soubor
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Definice linearniho obalu

Definice
Bud' (x1,...,X,) soubor vektorii z V. MnoZinu vsech linedrnich kombinaci tohoto
souboru nazveme linearnim obalem souboru (xi, ..., x,) a znaéime ji

<X17 s 7Xn>'

Bud § # M C V MnoZinu viech linedrnich kombinaci vsech souborii vektorii z
mnoZiny M nazveme linedrnim obalem mnoziny M a znacime ji (M).

Poznamka: konecné soucty
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Jednoduché vlastnosti linearniho obalu

Pozorovani
Necht M je libovolna neprazdnd podmnoZina vektorového prostoru V. Pak plati:
Q 0 (M),
@ MC (M),
Q@ xe (M)= (M)=(MU{x}),
Q@ MCN=(M)C(N),
Q@ x,ye My NaeT=x+ye (M) Aaxe (M).
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Piklady

Priklad

Linearni obaly souborii vektorii v prostorech R?> a R3 vypadaji nasledovné:

Linedrni obal nulového vektoru (poéatku) je mnoZina pouze s po&atkem.
Linedrni obal nenulového vektoru z R? (nebo z R®) je mnoZina vsech vektorii
leZicich ve spolecné primce.

Linearni obal LN souboru dvou vektorii z R? je celé R2.

Linearni obal LN souboru dvou vektorii z R3 je mnoZina vsech vektorti
leZicich ve spolecné roviné.

Linearni obal LN souboru t# vektorii z R3 je celé R3.

Priklad
Odvodme {(1,0,1,0),(0,1,1,0)) ve VP T* v zivislosti na T.

Jak souvisi linedrni obaly a podprostory?
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Linearni obaly a podprostory

Véta
Bud 0 #£ M C V, potom plati:
Q@ (M)cc V.

Q@ MccVeM=(M).

Mnoziny uzavfené na ,linedrni obaleni" <« linedrni obaly <» podprostory!
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Ekvivalentni charakterizace LN/LZ

Véta
Bud (x1,...,xn) soubor vektortiz V a n> 2. Potom (xq,...,x,) je LZ prdvé

tehdy, kdyZ
dk e n:x € <X1,...7Xk,1,Xk+1,...7X,,>.

@ riizné zdroje, rizné definice
@ uzite¢nost?

@ na dalSim slajdu dusledek
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/vétsovani a zmensovani soubortl

Ddasledek
Bud (x1,...,xn) LZ soubor vektorii z V/, n > 2. Potom
Fk € i (X1, s Xn) = (X1y vy Xke1y Xkt Ly - -+ s Xn) -
Véta
Bud' (x1,...,x,) LN soubor vektoriz V ay ¢ (xi,...,x,). Potom soubor

(X1, Xn, ) je také LN.
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Linearni kombinace v maticovém soucinu

Véta

Mé&jme matice A € T™" aB € T™k. Potom sloupce matice AB jsou linedrnimi
kombinacemi souboru sloupcii matice A a fadky matice AB jsou linearni
kombinaci souboru Fadki matice B.

Specialné pro libovolné a. = (a1 ay -+ a,) € TH" b= (by by --- b,)" € T™!
plati vztahy

a‘B:zn:aiBizv Ab:ibjAJ
i=1 Jj=1
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Definice baze

o llustrace v R2.

Definice

O mnoziné vektori M z vektorového prostoru V' Fekneme, Ze generuje prostor V,
pravé kdyz plati:
(M) =V.

Definice

Existuje-li ve V' uspofddana mnoZina vektori B takova, Ze
Q@ BjelN,
@ B generuje V,

nazyvame B bazi vektorového prostoru V.
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Ovéreni druhé vlastnosti baze

Algoritmus (Ovéfeni zda konecny soubor generuje V)

Pro zadany soubor vektorii M = (xq, ..., x,) ve vektorovém prostoru V' ovérte,
zda generuje cely VP.

@ Hledame, jestli pro libovolny vektor v € V existuje néjaka ntice koeficientii
ai,...,an € T takova, Ze pfislusna linedrni kombinace je rovna vektoru v.

Q Koeficienty ay,...,a, € T povaZujme za neznamé v rovnici
Q1X1] + -+ QpXy = V.

@ Z definice vektorovych operaci rovnici vyse preved me na soustavu linedrnich
rovnic (pfesny postup zavisi na konkrétni volbé prostoru (V, T,+,-)). Vektor
v do této soustavy (do jeji pravé strany) vnese néjaké parametry z T.

@ Soustavu preved me pomoci GEM do horniho stupriovitého tvaru a uréeme,
kolik existuje Feseni.

@ Existuje-li pro libovolné hodnoty parametrii (tj. pro libovolny vektor v)
alespon jedno rfeseni, zadany soubor generuje prostor V.
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Priklady na ovéreni baze

Pozndmka: obé vlastnosti bazi Ize ovéfovat soucasné!
Ptiklad
Soubor ((1,2,3),(4,7,8),(3,4,2)) v R® generuje celé R® a je dokonce bazi.

Priklad

Soubor

(G96DEYEY)

negeneruje celé Z§’2, nejde tedy o bazi.
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Standardni baze

Priklad

Necht T je libovolné téleso s neutrdlnimi prvky 0, 1.

e V T" je bazi napf. soubor £, = (e1, €2, ..., €,), kde
e1 :=(1,0,0,...,0), & :=(0,1,0,...,0),...,e,:= (0,0,0,...,1).

o V T™" |ze zavést bazi analogicky. Oznacime-li jako e; matici, kterd ma na
pozici s indexy ij jednicku a vsude jinde nuly, je bazi napr. soubor

Emn:(e117~~-;eln76217~"7e2n7-"aem17~~-;emn)-

Vsechny tyto baze nazyvame standardni baze a znacime je jako vyse, pfipadné £.
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Definice dimenze

Definice
Bud' V vektorovy prostor nad T. Rekneme, Ze dimenze vektorového V prostoru je
rovna

o 0, pokud ve V neexistuje LN soubor délky 1.

o n € N, pokud ve V existuje LN soubor délky n, ale kazdy soubor délky n+ 1
a delsi uz je nutné LZ.

@ 0o, pokud ve V existuje LN soubor libovolné délky.

Dimenzi vektorového prostoru V' oznacujeme symbolem dim V.
Je-lidim V = o, fikdme, Ze V. ma nekonec¢nou dimenzi, naopak pokud
dim V < oo Fikdme, Ze V. ma konecnou dimenzi.

Poznamka - Definice je korektni.

Komentaf k ,alternativni definici”. ..
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Jednoduché vlastnosti dimenze

Priklad

e Pro R? plati dimR? = 2.
e ProR3 plati dimR3 = 3.

Véta
Q@ dimV =0 < ve V neexistuje LN soubor délky 1, tj. ve V je pouze 6.
@ Trivialni prostor {0} nema bazi.

© Bud n €N a necht ve V existuje n-&lenny LN soubor. Potom
dimV > n.
@ Bud n €N a necht je ve V kaZdy n-&lenny soubor LZ. Potom

dimV <n-1.
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Pomocny vysledek do budoucna

Lemma (Steinitzovo o vyméné)

Necht (x1,...,%n) @ (Y1,---,Ym) jsou soubory vektori z V. Pfedpoklidejme, Ze je
soubor (x1,...,x,) LN a sou¢asné je generovan souborem (y1,...,¥m), tedy
Vien:xi € (yi,...,Ym). Potom plati:

Q@ n < m, tedy délka LN souboru nesmi prevysit pocet jeho generatord.

Q@ Existuji navzdjem riizné indexy i1, o, . .., i, € M takové, Ze
i, ym) = (s oxa, (vi | 1€ MN\{i, 2, ., in}))-
Diikaz tohoto lemmatu neuvadime a nebude vyzadovan.
Disledek (Disledek Steinitzova lemmatu)

Generuje-li soubor (yi, . ..,yn) vektorovy prostor V, potom dim V < n.
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V konecné dimenzi si Ize usetfit trochu prace

Véta
Necht (x1,...,xn) je soubor vektorii délky n z VV a dim V = n € N. Potom
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

@ Soubor (x1,...,xn) je bize V.

@ Soubor (xi,...,x,) je LN.

@ Soubor (x1,...,x,) generuje V.
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7 7

Jak je to s existenci bazi

Véta
Necht dim V = n € N. Potom ve V existuje n-&lenna baze.
Véta

Necht n € N a necht ve V existuje n-&lenng baze. Potom dim V = n. Existuje-li
ve V' nekonelna baze, pak dimV = cc.

Disledek

Vsechny baze vektorového prostoru V' maji stejny pocet prvkii, roven dim V.
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Jak vyrobit bazi

Véta

Necht {0} # V = (y1,...,yn). Potom dim V = k < n a existuji navzdjem riizné
indexy i1, ..., ix € i takové, Ze (yi,, ..., ) je baze V.

Jinymi slovy: z kazdého generujiciho souboru Ize vybrat bazi.

Véta
Necht (x1,...,xx) je LN soubor vektorii z V a dimV = n € N. Potom existuji
vektory X1, ...,xn € V takové, Ze (xi,...,x,) je baze V.

Jinymi slovy: kazdy linedrné nezavisly soubor Ize doplnit na bazi.
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Co VP nekone¢né dimenze?

Na temné kouty teorie mnozin bohuzel nemame prostor. ..

Poznamka

| kdyZ to v textu formalné nedokazujeme, dilezita tvrzeni plati i pro prostory
nekonecné dimenze:

@ Ve vektorovém prostoru o dim V = oo existuje baze (nekoneéna).
@ Z nekonecné mnoZiny generatorii Ize vZdy vybrat bazi.

© Ve vektorovém prostoru o dim V = oo Ize kazdy LN soubor doplnit na bazi.
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Dimenze znamych VP

Priklad

Z existence standardnich bazi Ize rovnou vyvodit nasledujici poznatky:
e dimT" =n.
o dim T™" = mn.

Specidlné tedy dim(R", R, +,-) = n a dim(C",C, +, ) = n.

Zajimavym pfikladem je prostor (C",R,+, ). Ovéfte, Ze se jedna o VP a Ze navic
plati

dim(C",R,+,-) = 2n

(napfiklad tim, Ze naleznete néjakou bazi tohoto prostoru).
V prostoru T>° nedokaZeme nalézt explicitni zapis pro bazi T°, ale presto jsme
schopni ukazat, Ze

e dim T = oo.
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Dimenze podprostort

Véta
Necht V je VP a P cC V. Potom
dim P <dim V.
Je-li navic P vlastni podprostor V a dim V < co, potom

dimP < dim V.

Dusledek
Bud Pcc V adimP =dimV < co. Potom P = V.

Poznamka: predpoklad konenosti dimenze je nutny!
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Direktni soucet mnozin

Definice

Bud V' vektorovy prostora) # AC V, ) # B C V. Soulet A+ B nazveme
direktni, pravé kdyz pro kazdy vektor x € A+ B existuje jediné a € A a jediné
b € B takové, Ze

x=a+b.

Direktni soucet znacime A @ B.
Priklad

Volme ve VP R? podprostory: E; := R x {0} a £ := {0} x R. UZ vime, Ze plati
E; + E, = R?, dokonce ale plati i

EidE = R?.
Na druhou stranu, ve VP R3 nasledujici soucet
((1,0,0),(0,1,0)) + ((1,0,0),(0,0,1)) = R®

direktni neni.
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Vlastnost direktniho souctu a 1. véta o dimenzi

Véta
Budte P cC V, Q CC V. Potom P + Q je direktni pravé tehdy, kdyz

PN Q={6}.
Véta (1. o dimenzi)
Bud'te P, Q CC V. Potom plati:
dim(P + Q) +dim(P N Q) = dim P +dim Q,
specialné pro direktni soucet plati:

dim(P & Q) = dim P 4+ dim Q.
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Rovnost dvou linearnich oball

Problém nejednoznacného Feseni:
@ soustavy (nejen) homogennich linedrnich rovnic,
@ hledani baze podprostoru.

Jak poznat rovnost dvou ,jinych" lineadrnich obala?
Pozorovani

Bud'te (x1,...,x,) a (y1,---,ym) dva soubory vektorii z V. Potom

<X15"'7Xn> = <}’1»---a)/m>

pravé tehdy, kdyz

dim{(xy,...,x,) =dim{y1, ..., ym) =dim{xy, ..., X, V1, -+ Ym)-

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021

54 /60



o ~Prostor” Sipek v roviné
© Vektorovy prostor

© Linearni (ne)zavislost
@ Lineirni obal

© Baze a dimenze

© Souradnice vektoru v bazi



Jednoznacné vyjadreni vektoru pomoci prvki baze

Poznamka
Budeme-li chtit zdiiraznit, Ze vektorovy prostor VV ma dimenzi n (a pfitom Setfit

mistem), budeme jej znaéit V,,.
Véta

Necht X = (x1,...,xn) je bdze V,,. Potom ke kaZdému z € V,, existuje pravé
,ap) € T" takova, Ze

n
zZ = E QjX;j.
i=1

Jjedna uspofidana ntice (o, . ..
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Souradnice v bazi

Definice

Necht X = (x1,...,xn) je bdze V,, a vektor z € V,, spliuje
n
zZ = Z QX .
i=1

Soufadnicemi vektoru z € V,, v bazi X nazveme usporddanou ntici
a
@)x:=|: | eT".

Qn
Cislo a; € T je ita souFadnice vektoru z v bazi X, &asto znadime
x7(z) == «.
(Toto x,-# nazyvame ity soufadnicovy funkcional v bazi X .)

@ Pojmy jsou dobfe definovany, obé vlastnosti bazi jsou potreba.
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Hledani souradnic

Algoritmus (Nalezeni soufadnic vektoru v bazi)

Pro zadany vektor z € V a bazi X = (x1,...,x,) vektorového prostoru V,
naleznéte souradnice z v bazi X .

@ Hledame ntici koeficienti oy, ...,a, € T takovou, Ze pfislusna linedrni
kombinace prvkii baze je rovna vektoru z.

iCi Q1y.eeyQp Zuj imé ici
@ Koeficient ,...,an € T povaZujme za nezndmé v rovnici
a1Xy + -+ QpXy = Z.

@ Z definice vektorovych operaci rovnici vyse preved me na soustavu linedrnich
rovnic (pFesny postup z3visi na konkrétni volbé prostoru (V,, T,+,-)). Pravd
strana soustavy bude urlena vektorem z.

@ Soustavu pfeved me pomoci GEM do horniho stupriovitého tvaru. JelikoZ
X = (x1,...,Xn) je bdze, musi existovat pravé jedno feseni (s, ..., a,) této
soustavy — a to jsou hledané souradnice vektoru z v bazi X .
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Trivialni priklad

Priklad
Ve standardni bazi £3 = (ey, €, €3) prostoru R® m4 vektor z = (a, b, c) soufadnice
(a, b, c). Trividlné plati

z = ae; + bey + ce3

a pro souradnice mame:

z=(a,b,c) = (z)g =(a,b,0).
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Netrivialni priklad

Priklad
Soubor X = (x1, x2, x3), kde

x=(1,1,1), x=(1,1,2), xs=(1,2,3),
je jind baze R3. Soufadnice vektoru z = (a, b, c) nalezneme FeSenim rovnice
a(l,1,1)+ B8(1,1,2) +v(1,2,3) =z = (a, b, ),
s parametry a, b, c € R a nezndmymi «, 5,7 € R. Vysledek je
z=(a+b—c)xi+(a—2b+c)xa+(—a+b)xs
a pro souradnice plati

z=(a,b,c) = (2)x=(a+b—c,a—2b+c,—a+0b).
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