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vytvǒreno: 15. února 2022, 13:47
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Značeńı GEM

Definice
Necht’ A,B ∈ T m,n. Je-li možné matici A p̌revést konečně mnoha řádkovými
úpravami (G1)-(G3) Gaussovy eliminačńı metody na matici B, budeme tuto
skutečnost zkráceně zapisovat

A ∼ B .

A ∼ B⇒ B ∼ A
co s nulovými řádky?
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Definice hodnosti, vliv GEM

Definice
Necht’ A ∈ T m,n. Hodnost́ı matice A nazýváme dimenzi lineárńıho obalu
souboru řádk̊u matice A (jako vektor̊u z T 1,n) a znač́ıme ji h(A). Tedy:

h(A) = dim〈A1:, . . . ,Am:〉.

Poznámka: h(A) ≤ m pro každou A ∈ T m,n.

Pozorováńı
Necht’ A,B ∈ T m,n a A ∼ B, potom

〈A1:, . . . ,Am:〉 = 〈B1:, . . . ,Bm:〉.
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Určeńı hodnosti

Věta
Bud’te A,B ∈ T m,n. Je-li A ∼ B, potom h(A) = h(B).

Tvrzeńı
Necht’ A ∈ T m,n je matice v horńım stupňovitém tvaru s právě k nenulovými
řádky. Pak h(A) = k.
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Výpočty pomoćı hodnosti
1 Výpočet hodnosti matice:

Máme-li spoč́ıtat h(A), p̌revedeme řádkovými úpravami GEM matici A na
matici B v HST. Počet nenulových řádk̊u matice B je roven h(A).

2 Výpočet dimenze lineárńıho obalu vektor̊u:
Poťrebujeme-li pro zadané vektory x1, . . . xm ∈ T n spoč́ıtat dim〈x1, . . . , xm〉,
stač́ı vektory napsat do řádk̊u matice a určit jej́ı hodnost.

3 Ově̌reńı, zda vektor paťŕı do lineárńıho obalu:
Jsou dány y , x1, . . . , xm ∈ T n. Poťrebujeme-li rozhodnout, zda

y ∈ 〈x1, . . . , xm〉,

ově̌ŕıme, zda hodnost matice, jej́ıž řádky jsou vektory x1, . . . , xm, je stejná
jako hodnost matice, ve které je nav́ıc p̌ridán řádek y .

4 Ově̌reńı rovnosti lineárńıch obal̊u:
Jsou dány x1, . . . , xr , y1, . . . , ys ∈ T n. Poťrebujeme-li ově̌rit, zda

〈x1, . . . , xr 〉 = 〈y1, . . . , ys〉,

porovnáme hodnosti několika matic. Jedné s řádky xi , druhé s řádky yi a ťret́ı
se všemi řádky dohromady.
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Varováńı

Mezi smrtelné ȟŕıchy paťŕı výroky:

”Hodnost je počet nenulových řádk̊u potom, co udělám GEM.“

”Hodnost je maximálńı počet LN řádk̊u matice.“

”Vy̌reš́ım matici.“

Při ově̌rováńı y ∈ 〈x1, . . . , xm〉 neplet’me dva r̊uzné p̌ŕıstupy!
řádkový
sloupcový
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Hodnost transpozice a součinu

Věta
Necht’ A ∈ T m,n. Potom

h(A) = h(AT ).

Důsledek
Necht’ A ∈ T m,n. Potom h(A) ≤ min{m, n}.

Věta
Je-li A ∈ T m,n a B ∈ T n,p, potom

h(AB) ≤ min {h(A), h(B)} .
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Jednotková matice

V této části jen čtvercové matice.

Definujeme tzv. Kroneckerovo delta:

δij =
{

1, pro i = j ,
0, jinak.

Definice
Jednotkovou matićı ntého řádu rozuḿıme čtvercovou matici E ∈ T n,n splňuj́ıćı

Eij = δij , i , j ∈ n̂ .

Diagonálńı matićı ntého řádu nazveme libovolnou čtvercovou matici A ∈ T n,n

splňuj́ıćı
i 6= j ⇒ Aij = 0 .

Diagonálou čtvercové matice A ∈ T n,n nazveme vektor (A11,A22, . . . ,Ann).
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Regulárńı a inverzńı matice

Pozorováńı
Pokud A,E ∈ T n,n, pak AE = EA = A.

Definice
Bud’ A ∈ T n,n. Existuje-li matice B ∈ T n,n taková, že plat́ı

AB = BA = E,

nazýváme matici A regulárńı a B inverzńı matićı k matici A. Znač́ıme B = A−1.
Pokud A neńı regulárńı, nazýváme matici A singulárńı.
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O inverzńıch matićıch

Věta
Je-li A ∈ T n,n regulárńı, potom je inverzńı matice k A určena jednoznačně.

Věta
Necht’ A,B ∈ T n,n jsou regulárńı, potom AB je také regulárńı a plat́ı

(AB)−1 = B−1A−1.

Věta
Necht’ A ∈ T n,n je regulárńı, potom AT je také regulárńı a plat́ı

(AT )−1 = (A−1)T .
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Maticová interpretace GEM

Poznámka: pozor na zjednodušené značeńı A, často pracujeme s (A|b).

Řádkové úpravy Gaussovy eliminačńı metody v matici A ∈ T m,n lze realizovat tak,
že A vynásob́ıme zleva vhodnou regulárńı matićı P ∈ T m,m.:
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Maticově (G1)

1. Prohozeńı itého a jtého řádku: Matici P(i , j) ∈ T m,m definujeme:

[P(i , j)]k` :=
{

1, pokud ( k = ` /∈ {i , j} ) ∨ (k = i ∧ ` = j) ∨ (k = j ∧ ` = i)
0, jinak,

tedy P(i , j) je matice vzniklá z jednotkové matice E ∈ T m,m prohozeńım itého a
jtého řádku.

Matice P(i , j)A je matice A s prohozeným itým a jtým řádkem. (Ově̌rte!)
Matice P(i , j) je regulárńı a plat́ı(

P(i , j)
)−1 = P(i , j).
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Maticově (G2)

2. Vynásobeńı itého řádku č́ıslem α 6= 0: Matici Pi (α) ∈ T m,m definujeme:

[Pi (α)]k` :=


α, pokud k = ` = i
1, pokud k = ` 6= i
0, jinak,

tedy Pi (α) je matice vzniklá z jednotkové matice E ∈ T m,m nahrazeńım č́ısla 1 na
ité pozici na diagonále č́ıslem α.

Matice Pi (α)A je matice A s itým řádkem vynásobeným č́ıslem α.
Matice Pi (α) je regulárńı (pro α 6= 0) a plat́ı(

Pi (α)
)−1 = Pi (α−1).
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Maticově (G3)

3. Přičteńı αnásobku itého řádku k jtému řádku: Matici Qi,j(α) ∈ T m,m pro
i 6= j definujeme takto:

[Qi,j(α)]k` :=


α pokud k = j ∧ ` = i
1, pokud k = `

0, jinak,

tedy Qi,j(α) je matice vzniklá z jednotkové matice E ∈ T m,m p̌ridáńım č́ısla
α ∈ T na (j , i)-tou pozici.

Matice Qi,j(α)A je matice A po p̌ričteńı αnásobku itého řádku k j-tému.
Tedy (

Qi,j(α)A
)

j: = Aj: + αAi : .

Matice Qi,j(α) je regulárńı a plat́ı(
Qi,j(α)

)−1 = Qi,j(−α).
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GEM je jen násobeńı regulárńı matićı

Důsledek
Necht’ A,B ∈ T m,n a A ∼ B. Potom ∃P ∈ T m,m regulárńı taková, že B = PA.

Co analogické sloupcové úpravy?
Lze je realizovat obdobně.
Užitečnost a smysl?
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Vlastnosti ekvivalentńı regularitě matice

Věta
Bud’ A ∈ T n,n. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1 A je regulárńı.
2 Soubor řádk̊u matice A je LN.
3 h(A) = n.
4 A ∼ E.

Poznámka
D́ıky vztahu h(A) = h(AT ) plat́ı také ekvivalence:

A regulárńı ⇔ soubor sloupc̊u matice A je LN.
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Inverze matice pomoćı GEM

Algoritmus (Ově̌reńı regularity a nalezeńı inverzńı matice)

Necht’ A ∈ T n,n. Ově̌rte, zda je matice regulárńı a pokud ano, nalezněte k ńı
matici inverzńı A−1.

1 Hledáme matici A−1 s vlastnost́ı A−1A = AA−1 = E.
2 Doplněńım zadané matice o jednotkovou matici stejného rozměru sestavme

dvoublokovou rozš́ı̌renou matici (A | E) ∈ T n,2n.
3 Na celou (A | E) použ́ıváme řádkové úpravy GEM, pro libovolnou

posloupnost řádkových úprav P pak plat́ı

(A | E) ∼ (PA | PE) = (PA | P) .

A je možné p̌revést na jednotkovou matici právě tehdy, když je A regulárńı.
4 Je-li A regulárńı, pak pro úpravy P vedoućı k p̌revedeńı levého bloku matice

(A | E) na jednotkovou matici plat́ı P = A−1, tedy

(A | E) ∼ (E | A−1) .

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 19 / 47



Korespondence GEM a násobeńı regulárńı matićı

Už v́ıme, že
A ∼ B ⇒ ∃P regulárńı,B = PA .

Tato souvislost plat́ı oběma směry, tedy násobeńı jakoukoli regulárńı matićı

”provád́ı kroky GEM“.

Věta
Necht’ A,B ∈ T m,n. Existuje-li P ∈ T m,m regulárńı taková, že B = PA, potom
A ∼ B.

Důsledek
Násobeńım regulárńı matićı se hodnost nezměńı. Tedy je-li A ∈ T m,n libovolná a
P ∈ T m,m regulárńı, plat́ı

h(A) = h(PA).
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Jedna inverze stač́ı

Věta
Bud’ A ∈ T n,n. Existuje-li B ∈ T n,n taková, že plat́ı AB = E nebo BA = E,
potom je A regulárńı a B = A−1.
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Řeš́ıme SLR

Repete:
řeš́ıme soustavy Ax = b (zapisujeme (A | b)), kde

A = (αij)i∈m̂,j∈n̂ ∈ T m,n je matice soustavy,

b = (β1 · · · βm)T ∈ T m,1 je (sloupcový) vektor pravých stran,

x = (x1 · · · xn)T ∈ T n,1 je (sloupcový) vektor neznámých,

S je množina všech řešeńı soustavy Ax = b,

S0 je množina všech řešeńı p̌ridružené homogenńı soustavy Ax = θ
(kde θ = (0 · · · 0)T ).

Pozorováńı
Množina S0 všech řešeńı homogenńı soustavy Ax = θ je podprostor ve VP T n,1.

(poznámka: vždy plat́ı S0 6= ∅!)
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Frobeniova věta
Poznámka

autorstv́ı (Capelli, Fontené, Frobenius, Kronecker, Rouché)
rozsah
důkaz: nyńı pouze část 1, část 2 později pomoćı lin.zobrazeńı

Věta (Frobeniova)
Necht’ A ∈ T m,n.

1 Soustava Ax = b je řešitelná, tj. S 6= ∅, právě tehdy, když

h(A) = h(A | b).

2 Je-li h(A) = h, pak množina řešeńı soustavy Ax = θ je podprostor dimenze
n − h, tedy existuje LN soubor vektor̊u (z1, . . . , zn−h) v T n,1 takový, že

S0 =
{
{θ}, pokud n = h,
〈z1, . . . , zn−h〉, pokud h < n.

Je-li nav́ıc h(A | b) = h, pak S = x̃ + S0, kde x̃ je tzv. partikulárńı řešeńı:
Ax̃ = b.
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SLR s regulárńı matićı

Poznámka
Jak plyne z Frobeniovy věty, je-li matice soustavy A čtvercová a regulárńı, existuje
pro jakýkoli vektor pravých stran b právě jedno řešeńı soustavy Ax = b.

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 26 / 47



Horńı stupňovitý tvar ještě jednou
Pro ilustraci:

(A | b) typu m × (n + 1), řešitelná,
v HST právě h nenulových řádk̊u,
s indexy hlavńıch sloupc̊u značenými 1 = j1 < j2 < · · · < jh.

α1j1︸︷︷︸
6=0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗ β1

0 0 0 α2j2︸︷︷︸
6=0

∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗ β2

0 0 0 0 0 α3j3︸︷︷︸
6=0

∗ · · · ∗ ∗ ∗ ∗ β3

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · · · · 0 αhjh︸︷︷︸
6=0

∗ ∗ βh

0 0 0 · · · · · · 0 0 0 0 0
0 0 0 · · · · · · 0 0 0 0 0


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Homogenńı SLR

Každý nenulový řádek soustavy v HST umožňuje spoč́ıtat jednu neznámou
(odspoda nahoru). Tyto proměnné odpov́ıdaj́ı hlavńım sloupc̊um matice a
nazýváme je vázané proměnné. Ostatńı proměnné nazýváme volné proměnné.
Co plat́ı:

Dosad́ıme-li za všechny volné proměnné konkrétńı hodnoty, vázané proměnné
lze jednoznačně dopoč́ıtat.

Volných proměnných je p̌resně n − h = n − h(A), což je podle Frobeniovy
věty rovno dimenzi hledaného S0.

Pokud by nás z každého řešeńı zaj́ımaly pouze volné proměnné, označme je
nap̌r. (t1, t2, . . . , tn−h) ∈ T n−h, řešeńım soustavy by bylo celé T n−h.

Lineárńı kombinace řešeńı homogenńı soustavy je také řešeńım.

Zvoĺıme-li jakoukoli bázi podprostoru T n−h a pro každý bazický vektor
reprezentuj́ıćı nějakou volbu volných proměnných dopoč́ıtáme vázané
proměnné, dostaneme dle p̌redchoźıch bodů bázi S0.
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Homogenńı SLR, algoritmus

Algoritmus (Řešeńı homogenńı SLR)

Řeš́ıme soustavu Ax = θ s rozš́ı̌renou matićı (A | θ), kde A ∈ T m,n je v HST (na
něj lze vždy p̌revést pomoćı GEM).

1 Pokud t́ım neporuš́ıme HST, můžeme prohodit pǒrad́ı sloupc̊u v matici A
(stejně prohod́ıme i p̌ŕıslušné proměnné).

2 Za vázané proměnné označ́ıme proměnné p̌ŕıslušej́ıćı hlavńım sloupc̊um
matice. Zbývaj́ıćı volné proměnné označme nap̌r. (t1, . . . , tn−h).

3 Zvoĺıme libovolnou bázi prostoru T n−h, každá volba volných proměnných je
tedy v jej́ım lineárńım obalu.

4 Pro každý zvolený bazický vektor (t1, . . . , tn−h) ∈ T n−h reprezentuj́ıćı volbu
volných proměnných dopoč́ıtáme ze soustavy vázané proměnné.

5 Dostáváme LN soubor n − h vektor̊u, který generuje S0.
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Př́ıklad na homogenńı SLR

Př́ıklad
Řešme homogenńı soustavu s matićı:

A =


1 3 2 0 3 0
1 1 1 −1 5 0
2 8 5 3 7 0
3 9 6 2 12 0

 ∼


1 3 2 0 3 0
0 2 1 3 1 0
0 0 0 2 3 0
0 0 0 0 0 0


Vázané proměnné jsou tedy x1, x2, x4, volné proměnné jsou x3, x5.

Při volbě (x3, x5) = (1, 0) dopoč́ıtáme: x4 = 0, x2 = − 1
2 , x1 = − 1

2 .
Při volbě (x3, x5) = (0, 1) dopoč́ıtáme: x4 = − 3

2 , x2 = 7
4 , x1 = − 33

4 .
Dostáváme LN soubor dvou řešeńı: (− 1

2 ,−
1
2 , 1, 0, 0) a (− 33

4 ,
7
4 , 0,−

3
2 , 1) a

tedy plat́ı
S0 = 〈(− 1

2 ,−
1
2 , 1, 0, 0), (− 33

4 ,
7
4 , 0,−

3
2 , 1)〉 .

Nemuśıme ale pro volné proměnné vždy volit standardńı bázi! (zlomky, estetika,
jednoduchost,. . . )
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Řešeńı homogenńı SLR ve speciálńım tvaru

Věta
Necht’ A ∈ T m,n a

A ∼
(
Ek B
Θ Θ

)
,

kde Ek ∈ T k,k je jednotková matice, B ∈ T k,n−k a symboly Θ znač́ı nulové
matice p̌ŕıslušných rozměr̊u. Potom řádky matice

(−BT En−k) ∈ T n−k,n,

kde En−k ∈ T n−k,n−k je jednotková matice, tvǒŕı bázi prostoru řešeńı S0.
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Př́ıklad na speciálńı homogenńı SLR

Př́ıklad
Ještě jednou vy̌reš́ıme soustavu pro neznámé (x1, x2, x3, x4, x5):

A =


1 3 2 0 3 0
1 1 1 −1 5 0
2 8 5 3 7 0
3 9 6 2 12 0

 ∼


1 0 1/2 0 33/4 0
0 1 1/2 0 −7/4 0
0 0 0 1 3/2 0
0 0 0 0 0 0


Prohozeńım ťret́ıho a čtvrtého sloupce dostaneme soustavu ve speciálńım tvaru,
kde neznámé jsou (x1, x2, x4, x3, x5):

(E B) =

1 0 0 1/2 33/4
0 1 0 1/2 −7/4
0 0 1 0 3/2

 .
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Řešeńı obecné SLR, algoritmus

Algoritmus (Řešeńı SLR)

Řeš́ıme soustavu Ax = b s rozš́ı̌renou matićı (A | b), kde A ∈ T m,n je v HST (na
něj lze vždy p̌revést pomoćı GEM).

1 Pokud t́ım neporuš́ıme HST, můžeme prohodit pǒrad́ı sloupc̊u v matici A
(stejně prohod́ıme i p̌ŕıslušné proměnné).

2 Pokud h(A) < h(A | b), řešeńı neexistuje. Jinak postupujeme dále.
3 Za vázané proměnné označ́ıme proměnné p̌ŕıslušej́ıćı hlavńım sloupc̊um

matice. Zbývaj́ıćı volné proměnné označ́ıme (t1, . . . , tn−h).
4 Pro nalezeńı x̃ zvolme za (t1, . . . , tn−h) libovolně a ze soustavy (A | b)

dopoč́ıtejme vázané proměnné.
5 Pro nalezeńı S0 zvoĺıme libovolnou bázi T n−h (r̊uzné volby volných

proměnných). Vynulujeme pravou stranu soustavy.
6 Pro každý bazický vektor (t1, . . . , tn−h) ∈ T n−h reprezentuj́ıćı volbu volných

proměnných dopoč́ıtáme z (A | θ) vázané proměnné a dostáváme bázi S0.
7 Řešeńım je S = x̃ + S0.
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Př́ıklad na nehomogenńı SLR

Př́ıklad
Známou soustavu doplńıme o pravou stranu.

1 3 2 0 3 3
1 1 1 −1 5 −2
2 8 5 3 7 13
3 9 6 2 12 11

 ∼


1 0 1/2 0 33/4 −3
0 1 1/2 0 −7/4 2
0 0 0 1 3/2 1
0 0 0 0 0 0


a vy̌reš́ıme. . .
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Nejedinečnost zápisu řešeńı SLR

Růzńı řešitelé → r̊uzná řešeńı:
odlǐsná posloupnost elementárńıch krok̊u GEM, jiný HST,
jiná volba volných proměnných (pǒrad́ı sloupc̊u),
jiná volba bazických řešeńı.

Jak poznat rovnost dvou množin tvaru x + S0? Přes hodnost matic a vztah mezi
rovnost́ı lineárńıch obal̊u a jejich dimenzemi!

Lemma: Je-li P ⊂⊂ V a x ∈ P, potom x + P = P.

Pozorováńı
Necht’ u, v , y1, . . . , yk , z1, . . . , zk ∈ T n, kde soubory (y1, . . . , yk) a (z1, . . . , zk) jsou
LN. Rovnost

u + 〈y1, . . . , yk〉 = v + 〈z1, . . . , zk〉

plat́ı právě tehdy, když matice, jej́ıž řádky tvǒŕı vektory
y1, . . . , yk , z1, . . . , zk , u − v , má hodnost rovnu k.
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Nejedinečnost zápisu řešeńı SLR, p̌ŕıklad

Př́ıklad
Při řešeńı soustavy v R4 s matićı(

1 2 0 −1 1
2 −1 −1 0 0

)
lze r̊uznými postupy dospět nap̌ŕıklad k řešeńım ve tvaru

S1 = ( 1
5 ,

2
5 , 0, 0) + 〈(2,−1, 5, 0), (1, 2, 0, 5)〉,

S2 = (0, 0, 0,−1) + 〈(0,−5, 5,−10), (3, 1, 5, 5)〉.

Ově̌ŕıme rovnost množin, nikoli správnost řešeńı!
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Dvě interpretace SLR

1 Vztah Ax = b lze p̌repsat
n∑

j=1
xjA:j = b ,

tedy plat́ı, že složky řešeńı x1, . . . , xn jsou koeficienty v takové lineárńı
kombinaci sloupc̊u matice A, která je rovna vektoru pravé strany b.

2 Každý řádek matice soustavy p̌redstavuje jednu lineárńı rovnici. Množina
řešeńı každé takové rovnice

αi1x1 + · · ·+ αinxn = βi

(pokud ∃j ∈ n̂ : αij 6= 0) je množina bodů v T n, kterou si lze geometricky
p̌redstavit. V p̌ŕıpadě R2 je to p̌ŕımka, v p̌ŕıpadě R3 rovina, pro obecné T n

brzy zavedeme pojem nadrovina). Jelikož v soustavě muśı všechny rovnice
platit současně, hledáme p̌ri jej́ım řešeńı pr̊unik jednotlivých nadrovin.
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Definice lineárńı variety

Definice
Neprázdnou množinu W ⊆ V nazveme lineárńı varietou (p̌ŕıpadně pouze
varietou), pokud existuj́ı a ∈ V a P ⊂⊂ V takové, že

W = a + P.

Podprostor P nazýváme zamě̌reńım variety W a znač́ıme ho Z (W ).
Č́ıslo dim Z (W ) nazýváme dimenźı variety W ,
je-li dim V = n ∈ N, pak č́ıslo n − dim Z (W ) nazýváme kodimenźı variety
W ,
každý nenulový vektor z Z (W ) nazýváme směrovým vektorem variety W ,
každý vektor a takový, že W = a + Z (W ), nazýváme vektorem posunut́ı
variety W .
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Poznámky

Věta
Bud’ W lineárńı varieta.

1 Každý jej́ı vektor je současně vektorem posunut́ı,
tj. ∀a ∈W : W = a + Z (W ).

2 Zamě̌reńı variety Z (W ) je určeno jednoznačně.
3 Máme-li a, b ∈ V a P,Q ⊂⊂ V , potom pro dvě variety plat́ı a + P = b + Q

právě tehdy, když P = Q a zároveň b − a ∈ P.

Definice
Necht’ V = T n je libovolný.

Varietu o dimenzi 0 nazýváme bod.
Varietu o dimenzi 1 nazýváme p̌ŕımka.
Varietu o dimenzi 2 nazýváme rovina.
Varietu o kodimenzi 1 nazýváme nadrovina.
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Př́ıklady variet nad R

Př́ıklad
Množina W1 = {(x , y) | y = 2x + 1} je p̌ŕımka v R2. Můžeme volit

a = (0, 1) a Z (W1) = 〈(1, 2)〉 ,

potom skutečně plat́ı

a + Z (W1) = (0, 1) + 〈(1, 2)〉 = {(t, 1 + 2t) | t ∈ R} = W1.

Podobně, množina W2 = {(x , y , z) | x + y + z = 1} je rovina v R3. Můžeme
volit

a = (1, 0, 0) a Z (W2) = 〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉 ,

pak plat́ı

a+Z (W2) = (1, 0, 0)+〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉 = {(1−s−t, s, t) | s, t ∈ R} = W2.
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Př́ıklady variet nad konečnými tělesy

Př́ıklad
Poněkud méně intuitivńı význam pojmů p̌ŕımka či rovina dostaneme v p̌ŕıpadě VP
nad konečnými tělesy:

Množina

W3 = (1, 0, 0, 0) + 〈(1, 1, 1, 1)〉 = {(1 + t, t, t, t) | t ∈ T}

je p̌ŕımka v každém T 4.

Množina

W4 = (1, 1, 0, 0) + 〈(0, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 1)〉 = {(1 + t, 1 + s, s, t) | s, t ∈ T}

je rovina v každém T 4.

V p̌ŕıpadě T = Zp lze všechny prvky vyjmenovat. . .
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Lineárńı varieta je řešeńı SLR a obráceně!

Z Frobeniovy věty i p̌redchoźıch poznatk̊u v́ıme, že každá řešitelná SLR
určuje lineárńı varietu.
Tato korespondence plat́ı i druhým směrem – tedy ke každé lineárńı varietě
existuje nějaká SLR, kterou právě všechny vektory z této lineárńı variety řeš́ı.

Věta
Necht’ M ⊆ V = T n je neprázdná. Pak M je lineárńı varietou právě tehdy, když
existuje soustava lineárńıch rovnic Ax = b, jej́ıž množinou řešeńı je M. Nav́ıc plat́ı

h(A) = n − dim M .

Důsledek
Množina M ⊆ V = T n je nadrovinou právě když je množinou řešeńı jedné lineárńı
rovnice

α1x1 + · · ·+ αnxn = β ,

kde alespoň jeden z koeficient̊u α1, . . . , αn je nenulový.
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Parametrické a neparametrické rovnice variety

Definice
Necht’ W ⊆ V = T n je lineárńı varieta, označme bázi Z (W ) jako (a1, . . . , ak).

Vztah W = a + 〈a1, . . . , ak〉 lze vyjáďrit jako

u ∈W ⇔ ∃α1, . . . , αk ∈ T : u = a +
k∑

i=1
αi ai .

Parametrickými rovnicemi variety W rozuḿıme rovnici

u = a +
k∑

i=1
αi ai

rozepsanou po složkách, tedy pro u = (x1, . . . , xn) ∈ T n.
Neparametrickými rovnicemi variety W rozuḿıme po složkách (pro
u = (x1, . . . , xn) ∈ T n) rozepsanou soustavu lineárńıch rovnic

Ax = b

určuj́ıćı varietu W .
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Př́ıklady parametrických rovnic
Je-li W p̌ŕımka, lze ji charakterizovat rovnićı

u = a + αb,

kde a ∈W a zamě̌reńı W je 〈b〉.
Rozeṕı̌seme-li vektory výše po složkách, u = (x , y , z), a = (a1, a2, a3) a
b = (b1, b2, b3), dostaneme parametrické rovnice p̌ŕımky,

x = a1 + αb1 , y = a2 + αb2 , z = a3 + αb3 ,

kde α ∈ R.

Je-li W rovina, lze ji charakterizovat rovnićı

u = a + αb + βc,

kde a ∈W a zamě̌reńı W je 〈b, c〉.
Rozeṕı̌seme-li vektory výše po složkách, u = (x , y , z), a = (a1, a2, a3),
b = (b1, b2, b3) a c = (c1, c2, c3) , dostaneme parametrické rovnice roviny,

x = a1 + αb1 + βc1 , y = a2 + αb2 + βc2 , z = a3 + αb3 + βc3 ,

kde α, β ∈ R.
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Převody: parametrické ↔ neparametrické rovnice

Převod z neparametrických rovnic na parametrické nemuśıme nijak
rozeb́ırat, stač́ı vy̌rešit zadanou soustavu Ax = b a množinu řešeńı zapsat dle
definice.
Druhý směr p̌revodu, z parametrických rovnic na neparametrické, se ř́ıd́ı
postupem důkazu p̌redchoźı věty.

Algoritmus (Převod parametrických rovnic variety na neparametrické)

Máme zadanou lineárńı varietu W = a + P o dimenzi dim W = k. Hledáme SLR
Ax = b s matićı (A | b), jej́ıž množinou všech řešeńı je právě W .

1 Je-li k = 0, pak hledanou soustavou je (E | a), kde a je vektor a zapsaný do
sloupce. Je-li k = n, hledanou soustavou je (Θ | θ).

2 Pro k ∈ n̂ − 1 označme bázi P jako (y1, . . . , yk) a vy̌rešme homogenńı
soustavu (Ỹ | θ) kde matice Ỹ obsahuje ve svých řádćıch vektory y1, . . . , yk .

3 Matici A po řádćıch sestav́ıme z vektor̊u libovolné báze řešeńı (Ỹ | θ).
4 Vektor b źıskáme vynásobeńım Aa = b.
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Př́ıklady

Př́ıklad
Nalezneme parametrické rovnice variety W v R4 zadané rovnicemi

x + y − z + u = 1
2x + u = 2

.

Př́ıklad
Nalezneme neparametrické rovnice roviny v R4, která procháźı body (1, 2, 1, 0),
(2, 3, 2, 1) a (3, 2, 4, 0).
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