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Karel Klouda

daniel.dombek@fit.cvut.cz, ludek.kleprlik@fit.cvut.cz,
karel.klouda@fit.cvut.cz

Katedra aplikované matematiky
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Hlavńı body
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Abeceda a kódováńı

V nejobecněǰśım slova smyslu je kódováńı p̌redpis pro p̌repisováńı slov na jiná
slova.
Slova (̌retězce) jsou konečné posloupnosti ṕısmen (znak̊u) z abecedy. Délkou
slova označujeme počet ṕısmen, ze kterých se toto slovo skládá.
Abeceda je jakákoli konečná neprázdná množina.
Pro abecedu A zavád́ıme tyto značky: A+ je množina (konečných) slov nad
touto abecedou, An je množina všech slov nad touto abecedou, které maj́ı
délku n.

Definice
Mějme dvě abecedy A a B. Každé zobrazeńı κ : A → B+ nazýváme kódováńım.
Obor hodnot tohoto zobrazeńı Hκ nazýváme kód, označujeme jej K a libovolné
slovo z K = Hκ nazýváme kódové slovo.
Zobrazeńı p̌rirozeně rozšǐrujeme na slova z A+ takto: bud’ u = u1u2 . . . un ∈ An

slovo délky n s ṕısmeny ui ∈ A. Potom

κ(u) = κ(u1)κ(u2) . . . κ(un).
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Př́ıklady kódováńı

Bud’ A = {a, b, c} a B = {0, 1}. Definujeme následuj́ıćı kód:

κ(a) = 0, κ(b) = 10, κ(c) = 11.

Dle p̌redchoźı definice potom plat́ı pro abccaa ∈ A6

κ(abccaa) = κ(a)κ(b)κ(c)κ(c)κ(a)κ(a) = 0 10 11 11 0 0 .

Jako abecedu můžeme vźıt nap̌r. i všechny prvky {0, 1}3 (všechna ťŕıṕısmenná
binárńı slova) a definovat kódováńı κ(000) = 0000, κ(001) = 0011,
κ(010) = 0101, κ(011) = 0110, κ(100) = 1001, κ(101) = 1010,
κ(110) = 1100 , κ(111) = 1111. Jedná se o tzv. paritńı kód (proč to?).

Předchoźı kódováńı lze považovat za zobrazeńı z vektorového prostoru Z3
2 do

vektorového prostoru Z4
2. Jelikož je Zp konečná množina, je to vlastně i abeceda a

jelikož slova jsou vlastně uspǒrádané ntice prvk̊u z abecedy, budeme často
ztotožňovat vektor ze Zn

p a slovo ze (Zp)n.
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K čemu je kódováńı

Přepis z ”lidské abecedy“ do ”poč́ıtačové“ binárńı abecedy: UTF8, ASCII,
cp1250, . . .

Přepis slov na jiná takovým způsobem, aby byl výsledný ”text“ co nejkraťśı
(tzv. komprese).

Přepis slov takovým způsobem, že z výsledného textu budeme schopni p̌reč́ıst
původńı text, i když byl částečně změněn (došlo k chybám). Př́ıp. budeme
alespoň schopni poznat, že k nějakým změnám došlo.

Kódy s vlastnost́ı z posledńıho bodu se budeme zabývat (tzv. samoopravovaćı
kódy / error correcting codes).
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Objevováńı chyb: paritńı kód
Jedinou chybu, kterou budeme uvažovat, je p̌repis jednoho ṕısmene na jiné
(typicky 0 na 1 a 1 na 0). V (rozsáhlé) teorii kódováńı se ale samožrejmě uvažuj́ı i
jiné chyby.

Použijeme paritńı kód z p̌redp̌redchoźıho slajdu k zakódováńı textu

001011000.

Dostaneme
κ(001)κ(011)κ(000) = 0011 0110 0000.

Předpokládejme, že jsme text poslali po śıti, nebo jsme jej uložili na nějaké
médium, a došlo ke ťrem chybám (p̌repis̊um):

0010 1111 0000

Když se na text pod́ıváme, vid́ıme, že prvńı slovo 0010 ze Z4
2 neńı kódové

slovo a tedy muselo doj́ıt k chybě. Druhé slovo je kódové slovo a tedy nejsme
schopni poznat, že došlo k chybě! Třet́ı slovo je kódové slovo, a tak jej také
budeme považovat za správné.
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Opravováńı chyb: opakovaćı kód

Paritńı kód tzv. objevuje 1-chyby: když dojde k jedné chybě, poznáme to,
nev́ıme ale, kde ta chyba je ani jak vypadalo původńı slovo (tomu budeme
ř́ıkat, že neopravuje chyby).
Definujeme opakovaćı kód nap̌r. opět na abecedě Z3

2:

κ(u) = uuu ∈ Z9
2,

nap̌r. κ(001) = 001001001, tj. obraz slova je jeho trojnásobné žretězeńı.
Zakódujeme opět text 001011000:

001001001 011011011 000000000.

Předpokládejme ťri chyby:

001001001 011001001 001000000.

Prvńı slovo je kódové, považujeme je tedy za bezchybné. U druhého si
všimneme, že kdyby prvńı trojice byla 001, dostaneme kódové slovo, a proto
p̌redpokládáme, že došlo k jedné chybě ve druhém bitu a chybně oprav́ıme
slovo na 001. Třet́ı slovo podobně správně oprav́ıme na 000.
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Hammingova vzdálenost

Proč paritńı kód byl s to objevit jednu chybu a dvě již ne?
Změńım-li v jakémkoli kódovém slově jeden znak, nedostanu jiné kódové slovo,
a tak poznám, že k chybě došlo.
Když změńım dva znaky, dostanu jiné kódové slovo, a tak žádnou chybu
nedetekuji.
Odpověd’ tedy je: Protože dvě r̊uzná kódová slova jsou od sebe vzdálená
alespoň ”dvě chyby“.

Definice
Pro dvě slova u = u1u2 . . . un a v = v1v2 . . . vn stejné délky n a nad stejnou
abecedou definujeme Hammingovu vzdálenost jako

d(u, v) = počet index̊u i ∈ n̂ takových, že ui 6= vi .

Hammingova vzdálenost d(u, v) vlastně vyjaďruje, kolik nejméně chyb muśım
udělat, abych ze slova u vyrobil slovo v .
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Kód objevuje t chyb

Definice
Pro kód K definujeme a znač́ıme minimálńı vzdálenost kódu jako

µ(K ) = min{d(u, v) | u, v ∈ K , u 6= v}.

Minimálńı vzdálenost paritńıho kódu je 2,
Pro opakovaćı kód K ` (kde vyśılané slovo zopakujeme `krát) je µ(K `) = `.

Definice
Řekneme, že kód K objevuje t chyb, jestliže µ(K ) > t.

Myšlenka: když v kódovém slově uděláme t < µ(K ) chyb, nedostaneme nikdy jiné
kódové slovo, a tak budeme vědět, že se stala chyba a p̌rijaté slovo neńı to
odeslané.
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Kód opravuje chyby

Uvažujme opakovaćı kód K 3 (vyśılané slovo opakujeme ťrikrát):
Jelikož µ(K 3) = 3, tento kód objevuje 2 chyby.
Když se ale stane jenom jedna chyba, jsme dokonce schopni určit, jaké
kódové slovo bylo na vstupu.
Proč? Protože změńım-li v jakémkoli kódovém slově jakýkoli znak, výsledné
slovo bude od tohoto kódového slova vzdáleno 1 a od ostatńıch alespoň 2.

Definice
Řekneme, že kód K opravuje t chyb, jestliže µ(K ) > 2t.

Dohromady máme: Je-li µ(K ) = n, potom kód K objevuje n − 1 (a menš́ı)
chyby a opravuje b n−1

2 c (a menš́ı) chyby.
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Informačńı a kontrolńı znaky

Proč tedy nepouž́ıvat K ` pro nějaké velké `? Protože jenom každý `. znak

”nese informaci“!
Naopak u paritńıho kódu jenom jeden znak informaci nenese!

Definice
Řekneme, že kód K ⊆ An (tj. p̌redpokládáme, že kódová slova maj́ı stejnou
délku!) má k informačńıch znak̊u a n − k kontrolńıch znak̊u, jestliže existuje
bijekce ϕ : Ak → K.
Lze-li nav́ıc tuto bijekci zvolit tak, že pro každé u ∈ Ak existuje v ∈ An−k takové,
že

ϕ(u) = uv ∈ K ,

ř́ıkáme, že K je systematický kód.
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Informačńı a kontrolńı znaky: p̌ŕıklady

Paritńı kód K ⊆ Z4
2 má 3 informačńı a 1 kontrolńı znak. Hledanou bijekci

nav́ıc můžeme volit tak, že pro u1u2u3 ∈ Z3
2

ϕ(u1u2u3) = u1u2u3v , kde v = u1 + u2 + u3 (mod 2).

Paritńı kód je tedy i systematický.

Opakovaćı kód K 3 ⊆ Z 9
2 (ťŕı bitové slovo zopakujeme ťrikrát) má 3

informačńı a 6 kontrolńıch znak̊u. Hledanou bijekci nav́ıc můžeme volit tak,
že pro u ∈ Z3

2
ϕ(u) = uuu.

Opakovaćı kód je tedy také systematický.
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Systematické kódy a minimálńı vzdálenost

Věta (Singletonův odhad)
Mějme kód K ⊆ Bn, potom

#K ≤ (#B)n−µ(K)+1,

kde # znač́ı počet prvk̊u v množině.
Speciálně: je-li K ⊆ Bn kód s k informačńımi znaky, plat́ı pro jeho minimálńı
vzdálenost

µ(K ) ≤ n − k + 1.
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Kódy: shrnut́ı

Hledáme tedy kód K ⊆ An s násl. vlastnostmi:
Aby měl co nejv́ıce informačńıch znak̊u,
a zároveň co nejvyš̌śı minimálńı vzdálenost µ(K ) (kódové slova byla v An

”rozprosťrená“ rovnoměrně).
Mělo by být snadné kódovat (k vyśılanému slovu naj́ıt p̌ŕıslušné kódové slovo),
a zároveň i ”dekódovat“:

k p̌rijatému (bezchybnému) kódovému slovu naj́ıt původńı vyśılané slovo,
ke kódovému slovu s chybou naj́ıt nejbližš́ı kódové slovo (existuje-li právě
jedno).

Jednoduchý ”framework“, který výše popsané umožňuje, jsou Lineárńı kódy
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Lineárńı kódy

Definice
Bud’ A konečné těleso, K nazveme lineárńı (n, k)-kód, jestliže je K podprostor
An dimenze k.
Necht’ k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Matici GK ∈ Ak,n, jej́ıž řádky tvǒŕı bázi K , nazýváme
generuj́ıćı matićı K, matici HK ∈ An−k,n takovou, že K je množina řešeńı
soustavy HKx = θ, nazýváme kontrolńı matićı K.

Paritńı kód K ⊆ Z4
2 je lineárńı (4, 3)-kód. Jeho kontrolńı matice je

HK =
(
1 1 1 1

)
a generuj́ıćı je nap̌r.

GK =

1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
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Lineárńı kódy: základńı vlastnosti

Několik pozorováńı o lineárńım (n, k)-kódu K :
Lineárńı (n, k)-kódy pro k ∈ {0, n} jsou triviálńı (rozmyslete si, jak by
vypadaly HK ,GK ).
Jestli je u ∈ An kódové slovo poznám snadno pomoćı kontrolńı matice, nebot’

u ∈ K ⇔ HK · u = θ.

Plat́ı HK GT
K = Θ a podobně GK HT

K = Θ, jedna matice tedy určuje tu druhou!
Je-li A = Zp, je počet kódových slov v K roven pk

Každému prvku (α1, . . . , αk) ∈ Ak uḿım p̌rǐradit jednoznačně kódové slovo
jako lineárńı kombinaci báze K s koeficienty (α1, . . . , αk).
Kódové slovo z p̌redch. bodu je rovno výsledku násobeńı matic((

α1 α2 . . . αk
)
· GK

)T
.
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Systematické lineárńı kódy

Věta
Lineárńı (n, k)-kód má k informačńıch a n − k kontrolńıch bit̊u. Nav́ıc plat́ı, že je
systematický právě tehdy, když generuj́ıćı matici lze volit ve tvaru

GK =
(
Ek A

)
,

kde Ek je jednotková matice typu k × k a A je nějaká matice typu k × n − k.
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Objevováńı/opravováńı chyb (1/2)

Definice
Bud’ A konečné těleso. Pro u = u1u2 . . . un ∈ An definujeme Hammingovu váhu
jako

‖u‖ = počet i ∈ n̂ takových, že ui 6= 0,

tj. jako počet nenulových znak̊u ve slově u.

Pozorováńı:
Pro lib. u, v ∈ An plat́ı

d(u, v) = ‖u − v‖.

Z toho pro lin. kód K plyne

µ(K ) = min{‖u‖ | u ∈ K , u 6= θ},

tedy minimálńı vzdálenost kódu je rovna minimálńı váze nenulového
kódového slova.
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Objevováńı/opravováńı chyb (1/2)

Věta
Lineárńı kód K objevuje, resp. opravuje t-chyby právě tehdy, když je soubor
libovolných t, resp. 2t sloupc̊u v jeho kontrolńı matici LN.
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Hlavńı body
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Dekódováńı: o co nám jde

Předpokládejme, že chceme poslat slovo x ∈ Ak .
Zakódujeme jej na slovo κ(x) = u ∈ K , kde K ⊆ An je lineárńı (n, k)-kód.
Slovo u pošleme a p̌rijmeme slovo u′, které se od u může lǐsit o chybu ε (tj.
u′ = u + ε).
Dekódováńı pro nás bude zobrazeńı δ, které slovu u′ p̌rǐrad́ı nějaké kódové
slovo (ideálně odeslané kódové slovo u).

An An An
p̌renoskódováńı

κ

dekódováńı
δ

x x ′u

Ak AkK K K

u′

δ(u′)

(κ)−1
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Dekódováńı: definice

Definice
Bud’ K lineárńı kód. Dekódováńı je libovolné zobrazeńı δ : An → K takové, že
pro každé kódové slovo α ∈ K plat́ı

δ(α) = α.

Pozorováńı: Pokud lineárńı kód K opravuje t-chyby a definujeme

δ(u′) := ”nejbližš́ı kódové slovo k u′“,

potom pro libovolné slovo α ∈ K a chybu ε ∈ An, ‖ε‖ ≤ t plat́ı

δ(α + ε) = α.
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Př́ıklad dekódováńı (1 ze 1)

Jak definovat dekódováńı, které libovolnému u′ vraćı ”nejbližš́ı kódové slov“ si
ukážeme na p̌ŕıkladu lineárńıho (5, 2)-kódu K s generuj́ıćı matićı

GK =
(

0 1 1 0 1
1 1 0 1 0

)
.

Čty̌ri kódová slova: 00000,01101,11010,10111. Vid́ıme, že µ(K ) = 3 (kód objevuje
2 chyby a opravuje 1 chybu)

Bud’ u′ = 11100. Hledáme u ∈ K tak, že d(u, u′) je nejmenš́ı.
Najdeme u = 11010, chyba u′ − u = 00110 a vzdálenost d(u, u′) = 2,

”nejmenš́ı chybě“ 00110 budeme ř́ıkat pivot slova u′ a značit πu′ .
Všimněme si, že slova
00110 = 00000 + 00110, 01011 = 01101 + 00110, 10111 + 00110 = 10001
maj́ı stejný pivot.
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Př́ıklad dekódováńı (1 ze 2)

Najdeme-li ke každému slovu ze Z5
2 nejbližš́ı kódové slovo (je-li jich v́ıce, vyberu

si) a pivot, můžeme je zapsat do tabulky, kde prvńı řádek jsou kódová slova, prvńı
sloupec pivoty. Slovo u′ takové, že u′ = u + πu′ , u ∈ K , zaṕı̌seme do sloupce pod
u a do řádku vedle πu′ :

pivot
K: 00000 01101 11010 10111

00001 01100 11011 10110
00010 01111 11000 10101
00100 01001 11110 10011
01000 00101 10010 11111
10000 11101 01010 00111
00110 01011 11100 10001
00011 01110 11001 10100

Tabulka pro dekódováńı.
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Standardńı dekódováńı

Obecná konstrukce: Bud’ K lineárńı (n, k)-kód nad abecedou A velikosti q a
uvažujme variety se zamě̌reńım K (tj. ve tvaru x + K pro nějaké x ∈ An).

Každé slovo x z An lež́ı v nějaké takové varietě (ťreba v x + K ).
Pokud W1 a W2 jsou variety se zamě̌reńım K a jejich pr̊unik W1 ∩W2 je
neprázdný, tak potom W1 = W2.
Každá varieta se zamě̌reńım K má (#A)k slov.

Proto existuj́ı variety Wi ∈ An se zamě̌reńım K , kde i ∈ {1, . . . , qn−k}, takové, že
1 An =

⋃qn−k

i=1 Wi ,

2 Wi ∩Wj = ∅, pro i 6= j .

Jinými slovy, prostor An lze disjunktně rozložit na variety se zamě̌reńım K .
Takových variet je qn−k .
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Standardńı dekódováńı

Definice
Bud’ K lineárńı (n, k)-kód. V každé varietě se zamě̌reńım K zvoĺıme pivot, tj.
slovo nejmenš́ı Hammingovy váhy. Označme πu′ pivot variety, ve které lež́ı u′ (tj.
variety u′ + K).
Potom pro slova u′ ∈ An definujeme standardńı dekódováńı δ vztahem:

δ(u′) := u′ − πu′ .

Schéma pro dekódováńı na varietě W = x + K :

θ

πu′

W

K

δu′

δ(u′)
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Standardńı dekódováńı

Tabulka pro dekódováńı:

pivot
K: θ α2 α3 . . . α . . . αp

β1 β2 β3 . . . . . . βp
γ1 γ2 γ3 . . . . . . γp
...

...
...

...
σ . . . τ . . .
...

...
...

...

V prvńım sloupci jsou pivoty,
βi = αi + β1, γi = αi + γ1,
p̌rijaté τ najdeme v tabulce a dekódujeme jako slovo α nacházej́ıćı se ve
stejném sloupci v prvńım řádku,
δ(τ) = α = τ − σ = τ − πτ ,
tabulka má p = qk sloupc̊u a qn−k řádk̊u, kde q = #A.
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Syndromy

Definice
Bud’ K lineárńı kód. Syndromem slova u′ ∈ An nazýváme slovo σu′ := HK · u′.

Pozorováńı:
1. σu′ = θ ⇐⇒ u′ ∈ K
2. σu′ = σv ′ ⇐⇒ u′ + K = v ′ + K
3. Bud’ u ∈ K a u′ = u + ε, pak σu′ = σε. Tedy syndrom p̌rijatého slova u′ splývá
se syndromem p̌ŕıslušného chybového slova ε.

Syndromová tabulka pro standardńı dekódováńı:

pivot ε1 = θ ε2 . . . εr
syndrom σ1 = θ σ2 . . . σr

Dekodér p̌rijme u′, spoč́ıtá syndrom σu′ , najde i ∈ r̂ tak, že σi = σu′ a dekóduje

δ(u′) = u′ − εi .
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Př́ıklad

Uvažujme ještě jednou p̌redchoźı p̌ŕıklad s binárńım lineárńım (5, 2)-kódem K
definovaným generuj́ıćı matićı

GK =
(

0 1 1 0 1
1 1 0 1 0

)
.

Spoč́ıtáme

HK =

0 0 1 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 0

.
Syndromová tabulka:

pivot 00000 00001 00010 00100 01000 10000 00110 00011
syndrom 000 110 011 100 010 001 111 101

Přijme-li dekodér nap̌r. slovo u′ = 11111, spoč́ıtá σu′ = HK · 11111 = 010.
V pátém sloupci syndromové tabulky najde ε = 01000 a dekóduje:

δ(11111) = 11111− 01000 = 10111.
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