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Q Kédovani: zakladni pojmy a priklady
© Linearni kody

e Dekédovani



Abeceda a kdédovani

@ V nejobecnéjsim slova smyslu je kddovani predpis pro prepisovani slov na jina
slova.

@ Slova (Fetézce) jsou koneéné posloupnosti pismen (znaki) z abecedy. Délkou
slova oznacujeme pocet pismen, ze kterych se toto slovo sklada.

@ Abeceda je jakakoli kone¢na neprazdna mnoZina.
Pro abecedu A zavadime tyto znatky: A" je mnozina (kone¢nych) slov nad
touto abecedou, A" je mnozina vsech slov nad touto abecedou, které maji
délku n.

Definice

Méjme dvé abecedy A a B. KaZdé zobrazeni k : A — BT nazyvame kédovanim.
Obor hodnot tohoto zobrazeni H,, nazyvame kéd, oznacujeme jej K a libovolné
slovo z K = H,, nazyvame kédové slovo.

Zobrazeni pFirozené rozsifujeme na slova z A" takto: bud u = uus...u, € A"
slovo délky n s pismeny u; € A. Potom

k() = k(ur)k(u2) ... k(up).

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 3/30



Priklady kédovani

e Bud A= {a,b,c} a B={0,1}. Definujeme nésledujici kéd:
k(a) =0, &k(b)=10, &(c)=11.
Dle ptedchozi definice potom plati pro abccaa € A®

k(abccaa) = k(a)k(b)r(c)k(c)x(a)k(a) =010111100.

@ Jako abecedu miizeme vzit nap¥. i véechny prvky {0, 1} (vdechna t¥ipismenna
binarni slova) a definovat kédovani £(000) = 0000, x(001) = 0011,
k(010) = 0101, £(011) = 0110, £(100) = 1001, x(101) = 1010,
£(110) = 1100 , k(111) = 1111. Jedna se o tzv. paritni kéd (pro¢ to?).

P¥edchozi kédovani Ize povaZovat za zobrazeni z vektorového prostoru Z3 do
vektorového prostoru Z3. Jeliko? je Z, kone&nd mnoZina, je to vlastné i abeceda a
jelikoz slova jsou vlastné usporadané ntice prvki z abecedy, budeme Casto
ztotoziiovat vektor ze Z; a slovo ze (Z,)".
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K ¢emu je kédovani

o Prepis z ,lidské abecedy” do ,pocitacové” binarni abecedy: UTF8, ASCII,
cpl2h0, ...

@ Prepis slov na jina takovym zplsobem, aby byl vysledny ,text" co nejkratsi
(tzv. komprese).

@ Prepis slov takovym zplisobem, Ze z vysledného textu budeme schopni precist
plvodni text, i kdyZ byl ¢aste¢né zménén (doslo k chybam). P¥ip. budeme
alespon schopni poznat, ze k néjakym zménam doslo.

Kédy s vlastnosti z posledniho bodu se budeme zabyvat (tzv. samoopravovaci
kédy / error correcting codes).
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Objevovani chyb: paritni kéd

Jedinou chybu, kterou budeme uvazovat, je prepis jednoho pismene na jiné
(typicky 0 na 1 a 1 na 0). V (rozsahlé) teorii kédovani se ale samozfejmé uvazuji i
jiné chyby.

@ Pouzijeme paritni kéd z predpredchoziho slajdu k zakédovani textu

001011000.

@ Dostaneme
£(001)x(011)~(000) = 00110110 0000.

@ Predpokladejme, Ze jsme text poslali po siti, nebo jsme jej ulozili na néjaké
médium, a doslo ke tfem chybdm (p¥episim):

001011110000

@ Kdy? se na text podivdme, vidime, Ze prvni slovo 0010 ze Z3 neni kédové
slovo a tedy muselo dojit k chybé. Druhé slovo je kédové slovo a tedy nejsme
schopni poznat, ze doslo k chybé! Tteti slovo je kédové slovo, a tak jej také
budeme povaZovat za spravné.
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Opravovani chyb: opakovaci kéd

@ Paritni kdéd tzv. objevuje 1-chyby: kdyZz dojde k jedné chybé, pozname to,
nevime ale, kde ta chyba je ani jak vypadalo pavodni slovo (tomu budeme
fikat, Ze neopravuje chyby).

o Definujeme opakovaci kéd nap¥. opét na abecedé Z3:

w(u) = uuu € 73,
napf. £(001) = 001001001, tj. obraz slova je jeho trojndsobné zfetézeni.
@ Zakédujeme opét text 001011000:
001001001 011011011 000000000.
o Predpokladejme tfi chyby:
001001001 011001001 001000000.

@ Prvni slovo je kédové, povazujeme je tedy za bezchybné. U druhého si
vSimneme, ze kdyby prvni trojice byla 001, dostaneme kédové slovo, a proto
predpokladame, ze doslo k jedné chybé ve druhém bitu a chybné opravime
slovo na 001. Tteti slovo podobné spravné opravime na 000.
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Hammingova vzdalenost

@ Proc paritni kdéd byl s to objevit jednu chybu a dvé jiz ne?
o Zménim-li v jakémkoli kédovém slové jeden znak, nedostanu jiné kédové slovo,
a tak poznam, Ze k chybé doslo.
o Kdyz zménim dva znaky, dostanu jiné kédové slovo, a tak zadnou chybu
nedetekuji.
o Odpovéd tedy je: ProtoZe dvé riizna kédova slova jsou od sebe vzdalena
alesponi ,dvé chyby*.

Definice

Pro dvé slova u = ujuy...up, av =w1va...V, stejné délky n a nad stejnou
abecedou definujeme Hammingovu vzdalenost jako

d(u,v) = pocet indexi i € i takovych, Ze u; # v;.

Hammingova vzdélenost d(u, v) vlastné vyjadtuje, kolik nejméné chyb musim
udélat, abych ze slova v vyrobil slovo v.
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Kod objevuje t chyb

Definice
Pro kéd K definujeme a zna¢ime minimalni vzdalenost kédu jako

w(K) = min{d(u,v) | u,v € K,u # v}.

@ Minimalni vzdalenost paritniho kédu je 2,
@ Pro opakovaci kéd K* (kde vysilané slovo zopakujeme fkrét) je u(K*¢) = .

Definice
Rekneme, Ze kéd K objevuje t chyb, jestlize i(K) > t.

Myslenka: kdyz v kédovém slové udélame t < pu(K) chyb, nedostaneme nikdy jiné
kdédové slovo, a tak budeme védét, Ze se stala chyba a ptijaté slovo neni to
odeslané.
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Kod opravuje chyby

UvaZujme opakovaci kéd K3 (vysilané slovo opakujeme t¥ikrat):
e Jelikoz u(K3) = 3, tento kéd objevuje 2 chyby.

@ Kdyz se ale stane jenom jedna chyba, jsme dokonce schopni urcit, jaké
kédové slovo bylo na vstupu.

@ Proc? Protoze zménim-li v jakémkoli kédovém slové jakykoli znak, vysledné
slovo bude od tohoto kédového slova vzdaleno 1 a od ostatnich alespon 2.

Definice

Rekneme, Ze kéd K opravuje t chyb, jestlize ju(K) > 2t.

Dohromady mame: Je-li y(K) = n, potom kéd K objevuje n — 1 (a mensi)
chyby a opravuje |25 (a mensi) chyby.
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Informacni a kontrolni znaky

@ Pro¢ tedy nepouzivat K’ pro néjaké velké ¢? Protoze jenom kazdy ¢. znak
.nese informaci*!

@ Naopak u paritniho kédu jenom jeden znak informaci nenese!

Definice

Rekneme, 2e kéd K C A" (tj. pfedpoklidame, Ze kédova slova maji stejnou
délku!) ma k informacnich znaki a n — k kontrolnich znaka, jestliZe existuje
bijekce ¢ : AX — K.
Lze-li navic tuto bijekci zvolit tak, Ze pro kazdé u € A* existuje v € A"K takové,
Ze

o(u) =uv € K,

fikame, Ze K je systematicky kod.
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Informacni a kontrolni znaky: pfiklady

@ Paritni kéd K C Z‘21 mé 3 informacni a 1 kontrolni znak. Hledanou bijekci
navic mizeme volit tak, Ze pro uyuousz € Zg

o(utpus) = tpuzv, kde v=u; + up+u3 (mod 2).

Paritni kdd je tedy i systematicky.

o Opakovaci kéd K3 C Z3 (tfi bitové slovo zopakujeme t¥ikrat) ma 3
informaéni a 6 kontrolnich znakl. Hledanou bijekci navic mizeme volit tak,
Ye pro u € 73

o(u) = uuu.

Opakovaci kéd je tedy také systematicky.
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Systematické kédy a minimalni vzdalenost

Véta (Singletondv odhad)
Méjme kéd K C B", potom
#K < (#B)ni#(KHFl,

kde # znaci poclet prvkii v mnoZiné.
Specidlné: je-li K C B" kéd s k informaénimi znaky, plati pro jeho minimalni
vzdalenost

w(K)<n—k+1
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Kody: shrnuti

Hleddme tedy kéd K C A" s nasl. vlastnostmi:
@ Aby mél co nejvice informaénich znaki,

@ a zaroven co nejvyssi minimalni vzdalenost u(K) (kédové slova byla v A"

rozprostfen4" rovnomérné).
@ Mélo by byt snadné kddovat (k vysilanému slovu najit pfislusné kédové slovo),
@ a ziroven i ,dekdédovat':

e k pfijatému (bezchybnému) kédovému slovu najit pavodni vysilané slovo,

o ke kédovému slovu s chybou najit nejblizsi kédové slovo (existuje-li pravé
jedno).

Jednoduchy ,framework”, ktery vySe popsané umoziuje, jsou Linearni kody
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Linearni kody

Definice

Bud' A kone&né téleso, K nazveme linearni (n, k)-kéd, jestlize je K podprostor
A" dimenze k.
Necht k € {1,2,...,n—1}. Matici Gk € AX", jejiz Fadky tvoii bazi K, nazyvame
generujici matici K, matici Hx € A"~*" takovou, e K je mnoZina reseni
soustavy Hxx = 0, nazyvame kontrolni matici K.
Paritni kéd K C Z3 je linearni (4,3)-kéd. Jeho kontrolni matice je

He=(1 1 1 1)

a generujici je napr.

Gk

Il

O O =
o = O
= O O
==
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Linearni kody: zakladni vlastnosti

Nékolik pozorovani o linedrnim (n, k)-kédu K:

o Linearni (n, k)-kédy pro k € {0, n} jsou trividlni (rozmyslete si, jak by
vypadaly Hk, Gk).

@ Jestli je u € A" kédové slovo poznam snadno pomoci kontrolni matice, nebot
ue K& Hg-u=290.

e Plati Hx G, = © a podobné GxH,. = ©, jedna matice tedy uréuje tu druhou!
o Je-li A =Z,, je pocet kédovych slov v K roven p¥

e Kazdému prvku (ay, ..., ax) € A* umim pFitadit jednozna&né kédové slovo
jako linedrni kombinaci baze K s koeficienty (aq, .. ., ak).

o Kédové slovo z predch. bodu je rovno vysledku nasobeni matic

((a a2 .o a)-Ge).
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Systematické linearni kody

Véta

Linedrni (n, k)-kéd m3 k informacénich a n — k kontrolnich biti. Navic plati, Ze je
systematicky pravé tehdy, kdyz generujici matici Ize volit ve tvaru

Gk = (Ex A),

kde E\ je jednotkova matice typu k X k a A je néjaka matice typu k x n — k.
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Objevovani/opravovani chyb (1/2)

Definice

Bud' A koneéné téleso. Pro u = uyuy ... u, € A" definujeme Hammingovu vahu
Jjako

|lul| = poclet i € i takovych, Ze u; # 0,

tj. jako pocet nenulovych znaki ve slové u.

Pozorovani:

@ Pro lib. u,v € A" plati
d(u,v) = lu—v].
@ Z toho pro lin. kéd K plyne
w(K) =min{|Ju|| | u € K,u # 6},

tedy minimalni vzdélenost kédu je rovna minimalni vaze nenulového
kédového slova.
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Objevovani/opravovani chyb (1/2)

Véta

Linedrni kéd K objevuje, resp. opravuje t-chyby pravé tehdy, kdyZ je soubor
libovolnych t, resp. 2t sloupcii v jeho kontrolni matici LN.
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Dekdédovani: o co ndm jde

Ptedpokladejme, Ze chceme poslat slovo x € A*.
Zakédujeme jej na slovo k(x) = u € K, kde K C A" je linedrni (n, k)-kéd.

Slovo u posSleme a pFijmeme slovo v/, které se od u maZe liSit o chybu € (tj.
v =u+e).

Dekdédovani pro nas bude zobrazeni §, které slovu v’ pfifadi néjaké kddové
slovo (idedlné odeslané kédové slovo u).

kédovani prenos dekédovani
S LN s
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Dekdédovani: definice

Definice

Bud' K linedrni kéd. Dekédovani je libovolné zobrazeni § : A" — K takové, Ze
pro kazdé kédové slovo o € K plati

o(a) = a.

Pozorovani: Pokud linearni kéd K opravuje t-chyby a definujeme
5(u') := ,nejblizsi kédové slovo k v,
potom pro libovolné slovo oo € K a chybu e € A", |l¢|| < t plati

da+e)=a.
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Priklad dekdédovani (1 ze 1)

Jak definovat dekédovani, které libovolnému o’ vraci ,nejblizsi kédové slov" si
ukaZzeme na pfikladu linedrniho (5,2)-kédu K s generujici matici

01101
GK_(11010>'

étylv'i kédova slova: 00000,01101,11010,10111. Vidime, Ze u(K) = 3 (kdd objevuje
2 chyby a opravuje 1 chybu)

@ Bud ¢ =11100. Hleddme v € K tak, Ze d(u, u’) je nejmensi.

o Najdeme u = 11010, chyba ¢ — u = 00110 a vzdalenost d(u, u’) =2,
~nejmensi chyb&" 00110 budeme Fikat pivot slova v’ a znalit .

@ Véimnéme si, Ze slova
00110 = 00000 + 00110,01011 = 01101 + 00110,10111 4+ 00110 = 10001
maji stejny pivot.
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Priklad dekdédovani (1 ze 2)

Najdeme-li ke kazdému slovu ze Z3 nejbliz&i kédové slovo (je-li jich vice, vyberu

si) a pivot, miizeme je zapsat do tabulky, kde prvni fadek jsou kédové slova, prvni
sloupec pivoty. Slovo v’ takové, Ze v’ = u+ my, u € K, zapiSeme do sloupce pod

u a do radku vedle m,:

pivot

K: | 00000 | 01101 | 11010 | 10111
00001 | 01100 | 11011 | 10110
00010 | 01111 | 11000 | 10101
00100 | 01001 | 11110 | 10011
01000 | 00101 | 10010 | 11111
10000 | 11101 | 01010 | 00111
00110 | 01011 | 11100 | 10001
00011 | 01110 | 11001 | 10100
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Standardni dekédovani

Obecné konstrukce: Bud K linearni (n, k)-kéd nad abecedou A velikosti g a
uvazujme variety se zamérenim K (tj. ve tvaru x + K pro néjaké x € A").

o Kazdé slovo x z A" lezi v néjaké takové varieté (tfeba v x + K).

@ Pokud Wi a W, jsou variety se zamérenim K a jejich prinik Wy N W, je
neprazdny, tak potom Wj = W;.

o Kazda varieta se zamérenim K ma (#.A) slov.
Proto existuji variety W; € A" se zaméfenim K, kde i € {1,..., q”_"}, takové, ze
n—k
Q0 A" = 7:1 Wi
Q@ W,nW, =0, proi+j.

Jinymi slovy, prostor A" Ize disjunktné rozloZit na variety se zaméfenim K.
Takovych variet je g"*.
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Standardni dekédovani

Definice
Bud' K linedrni (n, k)-kéd. V kazdé varieté se zaméfenim K zvolime pivot, tj.

slovo nejmensi Hammingovy vahy. Oznaéme m, pivot variety, ve které lezi u’ (tj.
variety u' + K).

Potom pro slova u’ € A" definujeme standardni dekédovani § vztahem:
(') =u —my.

Schéma pro dekdédovani na varieté W = x + K:

Wj5
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Standardni dekédovani

Tabulka pro dekédovani:

pivot
K: 0 a | a3 « Qp
Br | B2 | B3 Bp
71 Y2 | V3 Tp
o T
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V prvnim sloupci jsou pivoty,
Bi =i+ B1, vi = ai + 7,
prijaté 7 najdeme v tabulce a dekédujeme jako slovo ar nachazejici se ve
stejném sloupci v prvnim fadku,

ry=a=1T—0=17—7,,

BI-LIN

tabulka ma p = g* sloupcii a ¢"* ¥adki, kde g = #A.
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Syndromy

Definice

Bud' K linedrni kéd. Syndromem slova u' € A" nazyvdme slovo o, := Hy - u'.

Pozorovani:

lL.oy,=0 << v ekK

2Q.0p =0y <= U +K=Vv+K

3.Bud ue Kau =u+e pak o, = o.. Tedy syndrom ptijatého slova v’ splyva
se syndromem pfislusného chybového slova e.

Syndromova tabulka pro standardni dekddovani:

.. |e|
o [ | or ]

pivot | e1 =16 |
syndrom ‘ o1 =20 ‘

Dekodér p¥ijme v, spotitd syndrom o/, najde i € ? tak, Ze o; = o, a dekdduje

() =1u —¢.
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Priklad

UvaZujme jesté jednou predchozi p¥iklad s bindrnim linedrnim (5, 2)-kédem K
definovanym generujici matici

01101
GK‘(11010)'

Spoditdme
0 01 01
H¢=1(10 1 0 1 1
1 0010

Syndromova tabulka:

pivot | 00000 | 00001 | 00010 | 00100 | 01000 | 10000 | 00110 | 00011 |
syndrom [ 000 | 110 | 011 [ 100 | 010 | 001 | 111 | 101 |

P¥ijme-li dekodér nap¥. slovo o’ = 11111, spoéitd o, = Hy - 11111 = 010.
V patém sloupci syndromové tabulky najde e = 01000 a dekéduje:

6(11111) = 11111 — 01000 = 10111.
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