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Úvod

zobrazeńı obecněǰśı (ḿısto na R mezi VP)

ovšem pouze lineárńı (skvělá vlastnost!)

nejen poč́ıtačová grafika, transformace obrazu, vykreslováńı

rovnice typu Ax = b
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Opakováńı pojmů 1

Jsou-li X a Y libovolné množiny, množinu uspǒrádaných dvojic
X × Y = {(x , y) | x ∈ X , y ∈ Y } nazýváme jejich kartézským součinem.

Zobrazeńım z X do Y nazveme libovolnou podmnožinu f ⊆ X ×Y takovou,
že pro každé x ∈ X existuje právě jedno y ∈ Y s vlastnost́ı (x , y) ∈ f .

Obvyklý zápis f : X → Y a (x , y) ∈ f ⇔ f (x) = y .

Plat́ı-li f (x) = y , řekneme, že x je vzorem y a y je obrazem x p̌ri f .

Obraz/vzor množiny, zkrácený zápis pro jednoprvkové množiny.
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Opakováńı pojmů 2

f : X → Y je injektivńı (prosté), pokud ∀x , y ∈ X : (f (x) = f (y)⇒ x = y).

f : X → Y je surjektivńı (na), pokud ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f (x) = y , tedy
pokud f (X ) = Y .

f : X → Y je bijektivńı (vzájemně jednoznačné), pokud je současně
injektivńı i surjektivńı.

Pro f : Y → Z a g : X → Y definujeme složené zobrazeńı f ◦ g : X → Z
p̌redpisem (f ◦ g)(x) = f (g(x)) pro všechna x ∈ X .

Označme identické zobrazeńı na množině M jako idM . Necht’ f : X → Y ,
pak zobrazeńı g : Y → X nazveme inverzńım zobrazeńım k f , pokud plat́ı
f ◦ g = idY a g ◦ f = idX .
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Definice lineárńıho zobrazeńı

Definice
Bud’te P a Q dva vektorové prostory nad stejným tělesem T , necht’ A : P → Q.
Zobrazeńı A nazveme lineárńı právě když současně plat́ı:

1 (aditivita): ∀x , y ∈ P : A(x + y) = Ax + Ay,
2 (homogenita): ∀α ∈ T ,∀x ∈ P : A(αx) = αAx.

Množinu všech lineárńıch zobrazeńı z P do Q znač́ıme L(P,Q). Lineárńı zobrazeńı

prostoru V do V nazýváme lineárńı operátor (transformace) na V . Množinu
všech lineárńıch operátor̊u na V znač́ıme krátce L(V ). Lineárńı zobrazeńı prostoru
V do tělesa T nazýváme lineárńı funkcionál na V .

Poznámka: význam početńıch operaćı
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Identický operátor, izomorfismus, poznámky

Definice
Bud’ V vektorový prostor. Zobrazeńı E : V → V definované vztahem

∀x ∈ V : Ex = x

je lineárńı operátor a nazýváme ho identický operátor na V .
Izomorfismem nazveme jakékoli zobrazeńı A ∈ L(P,Q), které je bijekce.

Poznámky:
f (x) → Ax ,

f ◦ g → AB,

význam A−1(a),

co definičńı obor a obor hodnot?
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Př́ıklady 1

A : R→ R,
Ax := αx pro dané α ∈ R ,

B : C3 → C2,
B(x , y , z) := (x + 2y − z , x − 2y − 3z) ,

C : T∞ → T 3,
C(x1, x2, x3, . . . ) := (x1, x2, x3) ,

D : T∞ → T∞,

D(x1, x2, x3, . . . ) := (x2, x3, x4, . . . ) ,

E : Zn
2 → Zn

2,

E (x1, x2, . . . , xn−1, xn) := (x2, x3, . . . , xn, x1) ,
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Př́ıklady 2

F : R∞ → R∞,

F (x1, x2, x3, . . . ) := (x2 − x1, x3 − x2, x4 − x3, . . . ) ,

G : R2,2 → R2,2,
G
(

a b
c d

)
:=
(

a + b a − b
c − d c + d

)
,

Ve vektorovém prostoru P všech polynomů s operacemi sč́ıtáńı polynomů a
násobeńı polynomu č́ıslem je operace derivováńı lineárńım zobrazeńım, tj.
H : P → P,

Hp = p′ ,
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Př́ıklady 3

Př́ıklad
Co zobrazeńı I : R→ R definované p̌redpisem Ix = x + 1?

Př́ıklad
Vzpomeňme na vektorový prostor (R+,R,⊕,�) s operacemi definovanými

x ⊕ y := x · y , α� x := xα.

Zobrazeńı f : R+ → R (zobrazuje z tohoto neobvyklého prostoru do standardńıho
R1) s p̌redpisem

f (x) := ln x

je lineárńı.
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Nejdůležitěǰśı p̌ŕıklad

Věta
Necht’ X je báze prostoru Vn nad T . Přǐrazeńı (·)X : Vn → T n definované
p̌redpisem z 7→ (z)X je lineárńı zobrazeńı.
Soǔradnicový funkcionál x#

i : Vn → T je lineárńı funkcionál.

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 11 / 63



Ekvivalentńı tvrzeńı k linearitě

Pozorováńı
Bud’te P a Q vektorové prostory nad T , necht’ A : P → Q. Následuj́ıćı ťri tvrzeńı
jsou ekvivalentńı:

1 A ∈ L(P,Q).
2 ∀α ∈ T ,∀x , y ∈ P : A(αx + y) = αAx + Ay.
3 ∀n ∈ N,∀α1, . . . , αn ∈ T ,∀x1, . . . , xn ∈ P :

A
( n∑

i=1
αi xi

)
=

n∑
i=1

αi Axi .

(důkaz jako cvičeńı. . . )
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Daľśı pozorováńı

Pozorováńı

1 Je-li A ∈ L(P,Q) bijekce, potom existuje inverzńı zobrazeńı A−1 a to je také
lineárńı, tj.

A−1 ∈ L(Q,P).
2 Bud’te A ∈ L(P,Q) a B ∈ L(Q,R). Potom složené zobrazeńı BA definované

p̌redpisem ∀x ∈ P : (BA)x = B(Ax) je také lineárńı, tj.

BA ∈ L(P,R) .

(důkaz jako cvičeńı. . . )
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Důsledky linearity

Věta
Necht’ A ∈ L(P,Q), kde P,Q jsou vektorové prostory nad T .

1 Označ́ıme-li nulové vektory v P a Q popǒradě θP a θQ , plat́ı

AθP = θQ .

2 Je-li M ⊆ P, potom
A(〈M〉) = 〈A(M)〉 .

3 Je-li P̃ ⊂⊂ P, plat́ı A(P̃) ⊂⊂ Q. Je-li Q̃ ⊂⊂ Q, pak plat́ı A−1(Q̃) ⊂⊂ P.
4 Pro libovolné soubory X = (x1, . . . , xn) v P a Y = (y1, . . . , yn) v Q takové,

že jeden je obrazem druhého (tj. Axi = yi pro každé i ∈ n̂), plat́ı: Je-li X LZ,
pak i jeho obraz Y je LZ. Ekvivalentně: Pokud je Y LN, pak i jeho

”p̌redobraz“ X je LN.
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Obrazy na bázi stač́ı

Lineárńı zobrazeńı mezi VP lze definovat zadáńım explicitńıho vzorečku (funkčńıho
p̌redpisu ve tvaru: ”pro libovolné x ∈ P plat́ı Ax = . . .“). Co když ho neznáme?
Stač́ı znát obrazy prvk̊u báze!

Věta
Necht’ P, Q jsou vektorové prostory nad T . Necht’ (x1, . . . , xn) je báze P a necht’
(y1, . . . , yn) je libovolný soubor vektor̊u z Q. Potom existuje právě jedno lineárńı
zobrazeńı A ∈ L(P,Q) takové, že

∀i ∈ n̂ : Axi = yi .
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Zobrazeńı určená obrazy báze

Př́ıklad
Uvažujme zobrazeńı A : R3 → R4 zadané obrazy prvk̊u standardńı báze,

Ae1 = (1, 0, 1,−1), Ae2 = (0, 0, 1, 1), Ae3 = (0, 3,−1, 0) .

Př́ıklad
Uvažujme zobrazeńı B : R3 → R4 zadané obrazy prvk̊u báze X = (x1, x2, x3), kde

x1 = (1, 0, 0), x2 = (1, 1, 0), x3 = (1, 1, 1) ,

Bx1 = (1, 1, 1, 1), Bx2 = (0, 1, 0,−1), Bx3 = (0, 0, 1,−1) .

Abychom mohli odvodit p̌redpis pro zobrazeńı B, muśıme nejďŕıve určit soǔradnice
obecného vektoru z = (a, b, c) ∈ R3 v bázi X . Pak už postupujeme podobně jako
v p̌redchoźım p̌ŕıkladu.
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Reklama

Zdaj́ı se vám výpočty obraz̊u a hledáńı funkčńıch p̌redpis̊u p̌ŕılǐs komplikované?
Nezoufejte!!! Budeme použ́ıvat tzv. matice lineárńıho zobrazeńı a matice
p̌rechodu.

(vystač́ıme s násobeńım matic, hledáńım inverźı a řešeńım SLR. . . )
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Definice

Definice
Necht’ A ∈ L(P,Q). Hodnost́ı zobrazeńı A rozuḿıme č́ıslo

h(A) := dim A(P) .

Jádro zobrazeńı A definujeme jako množinu

ker A := {x ∈ P | Ax = θQ} ,

a jeho dimenzi nazýváme defektem zobrazeńı A. Defekt znač́ıme

d(A) := dim ker A .

Poznámka:
Zavedené pojmy opravdu dávaj́ı smysl, bav́ıme se o podprostorech.
Hodnost zobrazeńı × hodnost matice !!!· · · !!

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 19 / 63



Ilustrace

P QA

θP

ker A

θQ

A(P)

Obrázek: Ilustrace jádra a oboru hodnot pro A ∈ L(P, Q).
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Př́ıklady jader

Př́ıklad
Odvod’me jádra lineárńıch zobrazeńı uvedených na začátku kapitoly. Ve všech
p̌ŕıpadech je ťreba vy̌rešit rovnici Ax = θ, kde za x dosad́ıme obecný vektor v
daném prostoru a za θ p̌ŕıslušný nulový vektor. To vždy povede na nějakou
homogenńı SLR!

A : R→ R, Ax := αx pro α ∈ R,

B : C3 → C2, B(x , y , z) := (x + 2y − z , x − 2y − 3z),

C : T∞ → T 3, C(x1, x2, x3, . . . ) := (x1, x2, x3).
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Kritérium ”prostoty“

Injektivitu lze u lineárńıch zobrazeńı ově̌rit snadněji než u obecných zobrazeńı!

Věta
Necht’ A ∈ L(P,Q). Potom plat́ı:

A je prosté ⇔ ker A = {θP} .
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Zachováváńı LN/LZ prostým lineárńım zobrazeńım

Už v́ıme, že lineárńı zobrazeńı částečně zachovávaj́ı lineárńı (ne)závislost. Je-li
lineárńı zobrazeńı nav́ıc injektivńı, pak toto ”zachováváńı“ funguje i druhým
směrem.

Věta
Necht’ A ∈ L(P,Q) je prosté. Potom

1 je-li (y1, . . . , yn) LZ soubor vektor̊u z A(P), je také soubor vzor̊u (x1, . . . , xn)
LZ (tedy p̌redpokládáme že ∀i ∈ n̂ : yi = Axi ).

2 je-li (x1, . . . , xn) LN soubor vektor̊u z P, je také (Ax1, . . . ,Axn) LN,

Tedy. . .

Důsledek
Necht’ A ∈ L(P,Q) je prosté. Pokud soubory (x1, . . . , xn) v P a (y1, . . . , yn) v Q
splňuj́ı Axi = yi pro každé i ∈ n̂, pak plat́ı

(x1, . . . , xn) je LN ⇔ (y1, . . . , yn) je LN .
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Druhá věta o dimenzi

Věta (2. o dimenzi)

Necht’ A ∈ L(P,Q). Potom

h(A) + d(A) = dim P.

(Pro věťśı složitost uvád́ıme bez důkazu, nebude vyžadován.)
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Injektivita a surjektivita pro konečnou dimenzi

Pozorováńı
Necht’ A ∈ L(P,Q) a dimenze dim P a dim Q jsou konečné (to je poťreba jen
někde. . . ).

A je injektivńı ⇔ h(A) = dim P,
A je surjektivńı ⇔ h(A) = dim Q.

Důsledek
Necht’ n ∈ N a A ∈ L(Pn,Qn). Pak je A injektivńı právě tehdy, když je surjektivńı.

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 26 / 63



Důkaz druhé části Frobeniovy věty

Věta (Druhá část Frobeniovy věty)
Bud’ A ∈ T m,n, potom pro množinu S0 všech řešeńı homogeńı soustavy Ax = θ
plat́ı

dim S0 = n − h(A) .

Mezi lineárńımi zobrazeńımi a maticemi existuje veledůležitá souvislost!

Tu budeme dále popisovat a rozv́ıjet.

Dokazovaná část Frobeniovy věty pak p̌ŕımo plyne z 2.věty o dimenzi . . .
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Motivace

K danému A ∈ L(P,Q) touž́ıme po sestrojeńı matice A, která by splňovala pro
každé x ∈ P, ”něco na způsob“ rovnice

Ax = Ax .

Př́ıklad
Rotace v R2 o úhel π2 okolo počátku.

Č́ım zač́ıt? Poťrebujeme:
obraz obecného vektoru,
nebo alespoň obrazy prvk̊u nějaké báze.
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Motivace k použ́ıváńı soǔradnic

Nestač́ı pracovat jen ve standardńıch báźıch T n.
Můžeme ḿıt zadáńı v jiných báźıch X ,Y.
Uvažovaný VP nemuśı být ”jen“ T n.

Př́ıklad
Necht’ V = R2,2, uvažujme lineárńı operátor A ∈ L(R2,2) definovaný p̌redpisem

A
(

x1,1 x1,2
x2,1 x2,2

)
:=
(

x1,1 + x1,2 x1,2
x2,1 x2,2

)
pro každé x1,1, x1,2, x2,1, x2,2 ∈ R.

Existuje v̊ubec matice A splňuj́ıćı AX = A · X pro každé X ∈ R2,2?
Zachráńı nás obrazy bazických vektor̊u a p̌ŕıslušné soǔradnice.
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Připoḿınka: soǔradnice v bázi

Necht’ X = (x1, . . . , xn) je báze Vn a vektor z ∈ Vn splňuje z =
∑n

i=1 αi xi .
Soǔradnicemi vektoru z ∈ Vn v bázi X pak rozuḿıme sloupec

(z)X :=

α1
...
αn

 ,

na který lze v p̌ŕıpadě poťreby pohĺıžet i jako na obyčejnou ntici
(z)X = (α1, . . . , αn).
Jednotlivou itou soǔradnici z v bázi X p̌rǐrazuje tzv. itý soǔradnicový funkcionál v
bázi X ,

x#
i (z) := αi .

Přǐrazeńı soǔradnic(e) je samo lineárńım zobrazeńım.
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Posledńı kousky motivace

Náš požadavek na vytouženou matici zobrazeńı A lze tedy shrnout stručně jako:

∀z ∈ P : A · (z)X = (Az)Y ,

kde X a Y jsou nějaké báze prostor̊u P, resp. Q.

Několik ingredienćı:
soǔradnice bazických vektor̊u v jejich vlastńı bázi,
násobeńı matice jednotkovým vektorem.

−→ ”Aby platilo to, co chceme, A muśı ḿıt ve svých sloupćıch soǔradnice obraz̊u
bazických vektor̊u.“
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Definice matice zobrazeńı

Definice
Necht’ A ∈ L(Pm,Qn), bud’ X = (x1, . . . , xm) a Y = (y1, . . . , yn) báze Pm,
respektive Qn. Matici XAY ∈ T n,m definovanou po sloupćıch p̌redpisem

∀j ∈ m̂ : (XAY):j := (Axj)Y ,

nazveme matićı zobrazeńı A v báźıch X , Y (p̌ŕıpadně ”z báze X do báze Y“).

Matici lineárńıho operátoru XAX zkráceně označ́ıme XA := XAX .
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Př́ıklad

Př́ıklad
Uvažujme zobrazeńı A ∈ L(R4,R3) definované p̌redpisem

A(z1, z2, z3, z4) = (4z1 + z2 + z4, z1 + z2 + 2z4, 2z1 + 3z2 + 2z3) .

Odvod’te matici zobrazeńı A ve standardńıch báźıch E4 AE3 .

Dále odvod’te matici XAY , kde X = (x1, x2, x3, x4), Y = (y1, y2, y3),

x1 = (2, 1, 0, 0), x2 = (0, 2, 1, 0), x3 = (0, 0, 2, 1), x4 = (1, 0, 0, 2)

a
y1 = (1, 0, 1), y2 = (1, 1, 0), y3 = (1, 0, 2).
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Stěžejńı vlastnost matice zobrazeńı

Věta
Necht’ A ∈ L(Pm,Qn), X = (x1, . . . , xm) je báze Pm a Y = (y1, . . . , yn) je báze
Qn.

1 Pro každé z ∈ Pm plat́ı

(Az)Y = XAY · (z)X ,

2 Pro každé z ∈ Pm,w ∈ Qn plat́ı, že z je vzorem w (tedy z ∈ A−1w,
respektive Az = w) právě tehdy, když

(z)X je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic s rozš́ı̌renou matićı
(
XAY

∣∣∣(w)Y
)
.

Poznámka:
hledáńı obrazu ↔ násobeńı matićı, hledáńı vzoru ↔ řešeńı SLR,
POZOR na mechanické postupy, hĺıdejme si báze a jejich pǒrad́ı!
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Stěžejńı vlastnost matice zobrazeńı - schéma

P s báźı X Q s báźı Y

T m,1 T n,1

A

XAY ·

(·)X (·)Y

z ∈ 3 Az

(z)X ∈ 3 (Az)Y

Obrázek: Schéma, jak ”funguje“ matice lineárńıho zobrazeńı A ∈ L(P, Q).
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Operace se zobrazeńımi, p̌rǐrazeńı matice je lineárńı

Věta
Necht’ P,Q jsou VP nad T , pro libovolná zobrazeńı A,B ∈ L(P,Q) a α ∈ T
definujeme

∀x ∈ P : (A + B)x := Ax + Bx , (αA)x := α · Ax .

Potom plat́ı
A + B ∈ L(P,Q), αA ∈ L(P,Q) .

Věta
Necht’ A,B ∈ L(Pm,Qn), α ∈ T . Potom plat́ı

1 X (A + B)Y = XAY + XBY ,
2 X (αA)Y = α XAY .
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Matice složeného a inverzńıho zobrazeńı

Věta
Necht’ A ∈ L(Qn,Vs), B ∈ L(Pm,Qn) a X ,Y,W jsou popǒradě báze Pm,Qn,Vs .
Potom pro matici složeného zobrazeńı AB ∈ L(Pm,Vs) plat́ı

X (AB)W = YAW · XBY .

Důsledek
Je-li A ∈ L(Pm,Qn) izomorfismus (tedy m = n), potom je matice XAY regulárńı a
plat́ı (XAY

)−1 = Y(A−1)X .
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Hodnost a hodnost

Lemma
Necht’ B ∈ L(P,Q) je izomorfismus a z1, . . . , zn jsou vektory z Pm, potom plat́ı

dim〈z1, . . . , zn〉 = dim〈Bz1, . . . ,Bzn〉.

Věta
Necht’ A ∈ L(Pm,Qn), X je báze Pm a Y je báze Qn. Potom plat́ı

h(A) = h(XAY).

Důsledek
Zobrazeńı A ∈ L(Pm,Qn) je izomorfismus, právě když je matice XAY regulárńı. V
takovém p̌ŕıpadě nutně plat́ı m = n.
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Hlavńı body

1 Lineárńı zobrazeńı, důsledky linearity

2 Hodnost, jádro a defekt zobrazeńı

3 Injektivita a surjektivita zobrazeńı

4 Matice lineárńıho zobrazeńı

5 Změna báze

6 Lineárńı zobrazeńı v rovině

7 O rovnici Ax = b
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Matice p̌rechodu

Převáděńı soǔradnic v́ıce vektor̊u mezi bázemi a odvozováńı matic zobrazeńı v
r̊uzných báźıch je poměrně technické. Zjednoduš́ıme si život. . .

Definice
Necht’ X = (x1, . . . , xn) a Y = (y1, . . . , yn) jsou báze Vn. Matici identického
operátoru XEY ∈ T n,n nazýváme matićı p̌rechodu od báze X k bázi Y.

Pozor na r̊uzné p̌ŕıstupy nap̌ŕıč zdroji:
jen matice identického operátoru,
matice p̌rehodu s extra značeńım XPY , p̌ŕıpadně YPX .
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Vlastnosti matice p̌rechodu

Věta
Necht’ X , Y a Z jsou báze Vn. Potom

1 matice XEY je regulárńı a plat́ı

(XEY)−1 = YEX ,

2 pro libovolné x ∈ Vn plat́ı

XEY · (x)X = (x)Y ,

3

YEZ · XEY = XEZ .
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Sestrojeńı matice p̌rechodu

Algoritmus (Sestrojeńı matice p̌rechodu)

Necht’ X ,Y jsou dvě báze prostoru Vn. Sestavte matici p̌rechodu XEY .
1 Označme pomoćı E standardńı bázi Vn, p̌ŕıpadně jinou bázi, ve které uḿıme

snadno hledat soǔradnice vektor̊u.
2 Zapsáńım soǔradnic vektor̊u z X v bázi E popǒradě do sloupc̊u źıskáme

rovnou matici p̌rechodu XEE . Obdobně źıskáme matici YEE .
3 Hledáme matici XEY , pro kterou plat́ı vztah

XEY = EEY · XEE

= (YEE)−1 · XEE .

4 Hledaný součin nalezneme úpravou matice (YEE | XEE) pomoćı GEM.
Jelikož matice p̌rechodu je vždy regulárńı, lze eliminaćı źıskat

(YEE | XEE) ∼
(
E
∣∣ (YEE)−1 · XEE

)
= (E | XEY) .
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Př́ıklad na konstrukci matice p̌rechodu

Př́ıklad
Uvažujme vektorový prostor Z3

5 s bázemi

X = ((1, 0, 1), (2, 0, 1), (3, 1, 0)) a Y = ((0, 1, 1), (4, 1, 0), (2, 1, 0)) ,

sestroj́ıme matici p̌rechodu YEX .
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Převod matice zobrazeńı do jiných báźı

Věta
Necht’ A ∈ L(P,Q), bud’ X , X̃ báze P a Y, Ỹ báze Q. Potom plat́ı

X̃AỸ = YE Ỹ · XAY · X̃EX .
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Sestrojeńı matice zobrazeńı

Algoritmus (Sestrojeńı matice zobrazeńı)

Necht’ A ∈ L(P,Q), X je báze P a Y je báze Q. Sestavte matici zobrazeńı XAY .
1 Označme pomoćı E standardńı bázi prostoru Q, p̌ŕıpadně jinou bázi, ve které

uḿıme snadno hledat soǔradnice vektor̊u v Q.
2 Zapsáńım soǔradnic vektor̊u z Y v bázi E popǒradě do sloupc̊u źıskáme

rovnou matici p̌rechodu YEE . Aplikujeme-li zobrazeńı A na vektory z báze X
a soǔradnice jejich obraz̊u v bázi E popǒradě zaṕı̌seme do sloupc̊u, źıskáme
matici zobrazeńı XAE .

3 Hledáme matici XAY , pro kterou plat́ı vztah

XAY = EEY · XAE

= (YEE)−1 · XAE .

4 Hledaný součin nalezneme úpravou matice (YEE | XAE) pomoćı GEM.
Jelikož matice p̌rechodu je vždy regulárńı, lze eliminaćı źıskat

(YEE | XAE) ∼
(
E
∣∣ (YEE)−1 · XAE

)
= (E | XAY) .
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Př́ıklad

Př́ıklad
Pro zobrazeńı A ∈ L(R4,R3) definované p̌redpisem

A(z1, z2, z3, z4) = (4z1 + z2 + z4, z1 + z2 + 2z4, 2z1 + 3z2 + 2z3) .

odvod́ıme matici XAY , kde X = (x1, x2, x3, x4), Y = (y1, y2, y3),

x1 = (2, 1, 0, 0), x2 = (0, 2, 1, 0), x3 = (0, 0, 2, 1), x4 = (1, 0, 0, 2)

a
y1 = (1, 0, 1), y2 = (1, 1, 0), y3 = (1, 0, 2) ,

a to s využit́ım matic p̌rechodu.
Známe matici ve standardńıch báźıch, pro kontrolu uvád́ıme rovnou i výsledek:

E4 AE3 =

4 1 0 1
1 1 0 2
2 3 2 0

 , XAY =

5 −8 −6 0
3 2 2 5
1 8 5 1

 .
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Hlavńı body

1 Lineárńı zobrazeńı, důsledky linearity

2 Hodnost, jádro a defekt zobrazeńı

3 Injektivita a surjektivita zobrazeńı

4 Matice lineárńıho zobrazeńı

5 Změna báze

6 Lineárńı zobrazeńı v rovině

7 O rovnici Ax = b
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Lineárńı operátory na R2

Uvažujeme
VP R2 se standardńı báźı

E = (e1, e2) = ((1, 0), (0, 1)) ,

operátory A ∈ L(R2) s jednoduchou geometrickou interpretaćı jako akce na
bodech / orientovaných úsečkách vycházej́ıćıch z počátku.

každý A ∈ L(R2) můžeme jednoznačně charakterizovat matićı

EA =
(

a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)
,

z definice plat́ı
EA =

(
(Ae1)E (Ae2)E

)
.
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Operátor škálováńı ve směru os

(x1, x2) A−→ (αx1, βx2), α, β ∈ R

θ

Ae1

e1θ

Ae2

e2

θ

x

Ax

EA =
(
α 0
0 β

)
, E(A−1) =

( 1
α 0
0 1

β

)
.

(podḿınky na α, β ∈ R!)
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Operátor zkoseńı ve směru jedné z os

(x1, x2) A−→ (x1 + λx2, x2), λ ∈ R

θ e1

Ae1

θ

e2
Ae2

θ

x Ax

EA =
(

1 λ
0 1

)
, E(A−1) =

(
1 −λ
0 1

)
.
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Operátor rotace

Necht’ ϕ ∈ R, každý vektor rotujeme okolo počátku o úhel ϕ v kladném smyslu.

θ e1

Ae1
e2

Ae2
ϕϕ

θ

x

Ax

ϕ

”trojúhelńıková“ úvaha
obrazy na bázi, A(1, 0) = (cosϕ, sinϕ), A(0, 1) = (− sinϕ, cosϕ).

EA =
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, E(A−1) =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
.
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Využit́ı jiné než standardńı báze a p̌rechodu k ńı
K jednoduchému popisu nemuśı stačit pouze osy x a y , důležitou roli bude hrát
obecná p̌ŕımka p procházej́ıćı počátkem.

čistě geometrická úvaha může stačit,
šikovněǰśı je p̌rej́ıt k jiné bázi

Zvoĺıme bázi X = (x1, x2) tak, aby vektor x1 ležel v zamě̌reńı p̌ŕımky p a vektor x2
byl na něj kolmý (”tradičně geometricky“), vezmeme standardńı bázi a aplikujeme
na ńı rotaci o úhel ϕ. Tedy plat́ı

X = (x1, x2) =
(
(cosϕ, sinϕ), (− sinϕ, cosϕ)

)
.

p

θ e1

x1

e2
x2

ϕ

ϕ
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Operátor projekce na p̌ŕımku

Necht’ ϕ ∈ R a p je p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem, která sv́ırá s osou x úhel ϕ.
Každému vektoru v R2 p̌rǐrad́ıme kolmým proḿıtnut́ım na p̌ŕımku p bod na této
p̌ŕımce.

p

θ e1

Ae1

e2

Ae2

ϕ

p

θ

x

Ax

ϕ

EA =
(

cos2 ϕ sinϕ cosϕ
sinϕ cosϕ sin2 ϕ

)
.
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Operátor zrcadleńı podle p̌ŕımky

Necht’ ϕ ∈ R a p je p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem, která sv́ırá s osou x úhel ϕ.
Každému vektoru v R2 p̌rǐrad́ıme vektor osově souměrný podle p̌ŕımky p.

p

θ
e1

Ae1

e2

Ae2

ϕ

p

θ

x

Ax
ϕ

EA =
(

cos(2ϕ) sin(2ϕ)
sin(2ϕ) − cos(2ϕ)

)
= E(A−1) .
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Operátor škálováńı podle zrotovaných os

Necht’ ϕ ∈ R a p je p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem, která sv́ırá s osou x úhel ϕ.
Uvažujme lineárńı operátor, který ve směru p̌ŕımky p násob́ı parametrem α a ve
směru kolmém na ni násob́ı parametrem β.

p

q

θ

Ae1

e1θ

Ae2
e2

p

q

θ

Ax1

x1

θ
Ax2

x2

EA =
(
α cos2 ϕ+ β sin2 ϕ (α− β) sinϕ cosϕ
(α− β) sinϕ cosϕ α sin2 ϕ+ β cos2 ϕ

)
.
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Ještě obecněǰśı operátor škálováńı.

Necht’ ϕ,ψ ∈ R a uvažujme zobrazeńı, které ve směru p̌ŕımky p (zadané úhlem ϕ,
který sv́ırá s osou x) násob́ı vektory parametrem α ∈ R a ve směru daľśı p̌ŕımky q
(která s osou x sv́ırá úhel ψ) násob́ı parametrem β ∈ R.

podḿınky z definice?
jiná ”̌sikovná“ báze
pozor na inverzi matice p̌rechodu. . .
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Hlavńı body

1 Lineárńı zobrazeńı, důsledky linearity

2 Hodnost, jádro a defekt zobrazeńı

3 Injektivita a surjektivita zobrazeńı

4 Matice lineárńıho zobrazeńı

5 Změna báze

6 Lineárńı zobrazeńı v rovině

7 O rovnici Ax = b
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Univerzálńı problém

Problém
Necht’ P,Q jsou libovolné vektorové prostory nad tělesem T a necht’ je zadáno
A ∈ L(P,Q) a b ∈ Q. Určete vzor A−1b, tedy vy̌rešte rovnici

Ax = b .

Množina řešeńı takové rovnice má pro libovolné volby prostor̊u i lineárńıho
zobrazeńı vždy ”podobný“ tvar: lineárńı varieta, jej́ıž dimenzi lze (někdy)
dopoč́ıtat z hodnosti zobrazeńı a dimenze prostoru P.
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Věty o množině řešeńı Ax = b

Věta
Necht’ A ∈ L(P,Q), b ∈ Q. Existuje-li vektor x̃ ∈ P splňuj́ıćı Ax̃ = b, pak plat́ı

A−1b = x̃ + ker A .

Věta
Necht’ A ∈ L(P,Q). Potom

h(A) + d(A) = dim P.
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Soustavy lineárńıch rovnic

Necht’ P = T m a Q = T n pro nějaké těleso T a m, n ≥ 1. Pro každé
A ∈ L(P,Q) = L(T m,T n) existuje matice A ∈ T n,m splňuj́ıćı Ax = A · x pro
každé x ∈ T m.
Pro danou volbu je Ax = b pouhou SLR. Nav́ıc plat́ı:

Množina řešeńı p̌ridružené homogenńı soustavy Ax = A · x = θ je rovna
ker A. Prvńı část Frobeniovy věty je důsledkem vztahu

A−1b = x̃ + ker A .

Jelikož h(A) = h(A), dim P = dim T m = m a pro množinu řešeńı p̌ridružené
homogenńı soustavy plat́ı S0 = ker A, plyne druhá část Frobeniovy věty z
2. věty o dimenzi.
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Lineárńı rekurentńı rovnice

Identický operátor označ́ıme jako E = S0.
Zavedeme operátor posunut́ı S, ∀x ∈ T∞,∀n ∈ N : (Sx)n := xn+1.
Operátor S ∈ L(T∞) lze mocnit a plat́ı ∀k ∈ N,∀n ∈ N : (Skx)n = xn+k .
Lineárńı rekurentńı rovnice s konstantńımi koeficienty pak nazveme
libovolnou rovnici Ax = b, kde b ∈ T∞ je pevně zvolené a A ∈ L(T∞) je
libovolnou lineárńı kombinaćı A =

∑n
k=0 αkSk kde α0, . . . , αk ∈ T .

Poznámka k S2 − S1 − S0 → Fibonacci.
Rovnici Ax = b pak zapisujeme ve tvaru

∀n ∈ N : αkxn+k + αk−1xn+k−1 + · · ·+ α1xn+1 + α0xn = bn .

Př́ıklad
Vy̌reš́ıme lineárńı rekurentńı rovnici

∀n ∈ N : xn+1 − 2xn = 1− n ,

v prostoru R∞.
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Lineárńı diferenciálńı rovnice

Předpokládejme, že P = Q = F je vektorový prostor všech hladkých reálných
funkćı reálné proměnné.

Identický operátor označ́ıme jako E = D0.
Zavedeme operátor derivováńı D, ∀f ∈ F : Df := f ′.
Operátor D ∈ L(F) lze mocnit a plat́ı, že Dk p̌rǐrad́ı každé funkci jej́ı ktou
derivaci.
Lineárńı diferenciálńı rovnićı s konstantńımi koeficienty pak nazveme
libovolnou rovnici Ax = b, kde b ∈ F je pevně zvolená funkce a operátor
A ∈ L(F) je lineárńı kombinaćı operátor̊u Dk , k ∈ N0.

Př́ıklad
Vy̌reš́ıme lineárńı diferenciálńı rovnici

∀x ∈ R : f (x)− f ′(x) = 42 .

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 63 / 63


	Lineární zobrazení, důsledky linearity
	Hodnost, jádro a defekt zobrazení
	Injektivita a surjektivita zobrazení
	Matice lineárního zobrazení
	Změna báze
	Lineární zobrazení v rovině
	O rovnici Ax=b

