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Q Linearni zobrazeni, disledky linearity
© Hodnost, jadro a defekt zobrazenf
© Injektivita a surjektivita zobrazeni
@ Matice linearniho zobrazeni

© Zména baze

@ Linearni zobrazeni v roviné

@ O rovnici Ax=b



Uvod

zobrazeni obecnéjsi (misto na R mezi VP)
@ ovsem pouze linedrni (skvéla vlastnost!)
@ nejen pocitacova grafika, transformace obrazu, vykreslovani

@ rovnice typu Ax = b
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Opakovani pojmii 1

Jsou-li X a Y libovolné mnoziny, mnozinu usporadanych dvojic
X xY={(x,y)| x € X,y € Y} nazyvame jejich kartézskym soucinem.

Zobrazenim z X do Y nazveme libovolnou podmnozinu f C X x Y takovou,
Ze pro kazdé x € X existuje pravé jedno y € Y s vlastnosti (x,y) € f.

Obvykly zépis f : X = Y a(x,y)ef & f(x)=y.

Plati-li f(x) = y, fekneme, Ze x je vzorem y a y je obrazem x pfi f.

Obraz/vzor mnoziny, zkraceny zapis pro jednoprvkové mnoziny.
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Opakovani pojmi 2

e f: X — Y je injektivni (prosté), pokud Vx,y € X : (f(x) =f(y) = x=y).

e f: X — Y je surjektivni (na), pokud Vy € Y Ix € X : f(x) =y, tedy
pokud f(X) =Y.

e f: X = Y je bijektivni (vzdjemné jednoznalné), pokud je soutasné
injektivni i surjektivni.

@ Prof:Y — Zag: X — Y definujeme slozené zobrazeni fog: X — Z
predpisem (f o g)(x) = f(g(x)) pro viechna x € X.

@ Oznaéme identické zobrazeni na mnozin& M jako idy. Necht f : X — Y,
pak zobrazeni g : Y — X nazveme inverznim zobrazenim k f, pokud plati
fog=idy agof =idx.
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Definice lineadrniho zobrazeni

Definice

Bud'te P a Q dva vektorové prostory nad stejnym télesem T, necht A: P — Q.
Zobrazeni A nazveme linearni pravé kdyz soucasné plati:

Q (aditivita): Vx,y € P: A(x +y) = Ax + Ay,
@ (homogenita): Vo € T,V¥x € P: A(lax) = aAx.

MnoZinu vsech linedrnich zobrazeni z P do Q znacime L(P, Q). Linedrni zobrazeni

prostoru V' do V' nazyvime linedrni operator (transformace) na V. MnoZinu
viech linedrnich operatori na V' znacime kritce L(V'). Linedrni zobrazeni prostoru
V do télesa T nazyvame linearni funkcional na V.

Poznamka: vyznam pocetnich operaci
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|denticky operator, izomorfismus, poznamky

Definice
Bud' V' vektorovy prostor. Zobrazeni E : VV — V definované vztahem

VxeV :Ex=x

Jje linedrni operator a nazyvame ho identicky operator na V.
Izomorfismem nazveme jakékoli zobrazeni A € L(P, Q), které je bijekce.

Poznamky:
e f(x) — Ax,
o fog — AB,
e vyznam A~1(a),

@ co defini¢ni obor a obor hodnot?
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Piklady 1

e A:R— R,
Ax := ax pro dané a € R,
e B:(C3— (?
B(Xayaz) = (X+2y*Z,Xf2y*3Z),
e C:T>® — T3,

C(x, %0, X3,...) == (x1, X2, X3) ,

@ D:T>® — T,

D(x1,%0, X3, ... ) := (X2, X3, Xa, - - . ),

E: 75— 178,

E(X17X27 cee 7Xn—laxn) = (X27X37 ce. 7Xn7X1)7
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Piklady 2

o F:R*® — R,

F(xi,x0,x3,...) = (X0 — x1,X3 — X0, X4 — X3,...),

cl(? b\ _(a+b a-b
c d) \c—d c+d)’

@ Ve vektorovém prostoru P vSech polynomil s operacemi scitani polynomi a
nasobeni polynomu &islem je operace derivovani linedrnim zobrazenim, tj.
H:P—7P,

o G:R?? - R??,

Hp=1p',
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Priklady 3

Priklad
Co zobrazeni | : R — R definované predpisem Ix = x + 17
Priklad
Vzpomerime na vektorovy prostor (R, R, ®,®) s operacemi definovanymi
XQy:=x-y, a®x:=x%
Zobrazeni f : Ry — R (zobrazuje z tohoto neobvyklého prostoru do standardniho
R!) s predpisem
f(x):=Inx

je linearni.
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Nejdilezitéjsi priklad

Véta

Necht X je baze prostoru V,, nad T. P¥ifazeni (-)x : V,, — T" definované
pfedpisem z — (z)x je linedrni zobrazeni.
Soufadnicovy funkcional x,-# : Vi, = T je linedrni funkcional.
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Ekvivalentni tvrzeni k linearité

Pozorovani

Bud'te P a Q vektorové prostory nad T, necht A: P — Q. Nasledujici tFi tvrzeni
Jjsou ekvivalentni:

Q Ac L(P,Q).
Q Vae T,Vx,y € P: Alax + y) = aAx + Ay.
Q@ VneNVay,...,ap, € T,Vxy,...,x, € P:

A (i 04,'X,'> = ia,’Ax,'.
i=1 i=1

(ditkaz jako cviteni. .. )
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DalSi pozorovani

Pozorovani

Q@ Jeli Ac L(P, Q) bijekce, potom existuje inverzni zobrazeni A~! a to je také
linearni, tj.
A"l e L(Q,P).

@ Budte A€ L(P,Q) a B e L(Q, R). Potom sloZené zobrazeni BA definované
predpisem Vx € P : (BA)x = B(Ax) je také linearni, tj.

BA € L(P,R).

(ditkaz jako cvient. . .)
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Disledky linearity

Véta
Necht A € L(P,Q), kde P, Q jsou vektorové prostory nad T.
@ Oznacime-li nulové vektory v P a Q poporadé 0p a 0q, plati

Abp =g .
Q JeliM C P, potom
A((M)) = (A(M))..
Q Je-li P cc P, plati A(P) cc Q. Je-li Q cC Q, pak plati A~1(Q) ccC P.

@ Pro libovolné soubory X = (x1,...,x,) VP aY = (y1,...,¥n) v Q takové,
Ze jeden je obrazem druhého (tj. Ax; = y; pro kazdé i € h), plati: Je-li X LZ,
pak i jeho obraz Y je LZ. Ekvivalentné: Pokud je Y LN, pak i jeho
.predobraz”“ X je LN.
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Obrazy na bazi staci

Linedrni zobrazeni mezi VP lze definovat zadanim explicitniho vzore¢ku (funkéniho
predpisu ve tvaru: ,pro libovolné x € P plati Ax =..."). Co kdyZ ho nezndme?
Stadi znat obrazy prvki baze!

Véta

Necht P, Q jsou vektorové prostory nad T. Necht (xi,...,x,) je bdze P a necht
(y1,---,¥n) je libovolny soubor vektori z Q. Potom existuje pravé jedno linedrni
zobrazeni A € L(P, Q) takové, Ze

Vien:Ax; = y;.
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Zobrazeni urcena obrazy baze

Priklad
UvaZujme zobrazeni A : R® — R* zadané obrazy prvkii standardni baze,
Ae; =(1,0,1,-1), Ae;=(0,0,1,1), Ae3=(0,3,-1,0).
Priklad
UvaZujme zobrazeni B : R® — R* zadané obrazy prvkii bize X = (x1,x2, x3), kde
x1 =(1,0,0), x =(1,1,0), x3=(1,1,1),

Bx = (1,1,1,1), Bxp =(0,1,0,—1), Bxz=(0,0,1,—1).

Abychom mohli odvodit pfedpis pro zobrazeni B, musime nejdFfive urcit soufadnice
obecného vektoru z = (a, b, c) € R3 v bazi X. Pak uZ postupujeme podobné jako
v pfedchozim pfikladu.
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Reklama

Zdaji se vam vypocty obrazli a hledani funkénich predpist ptilis komplikované?
Nezoufejte!!! Budeme pouzivat tzv. matice linedrniho zobrazeni a matice
prechodu.

(vystalime s nasobenim matic, hledanim inverzi a feSenim SLR...)
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@ Linearni zobrazeni, diisledky linearity
Q Hodnost, jadro a defekt zobrazeni
© Injektivita a surjektivita zobrazeni
@ Matice linearniho zobrazeni

© Zména baze

@ Linearni zobrazeni v roviné

@ O rovnici Ax=b



Definice

Definice
Necht A € L(P, Q). Hodnosti zobrazeni A rozumime &islo
h(A) :=dim A(P).
Jadro zobrazeni A definujeme jako mnoZinu
kerA:={x € P|Ax =0q},
a jeho dimenzi nazyvame defektem zobrazeni A. Defekt znacime
d(A) :=dimker A.

Poznamka:

@ Zavedené pojmy opravdu davaji smysl, bavime se o podprostorech.

@ Hodnost zobrazeni x hodnost matice !!I.- -1l
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[lustrace

Obrézek: llustrace jadra a oboru hodnot pro A € L(P, Q).
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Priklady jader

Priklad

Odvod'me jidra linedrnich zobrazeni uvedenych na za&stku kapitoly. Ve véech
pripadech je treba vyresit rovnici Ax = 0, kde za x dosadime obecny vektor v
daném prostoru a za 0 prislusny nulovy vektor. To vZdy povede na néjakou
homogenni SLR!

e A:R—- R, Ax ;= ax pro a € R,
@ B:C3—C? B(x,y,z) == (x+2y — z,x — 2y — 3z),

0 C:T™ = T3 Clx1,x,x3,...) i= (X1, X2, X3).
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@ Linearni zobrazeni, diisledky linearity
© Hodnost, jadro a defekt zobrazenf
e Injektivita a surjektivita zobrazeni
@ Matice linearniho zobrazeni

© Zména baze

@ Linearni zobrazeni v roviné

@ O rovnici Ax=b



Kritérium , prostoty”

Injektivitu Ize u linedrnich zobrazeni ovéfit snadnéji nez u obecnych zobrazeni!
Véta
Necht A € L(P, Q). Potom plati:

A je prosté < kerA = {0p}.
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Zachovavani LN/LZ prostym linearnim zobrazenim

Uz vime, Ze linearni zobrazeni ¢aste¢né zachovavaji linearni (ne)zavislost. Je-li
linedrni zobrazeni navic injektivni, pak toto ,zachovavani“ funguje i druhym
smérem.

Véta
Necht A € L(P, Q) je prosté. Potom

Q je-li (y1,-..,¥n) LZ soubor vektorii z A(P), je také soubor vzori (x1,...,Xn)
LZ (tedy pfedpokladéme Ze Vi € i : y; = Ax;).

Q je-li (x1,...,xn) LN soubor vektorii z P, je také (Axi,...,Ax,) LN,
Tedy. ..

Disledek

Necht A € L(P, Q) je prosté. Pokud soubory (x1,...,x,) v P a(y1,-..,¥n) vQ
splnuji Ax; = y; pro kazdé i € n, pak plati

(x1,---,xn) je LN < (y1,...,yn) je LN.
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Druha véta o dimenzi

Véta (2. o dimenzi)
Necht A € L(P, Q). Potom
h(A) + d(A) = dim P.

(Pro vétsi slozitost uvadime bez diikazu, nebude vyZadovan.)
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Injektivita a surjektivita pro kone¢nou dimenzi

Pozorovani

Necht A € L(P, Q) a dimenze dim P a dim Q jsou koneéné (to je potteba jen
nékde. .. ).

o A je injektivni < h(A) =dim P,
o A je surjektivni < h(A) =dim Q.

Duisledek

Necht n € N a A € L(P,, Q,). Pak je A injektivni pravé tehdy, kdyZ je surjektivni.
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Diikaz druhé Casti Frobeniovy véty

Véta (Druhé Cast Frobeniovy véty)

Bud A € T™", potom pro mnoZinu Sq viech Feseni homogeni soustavy Ax = 0
plati
dim So = n— h(A).

@ Mezi linedrnimi zobrazenimi a maticemi existuje veled(ilezita souvislost!
@ Tu budeme déle popisovat a rozvijet.

@ Dokazovana cast Frobeniovy véty pak ptimo plyne z 2.véty o dimenzi ...
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@ Linearni zobrazeni, diisledky linearity
© Hodnost, jadro a defekt zobrazenf
© Injektivita a surjektivita zobrazeni
@ Matice linearniho zobrazeni

© Zména baze

@ Linearni zobrazeni v roviné

@ O rovnici Ax=b



Motivace

K danému A € L(P, Q) touzime po sestrojeni matice A, kterd by spliiovala pro

kazdé x € P, ,néco na zplsob" rovnice

Ax = Ax.

Priklad

Rotace v IR? o ihel § okolo poatku.

Cim zacit? Potfebujeme:
@ obraz obecného vektoru,

@ nebo alespon obrazy prvkid néjaké baze.
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Motivace k pouzivani souradnic

Nestali pracovat jen ve standardnich bazich T".
@ Mulzeme mit zadani v jinych bazich X', ).
@ Uvazovany VP nemusi byt ,jen" T7".

Priklad
Necht V = R?2, uvaZujme linedrni operator A € L(R??) definovany pFedpisem
A% X2) . (X + X120 X12
X1 X202/ X2,1 X2,

pro kazdé X1,1,X1,2, X2,1, X22 € R.
o Existuje viibec matice A spliiujici AX = A - X pro kaZdé X € R>27

@ Zachrani nds obrazy bazickych vektorii a prislusné souradnice.
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Pripominka: souradnice v bazi

Necht X = (xi,...,X,) je bdze V, a vektor z € V,, spliiuje z = Y7, a;x; .
Souradnicemi vektoru z € V,, v bazi X pak rozumime sloupec

D=1 "1,

Qp

na ktery lze v pripadé potreby pohlizet i jako na obycejnou ntici
(2)x = (a1, ..., ap).
Jednotlivou itou soutadnici z v bazi X' pfifazuje tzv. ity soufadnicovy funkcional v
bazi X,
#

x7(z) == a;.

P¥ifazeni soufadnic(e) je samo linedrnim zobrazenim.
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Posledni kousky motivace

Nas pozadavek na vytouZenou matici zobrazeni A Ize tedy shrnout strucné jako:
Vze P:A-(z)x = (Az)y,

kde X a ) jsou néjaké baze prostorii P, resp. Q.

Nékolik ingredienci:
@ soutadnice bazickych vektorl v jejich vlastni bazi,

@ nasobeni matice jednotkovym vektorem.

— ,Aby platilo to, co chceme, A musi mit ve svych sloupcich souradnice obrazi
bazickych vektor."
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Definice matice zobrazeni

Definice

Necht A € L(Pp, Qn), bud X = (x1,...,xm) 3Y = (¥1,.-.,Yn) bdze Py,
respektive @,. Matici * AY € T™™ definovanou po sloupcich predpisem

vj € m: (YAY); = (Ax)y,
nazveme matici zobrazeni A v bazich X, Y (pfipadné ,z bdze X do bize Y*).
X pX x

Matici linearniho operatoru zkracené oznadime A .= ¥ A
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Priklad

Priklad
UvaZujme zobrazeni A € L(R*,R®) definované predpisem

A(Zl, 2z, 23, 24) = (421 + z> + Zp, 2 + z> + 224, 221 + 322 + 223) .

e Odvod'te matici zobrazeni A ve standardnich bazich €A% .
o Ddle odvod'te matici ¥ AY, kde X = (x1,x2,x3,x1), ¥ = (y1, Y2, y3),

x = (2,1,0,0), xo = (0,2,1,0), x3 = (0,0,2,1), x4 = (1,0,0,2)

= (1707 1)7 Y2 = (1a 170)7 y3 = (17072)~
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Stézejni vlastnost matice zobrazeni

Véta

Necht A € L(Pp, @n), X = (x1,...,Xm) je bdze Py, aY = (y1,...,yn) je baze
Q@n-

@ Pro kazdé z € Py, plati
(Az)y =*AY - (2)x,

@ Pro kazdé z € Pp,,w € Q, plati, Ze z je vzorem w (tedy z € A~tw,
respektive Az = w) pravé tehdy, kdyZ

(z)x je feSenim soustavy linedrnich rovnic s rozsifenou matici (XAy ‘(W)y) .

Poznamka:
hledani obrazu <+ nasobeni matici, hledani vzoru <+ feSeni SLR,
POZOR na mechanické postupy, hlidejme si baze a jejich poradi!
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Stézejni vlastnost matice zobrazeni - schéma

Obrazek: Schéma, jak ,funguje” matice linedrniho zobrazeni A € L(P, Q).
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Operace se zobrazenimi, prirazeni matice je linearni

Véta

Necht P, Q jsou VP nad T, pro libovolnd zobrazeni A,B € L(P,Q) aa € T
definujeme

Vx € P:(A+B)x = Ax+ Bx, (aA)x:=a-Ax.

Potom plati
A+ Be L(P,Q), aAe L(P,Q).

Véta

Necht A, B € L(Pm, Q,), a € T. Potom plati
Q Y(A+BY =AY +¥BY,
Q@ Y(aA)Y =a¥AY.
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Matice slozeného a inverzniho zobrazeni

Véta

Necht A€ L(Qn, Vs), B € L(Pm, Q) a X, YV, W jsou popoFadé bize Pp,, Qp, Vs.
Potom pro matici sloZeného zobrazeni AB € L(Pn, Vs) plati

Y(ABY =Y AW . ¥BY,

Disledek

Je-li A € L(Pm, Q,) izomorfismus (tedy m = n), potom je matice ¥ AY regularni a
plati

(XAy)*l — V(A
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Hodnost a hodnost

Lemma

Necht B € L(P, Q) je izomorfismus a zi, .. ., z, jsou vektory z P,,, potom plati

dim(zy,...,z,) =dim(Bz,..., Bz,).

Véta
Necht A € L(Pn, Qn), X je bdze P, a Y je bize Q,. Potom plati

h(A) = h(* AY).

Dusledek

Zobrazeni A € L(Pp,, Q,) je izomorfismus, pravé kdyZ je matice ¥ AY regulrni. V
takovém pripadé nutné plati m = n.
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o Linearni zobrazeni, disledky linearity
© Hodnost, jadro a defekt zobrazeni
e Injektivita a surjektivita zobrazeni
@ Matice linearniho zobrazeni

© Zména baze

@ Linearni zobrazeni v roviné

@ O rovnici Ax=b



Matice prechodu

Pfevadéni soutadnic vice vektorid mezi bazemi a odvozovani matic zobrazeni v

riznych bazich je pomérné technické. Zjednodusime si Zivot. . .

Definice

Necht X = (x1,...,%n) @Y = (y1,.--,¥n) jsou bdze V,. Matici identického
operatoru Y EY € T™" nazyvéame matici pfechodu od bize X k bazi .

Pozor na rlizné pfistupy napfi¢ zdroji:
@ jen matice identického operatoru,

@ matice prehodu s extra znalenim x Py, pfipadné yPy.
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Vlastnosti matice prechodu

Véta
Necht X, Y a Z jsou bdze V,. Potom
@ matice YEY je regularni a plati

(PEN) T =YEY,
@ pro libovolné x € V,, plati

YEY ()x = (),

YEZ . YEY =YEZ.
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Sestrojeni matice prechodu

Algoritmus (Sestrojeni matice prechodu)

Necht X, jsou dvé baze prostoru V,. Sestavte matici pfechodu * EY .

@ Oznacme pomoci £ standardni bazi V,,, pFipadné jinou bazi, ve které umime
snadno hledat souradnice vektori.

@ Zapsanim souradnic vektori z X v bazi £ poporadé do sloupcii ziskame
rovnou matici pfechodu ¥ E€. Obdobné ziskame matici ¥ E€.

@ Hledime matici ¥ EY, pro kterou plati vztah
XEy — EE)} . XEg
_ (yEg)—l . XEE )

@ Hledany soucin nalezneme tipravou matice (¥ E€ | ¥ E€) pomoci GEM.
Jelikoz matice prechodu je vZdy regularni, Ize eliminaci ziskat

CE | ¥ES) ~ (B | (ES) - VES) = (E| VEY).
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Priklad na konstrukci matice prechodu

Priklad

UvaZujme vektorovy prostor 73 s bazemi

X =((1,0,1),(2,0,1),(3,1,0)) a Y =((0,1,1),(4,1,0),(2,1,0)),

sestrojime matici pfechodu Y E* .

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 44 /63



Y4

Prevod matice zobrazeni do jinych bazi

Véta
Necht A € L(P,Q), bud X, X bize P a), Y bize Q. Potom plati

TPV _VEY XAV XEX
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Sestrojeni matice zobrazeni

Algoritmus (Sestrojeni matice zobrazeni)

Necht A € L(P, @), X je bize P a Y je bize Q. Sestavte matici zobrazeni * AY .

@ Oznacme pomoci & standardni bazi prostoru Q, pfipadné jinou bazi, ve které
umime snadno hledat soufadnice vektorii v Q.

@ Zapsanim souradnic vektori z Y v bazi £ poporadé do sloupci ziskame
rovnou matici pfechodu ¥ E€ . Aplikujeme-li zobrazeni A na vektory z bize X
a souradnice jejich obrazii v bazi £ poporadé zapiSeme do sloupcd, ziskame
matici zobrazeni * A¢ .
@ Hledime matici ¥ AY, pro kterou plati vztah
XA)/ _ SEy . XAg
_ (yES)—l . XAE .
© Hledany soucin nalezneme tpravou matice (¥ E€ | ¥ A%) pomoci GEM.
JelikoZ matice prechodu je vZdy regularni, Ize eliminaci ziskat
(VEE | YA ) ~ (B | (VEE)TT-YAS) = (E | YAY).
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Priklad

Priklad
Pro zobrazeni A € L(R* R3) definované predpisem

Alz1,20,23,24) = (bz1 + 2o + 24,21 + 20 + 224,221 + 325 + 223) .
odvodime matici ¥ AY, kde X = (x1,%2,x3,%1), ¥ = (y1, Y2, y3),

x = (2,1,0,0), x» = (0,2,1,0), x3 = (0,0,2,1), x4 = (1,0,0,2)

n= (1707 1)7 Y2 = (1a 170)7 y3 = (17072)7

a to s vyuzitim matic pfechodu.
Zname matici ve standardnich bazich, pro kontrolu uvadime rovnou i vysledek:

41 0 1 5 -8 —6 0
Gpab5—-11 1 0 2], YAV =13 2 2 5
2 320 1 8 5 1
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@ Linearni zobrazeni, diisledky linearity
© Hodnost, jadro a defekt zobrazenf
© Injektivita a surjektivita zobrazeni
@ Matice linearniho zobrazeni

© Zména baze

© Linearni zobrazeni v roviné

@ O rovnici Ax=b



Linearn{ operatory na R?

UvaZujeme
o VP R? se standardni bazi

&= (ela 62) = ((1’0)7 (Oa 1))’

e operatory A € £(IR?) s jednoduchou geometrickou interpretaci jako akce na
bodech / orientovanych Gsetkach vychazejicich z poéatku.

e kazdy A € L£(R?) miizeme jednozna&né charakterizovat maticf
EA = a;,1  di12
a1 a2)’

A= ((Aa)e (Ae)e) -

@ z definice plati
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Operator skalovani ve sméru os

(x1,x2) i> (ax1, Bx2), a,B€R

—- - X
I
€A !
I
I
I
Ae]_ l
AN AN 1
? ? T
0 €1 0 !
I
¥ |
A€2 {

oQ =

69w

(podminky na a, 8 € R!)
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Operator zkoseni ve sméru jedné z os

(X17X2) i} (X1+)\X2,X2)7 AeR

X Ax

A€2 |

€ A - I I
| | |

| |

| | |

I Ae1 | |

L > 1 1

0 €1 0
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Operator rotace

Necht ¢ € R, kazdy vektor rotujeme okolo po&atku o thel ¢ v kladném smyslu.

Ax
A Aer |
Ae2\ ”e; : ﬁd:,,,,,x
I QD | I
1 0 1 61 9 1

@ ,trojihelnikovd" (vaha

@ obrazy na bazi, A(1,0) = (cosp,sinp), A(0,1) = (—siny, cos ).
gA_<c95cp —smcp) 7 E(Al)_<co.sgp sm<p> '
sing  cosyp —sing cosp
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Vyuziti jiné nez standardni baze a prechodu k ni

K jednoduchému popisu nemusi stacit pouze osy x a y, dilezitou roli bude hrat
obecna pfimka p prochazejici pocatkem.

o Cisté geometrickd Gvaha maze stadit,
@ Sikovnéjsi je prejit k jiné bazi
Zvolime bazi X = (x1, x2) tak, aby vektor x; lezel v zaméfeni pfimky p a vektor x;

byl na néj kolmy (,tradi¢né geometricky"), vezmeme standardni bazi a aplikujeme
na ni rotaci o thel . Tedy plati

X = (x1,%) = ((cos p,sin p), (—sin ¢, cos ©)) .

\
\\ €A

\ X2

\

\
NEZ
ON\?¥ €1
\ X1
\
P
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Operator projekce na primku

Necht ¢ € R a p je pfimka prochazejici potatkem, které svira s osou x thel o.
Kazdému vektoru v R? priradime kolmym promitnutim na p¥imku p bod na této
pfimce.

o N, e P

Eq_ cos’p  sinpcosp
~ \sinpcosy sin? o ’
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Operator zrcadle

ni podle primky

Necht ¢ € R a p je p¥imka prochazejici po¢atkem, ktera svird s osou x dhel .
Kazdému vektoru v R? priradime vektor osové soumérny podle p¥imky p.

\\\ \\ X
\ € \ [~
\ S \ I
\ \ |
A62 NC ’\\ \\ :
N Ax e |
I //}/ e o1/ ¥
Aeili 4 \\ \\
L p L p
ga_ [cos(20) sin(2p) \ _ g 41
A= (sin(2<p) —cos(2p)) (A=)
BI-LIN LS 2020/2021
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Operator skalovani podle zrotovanych os

Necht ¢ € R a p je p¥imka prochazejici po¢atkem, ktera svird s osou x dhel .

Uvazujme linedrni operator, ktery ve sméru primky p nasobi parametrem « a ve

sméru kolmém na ni ndsobi parametrem (.

Ael

Ep_ acos? ¢ + fBsin o
(a — B)sinpcosp asin® @+ Bcos? p
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Jesté obecnéjsi operator skalovani.

Necht ¢, € R a uvazujme zobrazeni, které ve sméru pfimky p (zadané dhlem ¢,
ktery svird s osou x) nasobi vektory parametrem « € R a ve sméru dal$i pfimky g
(kterd s osou x svird thel 1) nasobi parametrem 8 € R.

@ podminky z definice?
@ jinad ,Sikovnad" baze

@ pozor na inverzi matice prechodu. ..
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o Linearni zobrazeni, disledky linearity
© Hodnost, jadro a defekt zobrazeni
e Injektivita a surjektivita zobrazeni
@ Matice linearniho zobrazeni

© Zména baze

@ Linearni zobrazeni v roviné

@ O rovnici Ax=b



Univerzalni problém

Problém

Necht P, Q jsou libovolné vektorové prostory nad télesem T a necht je zadino
A€ L(P,Q) abe Q. Ursete vzor A=1b, tedy vyreste rovnici

Ax=0b.

Mnozina feseni takové rovnice méa pro libovolné volby prostort i linearniho
zobrazeni vzdy ,podobny” tvar: linedrni varieta, jejiz dimenzi Ize (nékdy)
dopocitat z hodnosti zobrazeni a dimenze prostoru P.
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Véty o mnoziné reSeni Ax = b

Véta
Necht A € L(P, @), b € Q. Existuje-li vektor X € P spliujici AX = b, pak plati

A7'b =%+ kerA.

Véta
Necht A € L(P, Q). Potom

h(A) + d(A) = dim P.
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Soustavy linearnich rovnic

Necht P=T™a Q@ = T" pro néjaké téleso T a m,n > 1. Pro kazdé

A€ L(P,Q)=L(T™, T") existuje matice A € T™™ spliiujici Ax = A - x pro
kazdé x € T™.

Pro danou volbu je Ax = b pouhou SLR. Navic plati:

@ Mnozina feSeni pridruzené homogenni soustavy Ax = A - x = 6 je rovna
ker A. Prvni Cast Frobeniovy véty je dlsledkem vztahu

A7'b =%+ kerA.
o Jelikoz h(A) = h(A), dim P = dim T™ = m a pro mnozinu ¥eSeni p¥idruzené

homogenni soustavy plati So = ker A, plyne druha &ast Frobeniovy véty z
2. véty o dimenzi.
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Linearni rekurentni rovnice

Identicky operator ozna&ime jako E = S°.
Zavedeme operator posunuti S, Vx € T Vn e N: (5x), := Xpt1.
Operéator S € L(T>°) Ize mocnit a plati Yk € N,Vn € N: (5%x), = x4«

Linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty pak nazveme
libovolnou rovnici Ax = b, kde b € T je pevné zvolené a A € L(T) je
libovolnou linedrni kombinaci A ="/ _, xSk kde ag,...,ar € T.

@ Poznadmka k S2 — S1 — SO — Fibonacci.

@ Rovnici Ax = b pak zapisujeme ve tvaru

Vn € Nt agXpik + Qk—1Xntk—1+ *+ + Q1 Xnp1 + QoXn = by
Priklad
Viyresime linedrni rekurentni rovnici
VneN: xpp1—2x,=1—n,

v prostoru R,
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Linearni diferencialni rovnice

Predpokladejme, ze P = Q = F je vektorovy prostor vech hladkych redlnych
funkci redlné proménné.

o Identicky operétor ozna&ime jako E = DP°.
@ Zavedeme operator derivovani D, Vf € F : Df .= f'.

e Operator D € L(F) Ize mocnit a plati, ze D* pritadi kazdé funkci jeji ktou
derivaci.

o Linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty pak nazveme
libovolnou rovnici Ax = b, kde b € F je pevné zvolena funkce a operator
A € L(F) je linearni kombinaci operatorti D*, k € Ny.

Priklad
Vyresime linedrni diferencialni rovnici

Vx eR: f(x)—f'(x) =42.
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