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Motivace

Řešitelnost soustavy Ax = b s matićı A ∈ T n,n:

A =
(

a b
c d

)
∼
(

a b
0 ad − cb

)
,

A =

a b c
d e f
g h j

 ∼
a b c

0 ae − bd af − cd
0 ah − bg aj − cg



∼

a b c
0 ae − bd af − cd
0 0 (aej +hcd +bgf −ecg−bdj−ahf ) =: (∗)

 .

Č́ısla ad − cb, resp. (∗) determinuj́ı soustavu s matićı A.

”Objem“ mnohostěnu v Rn.
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O co jde?

Budeme se zabývat pouze čtvercovými maticemi z T n,n.

Za těleso T budeme brát pouze tělesa Q,R,C.

Determinant matice A = (aij) je č́ıslo z T definované násl. vztahem:

detA =
∑
π∈Sn

sgnπa1,π(1)a2,π(2) . . . an,π(n).

V definici použité symboly Sn a sgnπ se týkaj́ı pojmu permutace množiny
n̂ = {1, 2, . . . , n}.

Determinant se použ́ıvá leckde, ale my jej využijeme zejm. p̌ri definici pojmu
vlastńı č́ıslo.
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Definice permutace

Neformálně (tj. špatně) bychom mohli popsat permutaci jako ”proḿıcháńı“
nějaké konečné množiny.

My budeme uvažovat pouze permutace množin typu n̂ = {1, 2, . . . , n}, n ∈ N.

Formálně ji budeme ale definovat jako bijekci n̂ do n̂.

Definice
Bud’ n ∈ N. Každé zobrazeńı π : n̂→ n̂, které je bijekćı, nazýváme permutaćı
množiny n̂. Množinu všech permutaćı množiny n̂ znač́ıme Sn.

Všech permutaćı je n! (tj. hodně).
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Zápis permutaćı

Permutace obvykle budeme značit řeckými ṕısmeny, nap̌r. π, τ, σ ∈ Sn.

Jelikož se jedná o zobrazeńı definované na konečné množině, lze jej zadat
výčtem hodnot obraz̊u, nap̌r. permutaci π ∈ S5 můžeme zadat takto:

π(1) = 3, π(2) = 1, π(3) = 5, π(4) = 2, π(5) = 4.

My budeme ale použ́ıvat zkrácený zápis

π = (3, 1, 5, 2, 4),

kde pǒrad́ı č́ısla určuje, jakého č́ısla je obrazem.
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Základńı operace s permutacemi

Jelikož jsou permutace zobrazeńı, můžeme je dle klasických pravidel skládat.

Nap̌r. pro permutace

π = (3, 1, 5, 2, 4) a σ = (1, 5, 4, 3, 2)

plat́ı
π ◦ σ = (3, 4, 2, 5, 1) a σ ◦ π = (4, 1, 2, 5, 3).

Jelikož je permutace bijekce, je jej́ı inverze také bijekce, a tedy permutace.
Pro permutace uvedené výše plat́ı

π−1 = (2, 4, 1, 5, 3) a σ−1 = (1, 5, 4, 3, 2).
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Inverze a znaménko permutace

V definici determinantu se vyskytovala značka sgnπ pro znaménko permutace:

Definice
Necht’ π ∈ Sn. Každou dvojici (π(i), π(j)) takovou, že

i < j a π(i) > π(j),

i , j ∈ n̂, nazýváme inverźı v permutaci π. Č́ıslo (−1)Iπ , kde Iπ je počet inverźı v
π, nazýváme znaménko (signum) permutace π, znač́ıme sgnπ.

V permutaci π = (3, 1, 5, 2, 4) existuj́ı 4 inverze: za č́ıslem 3 se vyskytuj́ı
menš́ı č́ısla 1 a 2 a za č́ıslem 5 se vyskytuj́ı menš́ı č́ısla 2 a 4. Plat́ı tedy, že
sgnπ = (−1)4 = 1.
inverze v permutaci 6= inverze permutace!
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Identita a transpozice

Jedinou permutaćı, která neobsahuje žádnou inverzi, je identita

(1, 2, . . . , n).

Permutace, které odpov́ıdaj́ı prohozeńı dvou prvk̊u v množině n̂, budeme
nazývat transpozice.

Definice
Necht’ n ∈ N a i , j ∈ n̂, i 6= j . Permutaci τij ∈ Sn, kde

1 τij(j) = i ,
2 τij(i) = j ,
3 τij(k) = k, pro k 6= i , j ,

nazýváme transpozićı č́ısel i a j.

Nap̌r. permutace τ2,5 = (1, 5, 3, 4, 2) je transpozićı č́ısel 2 a 5.
Zřejmě plat́ı τ2,5 ◦ τ2,5 = (1, 2, 3, 4, 5).
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Skládáńı permutaćı a znaménko

Násl. větu si nedokážeme, p̌resto ale plat́ı:

Věta
Necht’ π1, π2 ∈ Sn, potom plat́ı:

sgn(π1 ◦ π2) = sgnπ1 · sgnπ2.

Speciálně: slož́ıme-li nějakou permutaci π s transpozićı τ , změńı se znaménko:

sgn(π ◦ τ) = sgn(τ ◦ π) = −sgnπ.

Důsledek
Znaménka permutace a jej́ı inverze jsou stejná:

sgnπ = sgnπ−1.
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Definice determinantu

Definice
Bud’ A ∈ T n,n se složkami Aij = ai,j . Determinant matice A je č́ıslo definované
vztahem

detA =
∑
π∈Sn

sgnπa1,π(1)a2,π(2) . . . an,π(n).

Znač́ıme také |A| := detA.

Suma v definici obsahuje n! sč́ıtanc̊u.

Pro matice rozměru 2× 2 a 3× 3 lze odvodit tzv. ǩŕıžové pravidlo,
resp. Sarrusovo pravidlo.

Pro obecné matice rozměru 4× 4 (a věťśı) analogie k Sarrusovu pravidlu
neexistuje!
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Prvńı pozorováńı o determinantu

Pro dané π si sč́ıtanec a1,π(1)a2,π(2) . . . an,π(n) můžeme p̌redstavit tak, že v
každém řádku i = 1, 2, . . . , n zvoĺıme prvek, který je v π(i)tém sloupci a
všechny tyto prvky vynásob́ıme.

D́ıky tomu, že permutace je bijekce, plat́ı pro prvky ve sč́ıtanci
a1,π(1)a2,π(2) . . . an,π(n) toto: z každého řádku i každého sloupce je vybrán
vždy právě jeden prvek.

Tvrzeńı
Mějme matici A ∈ T n,n.

1 Je-li některý ze sloupc̊u nebo řádk̊u matice A nulový, pak detA = 0.
2 Je-li matice A horńı trojúhelńıková (tj. Aij = 0 kdykoliv i > j) pak

detA =
n∏

i=1
Aii .
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Vliv řádkových/sloupcových úprav na determinant

Věta
Necht’ A ∈ T n,n.

1 Bud’ B matice, která vznikne z matice A prohozeńım itého a jtého sloupce
(nebo řádku), i 6= j , potom

detB = −detA.

2 Bud’ B matice, která vznikne z matice A vynásobeńım itého řádku č́ıslem
α ∈ T , potom

detB = αdetA.
3 Bud’te B a D matice, které maj́ı shodné prvky s matićı A až na itý řádek, pro

který plat́ı Ai : = Bi : + Di :, potom

detB + detD = detA.
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GEM a determinant: co z toho plyne

Z p̌redchoźı věty plyne několik důležitých vlastnost́ı determinantu:

Důsledek
1 Obsahuje-li matice dva stejné řádky, jej́ı determinant je nulový.
2 Přičteme-li k nějakému řádku jiný řádek, determinant matice se nezměńı.
3 Kroky GEM mohou měnit hodnotu i znaménko determinantu, ale zachovávaj́ı

nenulovost: Plat́ı-li A ∼ B, pak detA 6= 0, právě když detB 6= 0.

Poznámka: GEM lze dělat tak, že se determinant nezměńı v̊ubec (p̌ri prohazováńı
řádk̊u jeden řádek vynásobit −1 a násobeńı řádku nenulovým č́ıslem v̊ubec
nepouž́ıvat).

Z bodu (iii) a z faktu, že detE = 1, plyne následuj́ıćı věta.

Věta
Matice A ∈ T n,n je regulárńı, právě když má nenulový determinant.
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Výpočet determinantu pomoćı GEM

Algoritmus
Matici A ∈ T n,n p̌revedeme řádkovými úpravami GEM na matici B ∈ T n,n v
horńım trojúhelńıkovém tvaru, tj. Bij = 0 pro i > j . Použijeme-li během eliminace
1. nebo 2. krok GEM, je ťreba si poznamenat, jak se změnil determinant. 3. krok
GEM determinant neměńı. Pro determinant matice B v horńım trojúhelńıkovém
tvaru plat́ı

detB =
n∏

i=1
Bii .

Poznámka
Výpočetńı složitost tohoto algoritmu je O(n3). To je výrazná úspora oproti
výpočtu determinantu z definice, kdy je složitost O(n!).
Nap̌r. pro n = 50 je to

1, 25 · 105 operaćı naḿısto 3, 04 · 1064 operaćı.
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Výpočet determinantu pomoćı GEM

Spoč́ıtejte determinant násl. matice:

A =


1 2 3 3
2 4 1 4
4 2 1 2
3 1 2 1

 .

Násl. věta ř́ıká, že můžeme operace GEM aplikovat i ”sloupcově“ a vše bude
fungovat stejně:

Věta
Pro matici A ∈ T n,n plat́ı

detA = detAT .
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Determinant součinu a inverze

Věta
Pro matice A a B z T n,n plat́ı

det(AB) = detA · detB.

Důkaz se oṕırá o následuj́ıćı lemma:

Lemma
Pro každou matici D ∈ T n,n a libovolnou matici P reprezentuj́ıćı elementárńı krok
GEM plat́ı

det(PD) = detP · detD .

Důsledek
Pro regulárńı matici A plat́ı detA−1 = 1

detA .
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Věta o rozvoji determinantu

Definice
Necht’ A ∈ T n,n, n ≥ 2, A = (aij), k, ` ∈ n̂. Necht’ A(k, `) ∈ T n−1,n−1 je matice,
která vznikne z A vynecháńım ktého řádku a `tého sloupce.
Č́ıslo

(−1)k+`detA(k, `)

nazýváme algebraický doplněk prvku ak`.

Věta (O rozvoji determinantu podle ktého sloupce)
Necht’ A ∈ T n,n, n ≥ 2 a necht’ A = (aij), k ∈ n̂. Potom plat́ı:

detA =
n∑

i=1
(−1)i+kaikdetA(i , k).

Důkaz nebudeme vyžadovat.
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Věta o rozvoji determinantu: poznámky

Jelikož detA = detAT , plat́ı i obdobná věta o rozvoji podle ktého řádku.

Výpočet se použit́ım věty o rozvoji nemuśı ve srovnáńı s výpočtem z definice
v̊ubec zjednodušit: složitost z̊ustává O(n!).

Věta o rozvoji výpočet zjednodušuje zejm. v p̌ŕıpadech, kdy je v jednom
řádku či sloupci hodně nul.

Spoč́ıtejte determinant násl. matic:

A =


1 2 3 3
2 4 1 4
4 2 1 2
3 1 2 1

 B =


1 α 2 −1
α 3 2 2
2 −2 3 1
1 1 0 3


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