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Motivace

o Retitelnost soustavy Ax = b s matici A € T™":

a b a b
AZ(C d>N<O ad—cb)7

a b ¢ a b c
A=|d e f|~|0 ae—bd af —cd
g h j 0 ah—bg aj—cg
a b c
~ |0 ae— bd af —cd
0 0 (aej+ hed+ bgf —ecg — bdj—ahf) =: (x)

o Cisla ad — cb, resp. (*) determinuji soustavu s matici A.
o ,Objem" mnohosténu v R".
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O co jde?

Budeme se zabyvat pouze €¢tvercovymi maticemi z T"".

Za téleso T budeme brat pouze télesa Q, R, C.
@ Determinant matice A = (a;;) je &islo z T definované nasl. vztahem:

detA = Z SENT A1 7(1)32,7(2) - - - n,m(n)-
ﬂ'esn

@ V definici pouzité symboly S, a sgn se tykaji pojmu permutace mnoziny
n=1{1,2,...,n}.

@ Determinant se pouziva leckde, ale my jej vyuzijeme zejm. pfi definici pojmu
vlastni &islo.
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Definice permutace

ot

o Neformalné (tj. Spatné) bychom mohli popsat permutaci jako ,promichani
néjaké kone¢né mnoziny.

e My budeme uvazovat pouze permutace mnozin typu = {1,2,...,n},n € N.
@ Formalné ji budeme ale definovat jako bijekci 7/ do 7.

Definice

Bud' n € N. KaZdé zobrazeni 7 : i — N, které je bijekci, nazyvdme permutaci
mnoziny . MnoZinu vsech permutaci mnoZiny i znacime S,,.

@ Vech permutaci je n! (tj. hodné).
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Zapis permutaci

@ Permutace obvykle budeme znacit Yeckymi pismeny, napt. w, 7,0 € S,,.

o Jelikoz se jedna o zobrazeni definované na kone¢né mnoziné, lze jej zadat
vy¢tem hodnot obrazii, nap¥. permutaci m € S5 miizeme zadat takto:

@ My budeme ale pouzivat zkraceny zapis
7 =(3,1,5,2,4),

kde poradi Cisla urcuje, jakého Cisla je obrazem.
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Zakladni operace s permutacemi

o Jelikoz jsou permutace zobrazeni, mizeme je dle klasickych pravidel skladat.

@ Napf. pro permutace
m=(3,1,5,2,4) a o0=(1,5,4,3,2)
plati
moo=(3,4,2,5,1) a ocomw=(41,2,53).
o Jelikoz je permutace bijekce, je jeji inverze také bijekce, a tedy permutace.

Pro permutace uvedené vyse plati

77_1 = (2,471,5,3) a 0'_1 = (1;57473a2)'
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Inverze a znaménko permutace

V definici determinantu se vyskytovala znacka sgnm pro znaménko permutace:

Definice
Necht 7 € S,. KaZdou dvojici (w(i), 7(j)) takovou, Ze

i<j a w(i)>mr(),

i,j € h, nazyvdme inverzi v permutaci 7. Cislo (—1)"~, kde I, je pocet inverzi v
7, nazyvdme znaménko (signum) permutace 7, znaéime sgnr.

e V permutaci m = (3,1,5,2,4) existuji 4 inverze: za ¢&islem 3 se vyskytuji

mensi Cisla 1 a 2 a za Cislem 5 se vyskytuji mensi Cisla 2 a 4. Plati tedy, ze
sgnm = (—1)* = 1.

@ inverze v permutaci # inverze permutace!
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Identita a transpozice

@ Jedinou permutaci, kterd neobsahuje zadnou inverzi, je identita
(1,2,...,n).

@ Permutace, které odpovidaji prohozeni dvou prvkli v mnoziné 7, budeme
nazyvat transpozice.

Definice

Necht n € N ai,j € h, i # j. Permutaci 7 € S,, kde
0 7(j) =1,
Q 7(i) =,
@ 7i(k) =k, prok #1i,j,

nazyvame transpozici Cisel i a j.

o Napf. permutace 755 = (1,5, 3,4, 2) je transpozici &isel 2 a 5.
e Z¥ejmé plati 75015 = (1,2,3,4,5).
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Skladani permutaci a znaménko

Nasl. vétu si nedokdzeme, presto ale plati:
Véta
Necht 7y, m € S,, potom plati:

sgn(my 0 ) = sgnmy - SENMy.
Specidlné: sloZime-li néjakou permutaci s transpozici T, zméni se znaménko:

sgn(m o 7) = sgn(7 o ) = —sgn.

Dusledek

Znaménka permutace a jeji inverze jsou stejna:

sgnmw = sgnw‘1 .
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Definice determinantu

Definice

Bud A € T™" se slozkami Aj; = a; ;. Determinant matice A je &islo definované
vztahem

detA = Z SENTa1 7(1)32,7(2) - - - An,(n)-
TES,
@ Znatlime také |A| := detA.

@ Suma v definici obsahuje n! s¢itancd.

@ Pro matice rozméru 2 x 2 a 3 x 3 Ize odvodit tzv. kfiZové pravidlo,
resp. Sarrusovo pravidlo.

@ Pro obecné matice rozméru 4 x 4 (a vétsi) analogie k Sarrusovu pravidlu
neexistuje!
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Prvni pozorovani o determinantu

@ Pro dané 7 si sCitanec aj r(1)@2,x(2) - - - @n,x(n) MZeme predstavit tak, Ze v
kazdém fadku i = 1,2, ..., n zvolime prvek, ktery je v 7(i)tém sloupci a
vSechny tyto prvky vynasobime.

o Diky tomu, ze permutace je bijekce, plati pro prvky ve scitanci
a1,7(1)32,7(2) - - - @n,x(n) tOto: z kazdého Fadku i kazdého sloupce je vybran
vzdy pravé jeden prvek.

Tvrzeni

Meéjme matici A € T™".
@ Je-li néktery ze sloupcii nebo radki matice A nulovy, pak detA = 0.
@ Je-li matice A horni trojihelnikova (tj. A = 0 kdykoliv i > j) pak

detA = ﬁ A,‘,‘.

i=1

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 13/21



Vliv fadkovych /sloupcovych tprav na determinant

Véta
Necht A € T™",

@ Bud B matice, kterd vznikne z matice A prohozenim itého a jtého sloupce
(nebo Fadku), i # j, potom

detB = —detA.

@ Bud B matice, kterd vznikne z matice A vyndsobenim itého Fidku &islem

a € T, potom
detB = adetA.

© Budte B a D matice, které maji shodné prvky s matici A aZ na ity Fadek, pro
ktery plati A;. = B;. + D;., potom

detB + detD = detA.
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GEM a determinant: co z toho plyne

Z predchozi véty plyne nékolik dilezitych vlastnosti determinantu:

Disledek
@ Obsahuje-li matice dva stejné Fadky, jeji determinant je nulovy.
Q@ Pricteme-li k néjakému Fadku jiny Fadek, determinant matice se nezméni.

@ Kroky GEM mohou ménit hodnotu i znaménko determinantu, ale zachovavaji
nenulovost: Plati-li A ~ B, pak detA # 0, pravé kdyz detB # 0.

Poznamka: GEM lze délat tak, Ze se determinant nezméni vilbec (pfi prohazovani
radkil jeden Fadek vynasobit —1 a nasobeni Fadku nenulovym Cislem viibec
nepouzivat).

Z bodu (iii) a z faktu, Ze detE = 1, plyne néasledujici véta.

Véta

Matice A € T™" je regularni, pravé kdyZ ma nenulovy determinant.
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Vypocet determinantu pomoci GEM

Algoritmus

Matici A € T™" prevedeme fadkovymi dpravami GEM na maticiB € T™" v
hornim trojiihelnikovém tvaru, tj. B = 0 pro i > j. PouZijeme-li béhem eliminace
1. nebo 2. krok GEM, je treba si poznamenat, jak se zménil determinant. 3. krok
GEM determinant neméni. Pro determinant matice B v hornim trojihelnikovém
tvaru plati

detB = 12[ B,’,’.
i=1

Poznamka

Vypocetni sloZitost tohoto algoritmu je O(n3). To je vyrazna tispora oproti
vypoctu determinantu z definice, kdy je sloZitost O(n!).

Napr. pro n =50 je to

1,25-10% operaci  namisto 3,04 - 10%* operaci.
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Vypocet determinantu pomoci GEM

Spoditejte determinant nasl. matice:

w s~ N =
=N RN
N = = W
=N AW

Nasl. véta Fika, ze mizeme operace GEM aplikovat i ,sloupcové” a vse bude
fungovat stejné:

Véta
Pro matici A € T™" plati
detA = detAT.
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Determinant soucinu a inverze

Véta
Pro matice A aB z T™" plati

det(AB) = detA - detB.

Dikaz se opird o nasledujici lemma:

Lemma

Pro kazdou matici D € T™" a libovolnou matici P reprezentujici elementarni krok
GEM plati

det(PD) = detP - detD.

Disledek

. .. , -1 _ 1
Pro reguldrni matici A plati detA™" = =+
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Véta o rozvoji determinantu

Definice

Necht A € T™", n>2, A = (ay;), k.l € h. Necht A(k,t) € T"~1"=1 je matice,
ktera vznikne z A vynechanim ktého fadku a {tého sloupce.
Cislo

(—1)**detA(k, 0)

nazyvame algebraicky dopinék prvku ayy.

Véta (O rozvoji determinantu podle ktého sloupce)

Necht A € T™", n > 2 a necht A = (a;), k € h. Potom plati:
deth =Y (1) aydetA(i, k).
i—1

Dikaz nebudeme vyzadovat.
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Véta o rozvoji determinantu: poznamky

o Jelikoz detA = detA T, plati i obdobn4 véta o rozvoji podle ktého ¥adku.

@ Vypocet se pouzitim véty o rozvoji nemusi ve srovnani s vypoctem z definice
viibec zjednodusit: sloZitost zastava O(n!).

@ VEéta o rozvoji vypoclet zjednodusSuje zejm. v pripadech, kdy je v jednom
fadku ¢i sloupci hodné nul.

Spoditejte determinant nasl. matic:

1 2 3 3 1 a 2 -1
2 41 4 a 3 2 2
A= 4 2 1 2 B= 2 -2 3 1
31 21 1 1 0 3
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