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O co nam jde?

@ Budeme zkoumat linearni operatory A € £(V) a jejich matice *A. V bude
VP nad télesem komplexnich cisel!

o Ukazeme si, ze pro kazdy operator existuji vektory, pro které je aplikovani
operatoru A rovno jednoduchému nasobeni néjakym Cislem z télesa C, tj.

existuji vektory x a pro né a € C tak, ze

Ax = ax.

@ Spec. pro ¢tvercové matice A € C™": budeme hledat x a ¢islo a € C tak, ze

Ax = ox.

@ Témto vektorlim a Cisldm budeme Fikat vlastni vektory a vlastni Cisla
operatoru (resp. matice).
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Baze z vlastnich vektort

@ Pro nékteré lineadrni operatory bude mozné sestavit z vlastnich vektori bazi,
oznalme takovy operator A € L(V,) a tuto bazi X = (xq,...,X,).

@ Oznalme dale vlastni &isla pFislusna témto vektordm Aq,..., A, tj. pro
vSechna i € f plati:
AX,' = )\,'X,'.

@ Zkusme si sestavit matici VA: jeji ity sloupec je (jak stra$n& dobie vime),

roven
(Axi)x = (Aixi))x = Mi(xi)x = ey,

kde e; je ity vektor standardni baze C™!.
@ Matice ¥A je tedy diagonalni matice a na diagonale ma vlastni &isla. V této

bazi je tedy extrémné jednoduché aplikovat zobrazeni A, nebot nasobeni
diagonalni matici odpovidd pouhému vynasobeni n Cisel z télesa.

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 4/29



Geometricka interpretace vlastnich Cisel (1 ze 2)

Operator zrcadleni podle p¥imky: Necht ¢ € R a p je pfimka prochézejici
potatkem, ktera svird s osou x Ghel ¢. Kazdému vektoru v R? priradime vektor

osové soumérny podle pfimky p.
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Jiz d¥ive jsme odvodili, ze pro tento linedrni operator je matice ve standardni bazi

£p_ <C05(2<P) sin(2¢) ) _ A,

rovna

sin(2p)  —cos(2y)
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Geometricka interpretace vlastnich Cisel (2 ze 2)

@ Co jsou vlastni Cisla a vektory operatoru zrcadleni?
@ Jisté pro vektory x lezici na pfimce p plati

Ax = x,

jedna se tedy o vlastni vektory s vlastnim cislem A\; = 1.

@ Bud p’ p¥imka, ktera je kolma na pfimku p a také prochazi potatkem, pak
pro x € p’ plati
Ax = —x,

jedna se tedy o vlastni vektory s vlastnim cislem Ay = —1.

@ Jak snadno ovéfime, vlastni vektory ptislusné danému vlastnimu &islu tvori
podprostor (do toho!).

@ V naSem pfipadé jsou tyto podprostory dva: p¥imky p a p’.
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Hledani vlastnich ¢isel matice

Pro danou matici A € C™" hleddme nenulové vektory x a Cisla A € C
spliujici rovnici
Ax = Ax.

@ To je ekvivalentni hledani A takové, Ze homogenni soustava rovnic
(A= XE)x =46

ma nenulové feseni.

@ To nastiva ale tehdy a jen tehdy (vzpomefime Frobeniovu vétu), kdyZ je
matice A — AE singularni (neregulrni).

@ A to je zase ekvivalentni tomu, Ze determinant matice A — AE je roven nule:
abychom tedy nasli vlastni cislo, feSime rovnici

det(A — AE) = 0.

Pro zadané vlastni ¢islo A uz najdeme vlastni vektory snadno jako feSeni
homogenni soustavy uvedené vyse.
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Ptiklad 1/2

@ Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

5 -2 2
A=[-1 4 -1
-4 4 -1

@ Spocitame:
det(A — A\E) = —(A — 2)(\ — 3)2

e Koteny tohoto polynomu (budeme mu Fikat charakteristicky polynom) jsou
)\1 =2a )\2 =3.

@ Dostavame tedy dvé vlastni Cisla 2 a 3.
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Priklad 2/2

@ Vlastni vektory A k vlastnimu &islu A\; = 2 jsou vSechna nenulové feseni
soustavy (A — 2E)x = 0. Po vypottu dostaneme mnozinu feSeni jako
((—2,1,4)). P¥islusny vlastni vektor je libovolny nenulovy prvek x; této
mnoziny (podprostoru).

@ Podobné pro nalezeni vlastnich vektord A k vlastnimu &islu A, = 3 Fe$ime
homogenni soustavu s matici A — 3E a vyjde nam ((1,1,0),(-1,0,1)).
Vlastni vektor je opét libovolny 6 # x, € ((1,1,0),(-1,0,1)).

@ Snadno ovéfime, ze pro vlastni vektory skute¢né plati:

AXl = 2X1 a AX2 = 3X2.
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Definice

Definice

Rekneme, Ze \ € C je vlastni &islo operatoru A € L(V) pravé kdy? existuje

x € V, x # 0, takovy, Ze Ax = Ax. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem
operatoru A prislusejicim vlastnimu Cislu X. MnoZinu vsech vlastnich &isel A
nazyvame spektrem A a znacime o(A).

Vime, Ze na matici A € C™" se miZeme divat také jako na linearni zobrazeni
A:C"—->C":x— A-x.
V tomto specélnim p¥ipadé dostaneme pro A € C™":

Definice

Rekneme, %e A € C Jje vlastni Cislo matice A € C™" pravé kdyz existuje x € C",
x # 0, takovy, Ze A - x = Xx. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem
matice A prislusejicim vlastnimu &islu X. MnoZinu vsech vlastnich &isel A
nazyvame spektrem A a znac¢ime o(A).
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Charakteristicky polynom

UkaZeme si, Ze hledat vlastni &isla operatoru A € L(V,) je stejna lloha, jako
hledat vlastni &isla matice YA € C™". Dokonce je jedno, jakou bazi X zvolime!

Lemma
Necht A € L(V,) a X je bize V,. Oznaéme

pa(A) == det™(A — \E).

Potom pa je polynom stupné n a nezavisi na volbé baze X .

Definice

Polynom pa z pfedchoziho pozorovani nazyvame charakteristickym polynomem
operdtoru A. Polynom psy = det(A — AE) nazyvdme charakteristickym
polynomem matice A.
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Néco malo o polynomech

Polynom komplexni proménné x stupné n € Ny je funkce

n
p(X) = ZO{,‘XI,
i=0

kde a; € C jsou koeficienty a a; # 0. O polynomech toho mnoho vime:
o (zakladni véta algebry): Kazdy polynom stupné alesporii jedna mé alespon
jeden koren.

@ Z toho vyplyne, Zze kazdy operator ma alespon jedno vlastni ¢islo.

@ Jsou-li A1, ..., Ax v8echny riizné kofeny p(x), pak existuji jednoznaéné uréena
&isla (ndsobnosti kotend) 4y, ..., ¢ € N tak, ze
k

p(x) = an [Ox = A)"

i=1
ali+--+4Lx=n.
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Charakteristicky polynom a spektrum
Vime z dfivéjska

Véta

Zobrazeni A € L(Pp,, Q,) je izomorfismus, pravé kdyZ je matice ¥ AY reguldrni. V
takovém pripadé nutné plati m = n.

Véta
Necht A € L(V,). Potom o(A) # 0 a plati

o(A) = pa ({0}) = {A € C| pa(}) = 0}.

Disledek

Spektrum operdtoru A € L(V,) je rovno spektru matice zobrazeni A v libovolné
bazi X prostoru V,,, tj. a(A) = o(*A).

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 14 /29



Dvé rlizné nasobnosti vlastnich Cisel 1/2

Definice

Necht A € L(V,), Ao € o(A). Nisobnost &isla \g jako koFene charakteristického
polynomu pa operdtoru A nazyvame algebraickou nasobnosti vlastniho cisla Ao
a znacime ji v4(Ao).

Podprostor ker(A — A\oE) nazyvame vlastnim podprostorem operatoru A
prislusejicim vlastnimu cislu \q.

Cislo d(A — M\E) nazyvime geometrickou nasobnosti viastniho &isla Ao a
znacime ji vg(Ao).

Poznamka

o Cislo vg(Ao) je tedy maximalni délka LN souboru vlastnich vektorii k
vlastnimu Cislu \g.

@ Pro matici A € C™" plati vg(Ao) = dim Sy, kde Sy je FeSeni homogenni
soustavy (A — \E)x = 6.
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Dvé rlizné nasobnosti vlastnich Cisel 2/2

Véta
Necht A € L(V,), Ao € o(A). Potom

I/g(>\0) S Va(/\O)-
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Jesté jeden priklad

@ Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

2 4 -3
B=|-1 10 —6
-1 8 -4

@ Postupujeme stejné jako dfive prikladé a dostavame
pe(A) = det(B — AE) = —(\ — 2)(\ — 3)%.
@ Proto o(B) = {2,3}, ale vlastni podprostory nam nyni vyjdou:
A =2: ((0,3,4)),

=3 ((1,1,1)).

o Tedy matice A z kapitoly Gvod a B maji stejnd spektra a charakteristické
polynomy, ale rlizné vlastni podprostory a tedy riizné geometrické nasobnosti
vlastniho &isla 3.
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Hledani vlastnich ¢isel operatoru 1/2

Algoritmus (Vypocet vlastnich Cisel operatoru A na prostoru V,, a
algebraickych nasobnosti)
@ Zvolme bazi X prostoru V,,.

Spoctéme charakteristicky polynom operatoru A, pa(\) = det™ (A — \E),
pomoci znamych metod pro vypocet determinantu.

Q

@ Naleznéme vsechny koreny polynomu pa. Tyto kofeny jsou vlastni Cisla
operatoru A.

Q

Algebraicka ndsobnost vlastniho &isla A, tj. va(\), je ndsobnost A\ jako kofene
charakteristického polynomu pp.
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Hledani vlastnich Cisel operatoru 2/2

Algoritmus (Vypocet vlastnich vektor(i operatoru a geometrickych
nasobnosti)
Meéjme linedrni operator A na prostoru V,, a jeho vlastni islo A € C.

@ Vlastni vektory prislusné vlastnimu Cislu A jsou vsechna nenulova feseni
rovnice (A — AE)x = 6.

@ Geometrickd nasobnost vlastniho Cisla \, tj. Vg()\), je dimenze vlastniho
podprostoru ker(A — \E).
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Hledani vlastnich cisel matice 1/2

Algoritmus (Vypocet vlastnich Cisel matice A € C™" a jejich

algebraickych nasobnosti)

@ Spocltéme charakteristicky polynom matice A, pa(\) = det(A — AE), pomoci
znamych metod pro vypocet determinantu.

@ Naleznéme vsechny korfeny polynomu py. Tyto kofeny jsou vlastni Cisla
operatoru A.

@ Algebraicka ndsobnost viastniho &isla A, tj. v,(\), je ndsobnost A\ jako kofene
charakteristického polynomu py .
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Hledani vlastnich cisel matice 2/2

Algoritmus (VypocCet vlastnich vektori matice A a jejich

geometrickych nasobnosti)

Meéjme matici A € C™" a jeji vlastni Cislo \ € C.

@ Vlastni vektory prislusné vlastnimu Cislu A jsou vsechna nenulova feseni
homogenni rovnice (A — AE) - xT = 0.

@ Geometrickd ndsobnost vlastniho Cisla A, tj. vg()), je dimenze podprostoru
vSech FeSeni homogenni rovnice (A — \E) - xT = 0.
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Podobné matice

Idea: Chtéli bychom fFict, ze dvé matice A, B € C™" jsou podobné, jsou-li to
matice téhoZ operatoru A na néjakém VP v rliznych bazich.

Definice

Matice A,B € C™" nazveme podobné, pravé kdyz existuje P € C™" regularni tak,
Ze plati
A =P 'BP.

Poznamka: V literatufe je obvyklé znaceni A ~ B, protoze symbol ~ obecné
oznaluje ekvivalenci. (Doméci dkol: Ovéfte, Ze vztah ,byti podobnym* je relace
ekvivalence na prostoru C™".)
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Podobné matice

Podobné matice maji i ,podobné" vlastnosti. Naptiklad maji stejné spektrum.
Naopak tedy plati, Ze pokud matice A a B nemaji stejné spektrum, tak nejsou
podobné.

Véta
Necht A, B € C™". Potom matice A a B jsou podobné pravé tehdy, kdy? existuje
operator A € L(V,) a dvé bize X, Y takové, Ze

A=A a YA=B.

Disledek

Méjme dvé podobné matice A, B € C™". Potom charakteristické polynomy obou
matic jsou shodné, tj. py = pp a tedy i spektra obou matic jsou stejnd, tj.
o(A) = o(B).

K zamysleni: Co plati pro determinanty podobnych matic?
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Soubor vlastnich vektorl k rliznym vlastnim cislim je LN

o Dfive jsme si fekli, Ze pro nékteré operatory z £(V,,) budeme schopni z
vlastnich vektor(i sestavit bazi, ve které bude matice daného operatoru
diagonalni.

o Nasledujici véta nam ¥ika, ze to budeme umét, pokud bude mit dany operator
n riiznych vlastnich Cisel.

@ Pozdéji si ukdzeme, Ze toto ale neni nutna podminka a ze ,diagonalizujici*
bazi budou mit i jiné operatory nemajici tuto vlastnost.
Véta

Necht A € L(V), A1,..., \x jsou navzdjem riizng vlastni &isla A a necht pro
kazdé i € k oznaluje x; libovolny viastni vektor A pfFislusejici vlastnimu &islu A;.
Potom soubor (xi, ..., xk) je LN.
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Diagonalizace operatoru

Definice

Operétor A € L(V,) nazveme diagonalizovatelny, jestliZe existuje bize X
prostoru V,, takovd, Ze matice X A je diagonalni. Matici A € C™" nazveme
diagonalizovatelnou, jestliZe je podobna diagonalni matici.

Véta (o diagonalizovatelnosti)

Operétor A € L(V,) je diagonalizovatelny, pravé kdyz

(VAo € a(A))(¥a(Ao) = V(Do) )-

Disledek
Necht A € L(V,) a (YXo € 0(A))(va(Xo) = 1), potom je A diagonalizovatelny.
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Poznamky

Poznamka

Geometricky znamend rovnost YA = diag(\y, ..., \,), Ze A piisobi jako operator
zmény méritka ve smérech, které udavaji vlastni vektory
X = {x1,...,xn}.(Skdlovaci koeficient ve sméru x; by byl vlastni &islo A;.)

Poznamka

Matice A chapana jako operdtor A na C", A = A, je podle predchozi definice
diagonalizovatelna pravé kdyz je podobna diagonalni matici. Matice P z relace
podobnosti je rovna YE¢», kde X je baze diagonalizujici A.

Jak jsme vidéli v ditkazu Véty o diagonalizovatelnosti matice P ma ve sloupcich
soufadnice vlastnich vektorii a diagonaini matice D = *A m4 na diagonale vlastni
éisla A (v pFislusném pofadi). Potom skuteéné plati

AP =PD, nebo-li D =P AP
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Priklad — diagonalizovatelnost matic A a B

Ptiklad: Uvazujme matice A, B z priklad( uvedenych vyse.

@ V pfipadé matice A nam vyslo v,(2) = 15(2) =1 a v4(3) = v4(3) = 2. Proto
je A diagonalizovatelna.

@ V p¥ipadé matice B nam vyslo 1,(2) = 14(2) =1, ale 1,(3) =2 # 1 = 1,(3).
Proto B diagonalizovatelna neni.

@ Z toho plyne, ze A, B nejsou podobné matice (~ je tranzitivni), ackoliv mély
stejny charakteristicky polynom a spektrum.
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Priklad — pokracovani

o Jak vypadéa diagonélni matice ID a reguldrni matice P z relace podobnosti pro
diagonalizovatelnou matici A? Do sloupci matice P stadi napsat vlastni
vektory A a na diagonalu matice D vlastni ¢isla. V nasem pripadé

-2 1 -1 2 00
P=(1 1 0], D=0 3 0
4 0 1 0 0 3
Potom plati
A=PDP L

(Ovérte!)

@ Kdybychom chtéli udélat podobnou konstrukci matice IP pro matici B,

zjistime, Ze “nemame dost vlastnich vektori™ Tj. vlastni vektory netvori bazi
(O
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