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O co nám jde?

Budeme zkoumat lineárńı operátory A ∈ L(V ) a jejich matice XA. V bude
VP nad tělesem komplexńıch č́ısel!

Ukážeme si, že pro každý operátor existuj́ı vektory, pro které je aplikováńı
operátoru A rovno jednoduchému násobeńı nějakým č́ıslem z tělesa C, tj.
existuj́ı vektory x a pro ně α ∈ C tak, že

Ax = αx .

Spec. pro čtvercové matice A ∈ Cn,n: budeme hledat x a č́ıslo α ∈ C tak, že

Ax = αx.

Těmto vektor̊um a č́ısl̊um budeme ř́ıkat vlastńı vektory a vlastńı č́ısla
operátoru (resp. matice).
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Báze z vlastńıch vektor̊u

Pro některé lineárńı operátory bude možné sestavit z vlastńıch vektor̊u bázi,
označme takový operátor A ∈ L(Vn) a tuto bázi X = (x1, . . . , xn).

Označme dále vlastńı č́ısla p̌ŕıslušná těmto vektor̊um λ1, . . . , λn, tj. pro
všechna i ∈ n̂ plat́ı:

Axi = λi xi .

Zkusme si sestavit matici XA: jej́ı itý sloupec je (jak strašně dob̌re v́ıme),
roven

(Axi )X = (λi xi )X = λi (xi )X = λei ,

kde ei je itý vektor standardńı báze Cn,1.

Matice XA je tedy diagonálńı matice a na diagonále má vlastńı č́ısla. V této
bázi je tedy extrémně jednoduché aplikovat zobrazeńı A, nebot’ násobeńı
diagonálńı matićı odpov́ıdá pouhému vynásobeńı n č́ısel z tělesa.
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Geometrická interpretace vlastńıch č́ısel (1 ze 2)

Operátor zrcadleńı podle p̌ŕımky: Necht’ ϕ ∈ R a p je p̌ŕımka procházej́ıćı
počátkem, která sv́ırá s osou x úhel ϕ. Každému vektoru v R2 p̌rǐrad́ıme vektor
osově souměrný podle p̌ŕımky p.

p

θ
e1

Ae1

e2

Ae2

ϕ

p

θ

x

Ax
ϕ

Již ďŕıve jsme odvodili, že pro tento lineárńı operátor je matice ve standardńı bázi
rovna

EA =
(

cos(2ϕ) sin(2ϕ)
sin(2ϕ) − cos(2ϕ)

)
= E(A−1) .
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Geometrická interpretace vlastńıch č́ısel (2 ze 2)

Co jsou vlastńı č́ısla a vektory operátoru zrcadleńı?

Jistě pro vektory x lež́ıćı na p̌ŕımce p plat́ı

Ax = x ,

jedná se tedy o vlastńı vektory s vlastńım č́ıslem λ1 = 1.

Bud’ p′ p̌ŕımka, která je kolmá na p̌ŕımku p a také procháźı počátkem, pak
pro x ∈ p′ plat́ı

Ax = −x ,

jedná se tedy o vlastńı vektory s vlastńım č́ıslem λ2 = −1.
Jak snadno ově̌ŕıme, vlastńı vektory p̌ŕıslušné danému vlastńımu č́ıslu tvǒŕı
podprostor (do toho!).

V našem p̌ŕıpadě jsou tyto podprostory dva: p̌ŕımky p a p′.
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Hledáńı vlastńıch č́ısel matice

Pro danou matici A ∈ Cn,n hledáme nenulové vektory x a č́ısla λ ∈ C
splňuj́ıćı rovnici

Ax = λx.

To je ekvivalentńı hledáńı λ takové, že homogenńı soustava rovnic

(A− λE)x = θ

má nenulové řešeńı.
To nastává ale tehdy a jen tehdy (vzpomeňme Frobeniovu větu), když je
matice A− λE singulárńı (neregulárńı).
A to je zase ekvivalentńı tomu, že determinant matice A− λE je roven nule:
abychom tedy našli vlastńı č́ıslo, řeš́ıme rovnici

det(A− λE) = 0.

Pro zadané vlastńı č́ıslo λ už najdeme vlastńı vektory snadno jako řešeńı
homogenńı soustavy uvedené výše.
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Př́ıklad 1/2

Najdeme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =

 5 −2 2
−1 4 −1
−4 4 −1

 .

Spoč́ıtáme:
det(A− λE) = −(λ− 2)(λ− 3)2.

Kǒreny tohoto polynomu (budeme mu ř́ıkat charakteristický polynom) jsou
λ1 = 2 a λ2 = 3.
Dostáváme tedy dvě vlastńı č́ısla 2 a 3.
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Př́ıklad 2/2

Vlastńı vektory A k vlastńımu č́ıslu λ1 = 2 jsou všechna nenulová řešeńı
soustavy (A− 2E)x = θ. Po výpočtu dostaneme množinu řešeńı jako
〈(−2, 1, 4)〉. Př́ıslušný vlastńı vektor je libovolný nenulový prvek x1 této
množiny (podprostoru).

Podobně pro nalezeńı vlastńıch vektor̊u A k vlastńımu č́ıslu λ2 = 3 řeš́ıme
homogenńı soustavu s matićı A− 3E a vyjde nám 〈(1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉.
Vlastńı vektor je opět libovolný θ 6= x2 ∈ 〈(1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉.

Snadno ově̌ŕıme, že pro vlastńı vektory skutečně plat́ı:

Ax1 = 2x1 a Ax2 = 3x2.

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 9 / 29
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Definice

Definice
Řekneme, že λ ∈ C je vlastńı č́ıslo operátoru A ∈ L(V ) právě když existuje
x ∈ V , x 6= θ, takový, že Ax = λx. Vektor x pak nazýváme vlastńım vektorem
operátoru A p̌ŕıslušej́ıćım vlastńımu č́ıslu λ. Množinu všech vlastńıch č́ısel A
nazýváme spektrem A a znač́ıme σ(A).

V́ıme, že na matici A ∈ Cn,n se můžeme d́ıvat také jako na lineárńı zobrazeńı

A : Cn → Cn : x 7→ A · x.

V tomto specálńım p̌ŕıpadě dostaneme pro A ∈ Cn,n:

Definice
Řekneme, že λ ∈ C je vlastńı č́ıslo matice A ∈ Cn,n právě když existuje x ∈ Cn,
x 6= θ, takový, že A · x = λx. Vektor x pak nazýváme vlastńım vektorem
matice A p̌ŕıslušej́ıćım vlastńımu č́ıslu λ. Množinu všech vlastńıch č́ısel A
nazýváme spektrem A a znač́ıme σ(A).
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Charakteristický polynom

Ukážeme si, že hledat vlastńı č́ısla operátoru A ∈ L(Vn) je stejná úloha, jako
hledat vlastńı č́ısla matice XA ∈ Cn,n. Dokonce je jedno, jakou bázi X zvoĺıme!

Lemma
Necht’ A ∈ L(Vn) a X je báze Vn. Označme

pA(λ) := detX(A− λE ).

Potom pA je polynom stupně n a nezáviśı na volbě báze X .

Definice
Polynom pA z p̌redchoźıho pozorováńı nazýváme charakteristickým polynomem
operátoru A. Polynom pA = det(A− λE) nazýváme charakteristickým
polynomem matice A.
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Něco málo o polynomech

Polynom komplexńı proměnné x stupně n ∈ N0 je funkce

p(x) =
n∑

i=0
αi x i ,

kde αi ∈ C jsou koeficienty a αn 6= 0. O polynomech toho mnoho v́ıme:
(základńı věta algebry): Každý polynom stupně alespoň jedna má alespoň
jeden kǒren.

Z toho vyplyne, že každý operátor má alespoň jedno vlastńı č́ıslo.

Jsou-li λ1, . . . , λk všechny r̊uzné kǒreny p(x), pak existuj́ı jednoznačně určená
č́ısla (násobnosti kǒrenů) `1, . . . , `k ∈ N tak, že

p(x) = αn

k∏
i=1

(x − λi )`i

a `1 + · · ·+ `k = n.
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Charakteristický polynom a spektrum

V́ıme z ďŕıvěǰska

Věta
Zobrazeńı A ∈ L(Pm,Qn) je izomorfismus, právě když je matice XAY regulárńı. V
takovém p̌ŕıpadě nutně plat́ı m = n.

Věta
Necht’ A ∈ L(Vn). Potom σ(A) 6= ∅ a plat́ı

σ(A) = p−1
A ({0}) ≡ {λ ∈ C | pA(λ) = 0}.

Důsledek
Spektrum operátoru A ∈ L(Vn) je rovno spektru matice zobrazeńı A v libovolné
bázi X prostoru Vn, tj. σ(A) = σ(XA).
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Dvě r̊uzné násobnosti vlastńıch č́ısel 1/2

Definice
Necht’ A ∈ L(Vn), λ0 ∈ σ(A). Násobnost č́ısla λ0 jako kǒrene charakteristického
polynomu pA operátoru A nazýváme algebraickou násobnost́ı vlastńıho č́ısla λ0
a znač́ıme ji νa(λ0).

Podprostor ker(A− λ0E ) nazýváme vlastńım podprostorem operátoru A
p̌ŕıslušej́ıćım vlastńımu č́ıslu λ0.

Č́ıslo d(A− λ0E ) nazýváme geometrickou násobnost́ı vlastńıho č́ısla λ0 a
znač́ıme ji νg (λ0).

Poznámka
Č́ıslo νg (λ0) je tedy maximálńı délka LN souboru vlastńıch vektor̊u k
vlastńımu č́ıslu λ0.
Pro matici A ∈ Cn,n plat́ı νg (λ0) = dim S0, kde S0 je řešeńı homogenńı
soustavy (A− λ0E)x = θ.
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Dvě r̊uzné násobnosti vlastńıch č́ısel 2/2

Věta
Necht’ A ∈ L(Vn), λ0 ∈ σ(A). Potom

νg (λ0) ≤ νa(λ0).
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Ještě jeden p̌ŕıklad

Najdeme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

B =

 2 4 −3
−1 10 −6
−1 8 −4

 .

Postupujeme stejně jako ďrive p̌ŕıkladě a dostáváme

pB(λ) = det(B− λE) = −(λ− 2)(λ− 3)2.

Proto σ(B) = {2, 3}, ale vlastńı podprostory nám nyńı vyjdou:

λ1 = 2 : 〈(0, 3, 4)〉,

λ2 = 3 : 〈(1, 1, 1)〉.

Tedy matice A z kapitoly úvod a B maj́ı stejná spektra a charakteristické
polynomy, ale r̊uzné vlastńı podprostory a tedy r̊uzné geometrické násobnosti
vlastńıho č́ısla 3.
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Hledáńı vlastńıch č́ısel operátoru 1/2

Algoritmus (Výpočet vlastńıch č́ısel operátoru A na prostoru Vn a
algebraických násobnost́ı)

1. Zvolme bázi X prostoru Vn.
2. Spočtěme charakteristický polynom operátoru A, pA(λ) = detX (A− λE ),

pomoćı známých metod pro výpočet determinantu.
3. Nalezněme všechny kǒreny polynomu pA. Tyto kǒreny jsou vlastńı č́ısla

operátoru A.
4. Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla λ, tj. νa(λ), je násobnost λ jako kǒrene

charakteristického polynomu pA.
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Hledáńı vlastńıch č́ısel operátoru 2/2

Algoritmus (Výpočet vlastńıch vektor̊u operátoru a geometrických
násobnost́ı)
Mějme lineárńı operátor A na prostoru Vn a jeho vlastńı č́ıslo λ ∈ C.

1. Vlastńı vektory p̌ŕıslušné vlastńımu č́ıslu λ jsou všechna nenulová řešeńı
rovnice (A− λE )x = θ.

2. Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ, tj. νg (λ), je dimenze vlastńıho
podprostoru ker(A− λE ).
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Hledáńı vlastńıch č́ısel matice 1/2

Algoritmus (Výpočet vlastńıch č́ısel matice A ∈ Cn,n a jejich
algebraických násobnost́ı)

1. Spočtěme charakteristický polynom matice A, pA(λ) = det(A− λE), pomoćı
známých metod pro výpočet determinantu.

2. Nalezněme všechny kǒreny polynomu pA. Tyto kǒreny jsou vlastńı č́ısla
operátoru A.

3. Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla λ, tj. νa(λ), je násobnost λ jako kǒrene
charakteristického polynomu pA.
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Hledáńı vlastńıch č́ısel matice 2/2

Algoritmus (Výpočet vlastńıch vektor̊u matice A a jejich
geometrických násobnost́ı)
Mějme matici A ∈ Cn,n a jej́ı vlastńı č́ıslo λ ∈ C.

1. Vlastńı vektory p̌ŕıslušné vlastńımu č́ıslu λ jsou všechna nenulová řešeńı
homogenńı rovnice (A− λE) · xT = θ.

2. Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla λ, tj. νg (λ), je dimenze podprostoru
všech řešeńı homogenńı rovnice (A− λE) · xT = θ.
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Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 22 / 29



Podobné matice

Idea: Chtěli bychom ř́ıct, že dvě matice A,B ∈ Cn,n jsou podobné, jsou-li to
matice téhož operátoru A na nějakém VP v r̊uzných báźıch.

Definice
Matice A,B ∈ Cn,n nazveme podobné, právě když existuje P ∈ Cn,n regulárńı tak,
že plat́ı

A = P−1BP.

Poznámka: V literatǔre je obvyklé značeńı A ∼ B, protože symbol ∼ obecně
označuje ekvivalenci. (Domáćı úkol: Ově̌rte, že vztah ”býti podobným“ je relace
ekvivalence na prostoru Cn,n.)

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 23 / 29



Podobné matice

Podobné matice maj́ı i ”podobné“ vlastnosti. Nap̌ŕıklad maj́ı stejné spektrum.
Naopak tedy plat́ı, že pokud matice A a B nemaj́ı stejné spektrum, tak nejsou
podobné.

Věta
Necht’ A,B ∈ Cn,n. Potom matice A a B jsou podobné právě tehdy, když existuje
operátor A ∈ L(Vn) a dvě báze X , Y takové, že

XA = A a YA = B.

Důsledek
Mějme dvě podobné matice A,B ∈ Cn,n. Potom charakteristické polynomy obou
matic jsou shodné, tj. pA = pB a tedy i spektra obou matic jsou stejná, tj.
σ(A) = σ(B).

K zamyšleńı: Co plat́ı pro determinanty podobných matic?
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Soubor vlastńıch vektor̊u k r̊uzným vlastńım č́ısl̊um je LN

Dř́ıve jsme si řekli, že pro některé operátory z L(Vn) budeme schopni z
vlastńıch vektor̊u sestavit bázi, ve které bude matice daného operátoru
diagonálńı.

Následuj́ıćı věta nám ř́ıká, že to budeme umět, pokud bude ḿıt daný operátor
n r̊uzných vlastńıch č́ısel.

Později si ukážeme, že toto ale neńı nutná podḿınka a že ”diagonalizuj́ıćı“
bázi budou ḿıt i jiné operátory nemaj́ıćı tuto vlastnost.

Věta
Necht’ A ∈ L(V ), λ1, . . . , λk jsou navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla A a necht’ pro
každé i ∈ k̂ označuje xi libovolný vlastńı vektor A p̌ŕıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λi .
Potom soubor (x1, . . . , xk) je LN.
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Diagonalizace operátoru

Definice
Operátor A ∈ L(Vn) nazveme diagonalizovatelný, jestliže existuje báze X
prostoru Vn taková, že matice XA je diagonálńı. Matici A ∈ Cn,n nazveme
diagonalizovatelnou, jestliže je podobná diagonálńı matici.

Věta (o diagonalizovatelnosti)
Operátor A ∈ L(Vn) je diagonalizovatelný, právě když

(∀λ0 ∈ σ(A) )( νa(λ0) = νg (λ0) ).

Důsledek
Necht’ A ∈ L(Vn) a (∀λ0 ∈ σ(A) )( νa(λ0) = 1), potom je A diagonalizovatelný.
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Poznámky

Poznámka
Geometricky znamená rovnost XA = diag(λ1, . . . , λn), že A p̊usob́ı jako operátor
změny mě̌ŕıtka ve směrech, které udávaj́ı vlastńı vektory
X = {x1, . . . , xn}.(Škálovaćı koeficient ve směru xi by byl vlastńı č́ıslo λi .)

Poznámka
Matice A chápaná jako operátor A na Cn, A = En A, je podle p̌redchoźı definice
diagonalizovatelná právě když je podobná diagonálńı matici. Matice P z relace
podobnosti je rovna XEEn , kde X je báze diagonalizuj́ıćı A.
Jak jsme viděli v d̊ukazu Věty o diagonalizovatelnosti matice P má ve sloupćıch
soǔradnice vlastńıch vektor̊u a diagonálńı matice D ≡ XA má na diagonále vlastńı
č́ısla A (v p̌ŕıslušném pǒrad́ı). Potom skutečně plat́ı

AP = PD, nebo-li D = P−1AP.
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Př́ıklad – diagonalizovatelnost matic A a B

Př́ıklad: Uvažujme matice A,B z p̌ŕıkladů uvedených výše.
V p̌ŕıpadě matice A nám vyšlo νa(2) = νg (2) = 1 a νa(3) = νg (3) = 2. Proto
je A diagonalizovatelná.

V p̌ŕıpadě matice B nám vyšlo νa(2) = νg (2) = 1, ale νa(3) = 2 6= 1 = νg (3).
Proto B diagonalizovatelná neńı.

Z toho plyne, že A, B nejsou podobné matice (∼ je tranzitivńı), ačkoliv měly
stejný charakteristický polynom a spektrum.
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Př́ıklad – pokračováńı

Jak vypadá diagonálńı matice D a regulárńı matice P z relace podobnosti pro
diagonalizovatelnou matici A? Do sloupc̊u matice P stač́ı napsat vlastńı
vektory A a na diagonálu matice D vlastńı č́ısla. V našem p̌ŕıpadě

P =

−2 1 −1
1 1 0
4 0 1

 , D =

2 0 0
0 3 0
0 0 3

 .

Potom plat́ı
A = PDP−1.

(Ově̌rte!)
Kdybychom chtěli udělat podobnou konstrukci matice P pro matici B,
zjist́ıme, že “nemáme dost vlastńıch vektor̊u”. Tj. vlastńı vektory netvǒŕı bázi
Cn.
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