Linearni algebra : Skalarni soucin
(9. prednagka)

Daniel Dombek, Ludék Kleprlik,
Karel Klouda

daniel.dombek@fit.cvut.cz, ludek.kleprlik@fit.cvut.cz,
karel.klouda@fit.cvut.cz

Katedra aplikované matematiky
Fakulta informaénich technologif

Ceské vysoké uéeni technické v Praze

LS 2021/2022

vytvoreno: 15. tnora 2022, 13:47

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021

1/22


mailto:daniel.dombek@fit.cvut.cz
mailto:ludek.kleprlik@fit.cvut.cz
mailto:karel.klouda@fit.cvut.cz

© Skalarni souin
© Ortogonalita

© Symetrické matice



Zname z R?. ..

@ body/Sipky v roviné
@ standardni skalarni soucin
@ Uhel mezi vektory

@ velikost vektoru
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Skalarni soucin

Definice

Bud' V VP nad T C C. Zobrazeni (.,.): V x V — T nazyvime skalarni soucin,
plati-li pro¥x,y,z € V aVa € T axiomy:

Q (x,ay+2z)=a(x,y)+ (x,2), (linearita v druhém argumentu)
Q (x,y) = (y,x), (hermitovskd symetrie)
Q (x,x)>0A((x,x)=0&x=20). (pozitivni definitnost)

Dvojici (V,(.,.)) nazyvdme prostorem se skalarnim souc¢inem (prehilbertiv
prostor) a zna¢ime H.
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Jednoduché vlastnosti skalarniho soucinu

Poznamka

Je-li T =R v axiomu 2. je vlastnost (x,y) = (y, x) (symetrie), opruhovani je vR
nadbytecné.

Pozorovani

Pro libovolné x,y,z € H a o € T ovérte nasledujici vlastnosti skalarniho soucinu:
o (ax+y,z) =a(x,2) + (v 2),
e (x,0)=(6,x)=0.
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Dalsi priklady skalarnich soucini

@ Na T" definujeme
n
j=1
kde x = (&1,...,&n), ¥ = (M, .. .,7mn). Tento skaldrni soucin nazyvame
standardnim skalarnim souéinem.

e Pro f,g € C((0,1)) (spojité funkce) je zobrazeni definované vztahem

(f,g): /f

skalarnim sou¢inem na VP C({(0,1)).
o Dalsi priklad skalarniho soudinu je napf. zobrazeni definované na prostoru
matic C™",
(A, B) —E E EINLNE
i=1 j=1
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Skalarni soucin urcuje normu

Definice

Bud H prostor se skaldrnim souéinem. Zobrazeni ||.| : H — T definované

vztahem
Vx e H:||x|| == v(x,x)

nazyvame normou na H.

Poznamka

M3ame-Ii R3 se standardnim skaldrnim soucinem, ||x|| je velikost vektoru x,
tj. (eukleidovskd) vzdalenost bodu x = (x1, x2, x3) od po&atku 6. Z tohoto
pohledu Ize normu vektoru chapat jako zobecnénou velikost vektoru.
Podobné je &islo || x — y|| zobecnénou vzdalenosti vektori x a y.
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Vlastnosti normy

Ukazte, ze pro x € H a a € T plati:
o xl=0 A x| =0 x=9,

o [lax| = faf - [Ix]|.

Véta
Bud' H prehilbertiiv prostor. Potom pro x,y € H plati:

o

[ )] < I vl (Schwarzova nerovnost)
(2]
IIx + vl < lIx|l + vl (trojiihelnikova nerovnost)
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Skalarni soucin urCuje Ghel

Definice
Bud' H prehilbertiiv prostor.
a) Bud'te 0 # x,y € H. Uhlem vektorii x,y nazyvime &islo

Re(x, y)

arccos —————-=.
Iy

Tedy dhel dvou vektorii je z intervalu (0, 7).
b) Bud'te p,q ptimky v H. Uhlem pfimek p, q nazyvime &islo

|Re (sp, Sq)|

arccos
Isplllisqll

kde s, (resp. sq) je smérovy vektor pfimky p (resp. q). Tedy ihel dvou
pfimek je z intervalu (0, /2).

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN LS 2020/2021 9/22



Poznamky k definici Ghlu vektor(i a pfimek

@ Podle Schwarzovy nerovnosti plati

1< Relny) 1,
Iyl

tedy vyrazy v definici maji smysl.

@ Uhel pfimek nezavisi na volbé smérovych vektori.
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@ Skalarni soutin
© Ortogonalita

© Symetrické matice



Ortogonalita

Definice

Necht H je prostor se skaldrnim soucinem. Vektory x,y € H nazyvdme
ortogonalni (kolmé), pravé kdyz (x,y) = 0.

Soubor vektorii (x1, . ..,x,) zH nazveme ortogonalni (OG), pravé kdyz
Vi,j€ni#j:(xi,x;)=0.
Soubor vektord (x1, . ..,%n,) z H nazveme ortonormalni (ON), pravé kdyZ
Vi, j € h:(x,x) = dj.

Poznamka

Mime-li R? se standardnim skaldrnim sou&inem je . klasickd geometricka kolmost*
vektori x a y ekvivalentni rovnosti (x,y) = 0. Proto je ortogonalita zobecnénim
pojmu kolmost z Eukleidovské geometrie.
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Dvé véty

Véta (Pythagorova véta)
Necht (x,y) je OG soubor vektorii z H. Potom

I+ y 112 =[x + Iy [I*.

Véta
OG soubor nenulovych vektori je LN. Specialné, kazdy ON soubor vektori je LN.
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Ortogonalizace 1

@ Kazdy ON soubor je tedy LN.

@ Lze ale najit ON soubor, ktery je dost velky, aby generoval cely prostor a byl
tedy bazi?

@ Algoritmus, jak najit ON bazi v libovolném konecné dimenzionalnim
prehilbertové prostoru dava diikaz véty na nasledujicim slajdu,

Myslenka pro soubor délky 2: Mame dva vektory u, v a chceme nahradit vektor v
vektorem z tak, aby (u,v) = (u, z) a z bylo kolmé na u.
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Ortogonalizace 2

Véta (Gramova-Schmidtova ortogonalizace)

Uvazujme H je prehilbertiiv prostor. Necht X = (xi,...,x,) C H je LN soubor
vektord, potom existuje ON soubor vektord Y = (y1,...,yn) C H takovy, Ze

pro kaZzdé k € f)_/e <X17...,Xk> = <y1,...,yk>.

Dikaz nevyzadujeme...
@ Vytvotime OG bazi, polozime

z21=Xx1
(21, %)
Z2 = Xp — ——
(21, 1)
e x (21, x3) (22, x3)
3 — X3 — 1 — 2
(21, 1) (22, 2)
(lexn) (Z2$Xn) (Zn—hxn)
Zn = Xp — zZ1 — 2 = .. — ———————————Zp 1.
(21, 1) (22, 2) (zn—1,2n—1)
@ Znormujeme, pro kazdé i € h polozime y; = 1-z.
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Ortogonalizace — priklad

UvaZujte R* se standardnim skalarnim soucinem. Naleznéme ON bézi podprostoru

P = (x1,x2,x3) CC R*, je-li

x=(1,2,2,-1), x=(1,1,-53), x3=(3,2,8,—-7).

Zortonormalizovat Gramovym Schmidtovym procesem. Podle vzoretku dfive

poloZime
z=x=(1,2,2,-1)

s —10
= B 153 - T2, 1) = (2,3,-3,2)
(z1,21) 10
(21, x3) (22, x3)
Z3 = X3 — —

(z,2)" " (2.2)

30 —26
=(3,2,8,-7) — —(1,2,2,-1) — —(2,3,-3,2) = (2, -1, -1, 2).
(3:2,8,-7) = 15(1,2,2,-1) = —=(2,3, ) =( )

Ziskali jsme OG soubor, ktery normalizujeme

z L 122 1) z ! 5332 i
= = —L 54 —1), V2= 7= —7=(523,—3542),y3
lzll 10 llzll V26

y1

Soubor (y1, y2,y3) je potom ON béze podprostoru P.
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Souradnice v OG a ON bazi 1

Véta

Necht X = (x1,...,xn) je ON bdze prehilbertova prostoru H, potom pro kazdé

z € H plati
n
z= Z(x,-, Z)x;.
i=1

Neboli (z)x = ((x1,2), (x2,2), ..., (xn, 2)).

Poznamka

Pro OG bazi plati, Ze it soufadnice viici této bazi je rovna

= (X,',Z) _ (X,',Z)
1 . i - . 2 .
(xi, xi) [l
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Souradnice v OG a ON bazi 2

(Xl 72)

(x1,x1)

- X1

Vizualizace soufadnic vektoru z viiéi bazi (xq, x2)

Poznamka: Je-li v # 6, ptitazeni P, definované jako
_ (v,2)
(v,v)

se nazyva ortogonalni projekce na ptimku (v)

Dombek, Kleprlik, Klouda (KAM FIT CVUT) BI-LIN

P,(z): -vprozeH

LS 2020/2021

18/22



@ Skalarni soutin
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Symetrické matice

Dost Casto pri feseni néjakého problému zjistime, Ze ,matice problému” ma néjaké
specialni vlastnosti. Potom hlubsi znalost téchto specialnich matic ndm maze
ulehcit ¢i umoznit nalezeni feSeni. Ukazuje se, ze velmi dilezity atribut je symetrie.

Definice
Matice A € T™" se nazyva symetricka, pokud

AT = A.
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Symetrické matice — jejich vlastni ¢isla a vektory

UvaZujeme prostor C" se standardnim skalarnim soucinem

Lemma

Pro A € R™" symetrickou matici a x,y € C" plati

(Ax,y) = (x,Ay).

Véta

Bud A € R™" symetrickd matice, potom
Q o(A) CR,
@ vlastni vektory A pfislusejici dvéma riiznym vlastnim C&islim jsou vzdjemné
kolmé.

Pozorovani: redlné vlastni Cislo redlné matice — baze vlastniho podprostoru Ize
zvolit realna
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Symetrické matice — jsou hezky diagonalizovatelné

Véta
Necht A € R™" je symetrickd matice, potom pro kaZdé vlastni &islo Ao € o(A) je
Vg(/\O) = l/a(>\0).

Véta
Necht A € R™" je symetricka. Potom existuji jeji vlastni vektory yi, ...y, takové,
Ze soubor (y1,...,yn) je ON bdze R".

Poznamka: V této &asti jsme z vlastnosti symetrickych matic potfebovali jen
AT = A. Maticim A € C™", které splfiuji tento vztah se ¥ikd hermitovské &i také
samosdruzené matice.
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