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Známe z R2. . .

body/šipky v rovině

standardńı skalárńı součin

úhel mezi vektory

velikost vektoru
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Skalárńı součin

Definice
Bud’ V VP nad T ⊆ C. Zobrazeńı (., .) : V × V → T nazýváme skalárńı součin,
plat́ı-li pro ∀x , y , z ∈ V a ∀α ∈ T axiomy:

1 (x , αy + z) = α(x , y) + (x , z), (linearita v druhém argumentu)
2 (x , y) = (y , x), (hermitovská symetrie)
3 (x , x) ≥ 0 ∧ ( (x , x) = 0⇔ x = θ ). (pozitivńı definitnost)

Dvojici (V , (., .)) nazýváme prostorem se skalárńım součinem (prehilbert̊uv
prostor) a znač́ıme H.
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Jednoduché vlastnosti skalárńıho součinu

Poznámka
Je-li T = R v axiomu 2. je vlastnost (x , y) = (y , x) (symetrie), opruhováńı je v R
nadbytečné.

Pozorováńı
Pro libovolné x , y , z ∈ H a α ∈ T ově̌rte následuj́ıćı vlastnosti skalárńıho součinu:

(αx + y , z) = α(x , z) + (y , z),
(x , θ) = (θ, x) = 0.
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Daľśı p̌ŕıklady skalárńıch součinů

Na T n definujeme

(x , y) :=
n∑

j=1
ξjηj ,

kde x = (ξ1, . . . , ξn), y = (η1, . . . , ηn). Tento skalárńı součin nazýváme
standardńım skalárńım součinem.

Pro f , g ∈ C(〈0, 1〉) (spojité funkce) je zobrazeńı definované vztahem

(f , g) :=
∫ 1

0
f (x)g(x)dx

skalárńım součinem na VP C(〈0, 1〉).

Daľśı p̌ŕıklad skalárńıho součinu je nap̌r. zobrazeńı definované na prostoru
matic Cn,n,

(A,B) :=
n∑

i=1

n∑
j=1

ai,jbi,j .
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Skalárńı součin určuje normu

Definice
Bud’ H prostor se skalárńım součinem. Zobrazeńı ‖.‖ : H → T definované
vztahem

∀x ∈ H : ‖x‖ :=
√

(x , x)

nazýváme normou na H.

Poznámka
Máme-li R3 se standardńım skalárńım součinem, ‖x‖ je velikost vektoru x,
tj. (eukleidovská) vzdálenost bodu x = (x1, x2, x3) od počátku θ. Z tohoto
pohledu lze normu vektoru chápat jako zobecněnou velikost vektoru.
Podobně je č́ıslo ‖x − y‖ zobecněnou vzdálenost́ı vektor̊u x a y.
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Vlastnosti normy

Ukažte, že pro x ∈ H a α ∈ T plat́ı:
‖x‖ ≥ 0 ∧ ‖x‖ = 0⇔ x = θ,
‖αx‖ = |α| · ‖x‖.

Věta
Bud’ H prehilbert̊uv prostor. Potom pro x , y ∈ H plat́ı:

1

|(x , y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖, (Schwarzova nerovnost)
2

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, (trojúhelńıková nerovnost)
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Skalárńı součin určuje úhel

Definice
Bud’ H prehilbert̊uv prostor.

a) Bud’te θ 6= x , y ∈ H. Úhlem vektor̊u x , y nazýváme č́ıslo

arccos Re (x , y)
‖x‖‖y‖ .

Tedy úhel dvou vektor̊u je z intervalu 〈0, π〉.
b) Bud’te p, q p̌ŕımky v H. Úhlem p̌ŕımek p, q nazýváme č́ıslo

arccos |Re (sp, sq)|
‖sp‖‖sq‖

,

kde sp (resp. sq) je směrový vektor p̌ŕımky p (resp. q). Tedy úhel dvou
p̌ŕımek je z intervalu 〈0, π/2〉.
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Poznámky k definici úhlu vektor̊u a p̌ŕımek

Podle Schwarzovy nerovnosti plat́ı

−1 ≤ Re (x , y)
‖x‖‖y‖ ≤ 1,

tedy výrazy v definici maj́ı smysl.
Úhel p̌ŕımek nezáviśı na volbě směrových vektor̊u.
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Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 11 / 22



Ortogonalita

Definice
Necht’ H je prostor se skalárńım součinem. Vektory x , y ∈ H nazýváme
ortogonálńı (kolmé), právě když (x , y) = 0.

Soubor vektor̊u (x1, . . . , xn) z H nazveme ortogonálńı (OG), právě když

∀i , j ∈ n̂, i 6= j : (xi , xj) = 0.

Soubor vektor̊u (x1, . . . , xn) z H nazveme ortonormálńı (ON), právě když

∀i , j ∈ n̂ : (xi , xj) = δij .

Poznámka
Máme-li R2 se standardńım skalárńım součinem je ”klasická geometrická kolmost“
vektor̊u x a y ekvivalentńı rovnosti (x , y) = 0. Proto je ortogonalita zobecněńım
pojmu kolmost z Eukleidovské geometrie.
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Dvě věty

Věta (Pythagorova věta)
Necht’ (x , y) je OG soubor vektor̊u z H. Potom

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Věta
OG soubor nenulových vektor̊u je LN. Speciálně, každý ON soubor vektor̊u je LN.
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Ortogonalizace 1

Každý ON soubor je tedy LN.
Lze ale naj́ıt ON soubor, který je dost velký, aby generoval celý prostor a byl
tedy báźı?
Algoritmus, jak naj́ıt ON bázi v libovolném konečně dimenzionálńım
prehilbertově prostoru dává důkaz věty na následuj́ıćım slajdu,

Myšlenka pro soubor délky 2: Máme dva vektory u, v a chceme nahradit vektor v
vektorem z tak, aby 〈u, v〉 = 〈u, z〉 a z bylo kolmé na u.

v − (u,v)
(u,u) · u = z

(u,v)
(u,u) · u

u

v
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Ortogonalizace 2

Věta (Gramova-Schmidtova ortogonalizace)

Uvažujme H je prehilbert̊uv prostor. Necht’ X = (x1, . . . , xn) ⊆ H je LN soubor
vektor̊u, potom existuje ON soubor vektor̊u Y = (y1, . . . , yn) ⊆ H takový, že

pro každé k ∈ n̂ je 〈x1, . . . , xk〉 = 〈y1, . . . , yk〉 .

Důkaz nevyžadujeme...
1 Vytvǒŕıme OG bázi, polož́ıme

z1 = x1

z2 = x2 −
(z1, x2)
(z1, z1)

z1

z3 = x3 −
(z1, x3)
(z1, z1)

z1 −
(z2, x3)
(z2, z2)

z2

...

zn = xn −
(z1, xn)
(z1, z1)

z1 −
(z2, xn)
(z2, z2)

z2 − . . .−
(zn−1, xn)

(zn−1, zn−1)
zn−1.

2 Znormujeme, pro každé i ∈ n̂ polož́ıme yi = 1
‖zi‖zi .
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Ortogonalizace – p̌ŕıklad

Uvažujte R4 se standardńım skalárńım součinem. Nalezněme ON bázi podprostoru
P = 〈x1, x2, x3〉 ⊂⊂ R4, je-li

x1 = (1, 2, 2,−1), x2 = (1, 1,−5, 3), x3 = (3, 2, 8,−7).

Zortonormalizovat Gramovým Schmidtovým procesem. Podle vzorečku ďŕıve
polož́ıme

z1 = x1 = (1, 2, 2,−1)

z2 = x2 −
(z1, x2)
(z1, z1)

z1 = (1, 1,−5, 3)−
−10
10

(1, 2, 2,−1) = (2, 3,−3, 2)

z3 = x3 −
(z1, x3)
(z1, z1)

z1 −
(z2, x3)
(z2, z2)

z2

= (3, 2, 8,−7)−
30
10

(1, 2, 2,−1)−
−26
26

(2, 3,−3, 2) = (2,−1,−1, 2).

Źıskali jsme OG soubor, který normalizujeme

y1 =
z1

‖z1‖
=

1
√

10
(1, 2, 2,−1), y2 =

z2

‖z2‖
=

1
√

26
(2, 3,−3, 2), y3 =

z3

‖z3‖
=

1
√

10
(2,−1,−1, 2).

Soubor (y1, y2, y3) je potom ON báze podprostoru P.
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Soǔradnice v OG a ON bázi 1

Věta
Necht’ X = (x1, . . . , xn) je ON báze prehilbertova prostoru H, potom pro každé
z ∈ H plat́ı

z =
n∑

i=1
(xi , z)xi .

Neboli (z)X =
(
(x1, z), (x2, z), . . . , (xn, z)

)
.

Poznámka
Pro OG bázi plat́ı, že itá soǔradnice v̊uči této bázi je rovna

αi = (xi , z)
(xi , xi )

= (xi , z)
‖xi‖2 .
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Soǔradnice v OG a ON bázi 2
(x2,z)
(x2,x2) · x2

(x1,z)
(x1,x1) · x1

x1

x2

θ

z

Vizualizace soǔradnic vektoru z v̊uči bázi (x1, x2)

Poznámka: Je-li v 6= θ, p̌rǐrazeńı Pv definované jako

Pv (z) := (v , z)
(v , v) · v pro z ∈ H

se nazývá ortogonálńı projekce na p̌ŕımku 〈v〉
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Symetrické matice

Dost často p̌ri řešeńı nějakého problému zjist́ıme, že ”matice problému“ má nějaké
speciálńı vlastnosti. Potom hlubš́ı znalost těchto speciálńıch matic nám může
ulehčit či umožnit nalezeńı řešeńı. Ukazuje se, že velmi důležitý atribut je symetrie.

Definice
Matice A ∈ T n,n se nazývá symetrická, pokud

AT = A.

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 20 / 22



Symetrické matice – jejich vlastńı č́ısla a vektory

Uvažujeme prostor Cn se standardńım skalárńım součinem

Lemma
Pro A ∈ Rn,n symetrickou matici a x , y ∈ Cn plat́ı

(Ax , y) = (x ,Ay).

Věta
Bud’ A ∈ Rn,n symetrická matice, potom

1 σ(A) ⊆ R,
2 vlastńı vektory A p̌ŕıslušej́ıćı dvěma r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou vzájemně

kolmé.

Pozorováńı: reálné vlastńı č́ıslo reálné matice → báze vlastńıho podprostoru lze
zvolit reálná
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Symetrické matice – jsou hezky diagonalizovatelné

Věta
Necht’ A ∈ Rn,n je symetrická matice, potom pro každé vlastńı č́ıslo λ0 ∈ σ(A) je
νg (λ0) = νa(λ0).

Věta
Necht’ A ∈ Rn.n je symetrická. Potom existuj́ı jej́ı vlastńı vektory y1, . . . yn takové,
že soubor (y1, . . . , yn) je ON báze Rn.

Poznámka: V této části jsme z vlastnost́ı symetrických matic poťrebovali jen
AT = A. Matićım A ∈ Cn,n, které splňuj́ı tento vztah se ř́ıká hermitovské či také
samosdružené matice.

Dombek, Kleprĺık, Klouda (KAM FIT ČVUT) BI-LIN LS 2020/2021 22 / 22


	Skalární součin
	Ortogonalita
	Symetrické matice

