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Uvod

Milé studentky, mili studenti,

od akademického roku 2014/2015 se vyznamné zménil kurz linedrni algebry. Jed-
nou z hlavnich zmén je, ze namisto podrobnych slajdi a handoutt je hlavnim stu-
dijnim materidlem tento studijni text. Tento text se snazime neustale vylepsovat
a doplnovat, mize se tedy v prubéhu semestru jesté meénit. Doufame, Zze se nam
podafi, aby Vam mohl slouzit pti prubézné pripravé na prednasky, na zadpoctové
pisemky a zejména na zkousky.

Budeme velmi radi, kdyz nés budete upozornovat na chyby, preklepy ¢i na ne-
srozumitelné ¢asti textu. Jak presné toto délat, se dozvite na strance kurzu BI-LIN
na Course Pages.

Mnoho péknych chvil pti studiu linearni algebry preje

Karel Klouda a kolektiv


https://courses.fit.cvut.cz/BI-LIN

Kapitola 1

Soustavy linearnich rovnic

Predstavte si, ze nékdo, kdo ma hodné rychlou ruku a zna¢né mnozstvi inkoustu, si
udeélal seznam vSech matematickych problémi a déla si u kazdého ¢arku, kdykoli byl
nékde na svété a blizkém vesmiru fesen. ReSeni soustav linedrnich rovnic by se skoro
jisté dostalo na stupné vitézli. Rozhodné by se tam dostalo, kdybychom vytadili
metody a vypocty, které se uci na zakladni skole.

Velice prozaickym divodem pro to, pro¢ je hledani feseni soustav linearnich
rovnic tak Casto FeSenym problémem, je to, Ze je to jeden z mala (matematickych)
problémii, které umime vzdy vytesit. Navzdory ¢astému presvédcéeni toho v matema-
tice zas tolik vyresit neumime. Méli byste jiz védét, ze staci hledat kofeny polynomu
(jedné proménné) stupné pét a vyse, a uz muzeme mit nefesitelny problém. Kdy-
bychom misto soustav linearnich rovnic uvazovali soustavy kvadratickych rovnic,
dostaneme také problém, ktery neumime tesit. Fyzikalni zakony, ale i napt. ekono-
mické modely, maji vétsinou tvar (soustav) diferencidlnich rovnic. Ani ty neumime
obecné uspokojivé vytesit. U soustav linedrnich rovnic jsme tedy v celkem mimo-
radné situaci, nebot je umime vytesit vzdycky. Jediné, co ndm miize zabranit najit
kompletni a presné feseni je, ze je rovnic prilis a my nemame dostatecnou vypocetni
silu, nebo Ze nds zklamou nepresné pocitajici pocitace (presné reseni nam zamlzi
nutné zaokrouhlovaci chyby).

Co se vlastné mysli tim, ze umime vytesit néjaky matematicky problém? V pred-
chozim odstavci jsme tim mysleli, ze existuje rozumné rychly algoritmus (nebo
chcete-li vypocet), ktery umi najit presné a kompletni feseni. Pro soustavy linearnich
rovnic takové algoritmy existuji. S jednim z nich se sezndmite jiz v této kapitole.
Pro jiné jmenované problémy takové algoritmy bud nezname, nebo dokonce vime, ze
neexistuji. Samozirejmé existuji postupy, jak se vyporddat s nékterymi specialnimi
ptipady (napf. nékteré diferencidlni rovnice specidlniho tvaru vyfesit umime), ale
my se ted bavime o feSeni ve vii obecnosti'.

Ted byste mohli nabyt dojmu, zZe se napt. fyzikové zabyvaji hledanim fyzikal-
nich zakontu, které jsou nam na nic, protoze je neumime ,vypocitat“. Neni tomu
tak: malokdy umime najit presné reseni, ale ¢asto umime najit priblizné reseni dost
blizké tomu presnému, aby bylo uzite¢né. Metodam hledani téchto ptibliznych feSeni

1Stouravy ¢tenai by mohl namitnout, Ze soustavy linedrnich rovnic jsou specidlnim piipadem
napr. obecné netesitelnych soustav polynomialnich rovnic, a mél by pravdu. My si tim ale nebudeme
kazit pointu tohoto lehkého tvodniho zasvéceni.



(aproximaci) se obecné fikd numerické metody. Tyto metody ¢asto vypadaji tak, ze
se pomoci néjakych sofistikovanych chytristik sestavi takova soustava linearnich rov-
nic, jejiz reseni néjakym zpusobem dobte aproximuje feseni ptivodniho slozitéjsiho
problému.

Dalsi ukazky realnych problémii, pii jejichz feseni hraji soustavy linearnich rovnic
klicovou roli, potkdme pozdéji v tomto kurzu. Pokud ale ¢tenafe tento tivod i tyto
ukazky aplikaci nechaji chladnym, a uceni se matematice povazuje nezvratné za
zbytecnost, chtéli bychom jej hned na zacatku upozornit, ze pro absolvovani tohoto
kurzu se porozuméni problému feseni soustav linearnich rovnic povazuje za naprosto
nezbytné?.

1.1 Co si z této kapitoly odneseme

1. Osvézime si relevantni znalosti ze stfedni skoly, tedy schopnost Tesit soustavy
az tii rovnic o dvou az tfech neznamych.

2. Soustavy o dvou ¢i tfech neznamych lze velmi ndzorné geometricky interpre-
tovat, a tuto interpretaci si také ozivime.

3. Sezndmime se s pojmem matice a naucime se matice s¢itat a nasobit.
4. Uvidime, jak lze soustavy rovnic chapat jako matice.

5. Seznamime se s Gaussovou eliminacni metodou a pochopime, co je horni stup-
Tiovity tvar soustavy (resp. matice), a pro¢ je pro reseni klicovy.

6. Pomoci Gaussovy elimina¢ni metody se nauc¢ime rozhodnout, kdy mé soustava
reseni a kdy je toto feseni jediné.
7. Seznamime se s pojmem télesa a nékolika priklady téles.

8. Ukazeme si, ze vétsina toho, co platilo pro soustavy rovnic s redlnymi promeén-
nymi, plati i pro libovolné jiné téleso.

1.2 Staré znamé soustavy linearnich rovnic

Soustava jedné linearni rovnice?

Nejjednodussi soustavou linedrnich rovnic je soustava jedné rovnice o jedné (reélné)
neznameé:

ar = b, (1.1)

kde x je neznamé realné cislo, a a b jsou téz realna cisla a a je navic nenulové. Tato
rovnice mé vzdy pravé jedno feSeni x = a~'b a vSichni to védi, takze mizeme jit
dal.

My ovSem dal nepijdeme a i kdyz Vas to mozna lehce urazi, u linearni rovnice
jedné proménné se zastavime. Duvody pro to jsou dva. Prvni je ten, ze metodu pro

27de necht si laskavy ¢tenaf predstavi opravdu nesmlouvavy a piisny pohled zkousejiciho.



reseni soustav linedarnich rovnic, se kterou se brzy seznamime, lze chapat jako prevod
problému Teseni soustavy rovnic na problém Teseni nékolika rovnic tvaru (1.1).

Druhy diavod je pojem télesa. Téleso bude pro mnohé ¢tendre prvni (netrivialni)
abstraktni strukturou, kterou potka. Téleso budeme definovat pomoci pojmu grupy,
coz je dalsi abstraktni struktura. Grupu mizeme do jisté miry chapat jako minimélni
strukturu, ve které ma linedrni rovnice jedné nezndmé vzdy feSeni, které je navic
uréeno jednozna¢né®. Téleso pak miizeme v podobném duchu chapat jako minimaln{
strukturu, kde umime tesit soustavy linedrnich rovnic.

Vyslovme tedy slavnostné prvni vétu tohoto textu:

Véta 1.1. Necht a,b € R a a # 0. Potom v = a~'b je jediné redlné ¢islo spliujici
rovnici ax = .

Nez vyslovime dtkaz, fekneme si néco ke znéni této véty. Matematicka véta ma
obvykle dvé ¢asti. Tou prvni je vysloveni predpokladii, které mizeme chapat jako
obdobu inicializace proménnych pti psani programu. Kazdy symbol pouzity ve vété
musi mit uréeny vyznam: zde jsme jasné rekli, ze a,b a x jsou realna cisla s tim, ze a
je navic nenulové. Vyjimkou jsou symboly (zde napriklad mnozina redlnych ¢isel R,
exponent —1, rovnitko =, atp.), které se v kontextu povazuji za znamé*. Druhou ¢ésti
véty je vyrok (z kurzu matematické logiky vite, co to presné znamend), o kterém
v dikazu prokazeme, ze je pravdivy. K dikazu vyuzivame predpoklad, predchozi
dokazané vyroky a definice pouzivanych pojmu.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, zZe x = a~'b je skutecné feSenim rovnice az = b a to prosté
tak, ze za x dosadime, a vyuzijeme vlastnosti realnych c¢isel a jejich nasobeni:

a(a™'b) = (aa™')b = 1b = b.

Prvni rovnitko jsme si mohli dovolit napsat diky tomu, Ze nasobeni realnych cisel je
asociativni®. Druhé rovnitko je ospravedlnéno tim, Ze kazdé nenulové redlné &islo a
mé oboustrannou inverzi, zna¢enou obvykle a=!, pro kterou plati aa™! = 1 = a'a.
Posledni rovnitko stoji na jedinecné vlastnosti (neutralité) ¢isla 1: pro jakékoli redlné
¢islo ¢ plati, Ze 1¢ = ¢. Zadné jiné redlné ¢islo takovou vlastnost nemsé.

Zbyvé ukazat, ze x = a~'b je jediné Teseni. Diikaz jednoznacnosti uz nebudeme
tolik pitvat, nebot se vyuzivaji stejné vlastnosti jako vyse. Pfedpokladejme, ze 2’ je
také feseni dané rovnice. Potom plati:

ar’'=b // vyndsob inverznim prvkem a~! zleva

aY(az')=a"'b // pFesunl zavorky (asociativita)
(ata)r’=a"'0 // pro kazdé a je a™la =1
l'=a"'b // prokazdé cje lc=c
' =a'bh.

3Pfedem upozoriiujeme, Ze tato véta neni definici grupy a Ze pokud se ji za definici grupy
pokusite v pisemce vydavat, vyslouzite si od opravujiciho nula bodl a oc¢i v sloup. Tato véta ma
usnadnit pochopeni, sama o sobé ale grupu nedefinuje. Sami asi citite, ze zatim nevite, co to grupa
je. Radn4 definice piijde pozdéji v této kapitole.

4Ne, neexistuje zadny seznam takovych ,implicitné zndmych symbolG“. Piedpokldddme, ze
¢tenar je Clovék, ktery prosel standardnim vzdélanim, a ne pocitac, kterému se vsechno musi
explicitné napsat.

5Jestli nevite, co to je asociativni, komutativni a distributivni zdkon, tak si to honem nékde
zjistéte!



Ukéazali jsme, ze ma-li rovnice ax = b néjaké feseni, je timto Tresenim pravé a jen
¢islo a~tb. Ditkaz je tak hotov. O

I kdyz uz se této trividlni vété vénujeme (zdanlivé) neadekvatné dlouho, jesté si
zduraznéme jednu véc. Abychom vétu dokazali, potfebovali jsme pravé ¢tyri nésle-
dujici vlastnosti realnych ¢isel a jejich nasobent:

1. Za samoziejmé jsme povazovali, ze soucinem realnych cisel je opét realné ¢islo.
2. Platnost asociativniho zakona pro nasobeni.

3. Specialni vlastnost jednicky: pro vsechna ¢ € R je 1c = c.

4. Existenci inverze a~! pro kazdé a # 0, a rovnosti a " *a = 1 = aa™ .
Vsimnéme si, ze tyto ¢tyti vlastnosti ma i mnozina QQ racionalnich ¢isel ¢i mnozina C
komplexnich ¢isel. Naopak mnozina Z celych ¢isel uz vsechny tyto vlastnosti nema:
napt. ¢islo 3 nemé v mnoziné celych ¢isel inverzi.

Uf. Takze jsme kviili trividlni rovnici popsali jednu stranku, co bude dal? Jesté si
pfipomeneme dvé (snad) notoricky zndmé véci. Ta prvni je, ze jedna linedrni rovnice
o dvou neznamych z,y € R

ar+by=c, a,b,ceR

definuje (mimo trividln{ p¥ipad a = b = 0) pfimku v roviné R? (pro jistotu: R? je
mnozina usporddanych dvojic redlnych ¢isel, neboli kartézsky soucin R x R).

Poznamka 1.2. Poznamenejme, Ze i napr. rovnici 3v = 2 lze prohlasit za rovnici
dvou nezndmych, kterou chapeme jako 3x + Oy = 2. I pro tuto rovnici plati, Ze
mnoZina jejich Tesent tvord primku v R?; je to primka x = 2/3, tedy kolmice na osu
x protinajici ji v bodé x = 2/3.

Podobné jako rovnice dvou nezndmych definuje pfimku v R?, definuje rovnice ti{
neznamych z,y,z € R

ar +by+cz=d, a,bc,deR

rovinu v prostoru R?. Jedinou vyjimkou je podobné jako vyse pifpad a = b =c = 0,
kdy je bud mnoZina feSen{ prazdné (kdyZ d # 0) nebo je mnoZinou feseni celé R3.

1.3 Geometricka interpretace mnoziny reseni

Vyvrcholenim nasi snahy porozumét problému hledani feseni soustav linearnich rov-
nic bude Frobeniova véta, kterd nam rekne, jak presné mnozina tfeseni vypada a
s dalsimi poznatky i umozni tuto mnozinu presné popsat. Nez se k formulaci Fro-
beniovy véty dostaneme, musime probrat mnoho pojmi. Uz nyni si ale mizeme
naznacit, jaké vlastnosti mnozina reseni soustavy rovnic miize mit. Ve vsi obecnosti
budeme uvazovat soustavu m rovnic o n neznamych (n a m jsou prirozend ¢isla) a to



nad libovolnym télesem. Jak ale pozdéji uvidime, vSechny moznosti toho, jak mno-
zina Teseni muze vypadat, 1ze demonstrovat uz na jednoduchém (a predstavitelném)
pripadé rovnic o tfech neznamych.

7 Frobeniovy véty nam vyplyne, ze existuji tfi moznosti: soustava nema zadné
reseni, ma pravé jedno anebo jich ma nekoneéné mnoho (alespon tedy nad nekonec-
nymi® télesy). UkdZeme si pifklady vSech téchto moZnosti.

Uvazme soustavu dvou rovnic o tfech neznamych:

20 +y—2=3,

(1.2)
20 +y—2z=4.

Jelikoz jsou obé levé strany rovnic stejné, nemohou se pro zadnou trojici (x,y, z) €
R3 rovnat soucasné 3 i 4, a proto zadné feSeni této soustavy neexistuje.
Pro soustavu ti{ rovnic o tfech neznamych

3 + 2y + z =06,
2y + 2z =3, (1.3)

z=1,

zjevné plati, ze ma jediné feseni (1, 1,1). Skutecné, staci totiz pouzit Vétu 1.1: Ma-li
byt (x,y, z) TeSeni, musi platit z = 1. Je-li z = 1, prechédzi druhé rovnice na jedinou
rovnici jedné neznamé 2y = 2 a ta ma jediné feseni y = 1. Podobné zjistime, ze
prvni rovnice ndm po dosazeni za y a z 1ika, ze x = 1.

Kdyz se na rovnice podivame jako na rovnice tii rovin, mizeme fici, ze TeSenim
soustavy jsou body R?, které lezi v priniku vsech téchto t¥{ rovin. Jak to vypada,
je vykresleno na obrazku 1.1.

Soustavu rovnic

3r+2y+ z2=06,
2+ z =3, (1.4)
3r + 6y + 3z = 12,

zatim nebudeme primo Tesit, ale diky obrazku 1.2 vidime, ze prinik, a tedy i mnozina
feseni, tvoii v R? pfimku. KdyZ se podivame podrobnéji na rovnice (1.4), mizeme si
vsimnout, Ze posledni rovnice je vlastné souc¢tem prvni a dvojnasobku druhé rovnice.
Je tedy jasné, ze pokud né&jaky bod (z,y,z) € R Tesi prvni a druhou rovnici, musi
nutné fesit i tu treti a tieti rovnice je v systému vlastné zbytecna. Systém (1.4) ma
pak nutné mnozinu feseni shodnou se systémem
3r+2y+ 2z =6,
2y + 2z =3,
neboli s prinikem dvou rovin. A prunik dvou rovin, pokud nejsou rovnobézné, je
vzdy primka.
Posledni (ponékud trividlni) pripad, ktery muze nastat, demonstruje tato sou-

stava
3r+2y+ z2=06,

6 + 4y + 22 = 12,
9 + 6y + 3z = 18.

6Nekoneéné téleso je téleso majici nekone¢né mnoho prvki. Napt. tedy Q, R a C.




Obrazek 1.1: Vizualizace systému rovnic (1.3). Prvni rovnice je vykreslena ¢ervené,
druhd modrfe a treti zluté.

Obrazek 1.2: Vizualizace systému rovnic (1.4). Prvni rovnice je vykreslena ¢ervené,
druhd modre a treti zluté.



I méné pozorny Ctenar si vSimne, ze druhda rovnice je dvojnasobkem a treti trojna-
sobkem rovnice prvni. Proto pro libovolné feseni prvni rovnice musi nutné platit, ze
je soucasneé fesenim rovnice druhé i treti a ze tento systém vlastné odpovida systému
jedné rovnice 3x + 2y + z = 6 a geometricky je to tedy rovina.

Vidéli jsme na ¢tytech prikladech, ze uz pro soustavy rovnic o tfech nezndmych
mohou nastat situace, kdy Teseni neexistuje, je pravé jedno anebo je jich nekonecné
mnoho. V piipadé nekoneéné mnoha feseni navic mizeme dostat primku (jedno-
dimenzionalni” mnoZinu) nebo rovinu (dvoudimenzionalni mnoZinu). Jak si snadno
rozmyslime, jiné pifpady u priniku rovin v R? ani nastat nemohou. Co je pfekva-
pivéjsi, Ze o moc vice se nemuze stat ani v (ndimenziondlnim) prostoru R”; kdyz
budeme uvazovat soustavy rovnic o n neznamych pro libovolné prirozené n.

1.4 Definice soustavy linearnich rovnic a snadno
resitelny pripad

Opustme jiz stiedoskolsky prostor R? a definujme si fadné pojem soustavy linedrnich

rovnic.

Definice 1.3. Necht n a m jsou prirozend cisla a pro vSechna i € {1,...,m} a
jeA{l,...,n} plati, Ze a;; € R a b; € R. Systém rovnic

annry + Qs + 0+ Ap¥y, = b1
a91r1 + QTey + o+ A+ QopXT, = b2
(1.5)
Am1T1 + QpmaTe + 0+ App®y, = bm
nazjvime soustavou m linedrnich rovnic o n nezndmich® z,,...,z, € R.
Cislu a;; rikame jty koeficient ité rovnice.
Mnozinu vsech uspordadangch ntic (x1,za,...,x,) € R", pro které po dosazeni

do (1.5) je splnéno vsech m rovnic, nazjvime mnoZinou 1esSeni soustavy a zna-
cime ji S.

Plati-li by = by = --- = b,, = 0, 1ikdme, Ze soustava (1.5) je homogennd.
Neni-li soustava homogenni, je nehomogenni®.

Prestoze se v definici objevuje cizi slovo, neméla by ¢tenare moc ni¢im zaskocit
a tim padem ani obohatit. Presto si jako lehkou intelektualni rozcvicku uvedme
nasledujici jednoducha pozorovani, nad kterymi by se ¢tenar meél zamyslet a sam
sob& vysvétlit, pro¢ jsou pravdivé!’.

Pozorovani 1.4. Nasledujici pozorovani se tykaji soustavy rovnic (1.5), z Defi-

nice 1.3 je prebrano i znaceni.

"Pojem dimenze zatim chdpejme intuitivné, presny vyznam mu dédme pozdé&ji.

8Jelikoz v tomto textu budeme mluvit téméf vyhradné o soustavach linedrnich rovnic, budeme
pro zkraceni nékdy mluvit prosté o soustavach, pokud nebude hrozit nedorozumeéni.

9Jak sokujici.

10U déslejte to! Bude hiif a na horsi éasy je tfeba mit natrénovino.



(i) Cislo a;; je cislo, kterym se ndsobi proménnd x; v ité rovnici''.

(ii) MmnoZina teseni soustavy je rovna priniku mnoZin Tesent jednotlivijch rovnic'?.
(iii) Homogenni soustava md vzdy alespon jedno reseni (0,0,...,0) € R™.
(iv) (0,0,...,0) € R™ nent nikdy reseni nehomogenni soustavy rovnic.

(v) Je-li (x1,29,...,x,) € R" 7eseni homogenni soustavy, pak pro libovolné a € R
je (axy, axg, ..., ax,) € R také resend.

(vi) Predchozi turzeni miuzZeme prepsat do ndsledujiciho tvaru:

Va € RY(x1,29,...,2,) € R": ((xl,xQ,...,xn) eSS =

= (awy, axs, ..., az,) € S),
kde S je mnoZina reseni homogenni soustavy.

(vii) Ma-li homogenni soustava i jiné teseni nez (0,0,...,0) € R™, pak md neko-
necnée mnoho reseni.

Jediné pozorovéani, které lehce okomentujeme, je pozorovani (v). Ukdzeme, Ze
plati pro soustavy, kde m = 1, neboli pro jednu rovnici. Platnost pro libovolné
soustavy pak plyne'® z pozorovani (ii). Necht tedy pro né&jaké (zy,1,...,z,) € R"
plati

1171 + a1 + - - - + apx, = 0.

Diky tomu, ze pro sc¢itdni a ndsobeni redlnych éisel plati distributivni zdkon (t;j.
muzeme vytykat pred zdvorku), miuzeme psat

anory + a20xs + -+ - + apax, = alanry + apre + -+ a1a2,) = a0 = 0,

a tedy i (axy, axs, . .., ax,) € R™ je feSeni.

Kdyz uz tedy mame definovanou soustavu linearnich rovnic, mizeme konecné
pristoupit k otazce, jak najit jeji feseni. Jiz jsme si mohli na dfive uvedenych pri-
kladech vsimnout, Ze nékteré soustavy se daji fesit snadno a nékteré ne. Uvazujme
naptiklad soustavy

3r+2y+2=6 3r+2y+ z2=6
2y+2=3 a 3r+6y+4z=13 (1.6)
z=1 4y 4+ 2z = 6.

Prvni soustavu uz jsme tesili vyse (je totoznd s (1.3)) a zjistili jsme, ze diky speci-
alnimu tvaru rovnic ji umime vytesit pomoci feseni ti linedrnich rovnic pro jednu

HToto uvadime, abychom upozornili na konvenci, 7e se index ¥adku/rovnice piSe jako prvni
a index sloupce/proménné jako druhy. Tuto konvenci budeme drzet i u matic. Mnemotechnickd
pomtcka: je to podle abecedy (F — s).

121 jednu rovnici lze chapat jako soustavu rovnic, takZe pojem mnozina feSeni je dobfe definovan
i pro jednotlivé rovnice.

13To si také rozmyslete a pochopte!



neznamou. Ziskali jsme jediné feseni (1,1,1). S vyuzitim zavedeného znaceni tedy
pro tuto soustavu plati S = {(1,1,1)}. Jak snadno ovérime, pro druhou soustavu
rovnic je (1,1, 1) také feSeni, neni ale uz tak snadno vidét, jak na toto feseni prijit
a ani jestli je jediné.

Jak vidno, nékteré soustavy maji tvar, ktery umoznuje snadné hleddani mno-
ziny TeSeni a jiné soustavy nikoli. Pro hledani feseni by tedy bylo velice uzitecné,
pokud bychom kazdou soustavu mohli upravit tak, ze bychom ji dostali do toho
,vyTesitelného tvaru®, aniz bychom zménili mnozinu reseni. A jak uvidime, mame
stésti, takové upravy existuji. Jsou dokonce velice jednoduché (opét pouzivame zna-
¢eni z Definice 1.3):

(U1l) Prohozeni dvou rovnic.

(U2) Vynésobeni jedné rovnice nenulovym ¢islem, presnéji vyména rovnice
a;121 + Qjpxe + -+ QinTy = bz

rovnici
;1021 + Qip0xy + - -+ + a;paT, = ab;
pro néjaké 1 <i<maa € R\ {0}.
(U3) Pricteni libovolného ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici, presnéji nahrazeni

rovnice
a;1T1 + ;9T + -+ AinTyn — bz

za Tovnici
(an + aajn)x + (a + aaj)xs + - - - + (i + aaj,)z, = b + ab;
pro néjakad riznd cislai,j € {1,2,...,m} aa € R.

Ukazme si nyni, Ze pomoci téchto tii uprav umime prevést pravou soustavu z (1.6)
na tu levou:

3r+2y+ 2=6 3r+2y+ 2=6
3z 4 6y + 4z = 13 % Ay +32=7 %’;
dy+22 =6 dy+22 =6
3r+2y+ z2=6 r+2y+ 2=6
U1 U2
z=1 y4+22=6 —
r2¢r3 1.2
dy+22 =6 z=1 :

3r+2y+2=6
2y+2=3 (1.7)

z=1.
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. .. v e , . - . U3 NP
Popisky u sipek naznacuji, jakou tpravu jsme pouzili: napr. o #naci, ze jsme po-
rZ—T

uzili ipravu (U3), konkrétné jsme k druhé rovnici pricetli -1 ndsobek rovnice tiet{'!.
Upravovat soustavy rovnic tedy umime, co je ale diilezité, ze vSech pét soustav uve-
denych vyse ma stejné mnoziny feseni! A jelikoz mnozinu TeSeni finalni soustavy
zname, je to S = {(1,1,1)}, zndme i feseni vSech predchozich. Zbyva ndm jenom
ukazat, ze to opravdu funguje.

Véta 1.5. Prevedeme-li jednu soustavu linedrnich rovnic na jinou pomoci jedné z
uprav (U1), (U2) nebo (U3), maji obé soustavy stejnou mnoZinu resent.

Diikaz. 7 definice mnoziny feseni (viz definice (1.3)) je jasné, Ze prohozeni rovnic
na tuto mnozinu nemd zadny vliv, a tvrzeni véty pro upravu (U1) tedy plati.

Déle ukdzeme, ze zménime-li jednu rovnici pomoci ipravy (U2), mnozina reseni
této jedné rovnice se nezméni. Ze se nezméni ani mnozina feseni soustavy je pak
ziejmé (viz bod (ii) v Pozorovani 1.4). Chceme vlastné ukézat, ze mnozina FeSeni
ité rovnice (pouzivame stéle znaceni z Definice 1.3 a z definice tprav (Ul — U3)
vyse)

ai1®1 + QgTa + -+ + ATy = by,

pro néjaké 1 < ¢ < m, je stejna jako mnozina feSeni rovnice

anQxy + apary + - - + apor, = ab;
pro libovolné nenulové o € R. Diky distributivité s¢itani a nasobeni redlnych cisel
vime, ze

;10T + ATy + -+ - + @iy, = a(a;x] + apTs + -+ -+ aipx,) = ab;.

A jelikoz v redlnych cislech je rovnice ay = oz pro nenulové a ekvivalentni s rovnici
y = z, je dikaz pro (U2) hotov'.

Pro upravu (U3) postupujeme stejné jako pro (U2): diky jté rovnici soustavy,
ktera rika, ze

aﬂxl + CL]’QJZ'Q + -+ ajna:n = bj

plyne z rovnosti

(an + aaji)ry + (a0 + aajo)rs + - - + (@i, + aaj,)x, =

= (a1 + aiTo + - + AinTp) + (a1 + ajoTs + 0+ AjpTy,) =

= bz + Oébj,
ze plati
(anx1 + apre + -+ - + ainxy,) + ab; = b, + ab;.
Tato rovnice ma zfejmé stejnou mnozinu feseni jako rovnice
;121 + Qo + -+ QinTy = bz ]

14Lidstéji feceno, odecetli jsme od druhé rovnice tu tieti.

15Tim, 7e zde vypisujeme takovéto (zfejmé) ditvody proto, pro¢ néco plati, se snazime étenaii
ukdazat, jak by mél uvazovat. Vyhledové takto podrobného vysvétlovani ubude, protoze doufame,
7e jej dostanete pod kuzi.
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1.5 Matice a zakladni operace s nimi

vvvvvv

matice. Nejedna se o nic slozitého (jsou to vlastné jen ¢isla zapsand do obdélniku),
coz je dobTe, nebot se s timto pojmem budete potkavat casto i béhem dalsiho studia a
nejen v matematickych predmétech. Pro nas je ale akutni motivace velice prozaicka:
chceme si zjednodusit znaceni soustavy lineadrnich rovnic.

Zjednoduseni spoc¢iva v zavedeni konvence, ktera urcuje vyznam koeficientu podle
jeho polohy, coz umoznuje vyhnout se opakovanému psani ndzvi proménnych. Uved-
me piiklad tohoto zjednoduseného zapisu:

3r+2y+ z2=26 3 2 1] 6
3r 4+ 6y + 4z =13 budeme zapisovat jako 3 6 4|13]. (1.8)
0 4 2| 6

dy+4+22=6

Pokud neni feceno jinak, sloupce odpovidaji poradi proménnych podle abecedy c¢i
indexu, tedy prvni sloupec odpovida x (resp. x1), druhy y (resp. x2) atd.

Definice 1.6. Necht m,n € N. Usporddang soubor mn ¢isel zapsany do tabulky'®
o m radcich a n sloupcich nazyjvame matice typu m x n. Matice obvykle znacime
takto:

aix Q2 - Qin

Q21 Q22 -+ Q2p
A= . . . . ;

Am1 Am2 - Amn

kde a;; jsou prvky matice (nékdy je znacime taky jako A;; a nazgvdme je ijté
prvky). Cislu i rikime *ddkovy a ¢islu j sloupcoviy index.

MmnoZinu vSech matic typu m x n (s redlngmi proky) znacime R™". Jako
A € R™! znacime jty sloupec matice A:

ayj
CLQJ'

Apmj
Podobné A;. € RM znaci ity rddek matice A:
A = (ail iz - am) .

Dvé matice se rovnaji, pokud jsou stejného typu a maji shodné vsechny odpovi-
dajici proky.

Nyni si zavedeme ctyti zakladni operace, které budeme dale hojné vyuzivat. Je to
nasobeni matice ¢islem, s¢itani dvou matic, transponovani matice a nasobeni dvou
matic. Z téchto operaci jiz snadno odvodime od¢itani (coz je vlastné pricitani (-1)
nasobku) a napt. mocnéni A3 = A - A - A).

6Do dvourozmérného pole, chcete-li.
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Nasobeni matice ¢islem a s¢itani matic

Jak ndsobeni matice ¢islem tak sc¢itani matic bude definovano tzv. ,,po prvcich®“. Pro
matice typu m X n to tedy bude odpovidat mn nezavislych nasobeni dvou realnych
c¢isel resp. mn nezavislych sc¢itani dvou redlnych ¢isel. Pri s¢itani po prveich musime
mit ke kazdému prvku jedné matice odpovidajici prvek druhé matice (musi byt ve
stejném Fadku i sloupci), a proto umime scitat pouze matice stejného typu.

Definice 1.7. Budte m,n € N, o € R a A, B € R™" matice s proky a;; resp. b;;.
Soucin matice A a realného cisla o definujeme takto:

aan aa2 e Qp

Q921 92 s Aoy,
ol =

Alm1 Ay - O,y

Soucet matic A a B definujeme jako

a1 +bu aig+biz - ap, + by

as; +bar  age+by - ag, + by,
A+DB:= _

am1 + bml Am2 + bm2 ot Amn + bmn

Matici A+ (—1)B nazgvdme rozdil matice A a B a znacime A —B, matici (—1)A
znacime jako —A.

Uvedme opét nékolik pozorovéani, které si laskavy ¢tendr sam promysli (tj. do-
kaze) a sdm sobé vysvétli, pro¢ jsou pravdiva. Vétsina z nich plyne z toho, co bylo
feceno pred predchozi definici, tedy Ze definice operaci po prvcich vlastné znamena,
ze se jednd o mn nezavislych (ale usporadanych) operaci s dvéma realnymi ¢isly.

Pozorovani 1.8. Budte m,n € N, a € R a A,;B € R™" matice s prvky a;; resp.
b,;j.
1. Matice oA i A + B jsou opét proky R™™, neboli ndsobeni cislem ani scitdni

matic nemeéni pocet radku ani pocet sloupcil.

2. JelikoZ je scitani matic definovano po sloZkdch a scitani redlnijch cisel je ko-
mutativni, je © scitani matic komutativni. Plati tedy

A+B=B+A.

3. Jelikoz je scitdni matic a ndsobeni matice cislem definovdno po slozkdch, plyne
z toho, Ze scitani a ndsobeni redlnych cisel splnuje distributioni zdkon, to,
ze je distributivni i operace ndsobeni matic cislem vici maticovému scitand.
Presnéji, plati rovnost

a(A +B) = aA + oB.

4. Pro vsechna prirozend cisla n plati

nA=A+A+ - +A.

nkrat
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5. JelikoZ rovnice a + x = b, pro redlnd c¢isla a,b € R a redlnou nezndmou x, mad
jediné reseni x = —a + b, md i rovnice

A+X=D8B

s nezndmou matici X € R™" jediné reseni X = —A +B = (—1)A + B.

Transponovana matice

Transpozice matice neni aritmetickd operace, ale spise jakési preskladani prvk.
Jelikoz se casto provadi, zavadi se pro ni specialni znaceni.

Definice 1.9. Budte m,n € N a A € R™" matice s proky a;;. Transpozict matice
A nazgvame matici z R™™, jejiz pruek v jtém radku a itém sloupci je roven a;;. Tuto
matici znacime AT .

Transponovani tedy vlastné znamena, ze vezmeme rfadky matice A a zapiseme je
do sloupcu (pfi zachovaném poradi).

Priklad 1.10. Plati ndsledujici:

T 1 4
1 2 3 T
<456>—§2a(1234)_

=~ W N -

Pro kaZdou matici A také plati (AT)T = A.

Nasobeni matic

Né4sobeni matice matici bude pro mnohé z ¢tenafd prvni zasadnéjsi novinkou'”.
Je proto mozné, Ze pri prvnim pohledu na definici si néktery ¢tenar pomysli ,,Proc¢
zrovna takhle?“. Uz brzy uvidime, ze zvolena definice nasobeni ma napf. tu vyhodu,
ze pomoci ni budeme moci zjednodusit znaceni pro soustavu rovnic (1.5) na jedno-
duchou (maticovou) rovnici Ax = b. To ale neni zdaleka jedind vyhoda a skutecny
diivod, pro¢ je souéin matic definovan takto, se dozvite pozdéji'®.

Definice 1.11. Budte m,n,p € N, A € R™" matice s proky a;; a B € R™ matice
s pruky bi;. Soucinem matic A a B je matice D € R™P s proky d;;, pro kterou plati

dij = Z aikbkj, (19)
k=1

znacime D = AB.

17Samoziejmé ne pro ty nadsence, kteif kurz linearni algebry opakuji.

18Pro nedockavé: ukazeme si, Ze matice vlastné reprezentuji vSechna mozn4 linedrni zobrazeni
a ze skladani linedrnich zobrazeni odpovida pravé nami definovanému nasobeni jejich maticovych
reprezentaci.
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V této definici je tfeba vénovat pozornost kazdému pismenku. Naptiklad si vSim-
neme, ze matice A a B mohou byt rizného typu. Co se musi shodovat, je pocet
(oznaceny jako n) sloupctt matice A a pocet fadku matice B. Pro¢ se musi tato dvé
¢isla shodovat je jasné ze sumy (1.9): séitaci index k nabyva hodnot od 1 do n a ve
scitancich a;;by; pak tento index hraje roli sloupcového indexu matice A a fddkového
indexu matice B.

Priklad 1.12. Plati ndsledujici:
(1 2 —1>‘ i ; 2 j _<8 11 14 —3)
10 1 L 11 0 2 3 4 -1

Napriklad prvek 14 leZici ve vysledné matici v pronim radku a tretim sloupci ziskame

tak, Ze vezmeme proni radek (1 2 —1) levé matice a treti sloupec (3 6 1) pravé
matice a secteme vysledky soucinu provedengch ,po prvcich“:

1-3+42-64+(-1)-1=14.

Souc¢in matic neni obecne komutativni. Muze se dokonce stat, ze soucin AB je
definovan a BA neni (vizte pfedchozi priklad). Ale i pokud oba souciny definovany
jsou, nasobeni stejné neni obecné komutativni, protoze vysledky mohou byt matice
rizného typu. A i kdyz stejného typu jsou, nemusi si byt rovny.

Priklad 1.13. Plati ndsledujici

11 2)-6)

tedy viysledkem ndsobeni matice z RY3 matici z R3! je matice z RV,
Po prohozeni poradi matic je visledek z R33:

1 111
2(111):222
3 3 3 3

Aby nasobeni mohlo byt viitbec komutativni, musime se omezit na matice, které
maji stejny pocet fadki i sloupct. Jedna se o matice typu n X n a nazyvaji se ze
zrejmého duvodu ¢tvercové. Pro ¢tvercové matice A, B € R™™ plati, Ze matice AB
i matice BA jsou opét z R™". Je tedy komutativni alespon nésobeni ¢tvercovych
matic? Neni, jak je vidét na nasledujicim prikladeé.

Priklad 1.14. Plati ndsledujici:

3G = 666

Komutativni tedy nasobeni matic obecné neni, plati pro néj alespon asociativni
zakon? Ukazeme si, ze plati, musime se ale opét omezit na matice takovych rozmeért,
aby uvazované nasobeni bylo dobre definované.
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Véta 1.15. Necht m,n,s,t € N. Pro libovolné matice A € R™", B € R™* a D € R*!

plati
A(BD) = (AB)D.

Diikaz. V nésledujicich rovnostech pouzivame definici maticového nésobeni a vyu-
zivame toho, ze nasobeni realnych cisel je asociativni, a také toho, Ze pro scitani a
nasobeni redlnych ¢isel plati distributivni zdkon. Symbolem (BD); znac¢ime prvek
matice BD v ktém tadku a jtém sloupci. Ukézeme, ze ijty prvek matice A(BD) je
roven ijtému prvku matice (AB)D pro libovolné 1 <i<ma 1l <j <t

Z Azk Z Azk Z ]BkEID)Zj Z Z AikBkZD@j
k=1 k=1

k=1 /¢=1
_ Y3 AuBDy = (z Azkﬁkz) Dy — 3" (AB)uD,
/=1 k=1 /=1 /=1
— (AB)DJ,,

Protoze jsme i, j volili libovolné, kazdy ijty prvek matice A(BD) je roven ijtému
prvku matice (AB)D. Tedy A(BD) = (AB)D. O

Jesté jednou zdurazinujeme, Ze asociativitu nasobeni matic jsme dokézali pouze
s vyuzitim definice tohoto nasobeni'” a s vyuZitim asociativity nasobeni a distribu-
tivity nasobeni a s¢itani realnych cisel.

Mohli bychom si vymyslet jesté mnoho riznych vlastnosti maticového nasobenti,
a proto to aspon trochu udélame:

Véta 1.16. V ndsledujicich tvrzenich jsou rozméry matic A, B a D vZdy takové, aby
obsazené vyrazy mély smysl a o € R. Plati:

(i) A(B+D) =AB+ AD, (distributioni zdkon)
(i) (A+B)D = AD + BD, (distributivni zdkon)
(7ii) o(AB) = («A)B = A(aB),
(iv) (AB)T =BTAT.

Vétu dokazovat nebudeme, protoze vérime, ze si dikazy laskavy Ctenar udéla
sam. Vzdy bude platit, ze si vystaci s definici ndsobeni, transponovani a s¢itani ma-
tic, definici ndsobeni matice ¢islem a asociativitou, distributivitou a komutativitou?
nasobeni a s¢itani redlnych ¢isel?!.

19Samoziejmé.

20T potfebujeme pro ditkaz poslednich dvou rovnosti.

21Opakujeme to pofad dokola zdmérné, jestli budete jesté par stranek &ist, budete za to vdééni!
Pokud tedy nejste ten typ studentti, kterému se ¢lovék nezavdéci.
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Maticovy zapis soustavy rovnic

Zkusme si ted jen tak vynasobit nasledujici dvé matice:

aix Qa2 - Qip x
21 Q22 -+ Q2pn X2

A= ] . ] ER™ a x=| | eR™.
Am1 Am2 - Qmp Ln

Vzhledem k tomu, Ze matice A mé stejné sloupcti jako matice x fadki, nasobeni
pijde jako po mésle. Vysledkem bude tato matice z R™!:

a1121 + aj9xg + - + a1y,
2171 + Q2T2 + - - - + A2, Ty

Ax =
Am1T1 + Am2T2 +---+ Amnln

Abychom se dostali k pointé, polozime si otazku, kdy se matice Ax rovna matici

by

b
b= ,2 e R™!.

bm
Podle Definice 1.6 se matice rovnaji, pokud jsou stejného typu (coz je zde splnéno,

obé jsou typu m x 1) a maji stejné vSechny odpovidajici prvky, proto rovnost Ax = b
nastava, prave kdyz

a11T1 + Q122 + -+ ApTp = bl
211 + Q22Ty + -+ + Aoy, = b2
A1 T1 + ATz + 0+ GppTp = by

V tom ale pozorny ctenar jisté poznava nasi dobrou znamou soustavu linearnich
rovnic (1.5) z Definice 1.3! Zapis Ax = b je tedy naprosto ekvivalentnim vyjadienim
tychz rovnosti. Jelikoz je mnohem elegantnéjsi, budeme jej v dalsim textu preferovat
a pro jistotu si jeho pomoci (také) definujeme pojem soustavy linedrnich rovnic??.
Nez ale pristoupime k samotné definici, zavedeme si znaceni, které budeme hojné
pouzivat v néasledujicim textu.

Definice 1.17. Necht m,n € N. Proky R™! budeme nazjvat mprvkové vektory a
namisto R™! budeme casto psdt pouze R™. Vektor z R™, jehoZ vsechny proky jsou
nuly, budeme nazyvat nulovy vektor a znacit 0. Matici z R™", jejiZ vsechny proky
jsou nuly, budeme nazyvat nulovou matici a znacit ©.

22Je trochu neobvyklé, mit v jednom matematickém textu dvé definice téhoZ pojmu, i kdyz
jsou treba ekvivalentni. Obvykly postup je jednu si vybrat a o druhé dokazat, ze je ekvivalent-
nim vyjadfenim téhoz (v pripadé nejasnost{ kontaktujte prosim odbornika na tuto problematiku
Ing. Miroslava Hron¢oka). V nasem pripadé se ale nejednd ani o klasickou ekvivalenci, je to prosté
to samé, jenom jinak oznacené. Proto si ,,prohfesek®“ dvou definic dovolime.

17



7 definice plyne, ze R™ je mnozina mprvkovych vektori psanych ,do sloupce*.
Této konvence se budeme drzet. Pokud budeme potiebovat zapsat vektor x do radku,
pouZijeme operaci transpozice x’ .

Definice 1.18 (Maticovy zéapis soustavy linedrnich rovnic). Necht m,n € N, A €
R™" b e R™. Rovnict

Ax =D (1.10)
nazyvame soustavou m linedrnich rovnic pro n neznamych xy,xa, ..., T,. Vektor
T
T
X =
Tn
nazijvdme vektorem nezndmaijch a vektor bT = (b1 by - bm) vektorem pra-

vych stran.
Matici A nazyvame matici soustavy a matici

ayp @iz - Qi | by

Az Gga - Qg | bo
(AlDb)=

Am1 Am2 - Amn bm

roz§itenou matici soustavy®. Je-li b = 0 € R™, mluvime o homogenni sou-
stavé. Soustava Ax = 6 je pridruZenou homogenni soustavou linedrnich
rovnic k soustave Ax = b.

MnoZinu vsech 1eseni soustavy Ax = b znacime S a mnoZinu resent pridruZené
homogenni soustavy Sy.

Struktura reseni soustavy

V Pozorovani 1.4 jsme si ukazali, ze je-li x feSenim homogenni soustavy Ax = 0,
pak také ax je jejim fesenim pro libovolné o € R. S vyuzitim jednodussiho znaceni
a vlastnosti nasobeni matic si muzeme ukazat o mnoziné reSeni dalsi dulezité véci.

Véta 1.19. UvazZujme soustavu rovnic Ax = b. Plati nasledujici:
(i) Je-li x € Sy a a € R, je také ax € Sy.
(ii) Je-li x,y € So, je také x +y € Sp.

(1it) Je-lix,y € S, jex—y € Sp.

(iv) Bud x € S, potom pro kazdy vektor y € S ezistuje néjaky vektor z € Sy tak,
Zey =X+ z.

23Svisl4 ¢ara mezi poslednim a predposlednim sloupcem se pouziva pouze pro grafické zvyraznéni
toho, co povazujeme za pravou stranu. Nemd zadny jiny vyznam a rozsifend matice soustavy je
normélni matice z R™"+1,
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(v) Budx € S, potom pro kazdy vektor z € Sy plati, Ze x +z € S.

Diikaz. Tvrzeni (i) uz jsme dokazali diive. Tvrzeni (7i) je primym dusledkem distri-
butivniho zakona (vizte Vétu 1.16, bod (7)) a zfejmého faktu, ze 6 + 60 = 6:

Ax+y)=Ax+Ay=0+0=190,

tedy skutecné i x + y fesi pridruzenou homogenni soustavu a patfi do mnoziny Sj.
Jelikoz je x — y definovéno jako x + (—1)y, dostavame s pomoci (i) a (7i) toto:

Ax—y)=Ax+(-1)y) =Ax+A((—-1)y) = Ax + (—1)Ay = Ax — Ay.

Mizeme tedy tici, ze distributivni zakon plati pro nasobeni i vii¢i od¢itani matic.
Z predpokladu tvrzeni (i) x,y € S plyne, ze Ax = Ay = b, coz s vyuzitim
predchoziho vypoctu dava

Ax—y)=Ax—Ay=b-b=290,

tedy skuteéné x —y € Sy.

Tvrzeni (iv) je primym dusledkem (7ii), nebot hledany z je roven vektoru y — x,
ktery je dle (iii) prvkem Sy a zaroven ziejmé plati*! x + (y — x) = y.

Tvrzeni (v) je jen dalsim dusledkem distributivniho zakona a toho, ze b+ 6 = b:

Alx+z)=Ax+Az=Db+0=Dh.
O

Zavedeme si jesté jeden pojem, ktery ndm umozni zapsat tvrzeni (iv) a (v) v
elegantnéjsim a citelnéjsim formatu:

Definice 1.20. Budte A a B libovolné podmnoziny nejaké mnoZiny M, pro jejiz
prvky je definovano scitani + : M X M — M a nasobeni - : R x M — M cislem z
R. Soucet mnozZin A a B definujeme nasledovneé:

A+B:={a+b|lacAbe B}

Je-li A = {a} jednoprvkovd, piseme a + B namisto {a} + B.
Podobné soucin redlného c¢isla o € R a mnozZiny A definujeme jako

aA :={aa|a € A}

Soucet mnozin je tedy definovan jako mnozina vSech sou¢ti vsech riaznych dvo-
jic prvkl z obou mnozin. Mozna Vas zaskocil ten podivny predpoklad, ze M je
libovolnd mnozina, pro jejiz prvky je definovano sc¢itani + : M x M — M.“ Co to
znamena? Znamend to to, Ze pro vSechny usporadané dvojice (a,b) € M x M méme
dobre definovany vyraz a+b. Tento vyraz chapeme jako zobrazeni dvou proménnych
a podminka + : M x M — M znamend, ze kazdou dvojici (a,b) € M x M zobrazi
toto zobrazeni zase zpét do mnoziny M. Rikdme, Ze M je uzaviena vaéi séitani
+. Uplné stejné se mizeme divat jako na nasobeni prvku mnoziny M redlnym &islem
a: je to zobrazeni z R x M opét do mnoziny M.

Kdyby se ¢tenar necitil ohledné této definice pevny v kramflecich, necht si roz-
mysli rovnosti v nasledujicim prikladeé.

24Sami si rozmyslete, jaké viechny vlastnosti aritmetickjch operaci s maticemi zde pouzivime.
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Priklad 1.21. Plati ndsledujici rovnosti:
1. {4,-1}+{1,2,3} ={0,1,2,5,6, 7}
2. {1,—-1} +{1,2,3} ={0,1,2,3,4}
3. 27, je mnozina vSech sudych celyjch cisel.
4. 27+ 1 je mnoZina vsech lichych celych cisel.
5

. Pron € Z je nZ mnoZina vsech celociselnych ndsobki n, tj.

nZ = {kn |k € Z}.

Definici sou¢tu mnozin budeme pouzivat ¢asto i v nasledujicich kapitolach?®, zde
jej ale pouzijeme k preformulovani tvrzeni (iv) a (v) z predchozi véty. Jelikoz pro
mnozinu matic R™" (a tedy i R™) mame dobfe definované s¢itani i ndsobeni ¢islem,
muzeme znaceni z predchozi definice bezstarostné pouzivat.

Véta 1.22. Necht X je néjaké reseni soustavy Ax = b, potom pro tuto soustavu
plati, Ze
S=x+ 5.

Kdyz se nad tim trochu zamyslime, zjistime, zZe tato véta je skutecné ekvivalentni
s tvrzenimi () a (v): (iv) Tiké, ze S C x+ Sy a z (v) pak plyne, ze S O x + Sp.
Dohromady tedy mame S = x + Sj a véta je dokazana.

Rovnost S = x + Sy mize vypadat nevinné, ale pro nasi snahu umét kompletné
vytesit libovolnou soustavu linearnich rovnic je klicova, fika nam totiz, ze pokud
chceme popsat celou mnozinu reseni, staci umét najit jedno reseni a umeét
popsat mnozinu resSeni pridruzené homogenni soustavy.

1.6 Gaussova elimina¢ni metoda (GEM)

V této kapitole uz jsme si vydatné o soustavach linearnich rovnic popovidali, takze je
konecné cas si tici, jak hledat jejich feseni. Bohuzel jesté neméame veskerou vybavu k
tomu, abychom tento tikol dotahli iplné do konce. Pteci jen se ale mnoho dilezitého
o mnoziné feSeni zjistit nauc¢ime. Konkrétné byste po precteni této c¢asti méli byt
schopni:

e Poznat, zda ma soustava alespon jedno feseni nebo nema teseni zadné.

e Poznat, jestli ma dana soustava pravé jedno feseni nebo jich ma nekonecné
mnoho.

e V pripadé, Zze ma soustava praveé jedno reSeni, toto reseni nalézt.
e V pripadé, Ze ma soustava vice nez jedno feseni, nalézt jich nekone¢né mnoho.

Co se zatim nedozvite je to, jak popsat mnozinu teseni, kdyz bude mit nekonec¢né
) Y
prvki?®. Popsat nekoneénou mnozinu je nékdy zaludny problém neb to samoziejmé

25Nota bene, je to velice obvyklé znaceni a ¢asto se pouziva bez dalsiho komentaie, protoze se
predpoklada, ze jej ma laskavy ¢tenadfr v pazi.
26Pfesnéji fedeno se to dozvite, ale nebudete o tom védét (tj. nebudeme schopni to dokazat).
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nelze udélat prostym vyctem a musi se néjakym zptisobem zachytit struktura této
mnoziny. Nékdy je to jednoduché, napt. mnozinu sudych ¢isel popiseme snadno:

(2k | k € 7},

jsou to prosté vsechny celoc¢iselné nasobky dvou. A nékdy je to zase extrémneé slozité,
napt. u mnoziny prvocisel. Tu popsat néjakym koneénym zptisobem, ktery by jasné
ifkal, jak vSechna prvodcisla vypadaji, neumime?®’.

V pripadé feseni soustav linearnich rovnic si ukazeme, ze mnozina Sy vzdy tvori
podprostor, tedy existuje koneénd mnozina riznych reseni (tzv. baze) takova, zZe
vSechna ostatni reseni ziskame jejich linearni kombinaci. Sami asi citite, ze je trochu
problém, zZe se tu ohanime pojmy, které Vam nic nerikaji. O to, aby Vam néco tikaly,
se postarame v dalsi kapitole.

Horni stupnovity tvar

V sekci 1.3 jsme vidéli, ze nékteré soustavy se daji vyresit snadno, protoze se daji
primocare prevést ze soustavy rovnic na reseni nezavislych linearnich rovnic s jednou
proménnou. Jako priklad jsme si uvedli soustavu (ta leva v (1.6)), kterou maticove
muzeme zapsat

S O W
S NN

1]6
1]3]. (1.11)
1)1

Vlastnost, ktera z této soustavy délala snadno resitelny problém, byla tato: Jedna
z rovnic méla formu jednoduché linedrni rovnice s jednou nezndmou (konkrétné
z = 1). Po jejim vyfeSeni a dosazeni za tuto nezndmou nam zbyly dvé rovnice
pro dvé neznamé (zde jsou to x a y), jejichz tvar umoziioval opét jednu nezndmou
snadno spocitat. Toto navic bylo mozné opakovat, dokud jsme neohodnotili vSechny
promeénné.

Na soustavé (1.11) byla tato vlastnost snadno vidét, podobné snadno lze ale
vyTesit tfeba tuto soustavu:

01 02
02 —-1]2]. (1.12)
30 118

Z prvni rovnice vykoukdme, ze y = 2. Kdyz za y dosadime (prostiedni sloupec

vynasobime dvéma, odec¢teme jej od sloupce pravych stran a nasledné jej vynulujeme
— toto by se dalo popsat jako odeéteni tohoto sloupce od obou stran soustavy),
dostaneme:

00 0]O0
00 —1]-2], (1.13)
30 18

coz odpovida soustavé dvou rovnic pro dvé neznamé z a z:

0 —1]-2
1), w18

2TKdybyste na néco piisli, mizete dostat bud hodné pendéz, nebo taky zdhadné zmizet, neb kvili
nékterym Sifram by z toho mohlo byt docela mrzeni.
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V této soustavé mame dalsi trividlni rovnici —z = —2 s fesenim z = 2. Po dosazeni
a dalsim odecteni sloupce odpovidajici proménné z dostavame

0 0]0
3 016/

coz odpovidé rovnici 3x = 6. Soustava ma tedy jediné feseni a to (2,2, 2).

Kdyz se podivame (ne moc zkusenym okem) na soustavy (1.11) a (1.12), je jasné,
ze z tvaru té prvni je ,snadné TeSitelnost“ mnohem lépe vidét, nebot rovnici, ktera
ma snadné TeSeni, najdeme vzdy dole a proménnou této rovnice vzdy vpravo. Jak
uvidime, na tento tvar se muzeme z (1.12) také dostat, aniz bychom ménili mnozinu
reseni. V tomto konkrétnim piikladu stacéi napsat fadky v opaéném poradi (to jisté
mnozinu FeSeni neméni) a prohodit druhy a tfeti sloupec (to také mnozinu FeSeni

neméni, nebot scitani je komutativni®®). Vysledkem je soustava
3 1 08
0 -1 2|2
0 0 1]2

Nyni uZ by mél jen trochu ztcastnény ¢tendf byt schopen vysvétlit?

nasledujici:

, pro¢ plati

Pozorovani 1.23. Necht pro matici soustavy Ax = b plati ndsledujici:

(i) A € R™™ (tj. je ctvercovd),

(7i) Ay # 0 pro vSechny i € {1,2,...,n} (tj. diagondlni proky jsou nenulové),
(iii) je-lii > j je Aj; =0 (tj. proky pod diagondlou jsou nulové™),
potom ma soustava prave jedno resent.

Jak jiz vime, soustavy nemusi mit vzdy jediné feseni, mohou jich mit vice (ne-
konecno) nebo nemusi mit zadné. Z toho je jasné, ze ne vsechny soustavy budeme
schopni prevést na tvar popsany v Pozorovani 1.23. Naptiklad soustava

3 1 0] 8
0 -1 2] 2
3 1 1]10
6 1 3|21

feseni nemad, ale na prvni pohled to vidét neni. Naopak u soustavy

3108
0 -1 2|2
0 0 1|2 (1.15)
0 0 0|1

28Ha, dalsi uziteénd vlastnost!

29Pokud tomu nerozumite, prectete si tuto ¢ast jesté jednou. Tato ,rada“ plati, i kdyz uz jste
ji pfedtim cetli. Stéle plati, ze bude hif a tady neni viibec vhodné néco nechapat!

30Maticim spliiujici soudasné prvni a t¥eti bod se ¥k horni trojihelnikové.
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to vidime okamzité, neb posledni fddek odpovida nefeSitelné rovnici®*' 0 = 1.

Existuje tedy tvar soustavy, ze kterého je vidét, ze ma soustava pravé jedno reseni
a i tvar, ktery primo krici, zZe soustava reseni zadné nemé. Existuje tvar soustavy,
ze kterého pozname, ze feseni je vice? Ano, kouknéme treba na nasledujici soustavu
tii rovnic o péti neznamych (x1, xe, T3, Tyq, T5):

3 1020]|7
0 -1 22 1|1 (1.16)
0 00 1 1|2

Najdeme si dvé rtzna feseni a s jejich pomoci dalSich nekonecné mmnoho fesSeni.
Nejprve zkusme najit takova reseni, pro kterad je x3 = x5 = 0. To vlastné odpovida
tomu, ze vynechame treti a paty sloupec soustavy. Vysledkem je soustava pro tri
nezndmé (xy, Ty, xy)

3 1 2|7
0 -1 2|1],
0 0 1|2

kterda ma, jak vime z Pozorovani 1.23, pravé jedno reseni. Snadno spocitame, ze x4 =
2,29 = 3 a x; = 0. Pro puvodni soustavu tedy dostdvame teseni x = (0, 3,0, 2,0).
Kdyz polozime zo = x4 = 0, dostaneme podobné soustavu

3
0
0

0 0|7
2 1]1],
0 1|2

kterd ndm s pouzitim stejného postupu da feseni y = (7/3,0,—1/2,0,2).

Méame tedy dvé ruzna reseni soustavy (1.16) x,y € S. Z bodu (i) Véty 1.19
vime, Ze vektor z = x —y = (—=7/3,3,1/2,2,—2) je feSenim pridruzené homogenni
soustavy, neboli je prvkem Sy. Z bodu (7) téze véty vime, Ze vektor az je pro libovolné
a € R také z Sy. Koneéné podle bodu (v) plati, Ze pro libovolné o € R je vektor

x+az €S

a my tak dostavame nekonecné mnoho feSeni!

Kdyz se podivame na soustavy (1.11), (1.15) a (1.16), u kterych jsme si ukézali,
ze je snadné je vyresit, muzeme si vSimnout jedné vlastnosti. Kdybychom v kazdém
radku nahradili nuly, které jsou nalevo od nejlevéjsiho nenulového prvku (v tomto
radku), néjakym kvadrem, dostaneme schody, po kterych budeme moci vystoupat

31Mozna Vam piipads, Ze je to ponékud ulitly piiklad nefesitelné soustavy, ale neni: kazd4 nefe-
Sitelnd soustava vede na takovouto ziejmou nepravdu. Ostatné kdyz byste chtéli nékoho presvédcit,
Ze rovnice 2x = 2(x + 7) nemd FeSeni, také ukdzete, ze by muselo platit ze = = 0.
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az k prvnimu fadku. Ukazme®” si to na soustavach (1.11), (1 a (1.16):

32 1|6 3 2 16
02 13— |m 2 13
00 1|1 EE
3 10]8 3 1 0/8
0 -1 2|2 m -1 2|2
0 o0 1|2 " |m m 12
0 0 01 E E N
10207 3 10 2 0|7

0 -1 22 11| —|m -1 2 2 1|1

0 001 1|2 "B RE

Tvaru, ktery tuto schodovitou vlastnost bude mit, fikdme horni stupnovity tvar.
Jelikoz si tady jen tak nepovidame, ale seri6zné budujeme linearni algebru, musime
uvést fadnou a piesnou definici®?

Poznamka 1.24. Casto budeme predpoklidat, Ze v matici soustavy nejsou sloupce
obsahujici samé nuly. Neni to nikterak omezujici predpoklad, pouze ndm ulehci (a
zkrdti) praci. Napr. soustava pro nezndmé (z,y, z,u)

O O W

2
2
0

o O O

1
1
1

= W o

je zjevné ekvivalentni soustavé pro nezndmé (x,y,u)

o W
O NN

1/6
113
111

(e}

Ta, jak vime, ma jediné reseni x =y = u = 1). JelikoZ na proménnou z v pivodni
soustavé neni kladena Zadnd podminka (tj. nevyskytuje se v Zadné rovnici), mize
mit jakoukoli hodnotu. Puvodni rovnice md tedy nekonecné mnoho reseni (1,1, a, 1),
kde o € R je libovolné.

Definice 1.25. Pro prehlednéjsi zapis si zavedeme ndsledujici znaceni: Je-lin € N
potom definujeme
n={12,...,n}.

Definice 1.26 (HST). O matici D € R™" rekneme, Ze je v hornim stupriovitém
tvaru, jestlize vsechny radky jsou nulové, nebo existuje k € m tak, Ze radky 1 aZ k
matice D jsou nenulové a adky k+1 aZ m jsou nulové** a jestliZe plati ndsledujici:

32Tady prosime laskavého ¢tendie o trochu fantazie, kterd mu z maljch éernych &tverecki udéld
kvadry, které tvori slibované schody.

33Pojem ,schody“ nemé ziejmé rigorézni matematickou definici.

34Takto krkolomné ifkédme, ze pripadné nulové fadky matice musi byt vyskladany dole.
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Oznacme pro kazZdé i € k index nejlevéjsiho nenulového prvku v itém radku jako

=
<

Potom plati 1 < j; < jo < -+ < ji.
Je-li matice v hornim stupnovitém tvaru, potom sloupcum s indexy ji, o, - - -, Jk
rikdme hlavni sloupce, ostatnim rikime vedlejsi sloupce.
O soustavée Ax = b rekneme, Ze je v hornim stupnovitém tvaru, pokud matice
této soustavy (A | b) je v hornim stupriovitém tvaru.

Poznamka 1.27. Asi si rikdte: ,Zlaté kvadry a schody, kdo se v tomhle md vyznat. “
Pokud prijdete na elegantnéjsi presnou definici horniho stupriovitého tvaru, nevdhejte
napsat autorim, budou Vam vdéecni.

Pro snadnéjsi predstavu prikladdme schéma obecné matice D v hornim stupnovi-
tém tvaru:

~—~—
#0
—~—
#0
0 -0 0 000 0 Dy - ;
#0
0 -0 0 0 0 0 0 0 Dy, R
S~~~
#0
0 0 0 0 0 -0 0 0 O 0

Pro ujasnéni znaceni uvedme nésledujici priklad (pouziva znaceni z Definice 1.26):
Priklad 1.28. Pro soustavu (1.11) plati
k=3 a j1:1<j2:2<j3:3.

Soustava je tedy dle definice v hornim stupnovitém tvaru. Md tri hlavni sloupce
(proni, druhy a treti sloupec) a jeden vedlejsi (cturty sloupec, neboli vektor pravych
stran,).

Pro soustavu (1.12) plati

k=3 a ]1:2:j2:2>]3:1

Tato soustava tedy neni v hornim stupnovitém tvaru.
Pro soustavu (1.15) plati

k=4 a j1=1<j=2<j3=3<jy=4.

25 . ’ s vz 7 ~ 7 . ~v ’ ’
35Neboli prvni nenulové &islo nenulového Fadku je vzdy napravo od prvniho nenulového prvku
o tadek vyse.
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Tato soustava je v hornim stupnovitém tvaru a vSechny ctyri sloupce jsou hlavni.
Pro soustavu (1.16) plati

k=3 a j1=1<jy=2<j3=4.

Soustava je v hornim stupriovitém tvaru. Ma tri hlavni sloupce (pruni, druhy a cturty
sloupec) a tri vedlejsi (treti, pdty a Sesty sloupec).

Na prikladech jsme si ukazali, Ze z horniho stupnovitého tvaru umime rozpo-
znat tTi rtizné situace: soustava ma prave jedno, resp. zadné, resp. vice feseni. Tyto
priklady byly v jistém smyslu univerzalni, nebot plati nasledujici véta.

Véta 1.29. Meéjme soustavu linedrnich rovnic Ax = b, kde A € R™". Je-li tato
soustava v hornim stuprnovitém tvaru, plati ndsledujici:

(i) Je-li posledni sloupec matice (A | b) hlavni, soustava nemd resent.

(i) Je-li posledni sloupec matice (A | b) jeding vedlejsi sloupec, md soustava pravé
jedno resent.

(iii) Je-li posledni sloupec matice (A | b) vedlejsi a existuje-li jesté jing vedlejsi
sloupec, ma soustava vice nez jedno resend.

Jing pripad nez tyto tri nastat nemauze.

Diikaz. Je jasné, ze pripady (i) — (4ii) pokryvaji vSechny moZnosti, které mohou
nastat.

Tvrzeni (i) je trividlni, nebot z definice hlavniho sloupce plyne, Ze rozsifena
matice soustavy obsahuje radek (O 0O --- 0 ‘ c), kde ¢ je nenulové cislo. To ale
odpovid4 rovnici 0 = ¢, kterd nem4 feSeni. Reseni tedy nemd ani soustava rovnic®.

Predpoklad tvrzeni (i) vlastné znamend, Ze matice A spliuje predpoklady Po-
zorovani 1.23. Jiz nebudeme znovu vysvétlovat, Ze to znamena, ze TeSeni soustavy
je jednoznacné dané.

Zbyva ukazat, ze plati (i7). To ukdzeme tak, Zze najdeme jedno Teseni a pak
néjaké nenulové feseni prislusné homogenni soustavy Ax = 6. Existence vice nez
jednoho Teseni pak jiz plyne z tvrzeni (v) a (i) Véty 1.19.

Jedno Teseni ziskame tak, ze proménné odpovidajici vedlejsim sloupciim v matici
A (nikoliv (A | b) ) polozime rovny nule. Je jasné, ze tyto proménné nebudou
mit poté zadny vliv na ostatni proménné, proto miizeme jejich odpovidajici sloupce
ignorovat. Po vynechédni téchto vedlejsich sloupcti z matice (A | b), dostaneme matici
v hornim stupriovitém tvaru spliujici predpoklad tvrzeni (7). Takto vznikla soustava
ma jiz jediné feseni, které doplnime do proménnych odpovidajicim hlavnim sloupctim
matice (A | b).

Ozna¢me vektor proménnych jako

XT:($1 To - (L’n)

36Vzpometime tvrzeni (#i) v Pozorovani 1.4.
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Nenulové feSeni soustavy Ax = 0 najdeme takto®” Bud /¢ index né&jakého vedlejsiho
sloupce. Ozna¢me matici, kterd vznikne z A vynechanim ¢tého sloupce, jako matici
A € R™"1 Podobné ozna¢me x vektor, ktery vznikne z x vynechanim prvku
zy. Soustava AX = —A, je jisté v hornim stuptiovitém tvaru, ktery spliiuje bud
predpoklad tvrzeni (7i) nebo tvrzeni (7ii). Pro takové soustavy ale jiz umime najit
reseni, oznacme jej (1, Ta, ..., To—1, To41, - - -, Tn). Z konstrukee tohoto feseni plyne,
ze ntice ¢isel (1, Za, ..., ZTo—1,1,Zps1,...,Ty) je nenulové feseni puvodni homogenni
soustavy Ax = 6. m

Koneéné GEM

Zbyva ukazat, ze kazdou soustavu lze prevést na horni stupnovity tvar. Vyuzijeme
k tomu tpravy (Ul), (U2) a (U3) z éasti 1.4. Jelikoz jsme ale pro soustavy zacali
pouzivat maticovy zapis, preformulujeme si i tyto dpravy jako upravy matice. Pro
matici A € R™" s prvky a;; definujeme™ tyto operace:

(G1) Prohozeni dvou radku.
(G2) Vynasobeni jednoho fadku matice nenulovym ¢islem, presnéji nahrazeni radku
(au iz - am)

radkem
(Oéaﬂ (07075 N Oéam)a

pro néjaké 1 <i<ma«a € R\ {0}.

(G3) Pricteni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému, presnéji nahrazeni radku

(ail Qi - am)
radkem
((ail + CYCle) (aiQ + Oéajg) s (am + CYCLjn)> ,
pro néjaka riznd ¢islai,j € {1,2,...,m} a o € R.

Jelikoz jsme vlastné pouze preznacili upravy (Ul) az (U3), plati i analogicka verze
Véty 1.5.

Véta 1.30. Prevedeme-li rozsirenou matici jedné soustavy na rozsirenou matici jiné
pomoci jedné z uprav (G1), (G2) nebo (G3), maji obé soustavy stejnou mnozZinu
resend.

377kracené bychom postup hledéni tohoto Feseni mohli popsat takto: vezméme né&jaky (ne ten
posledni) vedlejsi sloupec v soustavé Ax = 0 a za ptislusnou proménnou dosadme jednicku. Tento
sloupec pak pfevedme na pravou stranu (objevi se tam vyndsobeny Cislem —1) a ziskdme tak
nehomogenni soustavu. Ta nutné splituje predpoklady (%) nebo tvrzeni (iii) a umime ji tedy vytesit.
Nalezené teseni doplnme jednickou za vynechanou proménnou a ziskdme nenulové feseni ptvodni
homogenni soustavy.

38Pismeno G je od jména Gauss. Pojmenovavat riizné véci po panu Gaussovi je v matematice
takovy folklér.
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Nejprve si ukazeme, ze matici kazdé soustavy s nenulovym prvnim sloupcem
umime prevést pomoci (G1) az (G3) do tvaru, kdy mé& v prvnim sloupci nenulovy
prvek pouze v prvnim fadku®’. Tento fakt pak vyuZijeme ke konstrukeci algoritmu,
ktery prevede libovolnou matici do horniho stupnovitého tvaru. Postupovat budeme
takto (upravujeme matici A € R™" s prvky a;;)

1. Pokud je a;; = 0, prohodime 1. fadek s itym tfadkem, pro ktery je a;; # 0.
(aprava (G1) a vyuziti predpokladu o neexistenci nulového sloupce v matici
soustavy)

2. Proj =2,3,...,m pricteme k jtému faddku « ndsobek prvniho radku (iprava
(G3)), kde « splnuje rovnici

aji1 + aaq; = 0. (117)

Naposledy si rozpitvame vlastnosti aritmetickych operaci s redlnymi cisly: vyuzili
jsme toho, Ze rovnice (1.17) ma v R vidy fesen{, konkrétné o = —ajia;;. Jeho
existence plyne z Véty 1.1 a z jeji analogie pro s¢itani, kterou také vyslovime a
dokéazeme.

Véta 1.31. Necht a,b € R. Potom x = —a+b je jediné redlné cislo splnujici rovnici
a+x=>0.
Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze x = —a + b je skutecné fesenim rovnice a +x = b a to

prosté tak, ze za x dosadime a vyuzijeme vlastnosti realnych ¢isel a jejich séitani:
a+(—a+0b)=(a+(—a))+b=0+b=0.

Prvni rovnitko jsme si mohli dovolit napsat diky tomu, ze s¢itani realnych cisel je
asociativni. Druhé rovnitko je zase ospravedlnéno tim, ze kazdé realné c¢islo a ma
inverzi (a znacka —a mé tedy jasny vyznam) a ze plati a + (—a) = 0. Posledni
rovnitko stoji na jedinec¢né vlastnosti ¢isla 0: pro jakékoli redlné cislo ¢ plati, ze
0+ ¢ = c. Zadné jiné realné ¢slo takovou vlastnost nema.

Zbyva ukazat, ze © = —a+0 je jediné Teseni. Diikaz jednoznacnosti uz nebudeme
tolik pitvat, nebot se vyuzivaji stejné vlastnosti jako vyse. Predpokladejme, zZe 2’ je
také Teseni dané rovnice. Potom plati:

a+2'=b // pri¢téme inverz. prvek —a zleva, existuje pro Va}
—a+ (a+2)=—a+0b // pfesuneme zavorky diky asociativité}
(—a+a)+2'=—a+b //vime, Ze pro lib. ¢ je —c+ ¢ =0}
0+2'=—a+0b // prolibovolné ¢ je 0 4+ ¢ = ¢}
r’'=—a+b.

Ukazali jsme, ze ma-li rovnice néjaké reseni, je toto feseni rovno —a + b a dikaz je
tak hotov. 0

39Cisté nulovy sloupec nam pii feseni pochopitelné nevadi, znamend, e feSeni zadané soustavy
na jedné z proménnych vubec nezalezi a lze ji volit libovolné.
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Proc¢ to tady uvadime, kdyz je to trivialni a navic uplné stejné, jako v pripadé
Véty 1.17 Pravé proto, abychom ¢tenare upozornili na to, ze je to stejné, nebof opét
vyuzivame ¢tyti vlastnosti, které maji s¢itani a nasobeni stejné: soucet realnych cisel
je redlné cislo, s¢itani je asociativni, existuje specialni prvek nula, jehoz prictenim
se zadné ¢islo neméni a ke kazdému prvku existuje inverze (jen misto a™! piSeme
obvyklejsi —a a mluvime o ném jako o prvku opaéném k a).

Nyni tedy vime, Ze rovnice aj; + aa;; = 0 md reseni: vime totiz, Ze Fesenim
rovnice aj; +y = 0 je y = —aj; a feSenim aay = —aj je a = —ajlaﬁl.

A je to tady, miuZeme si popsat Gaussovu elimina¢ni metodu (GEM):

Algoritmus 1.32 (GEM). Cil algoritmu: Pro matici B € R™", hleddme takovou
posloupnost uprav (G1) a (G3), kterd ji prevede do horniho stupriovitého tvaru. Po-
stup: Polozme B = (A | b), k = ¢ = 1. Dokud je k < n a £ < m , provadime
ndsledugici:

1. Plati-li Bj, = 0 pro vSechna j = €, +1,...,m, poloZte k = k+1 a opakujeme
krok 1.

2. Je-li By, = 0 a Bj, # 0 pro néjaké j € {{+ 1,m} prohodime pomoci pravidla
(G1) jty a lty radek a pokracujeme do kroku 3.

3. Mdme By, # 0. Pomoci (G3) odecteme od vsech spodnéjsich radki vhodny
ndsobek (tého radku tak, abychom vynuluvali vSechny prvky ktého sloupce pod
prvkem na (tém radku. Polozte k =k + 1, £ =+ 1 a pokracujme krokem 1.

40

Pokud Vam tento popis neni blizky™’, mizeme si algoritmus prevypravét:

e V prvnim kroku zleva doprava vynechavame sloupce, dokud nenarazime na
nenulovy sloupec.

e V druhém kroku vhodné prohodime fadky (G1) tak, aby prvni fadek mél na
zacatku nenulové cislo.

e V tretim kroku vytvorime pomoci odec¢itani vhodného nasobku prvniho fadku
(G3) schod v prvnim sloupci (tj. nulové prvky na zac¢atku 2. az posledniho
radku). Vynechdme prvni radek a prvni sloupec matice a pokracujeme krokem
1, dokud jsme nevynechali vSsechny radky nebo sloupce.

Poradi uprav (G1) a (G3) v GEM neni jednozna¢né dané. Navic mizeme pouzit
pravidlo (G2) a vypocty si tak pripadné zjednodusit. Pfi provadéni GEM tedy méme
pomérné velkou svobodu. Obecné plati, Ze se pti provadéni GEM vyplati myslet par
tahtt doptedu: pri vhodném poradi tprav si vypocet mizeme vyznamné ulehcit.

Uvedme si pro ilustraci béhu GEM nésledujici priklad.

Priklad 1.33. Rozhodnéte, kolik ma ndsledujici soustava pro nezndmé xq, s, . .., Ts
reseni:

6 001 1| 6

281005

36 39 09

40Komu jinému by ale mél byt blizky, neZ studenttim FITu!
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Pomoci GEM upravujeme rozsirenou matici soustavy ndsledovné. Kroku cislo 1 z
Algoritmu 1.52 odpovidaji nasledujici upravy:

6 001 1| 6 3639 0|9

28 100[-5] 5 [28100 -5 2

36390/-9 ™ \60011| 6 V¥
1213 0]-3 12 1 3 0|-3
281005 -5 o4 -1 -60 1 G
6 00 1 1 6 72—2x%71 (6 0 0 11 6 73—6%771

2 1 3 0]—-3
0 4 -1 -6 0] 1
0 —-12 —6 —-17 1| 24

Nyni jsme se v Algoritmu 1.32 dostali do kroku 2 (plati k = 2 a £ = 1) Jelikoz ale
ve druhém sloupci nemdme na radcich {+1 =2 a £+ 2 = 3 nuly, jdeme do kroku 3.
Zde opet neni spinéna podminka, Ze ve druhém sloupci mame na tretim radku nulu,
musime provést G3 a nulu si vyrobit: pricteme k tretimu radku trojndsobek druhého

(to zapisujeme jako ﬁ) a dostaneme
1 2 1 3 0|-3
04 -1 -6 0 1
00 -9 =35 1| 27

Tato matice je jiz v hornim stupriovitém tvaru, a jelikoZ md tri vedlejsi sloupce (4.,
5.6 6.), md dle bodu (iii) ve Vété 1.29 nekonecné mnoho resent.

Pro radost si néjakd reseni najdéeme. Polozme napriklad x4 = x5 = 0. Dostaneme
soustavu

12 1|-3
0 4 —1] 1},
0 0 —9] 27
ktera ma jediné reseni x1 = 1,29 = —1/2, 23 = —3. Dostavame tedy resent, které

muzeme zapsat ve tvaru pétice (1,—1/2,—-3,0,0).
Abychom nalezli néjaké resent prislusné homogenni rovnice

12 1 3 010
04 -1 -6 0[0],
00 -9 =35 1|0

postupujme jako v dikazu bodu (iii) Véty 1.29. Jednu proménnou odpovidajici ved-
lejsimu sloupci poloZime rovnu nenulovému ¢islu (v dikazu je to 1, ale funguje to
s libovolngm nenulovgm cislem) a ostatni poloZime rovné nule. Kdyz budeme trochu
fundované koukat na tuto soustavu, vybereme si nastaveni x4 =0 a x5 = 9. Odstra-
nénim cturtého sloupce a prevedenim devitinasobku toho pdtého na pravou stranu
dostaneme soustavu

12 1] 0
04 -1 o],
00 —9|-9
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kterd md jediné reseni x1 = —3/2,x9 = 1/4,x3 = 1. Dostdvame tedy nenulové resent
homogenni soustavy (—3/2,1/4,1,0,9). Snadno jiz diky Vété 1.19 dostaneme dalsich
nekonecne mnoho resent.

1.7 Téleso

Co jsme vsechno potrebovali — shrnuti

V predchozich ¢astech této kapitoly jsme mnohokrat zduraznovali, které vlastnosti
realnych ¢isel a jejich nasobeni a s¢itani potiebujeme, abychom dokazali to, co jsme
zrovna dokazovali. Shriime si ted tyto vlastnosti.
Co se néasobeni tyce, potifebovali jsme tyto ¢tyfi:

(i) mnozina redlnych ¢isel je vici ndsobeni uzaviend, neboli Va,b € R : ab € R,

(iii) existuje redlné ¢islo 1 tak, ze Va € R: 1la = al = aq,

1 1

)
(ii) nésobeni je asociativni, neboli Va,b,c € R : a(bc) = (ab)c,
)
(iv) kazdé nenulové ¢islo m4 inverzi, neboli Va € R\ {0}, Ja~' € R: aa™! = a"ta =
1

Pro séitani jsme potiebovali totéz:
(i) mnozina redlnych ¢isel je vuéi séitani uzaviend, neboli Va,b € R:a + b € R,

)
(ii) s¢itani je asociativni, neboli Va,b,c € R:a+ (b+¢) = (a+b) + ¢,
(iii) existuje redlné ¢islo 0 tak, ze Va € R: 0+ a=a+ 0 = q,

)

(iv) kazdé ¢islo ma opacny prvek, neboli Va € R, 3(—a) € R: a+(—a) = (—a)+a =
0

K tomu vSemu jsme jesté potfebovali distributivni zdkon (vytykani ze zévorky
resp. roznasobeni zavorky):

Va,b,ceR:a(b+c) =ab+acA (b+ c)a = ba + ca.

Nutné jsme nepotiebovali komutativitu nasobeni ani s¢itani, ale dost ndm pti poci-
tani usnadnovaly zivot.

Existuje mnoho dalsich vlastnosti realnych ¢isel, které jsme nepottebovali: viibec
jsme nepouzivali absolutni hodnotu, odmocnovani (odmocnina kladného reélného
Cisla je zase redlné ¢islo), logaritmy, konvergenci (napt. dplnost R: kazda konver-
gentni posloupnost ma v R limitu) atd. Nabizi se tedy otazka, jestli bylo nutné
uvazovat nutné mnozinu R.

Zkusme nahradit mnozinu R mnozinou racionalnich ¢isel Q. Tato mnozina je
opét uzaviena vici séitani i nasobeni a obé tyto operace jsou asociativni a plati pro
né distributivni zdkon. Cisla 0 i 1 ndm zfistavaji, zbyva tedy otdzka, zda v mnoziné
Q existuje inverzni resp. opacny prvek ke kazdému (nenulovému) racionalnimu ¢islu.
Odpovéd je samoziejmé ano: je-li a € Q, jei —a € Q. Podobné i a™! je raciondlni,
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pridame-li predpoklad, ze a neni 0. Celkové miizeme fici, ze vSe co fungovalo pro R
plati i pro Q: mohli bychom tedy zavést matice Q™" jejich nasobeni ¢islem z Q,
s¢itani i ndsobeni (matic vhodnych typu). Muzeme kazdou matici upravit pomoci
tprav G1, G2 (nasobeni ¢islem z Q) a G3 na horni stupnovity tvar a hledat feSeni
soustavy Ax = b, kde vSechny matice a vektory maji prvky z Q.

Motivovany ¢tenaf, nechf si rozmysli, Ze iplné stejné bychom mohli zopakovat
vie pro mnozinu C komplexnich ¢sel a jejich séitani a nasobeni. Co jiné*' mnoziny,
jako napt. Z a N? U obou bychom narazili: v N jiz na to, ze v nich chybi nula a v
Z ndm zase chybi inverze a~! (napf. neexistuje celé ¢islo = tak, ze 3z = 1).

Priklad 1.34. UvazZujme soustavu pro tri nezndmé x,y, z:
2 4 610
3 6 111/

Jelikoz cislo 3/2 je v R,Q ¢ C, miZeme v téchto mnoZindch pouZit upravu G3 a od
druhého tadku odecist proni vyndsobeny 3/2:

2 4 6|0
(O 0 2 1) '
Tato matice je v hornim stupnovitém tvaru, md dva vedlejsi sloupce, z nichz jeden je
sloupec odpovidajici vektoru pravych stran. Podle Véty 1.29 md vice neZ jedno resent.
KdyZ budeme chvilku pocitat, zjistime, Ze napriklad (—3/2,0,1/2) je feseni (v Q3,
R3 i C3) a napr. (2,—1,0) je feseni (také v Q3, R3 i C3) pridruZené homogenni
rovnice. Podle Veéty 1.22 pak mame, Ze

(—=3/2,0,1/2) + a(2,—1,0)
je teseni*® pro vsechna a z Q resp. R resp. C. Toto znamend, Ze napt.
(—=3/2,0,1/2) +6/3(2,—1,0)
je reseni ve vsech trech téchto mnozZindch, ale napr.
(—3/2,0,1/2) + v2(2,—1,0)

je reseni jen v R a C a

jen v C.
V- mnoziné celych cisel Z. bychom skoncili uz u tvodni upravy G3, kde se ndsobilo
cislem 3/2 ¢ Z. Mohli bychom ale pouZit G1 a vyndsobit pruni radek 3 a druhy 2.

Dostali bychom
6 12 1810
6 12 22|2)°
“1Po hiichu oblibenéjsi.

42Ve skutecnosti jsou to tiplné viechna mozn4 feseni, jak ndm ¢éasem prozradi Frobeniova véta.
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coZ lze pomoci G3 (pricteni —1 € Z ndsobku proniho rddku k druhému) upravit na

)

I tato matice je v hornim stupnovitém stavu a dle Véty 1.29 by méla mit vice neZ
jedno reseni. Ocividné tomu tak ale neni: druhy radek odpovidd rovnici 4z =2 a ta
v Z reseni nemd.

Necht si ctenar rozmysli, Ze s trochou sikovnosti muzZeme upravit matici na horni
stupnovity tvar pomoci G1, G2 a G3 i v mnoziné Z. Nebudeme ale schopni vyuZit
Vetu 1.29, protoZe ta kvili neexistenci (multiplikativnich) inverzi'® neplati.

6 12 18
0 0 4

Modularni aritmetika

Zatim jsme vyménovali pouze mnozinu R, my vsSak plijdeme jesté dal: vyménime i
operace sc¢itani a nasobeni. Udélame to tak Sikovné, Ze si preci jen vyrobime z celych
¢isel strukturu, kde bude vse potiebné pro reseni soustav linedrnich rovnic fungovat.
Vyuzijeme nasledujici oznaceni: pro libovolné celé m € Z a ptirozené n > 2 oznacime

m  (mod n)

zbytek po déleni ¢isla m ¢islem n. Zbytek bereme vzdy z mnoZiny™ {0,1,...,n—1}.
Napr. plati

33 (mod 7)=5, —3 (mod10)=7, 33 (mod 11)=0.

S pomoci tohoto zna¢eni miiZzeme zavést dvé nové binarni operace®. Prvni je s¢itani
modulo n, kde n > 2 je prirozené. Budeme jej znacit +,,. Definované je nasledovné:
pro libovolna cela cisla m a ¢ definujeme

m+y,q:=(m+q) (modn).

Lapidarné feceno, jednd se o klasické secteni a poté aplikovani (mod n).
Analogicky definujeme nasobeni modulo n znacené -,:

m-nq:=(m-q) (mod n).

Pomoci téchto dvou operaci budeme chtit sestrojit analogii mnoziny realnych c¢isel
a jejich nasobeni a s¢itani. K tomu budeme pottebovat mj. védét, zda jsou sc¢itani a
nasobeni modulo asociativni.

Lemma 1.35. Scitani a nasobeni celjch cisel modulo n jsou asociativni a komuta-
tivni bindarni operace a plati pro né distributivni zdkon.

43A tedy i neplatnosti Véty 1.1.

4“4 Kdybychom chtéli byt kujoni, mohli bychom ¥ici, ze zbytek po déleni 7 &islem 3 jsou 4, ale to
by to déleni bylo takové nedotazené.

45Binarni operaci na mnoziné M prosté chipejte jako zobrazeni z M x M do M.
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Diikaz je technicky a co do myslenek trividlni, a proto jej preskoc¢ime (resp.
odsuneme do dodatku).
Zkusme nyni najit prvky, které by mohly hrat roli redlnych ¢isel 0 a 1: hledame
tedy prvek e € Z takovy, ze pro vSechna m € Z plati
e+, m=m.

To je trochu problém, nebof vysledkem scitani modulo n je vzdy ¢islo z mnoziny

{0,1,...,n — 1} a rovnost tak nemize pro m mimo tuto mnozinu platit. Jak to
vytesime? Omezime se pouze na tuto mnozinu. Dokonce si pro ni zavedeme znacku
Z, ={0,1,...,n — 1}. Nyni mazeme ¥ici, Ze hledany prvek je 0, nebot pro vSechna

m € Z,, jisté plati, ze
04, m=m.
Role realného cisla 1 také zustane celému cislu 1, nebot pro vSsechna m € 7Z,, jisté
plati, ze
1, m=m.
Zbyva ndm najit opacné resp. inverzni prvky. S opa¢nymi je to celkem jednodu-
ché. Pro kazdé m € Z,, hledame néjaké x € Z,, tak, ze
m +, x =0.
Takové z ale snadno najdeme, je-li m = 0, je x = 0, jinak je x =n — m.
Priklad 1.36. UvazZujme scitani modulo 13. Potom skutecné plati, Ze 0 +13 0 =
0,141312=0,2441311 = 0,341310 =0,...,64137 = 0 (ddle je to diky komutativite
+13 jasné).
Zbyvaji inverzni prvky: pro kazdé m € Z, bychom chtéli najit x tak, ze
m-, T = 1.
To jisté nepujde pro m = 0 a budeme se muset omezit na Z, \ {0}, to ndm ale

nevadi, nebof to jsme museli udélat i v realnych c¢islech. Staci ale toto omezeni?
Zkusme hledat inverzni prvek k ¢islu 2 pti ndsobeni modulo 6. Plati nasledujici:

261 =2262=423=0,2¢4=2,2¢5=4.

Dvojka tedy inverzi nema. Muzeme si ale napriklad vSimnout, ze 5 -4 5 = 1, tedy

ze Cislo 5 inverzi ma. Duvod, pro¢ 2 inverzi nema a 5 ma, je ten, ze pétka je s 6

nesoudélna a dvojka nikoli*®.

Lemma 1.37. Necht n > 2 je prirozené cislo. Pro m € Z, \ {0} md rovnice
m-,r=1
resent x € Ly, pravé kdyZ jsou m a n nesoudélnd.

Lemma opét dokazovat nebudeme a nechame si to do kurzu BI-ZDM*". Dtikaz
opét neni slozity, ale neni ani moc ,linearné algebraicky“.

Co jsme se tedy dozvédéli: maji-li mit vsechny prvky Z, \ {0} inverzi, musi byt
vSechny nesoudélné s n. Takova situace ale nastava pouze tehdy, je-li n prvocislo!

46Dvé celd ¢isla jsou nesoudélnd, je-li jejich nejvétsi spoleény délitel éislo 1. Napt. prvoéislo p je
nesoudélné se vSemi ¢isly 1,2,...,p — 1. Nula naopak neni nesoudélna s zadnym c¢islem vétSim nez
jedna, nebot kazdé cislo déli nulu.

477sklady diskrétni matematiky, zimni semestr druhého roéniku.
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Grupa a téleso

Mohli bychom ted skoncit s tim, ze vSe co funguje v R s klasickym s¢itanim a
nasobenim funguje i v Z,, kde p je prvocislo a kde se s¢itd a nasobi modulo p. My
vsak nasi snahu dotahneme jesté dal.

Co tim myslime, si ukazeme opét na Vété 1.1, resp. jeji obdobé pro s¢itani 1.31.
Jesté jednou si ji dokdZeme®®. Tentokrat ale nebudeme uvazovat konkrétni mno-
zinu (jako napt. R, Q,Z,,...) a konkrétni operaci (jako napt. +, -, +p, p,...). My
uz tusime, ze véta plati pro libovolnou mnozinu a binarni operaci, pokud splnuji
pozadované vlastnosti. Takova struktura ma ale v matematice jméno a je to velmi
¢asto pouzivané jméno!

Definice 1.38. Necht M je neprazdnd mnoZina a o : M x M — M bindrni operace.
Plati-li

(i) Ya,b,c € M :ao(boc) = (aob)oc (asociativni zdkon),

(7i) existuje e € M tak, Ze Ya € M : aoe = eoa = a (existence neutrdlniho
prvku),

(iii) YVa € M,3a"t € M : aoa™ =a'oa = e (existence inverznich prvki),

rikame, Ze usporddand dvojice G = (M, o) je grupa.
Je-li navic o komutationi, tj. Ya,b € M : aob = bo a, mluvime o Abelovské
grupé.

Poznamka 1.39. Znaceni o pro bindrni operaci jsme pouzili, abychom abstraho-
vali od obvyklyjch znacek pro bindrni operace + a - a zduraznili tak, Ze se jednd o
libovolnou bindrni operaci. Ostatné, prvky uvazZované grupy vubec nemusi byt cisla.
Znaceni (M,+) a (M,-) pro grupy se ale také bézné pouziva a my jej budeme téz
pouzivat, jelikoZ zavddét novou znacku pro klasické scitani je cistda sikana studenti.
PouZzije-li se ale znacka +, znacime inverzni prvek spise —a a rikdme mu opacny,
neutralnimu proku se pak nekdy rika nulovy. Podobné pri znaceni - se neutrdlnimu
prvku nékdy rikd jednotkovy prvek. Misto a + (—b) obvykle piseme a — b.

Véta 1.40. Necht (M, o) je grupa a a,b € M. Potom x = a~*ob je jediny prvek M

splnugici rovnici a o x = b.

Diikaz. Nejprve ukdZeme, Ze x = a~! o b je skuteéné fesenim rovnice a o x = b a to
prosté tak, ze za x dosadime, a vyuzijeme vlastnosti grupy:

ao(atob)=(aoa)ob=cob=b.

Prvni rovnitko jsme si mohli dovolit napsat diky tomu, Ze o je asociativni. Druhé
rovnitko je ospravedlnéno tim, ze kazdé a € M ma inverzni prvek, pro ktery plati
aoa ! = e. Posledni rovnitko stoji na vlastnosti neutralniho prvku.

48Glibujeme, Ze uz je to opravdu naposledy.
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Zbyvé ukdzat, Ze x = a~ ' ob je jediné feseni. Pfedpokladejme, Ze 2’ je také feseni
dané rovnice. Potom plati:

aox' =0 // vynésob inverznim prvkem a~! zleva
alo(aoz’y=a"tob // pfesuil zavorky (asociativita)
(atoa)or’=atob //prokazdéajealoa=ce
eor’=alob [/ prokazdécjeeoc=c
a

=a"tob.

Q

Ukéazali jsme, ze ma-li rovnice a o x = b néjaké feseni, je timto fesenim prave prvek
a~!'ob e M. Dikaz je tak hotov. O

Nyni bychom mohli Véty 1.1 a 1.31 zahodit, nebot jsou okamzitym diisledkem
piedchozi véty a faktu, ze (R, +) a (R \ {0}, ) jsou grupy™.

Véta 1.40 plati pro jakoukoli grupu, tedy i pro ty, se kterymi jsme se doposud
setkali. Pro prehlednost je shriime v nasledujicim pozorovani.

Pozorovani 1.41. Nasledujici usporddané dvojice (mnoZina, bindrni operace) tvori
grupu:

(Rv +)7 (@7 +)a (Cv +)7 (R \ {0}7 ')7 (Q \ {O}’ ')7 ((C \ {0}7 ')7 (va +n)’ (Zp \ {0}7 'p)a

kde n > 2 je prirozené cislo a p je prvocislo.
Ve vsech téchto mnozindch ma tedy rovnice a o x = b, kde o je prislusnd bindrni
operace, jednoznacné reseni!

Néam ale nestaci, ze umime najit abstraktni strukturu, kde umime tesit linearni
rovnici o jedné neznamé. My bychom chtéli umét fesit soustavy linedrnich rovnic o
libovolném poctu neznamych, stejné jako jsme si to ukéazali pro redlna ¢isla. K tomu
uz nam ale moc nezbyva! Chybi nam moznost pouzivat jak séitani tak nasobeni
najednou (v grupé mame vzdy jen jednu binarni operaci) a navic distributivni zdkon.
I pro takovou strukturu méame v matematice jméno:

Definice 1.42. Necht M je neprazdnd mnozina a + : MxM — M, - MxM — M
dveé bindrni operace. Plati-li, Ze

(1) (M,+) je Abelovskd grupa (neutrdlni prvek znacime 0 a nazjvdme nulovgm
prvkem),

(ii) (M \ {0},-) je grupa (neutrdlni prvek znacime 1 a nazgvdme jednotkovy pr-
vek),

(iii) plati levy a pravy distributiond zdkon, tj.

Va,b,c € M :a(b+c¢) = ab+ ac A (b+ ¢)a = ba + ca,

49Tyhle vétu si pro dobro veskerenstva rozmyslete!!

50Pokud neni operace - komutativni, mohlo by se stat, ze plati distributivni zédkon pouze pii
nasobeni zdvorky zleva. Proto v definici télesa pozadujeme oboji. Nastésti ale télesa, se kterymi
budeme pracovat v tomto kurzu, budou vzdy komutativni.
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nazgvame uspordadanou trojici T = (M, +,-) télesem.
Je-li navic (M \ {0},-) Abelovskd grupa, je T komutativni téleso.

Poznamka 1.43. V celém ndsledujicim textu budeme z praktickych divodi wvaZovat
pouze komutativni télesa, at uZ to bude explicitné zdiraznéno nebo ne.

7 definice télesa snadno plynou nékteré dalsi vlastnosti. Napriklad, pro kazdé
a € T plati 0a = 0. Je totiz 0a = (0 + 0)a = Oa + Oa, pritom prvek u € T' spliujici
u=u+uspliuje téz0 =uv—u=(utu)—u=u+ (u—u)=u+0=u’

Pokud jste cetli pozorné, nemélo by Vas prekvapit to, co se tvrdi v nasledujici
vete.

Véta 1.44. Mnoziny R,Q a C spolu s klasickym scitanim a ndsobenim tvori télesa.
Podobné (Z,, +, ) je pro prvocislo p téleso.

Poznamka 1.45. Téleso budeme obuvykle znacit T'. Budeme-li mluvit ale napriklad
o télese (R, +,-), budeme-jej zkrdacené znacit R, tak jak jsme vlastné zvykli. Podobné
0 Z, budeme tikat, Ze je to téleso a implicitné budeme predpoklddat, Ze operacemi
jsou scitani a nasobeni modulo p.

Nyni mtizeme slavnostné zavrsit celou kapitolu nésledujicim tvrzenim:

Vse co jsme si ukazali pro téleso R plati i pro libovolné jiné téleso. Mame
tedy vlastné zavedeny matice T™™ s prvky z télesa T', operace sc¢itani,
nasobeni, transpozice s témito maticemi, rovnici Ax = b, kde A, x a
b jsou matice resp. vektory prislusnych rozmért, rikdme soustava line-
arnich rovnic, i kdyz T neni R. Vime, ze pomoci aprav G1, G2 a G3
umime libovolnou matici soustavy upravit na horni stupnovity tvar a
z ného rozhodnout, zda mé jedno feSeni, vice neZ jedno feseni®, piip.
nema teseni zadné.

Dodatek ke koneénym télestim

Konecéna télesa jsou pro informatiky primarné dilezita tim, Ze se v nich koduje a
sifruje. O kédovani budeme mluvit pozdéji v Kapitole 4, o sSifrovani se vice dozvite
v kurzu BI-BEZ™.

Télesa Z, nejsou jedina konecna télesa. To neni moc prekvapivé, vzdyt téleso je
hodné obecna struktura vymezena jen nékolika jednoduchymi vlastnostmi. Presto
ale nemtizeme télesa iplné jednoduse sypat z rukavu: napt. 1ze ukazat, ze neexistuje
téleso, které by mélo 10 prvki.

51 Alternativné lze vyuzit jiz dokdzané vlastnosti o grupé (T, +), a to, Ze kazd4 rovnice a+x = b
(a,b € T') ma pravé jedno feseni z € T'. Uvazujeme-li rovnici Oa + z = Oa, ta m4é jisté za své Teseni
x = 0, ale soucasné také x = Oa, nebot 0a + 0a = (0 4+ 0)a = Oa. Tedy Oa = 0.

527de by si touravy ¢tenaf mohl vzpomenout na tvrzeni, které platilo v télese R ale neplati v
télesech Z,. Misty jsme totiz tvrdili, Ze soustava mize mit nekonecné feseni. Je-li ale x € Z7, tj.
vektor nezndmych méa prvky v konecném télese, tézko muize mit soustava nekoneé¢né mnoho feseni.
Vzdyt i kdyby bylo feseni kazdé x € Zj;, mame stdle pouze p™ riznych feSeni.

53Bezpecnost, letni semestr druhého roéniku.
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Plati totiz, ze je-li T téleso s konecnym poctem prvki, je tento pocet mocnina
prvocisla (tj. konecnd télesa maji p* prvki, kde p je prvoéislo a k je piirozené &slo).
Obvyklé znaceni takovéhoto télesa je GF(p*).”* Télesa s poc¢tem prvki p jsme si
ukdzali, jsou to pravé télesa Z,, tedy Z, = GF (p').

Konstrukce téchto téles neni obtizna, jen je nad ramec naseho zakladniho kurzu
linedrni algebry. Zajemciim miZzeme doporuéit nakouknout do materidlic MI-MPI*°,
jak se tato télesa s neprvociselnym poctem prvku konstruuji, a také doporucit MI-
MKY"%, kde uvidi jejich aplikaci.

54GF = Galois field, neboli Galoisovo téleso.
55Matematika pro informatiku, zimni semestr prvniho ro¢niku magisterského studia.
56Matematika pro kryptologii, letni semestr prvniho roéniku magisterského studia.
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Kapitola 2
Zakladni pojmy linearni algebry

V predchozi kapitole uz jsme se setkali s pojmem wvektor, jednalo se ovsem o pomérné
pfizemni' pojem — vektory byly nazyvany jakékoli ntice redlnych &sel.

Geometrickou predstavu takovych ntic dobre zname z drivéjsich fazi vzdeélava-
ciho procesu. Je-1i? n < 3, umime si ntici redlnych ¢isel pomérné snadno predstavit
jako bod v nrozmérném prostoru (nebo také ndimenzionalnim — oba pojmy pro-
zatim chidpeme pouze intuitivné!®) o danych soutfadnicich (v pravothlém systému
0s x,Y,2,...), pfipadné jako orientovanou usecku (sipku), kterd zacind v pocatku
soustavy soufadnic a konci v bodé o danych souradnicich.

Aniz bychom se nad tim kdovijak zamysleli, s takovymi vektory umime jednoduse
pracovat — jak si ddle ukazeme, umime je s¢itat mezi sebou a nésobit redlnym c¢islem.
Pro tyto operace plati v jistém smyslu pékné vlastnosti, vime napiiklad, ze nezalezi
na poradi, v jakém vektory sc¢itame, ze vynasobenim libovolného vektoru cislem 1
se tento vektor nezméni, a tak dale. Tyto vlastnosti, platné pro Sipky v roviné c¢i
prostoru (dvojice ¢i trojice redlnych ¢isel) spolu s télesem redlnych ¢isel a operacemi
,Scitani Sipek“ a ,nasobeni Sipek ¢isly“, zobecnime a nazveme je axiomy.

Zvolime-li si pak libovolné ¢iselné téleso a néjakou mnozinu prvki spolu se dvéma
operacemi, které formalné nazveme scitani (prvku s prvkem) a nasobeni (prvku
¢islem z télesa), tak at uz témito prvky bude cokoli’, staci, aby byly splnény ony
axiomy, a tyto prvky budeme moci hrdé nazvat vektory (a pohodIné s nimi pracovat).

2.1 Co si z této kapitoly odneseme

1. Ze stredoskolskych znalosti si pfipomeneme pojem vektort jako orientovanych
usecek a pocetni operace s nimi.

2. Zavedeme si pojem wvektorovy prostor ve vsi obecnosti, pomoci takzvanych
axiomu vektorového prostoru. Pritom pochopime, ze vSechny dosavadni geo-
metrické predstavy o pojmu vektor byly jen velice specialni pripady.

IPojem piizemni chapejme jako ,nedostatecné abstraktni“, piipadné ,p¥ilis snadno predstavi-
telny v redlném zivoté“.

2Pohéadkové ¢islo 3 je hranici pro lidskou predstavivost, nikoli vSak pro linedrni algebru.

3Tohoto luxusu si uzijme, dokud mutZeme. Jakmile k jakémukoli pojmu uvedeme precizni defi-
nici, stdvé se jeho ,intuitivni popis* silné nezddoucim, predevsim pak u zkousky!

4Cisla, ntice ¢isel, matice, posloupnosti, polynomy, redlné funkce, cokoli nas napadne. . .

39



3. Smifime se s tim, ze postup ,,0od obecného ke konkrétnimu“ je mnohem vy-
hodnéjsi, neZ ten opaény”. Namisto dokazovani rtiznych pravd a vlastnosti
v kazdém konkrétnim vektorovém prostoru zvlast je totiz staci dokézat jen
jednou — pro libovolny vektorovy prostor, pouze s vyuzitim axiomt a z nich
odvozenych tvrzeni.

4. Zavedeme si pojem podprostor a pomoci dalsich pojm, jako napriklad linearni
(ne)zavislost, postupné dojdeme k pfesnému zavedeni pojmu bdze vektorového
prostoru a jeho dimenze.

2.2 Prostor sipek v roviné

Uvazujme téleso R viech redlnych &isel. Prvky R? jsou uspofddané realné dvojice,
které umime jednak scitat mezi sebou, jednak nasobit realnym cislem — obé ope-
race definujeme tzv. po slozkach, viz Definice 1.7. Abychom tyto operace odlisili od
klasického s¢itani a nasobeni realnych ¢isel, docasné je oznacime jako @, resp. ©.
Geometricky si lze prvky R? predstavovat jako body roviny x = (x1,3). Pro
geometrickou ilustraci operaci @ a @ je ndzorné spojit bod (z1, x2) s pevné zvolenym
pocéatkem 0 = (0,0) a uvazovat o prvcich R? jako o tzv. orientovanych tiseékach:

Tot+--------

S¢itani prvki R? po slozkach,
Ty = (21,72) ® (Y1,92) = (T1 + Y1, T2 + Y2),

pak odpovida prirozenému skladani orientovanych tsecek:

5Nebo se o to budeme alesponi usilovné snazit. Typicky student je éasto navykly obracenému
postupu a tvrdohlavé zaéind pitvanim se v prilis konkrétnich prikladech — z téch se pak pokousi
vyvozovat obecna tvrzeni. To sice mlze pomoci v tézkych zacatcich a i my v textu obvykle zaci-
name piiklady, nicméné pro hladky prichod kurzem Linearni algebry je jista schopnost abstrakce
nezbytna!
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Podobné, nasobeni ¢islem orientovanou usecku pouze prodluzuje nebo zkracuje,
a®@r=a0(r,r) = (ax1, axs).

Smér orientované tusecky se budto viibec neméni (pro « > 0), nebo se celd oriento-
vand tsecka ,preklopi“ podle pocdtku § na opacnou polopiimku (pro a < 0)°:

a®GOx
a9
i) T
By 0 Ty o
3 D) - QJIQ
POz (a>1, 8 <0)

Laskavy Ctenar si doma jisté sdm oveéri (at uz geometrickou ,Sipkovou* tivahou,
nebo Gisté pocetné s vyuzitim definice s¢itdni a ndsobeni pro orientované tisecky’), Ze
ve svété orientovanych tsecek v roviné, vybudovaném nad télesem realnych cisel R
a vybaveném operacemi @, ®, plati nékteré oc¢ividné pravdy, shrnuté v nasledujicim
pozorovani, a to velmi neformélnim a ostudné nematematickym jazykem?®.

Pozorovani 2.1. Uvazujme proky R? (nazvéme je ,vektory) s operacemi & (sci-
tani) a ® (ndsobeni redlngm cislem) definovanymi po slozkdach. MnozZina vektori v
R? je uzavtend na obé operace ®,®° a ddle spliuje ndsledujici viastnosti (uvaZo-
vand redlnd ¢isla a vektory mohou byt libovolné):

6Chybéjici piipad a = 0 je trividlni, ndsobenim nulou dostaneme vzdy tsecku nulové délky.

"Tento zptisob je pro nis samozfejmé atraktivnéjsi. Navic je to uziteény trénink pro budouci
dokazovani vselijakych matematickych tvrzeni.

8Takové nepfesné vyjadfovani sami doma nezkousejte, my uz to taky vickrat neudélame!

9Lidové fedeno: secteme-li dva vektory, dostaneme opét vektor v R? a, podobné, vynasobime-li
vektor éislem, vysledkem bude opét vektor v R2.
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1. Nezdlezi na poradi, v jakém vektory scitame.

2. Scitame-li tri vektory, miZeme nejprve secist proni dva a k vysledku pricist
treti, nebo obrdcené (proni vektor pricist k uZ provedenému souctu dalsSich
dvou) a vysledek se nezmend.

3. Vynasobime-li vektor jednim cislem a poté druhym, dostaneme totéz, jako
bychom ho nasobili najednou soucinem techto cisel.

4. Vyndsobime-li dva vektory stejnym cislem a vysledky secteme, dostaneme totéz,
jako bychom vektory nejprve secetli a az pak timto cislem vynasobili.

5. Vyndsobime-li stejny vektor zvldst dvema cisly a tyto dva visledky secteme,
dostaneme totéz, jako bychom tento wvektor rovnou vyndsobili souctem obou
cisel.

6. Vyndsobime-li libovolny vektor jednickou, nezméni se.

7. Vrovin€ existuje vektor, ktery muzZeme dostat vyndsobenim libovolného vektoru
nulou, je to tzv. nulovy vektor 0 (,$ipka zacinajici a koncici v pocatku “).

2.3 Vektorovy prostor

Pfedpoklddejme, Ze nds zajima pouze prostor R? orientovanych tseéek v roviné
zavedeny v ¢asti 2.2. Mit velmi malé cile, mohli bychom celou teorii linedrni algebry
vybudovat pouze pro R? — odvodili bychom si, jak popsat podprostory v roving, jak
hledat jejich baze, jak Tesit soustavy nejvyse dvou rovnic o nejvyse dvou proménnych,
jak popisovat linedarni zobrazeni v roviné a pracovat s nimi, jak TesSit geometrické
ulohy v roviné, a mnoho dalSich véci.

Jednoho krasného dne ndm ale za¢ne byt v roviné piilis tésno — z R? piejdeme
do R? a za¢neme pracovat s trojicemi realnych ¢isel, které lze také séitat mezi sebou
a nasobit redlnym ¢islem (po slozkach). V tom pripadé si opét muzeme uvédomit
nekolik zédkladnich vlastnosti, v duchu Pozorovani 2.1, a pokracovat krok za krokem
v budovani nové teorie — zjistime, Ze v podstaté viechno funguje aplné ,stejné“!" v
R3 jako v R?

Prirozené dojdeme k potiebé pracovat ,ve vice dimenzich“, napriklad u Teseni
soustav linearnich rovnic pro vice nez tii proménné — zac¢neme pracovat se ¢tvericemi,
péticemi,. .. obecné s nticemi redlnych ¢éisel (n > 1) a opét vSe odvodime znovu, pro
mnozinu R", s ne pili§ odlisnym vysledkem®!!.

V raznych situacich mtizeme dojit k potiebé pracovat s prvky vselijakych mno-
zin jako s vektory v néjakém prostoru, muze jit o matice, nekonec¢né posloupnosti,
polynomy, spojité funkce i o mnohem roztodivnéjsi objekty. Mizeme se setkat s po-
ttebou pracovat s jinymi nez redlnymi nticemi, naptiklad nad télesem Q, C, nebo
Z, v pripadé modularni aritmetiky (viz ¢ast 1.7), dokonce se muzeme setkat i s

10Nebo alespon analogicky. ..
11 Oblibenou ilustraci obraceného principu je pak otdzka, jakym zptisobem si matematik pred-
stavuje Ctyfrozmérny prostor. Jednoduse, predstavi si prostor nrozmérny a pak zvoli n = 4.
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sexoticky* definovanymi operacemi @, ®. Pokud neprekoname propast mezi kon-
krétnim a obecnym, budeme vzdy (pro kazdou volbu télesa, mnoziny vektoru a
operaci) nuceni budovat od zdkladu celou potiebnou teorii znovu! To pochopitelné
neni ta spravna cesta. . .

Hlavni pointa celé teorie, kterou v prubéhu kurzu BI-LIN spole¢né vybudujeme,
pak spociva v tom, ze vlastné prilis nezélezi na tom, které konkrétni téleso (,,mnozinu
pouzivanych ¢isel“, viz Definice 1.42) zvolime, jaké objekty nazyvame vektory a
jak pTfesné definujeme operace @, ®. Jediné na cem zalezi je, jestli jsou splnény
konkrétni zakladni vlastnosti — presné ty, které jsme v Pozorovani 2.1 popsali pro
Sipky v roviné — ty nazveme axiomy. Cisté z téchto axiomt pak odvodime veskerou
teorii, ktera pak bude univerzalné platit tplné stejné pro kazdou strukturu, ktera
tyto axiomy splnuje! Takové struktury budeme nazyvat vektorové prostory:

Definice 2.2. Necht T je libovolné komutativni téleso, jeho neutralni prvky vici
operacim scitani resp. nasobeni oznacme 0, resp. 1. Necht je ddle dana neprdzdna
mnozina V a dve zobrazeni

G: VXV >V, O:TxXV—=V.

Rekneme, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T s vektoroviimi operacemi @
a ®, prave kdyz plati ndsledujici axiomy vektorového prostoru:

1. Va,beV :a®db=0&a,

2. Va,bceV:(a®db)dc=a®d (bdc),

3. Na,p €T NaeV:a® (fa)=(af)®a,

4. YaeT Na,beV:a0(adb)=(ad0a)®(ad®b),
5. Va,peT VaeV:(a+h)Oa=(a®a)®(fOa),
6. VaeV:10a=na,

7.0 €V NaeV:00a=0.

Proky vektorového prostoru nazyvime vektory, prvky télesa T nazjvame ska-
ldry™ a prvek 0 z aziomu 7 nazjvame nulovy vektor.

Ctenaf si jisté snadno sam zkontroluje, Ze pozorované vlastnosti sipek v R? z Po-
zorovani 2.1 presné odpovidaji axiomtim v Definici 2.2.

Pti definici vektorového prostoru musime mit vzdy ujasnén kontext, jak je zvo-
lena mnozina V', téleso T, zobrazeni & a . Bude-li tfeba, pouzijeme explicitné
oznaceni

(V,\T,®,0).

12A¢koli by se mohlo zdét divné, Zze obydejnému ,éfslu® Fkdme skaldr, ma to sviyj historicky

vvvvvv

nou Sipku v roviné ¢i prostoru vedouci z pocatku soustavy souradnic do néjakého bodu. Operace
ndsobeni ¢islem pak s takovou Sipkou nedéld nic jiného, nez Ze ji ,prodluzuje ¢i zkracuje® (jinak
také ,Skédluje®). Anglické to scale pak prirozené vede k pojmu scalar, Gesky skaldr.
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Nesmime se nechat vyvést z miry existenci dvou pari operaci ,,plus“ a ,krat®,
pokud hrozi zmateni, je doporuceno je rozlisovat. Operace + a - nam jsou ,dodany*
spolu s télesem, jsou soucasti jeho definice. Vektorové operace @ a ® pak pridavame
az jako soucast definice vektorového prostoru a je dobré si uvédomit, ze se od téch
télesovych mohou vice ¢i méné lisit. Z dtvodu tspornosti si vSak dovolime znaceni
zjednodusit — budeme-li mit jasno ve vyznamech vsech pouzitych symboll, miizeme
i vektorové operace znacit klasickym'® + a -.

Pouze pokud bude z kontextu naprosto jasné, kde se pohybujeme, lze vektorovy
prostor znacit pouze V. Ve znéni dokazovanych matematickych vét pak ¢asto mlu-
vime pouze o vektorovém prostoru V nad telesem T bez uptesnéni operaci. Obzvlaste
v delsim textu pak budeme bézné zkracovat souslovi vektorovy prostor jako VP.

Poznamka 2.3. Je-li 7e¢ o vyznamu symboli a rozliSovani kontextu, musime upo-
zornit na jeden casty nesvar. Mezi oblibené studentské hrichy totiZ patri takové ciny
jako je ,scitani“ skalaru s vektorem, nebo ,nasobeni“ vektoru vektorem — nic ta-
kového ale (zatim'*) nemdme definovdno, jde tedy o naprosté nesmysly. Podobné
nemd smysl mluvit o soucinu ,vektor krat skaldr“. Byt se to miZe zddt jako tech-
nickd drobnost, pri nasobeni vektoru skaldrem nelze jen tak zaménovat poradi — toto
pujde dobre vidéet napriklad u vektorového prostoru v Prikladu 2.10.

Poznamka 2.4. Dalsim oblibenym kamenem trazu je jista vizudlni ,podobnost“
mezi axiomy télesa a axiomy vektorového prostoru. Oboje musime dusledné oddélo-
vat. Vektorovy prostor ,budujeme“ vZdy ve dvou krocich,

1. Nejprve zvolime vhodné ciselné téleso — jeho azxiomy ndm vlastné zarucuji, Ze
se skalary ,pijde rozumné pracovat“, viz Definice 1.42.

2. AZ poté zvolime mnozinu vektori a dve vektorové operace, které z téch téleso-
vych mohou vychdzet, ale také nemusi. AZ celd tato ¢tverice dohromady (téleso
se svgmi operacemi, mnozina vektori, dvé vektorové operace) musi spliovat
axiomy vektorového prostoru — tim mdme zaruceno, Ze ,pujde rozumné praco-
vat“ i s touto o stupen sloZitéjsi strukturou.

Poznamka 2.5. Abychom méli v pouZivangch vyrazech alespon trochu porddek a
prehledno, pokusime se o disledné rozlisovani skaldri a vektori. Pro zapis vektori
(at jiz konkrétnich pri vijpoctech, nebo obecnijch ve znénich vet) budeme vZdy pouZivat
mald pismena latinské abecedy, tedy

a,bc,....x,y,....

Oproti tomu skaldary — prvky ciselnych téles — budeme dusledné znacit malymi rTec-
kymi pismeny,
O{, /87 ,}/7 6’ A

Tato konvence nas ale samozrejmé nijak neomezuje v pouzivani indexi (o, x,,. .. )
jak u skaldari tak u vektoru!

13Mélo by nam byt vidy jasné, jestli zrovna séitdme dva skalary nebo vektory, jestli ndsobime
dva skalary nebo skalar s vektorem.

14 Pozdéji si zavedeme riizné soudiny mezi vektory, tzv. skaldrni soucin a vektorovy souéin.
Prozatim ale zadny takovy pojem k dispozici nemame.
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Jedinou vyjimkou z tohoto pravidla bude obcasné pouZziti symboli x,y,z,t,...
jako nmezndmijch v soustavé rovnic nebo jako sloZek vektori z R*, R? a tak ddle (kde
jsme z analytické geometrie zvykli napr. na znaceni (v,y,z) € R3).

Jesté nez prejdeme k zékladnim prikladum vektorovych prostort, provedeme si
jednoduché mentalni cviceni — vyslovime si nasi prvni vétu platnou pro libovolny
vektorovy prostor V' nad obecnym télesem 7', popisujici nékolik dilezitych vlast-
nosti nulového vektoru, a rovnou si ji i dokdzeme. P¥itom pouzijeme pouze axiomy
vektorového prostoru, axiomy télesa, piipadné jiz difve dokdzané body této véty'”.

Véta 2.6. Bud V' wvektorovy prostor nad télesem T. Potom plati:
(i) VeV ezistuje prdavé jeden nulovy vektor.
(i) Yoo € T : af) = 0.
(iii)) YVa €V :a+ 0 = a.
(iv) Ke kazdému vektoru z V' existuje pravé jeden vektor opaény. Tzn.,

VaeV,4beV:a+b=240.
(v)VaeT VaeV : (aa=0= (a=0Va=0)).

Diikaz. Vétu dokazeme primo z axiomii vektorového prostoru, vyuziti axiomu ¢islo n
. v, (An) err o . , , . v,

v rovnosti oznac¢ime =". Pouziti vysledku z predchoziho bodu n této véty oznacime

(n) /. 7z N /7 7’ . v . . v v .

=. V upravach pouzivame také axiomy télesa, ty explicitné nevyznacujeme.

AT) (AT

(i) Necht existuji dva nulové vektory 60 a 65. Pak 6, ( 0-a A7) 0y, kde a € V je

libovolné.

(i) -6 @ . (0-a) g (a0)-a=0-a @ 6, plati pro libovolné a € T'a a € V.

A5) A6)

D1 a40a@a40)-a=1-a2 q, plati pro libovolné

(iii) a+0 2 1.a+0
acV.

(iv) Ezistence: Bud a € V. Polozme b := (—1) - a (¢islo opacéné k 1 v télese vzdy
existuje, ozna¢me jej —1). Potom

(A5) (A7)

a—i-b:a—i—(—l)-a(g)1-a+(—1)-a (14+(-1))-a=0-a ="6.

Jednoznacnost: Nechf by a by jsou dva vektory opacné k a € V', tedy a + b, =
a+ b2 =§. Pak

b b+ 0=by+ (a+b) D (b +a)+ by E (a+b1) + by =0+ by
A 4y + 0 D,

15Bude ndm tedy tplné jedno, jak dotyény vektorovy prostor vlastné vypadd. Slabsi povahy
necht to povazuji za prvni demonstraci sily nasi obecnosti.
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(v) Necht aa = 6, predpokladejme, zZe navic plati a # 0. Pak nutné dostavame
a = 0, nebot

a‘®1.0= (a_la)a @) 41, (a) =at-0 @y, O

Priklady vektorovych prostori

Jak jsme si uz sdhodlouze ujasnili, nase definice vektorového prostoru je naprosto
obecna a cokoli, co si v budoucnu dokézeme, bude platit pro vsechny myslitelné
vektorové prostory. Nicméné, protoze mame v kurzu BI-LIN ponékud omezeny pro-
stor, pri praktickém pocitani se omezime na nékolik zakladnich typt vektorovych
prostort, z nichz vétsinu uz (neformalné) zndme.

Fakt, Zze se jedna o vektorové prostory, ponechavame bez diikkazu. Vérime, ze
¢tendr si snadno'® ve vsech pifpadech splnénost axiomtt VP dokdze. Déle zdiraz-
néme, ze jakékoli s¢itani ¢i nasobeni, které je pouzito v definici vektorovych operaci
(tj. ,na pravé strané definujiciho :=*) je mezi prvky télesa — tedy zdvisi na volbé T’
a nemusi vibec jit o ,obycCejné® s¢itani a nasobeni.

Priklad 2.7. Necht T je libovolné téleso a n € N. Ctverice
(Tn7 T7 =+, ')7

kde operace +, - definujeme po slozZkdach, tedy pro kazdé o € T a pro kazdé x,y € T"
plati
rt+y=(r1,.. ., 20) + W1, s Un) = (@1 4+ Y1, -, Tn + Yn),
ar = a(xy,...,z,) = (ax, ..., az,),
je vektorovy prostor.

Rozmyslete si, Ze trividlni volba n = 1 v definici nijak nevadi, tedy i téleso sa-
motné lze povazovat (s dangymi operacemi) za vektorovy prostor samo nad sebou!
V prostorech typu (T,T,+,-) se nicméné pohybovat nebudeme, jednak nejsou prilis
zajimavé a jednak pri nich hrozi nejednoznacnosti v zdpisech.

Prirozenym zobecnénim a se znalosti maticovych operaci vylozenych v ¢asti 1.5
snadno dojdeme k nésledujicimu prikladu.

Priklad 2.8. Necht T je libovolné téleso a m,n € N. Ctverice
(Tmma T7 +7 ')7

kde T™"™ znaci mnoZinu vsech obdélnikoviych matic o rozmeru m x n s proky z télesa
T a operace +, - definujeme po sloZkdch, tedy pro kazdé o € T a pro kaZdé x,y € T™"
plati
Viem,Vjen: (x+y) =i+ Vi,
(ax);j = axyyj,

je vektorovy prostor.

16 A nadmiru ochotné.
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Priklad 2.9. Necht T je libovolné teleso, Symbolem T znacime mmnoZinu vsech
(nekonecngich) posloupnosti proki z télesa T. Ctverice

(Too7 T7 +7 ')7

kde operace +, - definujeme po slozkdch, tedy pro kazdé o € T a pro kaZdé x,y € T
plati

r+y=(r1,02,73,...) + (Y1, Y2, 3, ) = (21 + Y1, T2 + Yo, T3 + Y3, ),
ar = ory, T2, T3, ... ) = (axy, ary, 3, . .. ),

je vektorovy prostor'”.

Zaveérecny priklad této ¢asti neni vylozené ,aplikovatelny“, ale zaslouzi si zminku.
Jde totiz o velice jednoduchy ptiklad vektorového prostoru, ve kterém jsou vektorové
operace & a ® voleny nestandardné.

Priklad 2.10. Pro konstrukci vektorového prostoru volme ndsledugjici ,ingredience “:

o V =RT, vektory jsou kladnd redlnd cisla,

T =R, skaldary bereme z mnoZiny vsech redlnijch cisel,

pro kazdé x,y € RY definujeme
TDY =1y,
kde - znaci klasické ndsobeni realnych cisel,

pro kaZdé o € R a kazdé v € RT definujeme

a®r = x%,

kde v predpisu pouZivame standardni umocnéni kladného redlného cisla na re-
alnou mocninu.

Ctverice (RT,R, @, ®) je vektorovy prostor'®.

Podprostor

Zacnéme jednoduchou naivni predstavou, kterd by ndm meéla poslouzit jako motivace
k zavedeni nového pojmu podprostor'?. Omezime se pfitom na téleso R redlnych
¢isel. Jak jsme si uz vysvétlili, R" je pro kazdé n € N vektorovym prostorem. Ten
,nejmensi® z nich, R! si miiZeme jednoduse predstavit jako pffmku s oznacenym

1TFakt, Ze mnozina nekoneényrch posloupnosti vybavena séitanim a ndsobenim é&islem po slozkéch
je vektorovy prostor, jisté ocenime v kurzu BI-ZDM — umozni nam totiz vyslovit nékterd zasadni
tvrzeni pro feSeni tzv. linedrnich rekurentnich rovnic.

18Ctenaii dirazné doporucujeme, aby se vnitiné obohatil vlastnim pokusem o diikaz toho, Ze
se skutecné o vektorovy prostor jedna.

9Pro jistotu opét zopakujme: motivaéni naivni pfedstava nerovnd se piesné definice!
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pocatkem 6 = 0, jednotlivé vektory pak odpovidaji budto bodim na pfimce, nebo
orientovanym useckam vedoucim z # do néjakého bodu na primce.

Podivame-li se stejnym zptisobem na R?, dostaneme rovinu s pocéatkem 0 =
(0,0)*. V této roviné je pritom ,obsazen“ cely predchozi prostor R! — napiiklad
jako osa x (v fedi pravouhlého systému soutadnic (z,y)). Jinymi slovy, kazdy vektor
a € R! lze v jistém smyslu povaZzovat i za vektor v R? konkrétné jako (a,0) € R?.
Podobné bychom mohli postupovat déle a konstatovat, ze v R? je v jistém smyslu
obsaZen jak cely prostor R, tak i cely R? (napiiklad jako rovina urcend osami z a
y s korespondenci (a,b) € R? +» (a,b,0) € R?)?!.

Idealné jsme ted tedy mohli nabyt spravného dojmu, zZe rizné vektorové prostory
nemusi nutné byt  kazdy z jiného svéta“, ale ze spolu mohou néjak souviset. Kon-
krétné, mohou byt celé obsazeny v jinych, ,vétsich®, vektorovych prostorech a samy
mohou i jiné vektorové prostory obsahovat jako své podmnoziny. Tot nasi motivaci
pro pojem podprostor.

Definice 2.11. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a necht ) # P CV (P
je neprdzdnd podmnoZina V). Rikdme, Ze P je podprostor prostoru V , pravé kdyZ
plati:

1. Ve,ye P:x+y € P,
2.VaeT Vx e P:ax € P

(tedy P je mnoZina uzavrend na obé vektorové operace +,-). Vztah ,bijt podprosto-
rem “ pak znacime
PccV.

Poznamenejme, ze tato definice lze zapsat mnohem elegantnéji s vyuzitim mno-
zinovych operaci z Definice 1.20: Necht V je VP nad T a P je jeho neprizdnd
podmmnozina. Pak rekneme, Ze P je podprostorem V pokud soucasné plati

P+PCP a T-PCP.

Jak si mohl pozorny ¢tendr vsimnout, v celé definici podprostoru nepadlo ani
slovo o vlastnosti ,byt také vektorovym prostorem*. To neni zaddny omyl, definice
pomoci uzavienosti na vektorové operace je prosté jednodussi a snadno ovéritelna.
Souvislost s ivodni motivaci ndm poskytne nésledujici véta.

Véta 2.12. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T, necht P CC V. Potom
P se ziZenim?® operace scitini vektori + na P x P a operace ndsobeni vektori
skalarem - na T X P je také vektorovy prostor nad T'.

20De facto zde opakujeme éast 2.2, opakovani je ale matka moudrosti.

21§ touto piedstavou samozfejmé muZeme pokracovat v libovolném R”, ale neni tieba to s
motivaci prehanét. . .

22Netieba se citit zasko¢en pojmem ziiZené zobrazeni, ten znate dobte napiiklad z BI-ZMA! Jde
jednoduse o zobrazeni, kterému je umeéle nahrazen defini¢ni obor néjakou jeho podmnozinou. Tedy
v pripadé sc¢itani + zuzujeme z V x Vna Px P CV x V.
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Diikaz. Oznacme zuzeni operaci +,- na P CC V jako +|p,|p. Ovéfime podminky
pro to, aby (P,T,+|p,-|p) byl vektorovym prostorem, dle Definice 2.2:

e Uzavienost operaci +|p : P x P — P a :|p : T x P — P plyne rovnou z
definice podprostoru.

e Jelikoz axiomy vektorového prostoru plati pro kazdé o, 5 € T a a,b,c € V,
plati nutné i pro kazdé a,b,c € P C V. Tim méame pro P dokazano splnéni
axiomu 1 az 6.

e 7 axiomu 7 pro V a z predchoziho bodu plyne, ze bude-li nulovy vektor # € V'
soucasneé lezet v podprostoru P, bude i v ném hrat roli nulového vektoru a i
posledni axiom bude pro P splnén. Pro kazdé a € P C V ovsem plati 0-a = 0
a jelikoZ P je uzavieny na ndsobeni skaldrem, skutec¢né plati § € P?3. O

S uvedenim konkrétnich piikladt jesté chvili pockdme, fekneme si nejprve par
zékladnich vlastnosti podprostort.

Pozorovani 2.13. Bud V' wvektorovy prostor nad T' a necht P CC V. Pak plati:
1. 0 e P.
2.{0}ccVaVcCcCV.
3. Pro kazZdou podmnozZinu P, C P plati implikace: P, CC P = P, CC V.

Ponechdme na ¢tenéfi, aby si tyto jednoduché vlastnosti odtivodnil®*. Pouze
poznamename, ze napt. bod 3 uz byl vlastné dokazan — béhem dukazu Véty 2.12.

Definice 2.14. Podprostory {0} a V vektorového prostoru V nazgvame trividlnimi
podprostory. Kazdy podprostor P CC V pro ktery soucasne plati P # V nazgvame
vlastnim podprostorem?® .

Poznamka 2.15. Ackoli proni bod v Pozorovdni 2.153 vypadd nevinne, je velmi prak-
ticky, chceme-li dokdzat, Ze néjakd mnoZina podprostorem ment. Vime, Ze implikaci
obecné nelze obrdtit, ale lze ji tzv. obménit, (A = B) < (=B = —A). Tedy zatimco
fakt 8 € P pro néjakou podmnozinu P C V' rozhodné nestaci na to, aby P byla
podprostorem, muzeme s klidnym srdcem rici, Ze

0 ¢ P = P neni podprostorem V .

P¥iklad 2.16. V R? jsou jedingmi netrividlnimi podprostory primky prochdzejici
pocdatkem 6 = (0,0), napriklad

P={(z,y) eR* |z +2y =0} CC R*.

Primky, které neprochdzeji pocatkem, nemohou byt podprostory.

23Perfekcionista na tomto misté spravné doplni, Ze takové a € P viibec existuje — nebot P je z
definice neprazdna mnozina.

24Tak, aby je byl schopen odfivodnit i pfipadnému zkousejicimu.

25 Jen aby bylo jasno: netrividlni podprostor neni totéz, co vlastni podprostor. Plati, ze kazdy
vlastni podprostor je budto netrivialni, nebo obsahuje jen nulovy vektor.
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Piiklad 2.17. V R? jsou jedinymi netrividlnimsi podprostory primky a roviny pro-
chazejici pocatkem 0 = (0,0,0), napriklad

P ={(z,y,2) €ER® |z 4+ 2y =0A 2 =0} CCR?,
Py ={(z,y,2) eR® |z +2y =0} CC R?,
Py ={(z,y,2) ER* |22 +y— 2 =0} CCR’.

Rovina ¢i primka, kterd neprochdzi pocdtkem, nemuze bijt podprostor. Napr. mno-
zZina
{(z,y,2) € R® | 22+ y — 2 = 3} neni podprostor R? .

Ke Kklasifikaci podprostortt v R? lze dojit i nésledujici naivni tivahou. Dejme
tomu, Ze chceme zkonstruovat viechny mozné podprostory v R?, rozeberme si, jaké
mame moznosti:

(i) Kazdy podprostor musi obsahovat nulovy vektor § — nejmensim podprostorem
je zfejmé ten trivialni, {0}.

(ii) Kazdy netrividlni podprostor musi kromé 6 obsahovat jesté néjaky dalsi bod,
pfidejme tedy néjaké a € R3. JenZe podprostor musi byt uzavieny na vektorové
+, -, to zfejmé zajistime pridanim vsech nasobkil aa,a € R. V zavislosti na
volbé a € R tak dostaneme libovolnou primku prochazejici pocatkem.

(iii) Abychom dostali jesté vétsi podprostor, vezmeme libovolnou primku prochaze-
jici pocatkem a pridame k ni bod, ktery v ni nelezi. Chceme-li pak zaridit uza-
vienost vysledné mnoziny na vektorové operace, musime do ni pridat vSechny
realné nasobky pridaného bodu a jesté k tomu vSechny soucty bodt na ptivodni
primce a nové pridanych. Rozmyslete si, ze tim vzdy ziskdme néjakou rovinu,
kterd prochazi pocatkem.

(iv) Posledni moznosti je vzit néjakou rovinu z bodu (iii) a pridat k ni néjaky bod,
ktery v ni nelezi, a opét zajistit uzavienost na operace. Tim ovSem ziskame
trividlni podprostor — celé R3.

Poznamka 2.18. Cela predchozi ivaha stala na jednoduché geometrické predstave
Ltrirozmérného prostoru® — ta je na obecny vektorovy prostor krdtkd. Podotkneme,
Ze jsme pritom uZ vlastné nékteré pojmy z linedrni algebry pouZili (aniZ bychom o
nich védéli), oba si pordidné zadefinujeme v cdstech 2./ a 2.5:

e Pri priddvdani noviych bodu k podprostorum jsme vyuzZivali formulace ,nelezi
na stejné primce nebo ve stejné rovine“, toto souvisi s obecnéjsim pojmem
linearni nezavislost.

o Pri zajistovani uzavrenosti na vektorové operace jsme priddvali vSechny mozné
soucty a nasobky uz obsazZengch vektoru. Tuto humpoldackou formulaci v bu-
doucnu nahradime sofistikovanéjsim pojmem — konstrukce linearniho obalu
mnoziny.
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Podprostory jsou mimo jiné obycejné podmnoziny néjakého V. Miuzeme na né
tedy aplikovat riizné mnozinové operace, jmenovité napriklad prunik, sjednoceni a
soucet (viz Definice 1.20) a zkoumat, zda je vysledek také podprostorem®. Ne7
vyslovime obecnou vétu, uvedme jednoduchy priklad.

Piiklad 2.19. Uvazujme ndsledujici podprostory v R?:

B =R x {0} = {(2,0) | z € R},
Ey :={0} xR={(0,y) |y € R}.

Dle definic snadno odvodime, Ze
(i) By N Ey={(0,0)} je podprostor.

(ii) Ey U Ey = {(z,y) € R? | 2 = 0V y = 0} neni podprostor. Skutecné, obsahuje
napriklad vektory (1,0) a (0,1), ale uz ne jejich soucet (1,1).

(iii) By + Ey = {(z,0) + (0,y) | z,y € R} = R? je podprostor.

Bod (ii) v pfedchozim piikladu ndm poslouzi jako protipiiklad. Nasli jsme dvo-
jici podprostoru v néjakém VP, jejichz sjednoceni neni podprostor — tedy tvrzeni
w»ojednoceni libovolnych dvou podprostorii v libovolném VP je také podprostor®
neni pravdivé. Naopak body (i) a (iii) nAm mohou naznacit, ze v ptipadé pruniku
a souctu podprostori bude situace priznivéjsi — ale vzhledem k tomu, Ze mame k
dispozici jen konkrétni ptiklad, ptislusné tvrzeni budeme muset dokazat obecné.

Poznamenejme jesté, ze tvrzeni véty nize lze rozsitit i na operace s vice podpro-

story, nez jen se dvéma — pro pochopeni nam ale postaci tato jednodussi varianta.

Véta 2.20. Bud V wvektorovy prostor nad telesem T, necht P a Q) jsou libovolné
podprostory V. Pak plati ndsledujici:

(i) PNQ CCV.
(i) PUQ nemusi byt podprostorem.
(iii)) P+Q CC V.

Diikaz. (i) Jelikoz P,@ C V a oba obsahuji alespon nulovy vektor 6, ziejmé plati
PNQ CViPNQ # 0. Ovéiime, ze pro kazdé a € T a z,y € P N Q plati
r+y € PNQ asoucasné ax € PN Q:

Necht o € T'a x,y € PN (@ jsou libovolné. Pak snadno odvodime, Ze

P,Qécv(

(r,ye Phz,y€Q) r+yePANz+yeQ)=(z+ye PNQ),

P’Qécv(ax ePNhareQ)= (ax e PNQ),

coz znamena, ze P N (@ je podprostor.

260perace vynasobeni podprostoru ¢islem z télesa nas nebude nijak zajimat. Zamyslete se sami,
co trivialné plati pro libovolny podprostor (nejen R? nad R, ale obecné), kdyZ ho vynisobime dle
definice libovolnym « € T'!
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(ii) Plyne z existence protiprikladu, viz Piiklad 2.19.

(iii) Soucet P+() je zfejmé neprazdny nebot § € Paf € Q, tedy 0 = 0+60 € P+Q.
Necht o« € T a x,y € P + @), pricemz

I:a1+b1, y:(l2—|—b2,
kde a; € P,b; € Q pro i € {1,2}. Protoze

x+y=(a1+b1)+(a2+62):(a1+a2)—i—(b1+b2),

eP €Q
axr =a(a; + by) = aay + aby
epr €Q

kde jsme vyuzili faktu, ze P i @ jsou podprostory, plati x +y € P+ Q i
ar € P+Q ,tedy P+Q CcCV. ]

Poznamka 2.21. Zvidavy ctendr by si mohl poloZit otdzku, jestli existuje nejaka
dalsi podminka, kterd zaruci, Ze sjednoceni néjakiych dvou podprostori uz nutné pod-
prostor je. Uvddime ji jen pro iplnost a i jeji dukaz ponechdvame pouze na iniciative
ctenaru. Jsou-li P,QQ CC 'V, pak plati

PUQCCV & (PCQ)V(QCP).

2.4 Linearni (ne)zavislost

V této ¢asti se poprvé objevi slovni spojeni soubor vektori (délky n), s typickym
znacenim
(x1,29,...,2,), kde x; € V pro kazdé i € fi.

Je to néco jiného nez mnozina vektort — na rozdil od ni se na soubor vektort divime
jako na uspofddanou ntici’’. Navic mnoZina nemusi byt nutné kone&na!

Poznamka 2.22. Dirazné upozornéme na jeden oblibeny problém se znacenim.
Napiseme-li bez kontextu pouze (xy1,xa,...,x,), miZe to znamenat minimdlné tyto
dvée ruzné veci! A to:

1. Soubor vektoru, pokud x1,xs,...,x, jsou postupné ocislované vektory v néja-
kém VP V. Toto je treba sprdvné zapsat jako (x1,xs,...,x,) C V, pripadné
slovné: ,Necht (x1,2a,...,x,) je soubor vektori z V.«

2. Jeden jediny vektor z néjakého vektorového prostoru typu T, tedy vektor, je-
hoz sloZkami jsou poporadé xy,xs,...,x, € T. V tom pripadé musime pouzit
spravny zdpis (x1,Ta,...,2,) €V, Cvs. €. proV=T"%

277Zatim na tom pofadi moc nesejde, ale az se dostaneme k pojmu bdze, bude se ndm usporadani
vektort v souboru naramné hodit.
28V podstaté se jednd o oblibeny konflikt ,nélezitko vs. podmnoZinitko*.
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Definice 2.23. Necht V' je vektorovy prostor nad T, x € V a (z1,...,x,) je soubor
vektorti z V. Rikdme, Ze vektor x je linedrni kombinaci souboru (zy,...,x,),
prave kdy? existuji ¢isla o, ..., a, € T takovd, Ze*

n
r = Z ;5.
i=1

Cisla «;, © € N, nazyjvdme koeficienty linedrni kombinace. Jestlize Vi € 1 :
a; = 0, nazgvame takovou linedrni kombinaci trividlni. V opacném pripadé jde o
linedarni kombinaci netrividlni.

O trivialnich linearnich kombinacich 1ze rovnou odvodit, ze se vzdy rovnaji nulo-
vému vektoru 6. Pokuste se to sami dokazat, nebudete ptritom potrebovat nic jiného,
nez zakladni vlastnosti nulovych vektort.

Definice 2.24. Necht (z1,...,x,) je soubor vektori z V. Rekneme, Ze (11, ...,1,)
je linedrné nezdvisly (LN) soubor, pravée kdyz pouze trividlni linedrni kombinace
tohoto souboru je rovna nulovému vektoru 6. V opacném pripadé nazyvame soubor
linedrné zdvisly (LZ).

Jingmi slovy® :

e (r1,...,x,) je LN &

Vay,...,a, €T : <Zaixi:9:>(‘v’i€ﬁ)(ai:0)>

=1

o (z1,...,x,) je LZ &
dag,...,a, €T,k € nyap #£0: (Zaixi—9>
i=1

Tedy linearné nezavislé soubory jsou soubory takovych vektort, ze kterych neni
mozné (pomoci nasobeni skalary a séitani vektort mezi sebou) vyrobit nulovy vektor
— tedy jinym nez trividlnim zptsobem (jako trividlni linedrni kombinaci). V jinych
kurzech linearni algebry mtizete narazit na definici jinou, se znénim: Soubor vektori
je LZ prdaveé tehdy, pokud je jeden z vektori souboru linedrni kombinaci ostatnich. My
se ale v nasem kurzu budeme drzet Definice 2.24, protoze se (jak si brzy ukézeme)
mnohem snadnéji ovéruje! Pozdéji, ve Vété 2.36 si navic dokazeme, ze jsou obé
charakterizace linearni (ne)zavislosti ekvivalentni.

Pozorovani 2.25. Ndsledujici jednoduché vlastnosti (predevsim ,maljch ) soubori
vektori, lze odvodit primo z Definice 2.2/:

(i) Linedrni (ne)zdvislost nezdvisi na poradi vektori v souboru.

(7i) Obsahuje-li soubor dva stejné vektory, potom je LZ.

29V této sumé se vektory x; nasobi skalary a tyto vysledky se pak s¢itaji — nikoho by nemélo
prekvapit, ze se zde s¢ita a nasobi podle obecnych operaci z definice vektorového prostoru!
30 Jazykem predikétové logiky.

23



(iii) Obsahuje-li soubor nulovy vektor, potom je LZ.
(iv) Soubor délky 1 je LZ, prave kdyz je tvoren nulovym vektorem.
(v) Soubor délky 2 je LZ, prdave kdyz jeden vektor je ndasobkem druhého.
(vi) Pridanim vektoru do LZ souboru vznikne LZ soubor.
(vii) Odebranim vektoru z LN souboru délky alespori dva vznikne LN soubor.

MiZeme si spolecné okomentovat®! napifklad body (ii) a (vi), zbytek si laskavy
¢tendr overi doma sam.

(ii): Predpoklddejme, Ze soubor (z1, ..., z,) spliuje x; = x, pro néjaké dva indexy
k.0 € n,k # (. Zvolime-li koeficienty linearni kombinace tak, aby platilo
ar=1,ap=—1, a o; =0 pro kazdé i € n \ {k,(}*,

bude se jednat o netrividlni linearni kombinaci, ktera soucasné splnuje

Zaixi =lzg+ (=Dx,=196.

i=1

(vi): Je-li soubor (z1,...,x,) LZ, existuji koeficienty a, ..., a, € T, z nichz aspon
jeden je nenulovy, takové, ze

oy + -+ apx, =0

Pridame-li do souboru libovolny vektor, oznacme jej x,1, dostaneme volbou
Qpy1 = 0 netrividlnf®® linedrn{ kombinaci, splitujici

1Ty + - +anxn+an+1xn+1 =T+ -+ aT, = 07
———

=0
tedy soubor zustava i po pridani x,; stéle LZ.

Priklad 2.26. Na pojem linedrni nezdvislosti muzZeme prirozené nahlizet, jako na
jisté zobecnéni zndamijch geometrickijch vlastnost bodi ,neleZet v jedné primce / v
jedné roviné“, jak uz jsme lehce prozradili v Pozndmce 2.18. Konkrétne plati ndsle-
dugici:
o Duvé orientované isecky v R? (nebo R3) leZi v jedné primce, pravé kdy? jsou
odpovidajici vektory LZ.

o TFi orientované tsecky v R lei v jedné roviné, prdavé kdy? jsou odpovidajici
vektory LZ.

o Soubor vektori z R? délky 3 je vidy LZ.

31Tedy dokéazat. . .

32Takto Ize vzdy koeficienty zvolit! Jednotkovy prvek, znadeny 1, je obsazen v jakémkoli télese
T, prvek k nému opacny, —1, také.

33Protoze alesponi jeden z ptivodnich koeficient® a, ..., a, je nenulovy.
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o Soubor vektori z R® délky 4 je vidy LZ.

Velice castou tlohou v linearni algebre je ovéreni, zda je zadany soubor vektortu
linearné zavisly nebo nezavisly. Vzdy mtizeme postupovat presné podle Definice 2.24:

Algoritmus 2.27 (Ovéfeni LN/LZ souboru vektori). Pro zadany soubor vektori
(1,...,2,) ve VPV ovérte, zda je LN nebo LZ.

1. Hledame, jestli existuje i jind ntice koeficienti oy, ...,a, € T nez (0,...,0)
takova, Ze prislusna linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.

2. Koeficienty oy, ...,q, € T povaZujme za nezndmé v rovnici

oy + -+ apr, = 0.

3. 7 definice vektorovijch operaci rovnici vyse prevedme na soustavu linedrnich
rovnic (presny postup zdvisi na konkrétni volbé prostoru (V,T,+,-)), tato sou-
stava ndm vyjde vidy homogenni.>*

4. Soustavu prevedme pomoci GEM do horniho stupriovitého tvaru. Dle Vety 1.29
urceme, kolik existuje resend.

5. Ezistuje-li jediné reseni (aq, ..., ap,) = (0,...,0), je zadany soubor LN, v opac-
ném pripadé je LZ.
Vyse popsany univerzalni postup predvedeme na prikladech:
Priklad 2.28. Vysetrime linedrni nezdvislost souboru ((1,2,3),(4,7,8),(3,4,2) v

R3.
Hledame koeficienty o, B,y € R takové, Ze plati

a(1,2,3)+ 5(4,7,8) +7v(3,4,2) =6 = (0,0,0).
7 definice vektorovijch operaci pak dostdvdme rovnost dvou vektori z R3,
(v +48 + 3v,2a + 78 + 47,3a + 86 + 27) = (0,0,0),

kterd vede ma soustavu linedrnich rovnic v proménnych o, 3,y € R.
Upravou pomoci GEM pak dostavame

1 4 3]0 14 3]0 1 4 3]0
27 4/0l~10 -1 =210 ~10 1 20
3 8 2|0 0 -4 -70 00 1]0

Jelikoz se jednd o soustavu, jejiz rozsirend matice md jediny vedlejsi sloupec (ten
pravijch stran), existuje pravé jedno rteseni (o, B,7) = (0,0,0) a zadany soubor je
LN.

347Zatim nemame piesné zdfivodnéno proé, ale souvisi to s faktem, Ze trividlni linedrn{ kombinace
je vzdy rovna nulovému vektoru, tedy Ze (aq,...,a,) = (0,...,0) je vZdy jedno z TeSeni. ..
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Priklad 2.29. Vysetrime linedrni nezdvislost souboru

10 0 2 10 0 1 v 722
1 1)°\0 1)°\1 2/°\0 0 8
Hledame koeficienty a, B,7,0 € Zs = {0, 1,2} takové, Ze plati
10 0 2 10 0 1 0 0
()0 ) (D)6 )= 0)
Z definice vektorovich operaci pak dostdvame rovnost dvou vektori z Z?Q,
o+ 28+6 {00
a+y a+pf+2y) \0 0)’

kterd vede ma soustavu linedrnich rovnic v proménnych o, 3,7, 6 € Zs.
Upravou pomoci GEM*® pak dostdvdme

— = O
_ o N O
N = O =
— O N O

1
0
0
1

O O = O
o O O O
O OO =
o O = O
o O O O
o O O =
o O = O
[ J S Gy S G EY
O = O O
o O OO

JelikoZ se jednd o soustavu, jejiz rozsirend matice md kromé posledniho jesté je-
den vedlejsi sloupec, existuje vice nez jedno resent, konkrétne plati, Ze («, 3,7,0) €
{(0,0,0,0),(1,1,2,1),(2,2,1,2)}. Zadany soubor je tedy LZ.

Na zaver této Casti si dovolime pridat jesté jednu definici linedrni (ne)zavislosti.
Pozor ale, neptjde o zadnou dalsi alternativni definici ¢i ekvivalentni tvrzeni, nybrz o
zobecnéni! Doposud méame LN /LZ definovanu pro konecné soubory vektort, coz nam
vétsinou staci. Nicméné, v ¢asti 2.6 budeme potiebovat pojem linearni nezavislosti
rozsitit obecné na mnoziny, které mohou byt i nekonecné.

Definice 2.30. Bud V wvektorovy prostor nad T, ) # M C V. Rekneme, Ze M
je linedrné zdvisld (LZ) mnoZina, pravé kdyz existuji vektory xy,...,x, € M
takové, Ze x; # x; pro i # j, kde i,j € n, a soubor (x1,...,x,) je LZ. V opacném
pripadé je mnozina M linedrné nezdvisld (LN).

Tato definice se da ekvivalentné preformulovat i takto: MnozZina je linedrné ne-
zavisld prave tehdy, kdyz kazdy konecny soubor ruznych vektoru z ni je linedrné
nezdvisly. Vérime, Ze si pozorny c¢tenar tuto reformulaci ditkladné rozmysli — jde jen
o negaci vyroku s kvantifikatory.

Soucasné pak vyzyvame ke kratkému rozjimani nad tim, jak spolu Definice 2.24
a 2.30 souvisi. Méli bychom dojit k zavéru, ze posledni definice tu ptivodni skutecné
rozsifuje — v tom smyslu, ze pokud se v souboru (x1, ..., z,) neopakuji vektory a za
M zvolime mnozinu {1, ..., z,}, obé definice budou ekvivalentni®®.

35Pozor, pracujeme v Zs!
36 Jen pro jistotu, ekvivalence dvou definic znamend, %e jedna oznadi za LN pravé tytéz konecéné
mnoziny (soubory), jako druh.
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2.5 Linearni obal

Definice 2.31. Bud (1, ...,%,) soubor vektori z V. MnoZinu vsech linedrnich kom-
binaci tohoto souboru nazveme linedrnim obalem souboru (x4, ..., x,) a znacime
Ji

<£I§'1, c. ,.Z'n>.

Bud ) # M C V. MnoZinu vsech linedrnich kombinaci vSech soubori vektori z
mnoziny M*" nazveme linedrnim obalem mnoZiny M a znacime ji (M).

Pozorny ¢tenar si nyni jisté vzpomene na Pozndmku 2.18 a uvédomdi si, ze kdyz
jsme konstruovali jednoduché podprostory obohacovanim mnozin o vsechny mysli-
telné (konecéné) linedrni kombinace jejich vektort, vyrabéli jsme vlastné jejich line-
arni obaly.

Pred uvedenim ilustrac¢nich prikladi si jen vyslovme jednoduché pozorovani, je-
hoz diikaz mizeme opét nechat z velké ¢asti na ctenari.

Pozorovani 2.32. Necht M je libovolnd neprdazdnd podmnoZina vektorového pro-
storu V. Pak plati:

(i) 0 € (M),

(i) M C (M),

(iii) x € (M) = (M) = (M U {z}),

(iv) M C N = (M) € (N),

(v) z,ye (M) NaeT=xz+ye (M) N axe (M).

Dokazeme si spoleéné jen ¢ast bodu (v): Predpokladejme, ze x,y € (M), tedy
x je linedrni kombinaci néjakého souboru z V' a stejné tak i y (i kdyz muze jit o
jiny soubor vektort). Tedy existuji soubory (z1,...,2%) a (y1,...,ye) vektorta z M
a koeficienty o, ..., ax, B1,..., 080 € T takové, ze plati

k ¢
<$ = Z%’%’) A <y = Zﬁz‘%) = (r+y) =i+ -+ o+ fryr + -+ Beye -
i=1 i=1
Ziejmé plati, ze (k + ()-tice (x1,...,Zr, Y1, ..,ye) je také soubor vektori z M* a

tedy x +y € (M). Uzavienost na nasobeni skalarem lze dokéazat analogicky.

Piiklad 2.33. Linedrni obaly souborii vektori v prostorech R? a R? vypadaji ndsle-
dovné:

e Linedrni obal nulového vektoru (pocatku) je mnozina pouze s pocdtkem.

3"Dirazné pripometime, Ze soubor vektordl je automaticky koneény. V linedrni algebie se ne-
setkdme s ni¢im, jako nekonecny soucet, tedy nikde neuvidite symbol Y .2 ;. Abychom se mohli
takovymi soucty zabyvat, museli bychom jesté nas vektorovy prostor vybavit strukturou podpirajici
konvergenci (tj. topologif). Tak daleko se ale nedostaneme.

38Rozmyslete si napiiklad, ze pifpadné duplicity z; = y; nijak neodporuji definici souboru.
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e Linedrni obal nenulového vektoru z R? (nebo z R3) je mnoZina vsech vektori
lezicich ve spolecné primce.

e Linedrni obal LN souboru dvou vektori z R? je celé R?.

e Linedrni obal LN souboru dvou vektori z R® je mnoZina vsech vektori leZicich
ve spolecné rovine.

e Linedrni obal LN souboru tri vektori z R? je celé R3.

Priklad 2.34. Na jednoduchém prikladu miuzeme ilustrovat, jak moc i pri konstrukci
linedrniho obalu zdleZi na konkrétnim télese. Necht

r1 = (1,0,1,0), x5 =(0,1,1,0) € T*,

oznacme jejich linedrni obal L = (x1,x2). Vyjddrime, jak vypadd libovolny prvek
w € L, v zavislosti na télese T':
Vidy plati, Ze
weLe da,feT:w=a(1,0,1,0)+ 5(0,1,1,0),
& w e {(o,f,a+8,0) |, €T}.

e Pro nekonecné téleso T' (C,R,Q) nic moc dalsiho délat nelze. Mdme proky L
parametrizované pomoci o, 3 € T libovolngjch.

o V pripadé konecnych teles je pouze konecné mozZnosti pro volby o, € T,
mauzeme tedy dosazovdnim ziskat vSechny prvky L:

Je-li'T'= Zo:
L

{(e, 8,0+ 3,0) | a, 8 €{0,1}}
- {<O’ 0’ 0’ O)’ (O’ 17 17 0)7 (17 07 17 0)7 (17 17 07 O)}
Je-li T = Zs:

L={(a,B,a+p,0)| a, 8 €{0,1,2}}
= {(0,0,0,0), (0,17 1,0), (0,2,2,0), (1,0,1,0), (1, 1,2,0),
(1,2,0,0), (2,0,2,0),(2,1,0,0), (2,2,1,0)}

Leckoho mohla trknout jista podobnost mezi priklady rtiznych linearnich obali
a mezi popisem moznych podprostorit v R? a R3, ktery jsme uvedli uz difve. Bez
jakychkoli tajemstvi nyni prozrazujeme, ze tato podobnost neni viibec ndhodna.

Véta 2.35. Bud () # M C V, potom plati:
(i) (M) cCCV.
(it) M CCV & M= (M).
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Diikaz. (i) Dokazujeme, ze linearni obal neprazdné mnoziny je neprazdnd mno-
Zina, uzaviend na scitdni vektort a ndsobeni skaldrem. Z predpokladu M # ()
plyne (M) # . Zbyva ovérit, zda pro kazdé x,y € (M) a o € T plati
r+y € (M) aazr € (M). To uz jsme ale difve dokdzali*’ v bodé (v) Po-
zorovani 2.32

(ii) Musime dokazat dvé implikace. Implikace (<) plati, nebot z predchoziho bodu
mame (M) CC V, tedy M = (M) CC V.
Dokazeme implikaci (=): Necht M je podprostor, ovérime, ze plati M = (M).
Jelikoz kazda mnozina je podmnozinou svého vlastniho linedrniho obalu (opét
Pozorovani 2.32), plati inkluze M C (M). Zbyva tedy dokazat inkluzi opacnou,
(M) C M:

Zvolme z € (M), potom
T =021+ Qply,

pro néjaké o; € T, x; € M, 1 € n. Protoze M je podprostor, plati z uzavienosti
na nasobeni skaldrem pro kazdy scitanec cyz; € M (i € n). Jejich soucet pak
lezi v M diky uzavtenosti na s¢itani. Plati tedy x € M. O

Nyni uz tedy vime, ze v libovolném vektorovém prostoru plati: VSechny mnoziny
uzaviené na ,aplikaci linedrniho obalu® jsou pravé vSechny linearni obaly a to jsou
pravé viechny podprostory!*’

Se znalosti pojmu linearni obal a jeho vlastnosti mizeme konecné sikovnéji for-
mulovat alternativni charakterizaci vlastnosti LZ, a to ze ,soubor vektoru je LZ
prave tehdy, pokud je jeden z vektort souboru linearni kombinaci ostatnich®, a
dokazat, ze to je skutecné ekvivalentni vlastnost.

Véta 2.36. Bud (xy,...,x,) soubor vektori zV an > 2. Potom (x1,...,%,) je LZ
prave tehdy, kdyz

dken:ap € (T, ., Tp1,Thitl,- -, Tn)-

Diikaz. Dokazeme dvé implikace:

1. (=) : Jeli soubor (xy,...,x,) LZ, existuji ay,...,a, € T takové, ze

n
Z ;0 = 0
i=1

a pritom existuje index k € n, pro ktery aix # 0. Rovnici vySe upravime
(odeéteme scitance ayx; pro i # k a vydélime nenulovym éislem®! ay) na?

Q;
Tp = Z ( - )Jim
icn,itk Qg

39Respektive, dostali jsme za domaci tikol toto dokézat.

40A to se védét vyplati!

U Extrémné dilezitd pozndmka: zde nasobime inverznim prvkem k nenulovému oy, coz mizeme.
Proc¢? Protoze T je téleso!

42Netieba se désit sumy napravo — prosté séitdme pres bézici index, ktery nabyva vSech hodnot
od 1 do n kromé k.
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COZ znamend, 7e Ty € (X1, ..., Th—1, Thily-- -, Tn)-

2. («) : Jelli xp € (x1,...,Tp_1,Ths1,---,Tn), Dak existuji koeficienty ; € T
takové, ze

T = lel 4+ ...+ ﬁk_ll‘k_l + Bk—i—lxk-&-l + ...+ ﬁnl’n .

Odecteme-li ) a dodefinujeme-li si £, := —1, dostaneme

n

Z Bix; =0,

i=1
tedy netrividlni (alespon [y # 0) linearni kombinaci souboru (zy,...,z,) da-
vajici nulovy vektor, coz znamena, ze (1,...,z,) je LZ. O

7 tohoto vysledku jde ptimo odvodit jednoduchy dusledek, jehoz dikaz pone-
chavame na ctenarich: Je-li soubor vektort LZ, lze z néj odebrat néjaky vektor a
pritom nezménit linearni obal souboru.

Dausledek 2.37. Bud (x1,...,x,) LZ soubor vektori z V, n > 2. Potom
dken:(xy,...,Tn) = (T1, o, The1, Thsly -y L) -

V jistém smyslu ,,obracené“** tvrzeni nam tiké, kdy lze LN soubor zvétsit a jeho
nezavislost pritom zachovat.

Véta 2.38. Bud (xy,...,x,) LN soubor vektori zV a vy ¢ (x1,...,x,). Potom
soubor (x1,...,xn,y) je také LN.

Diikaz. Zvolime si libovolnou linedarni kombinaci zvétseného souboru. Predpokla-
dejme, ze pro néjakou volbu skalart oy, as, ..., a, 1 € T plati

a1+ .+ Ty + iy =0
Dokézeme, ze tato linearni kombinace musi byt trividlni. Uvazujme dva pripady:

1. Je-li a1 = 0, pak se jedna o linearni kombinaci pouze prvku z puvodniho
souboru (x1,...,x,). Ten je ovsem LN, tedy a; = 0 pro kazdé i € n + 1.

2. Nechf a1 # 0, v rovnici vySe pak lze &slem a,,; délit* a po ziejmych
upravach dostavame
ap Ay,

Ty — ... —
Qnt1 Ont1

y=-

coz je spor s predpokladem y ¢ (z1,...,x,). Situace a, 11 # 0 tedy nikdy
nenastava. Musi tedy «a, .1 = 0 a zbytek plyne z 1. bodu. O]

43Coz je jen vagni a nijak nedefinovany pojem.
440pét si laskyplné vzpomeneme na axiomy télesa. . .
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Na zavér této podkapitoly zformulujeme ¢asto pouzivané tvrzeni davajici do sou-
vislosti maticové nasobeni a linearni kombinace.

Véta 2.39. Méjme matice A € T™" a B € T™*. Potom sloupce matice AB jsou
linedrnimi kombinacemi souboru sloupcu matice A a ridky matice AB jsou linedrni
kombinaci souboru radki matice B.

Specidlné pro libovolné a = (ay ay -+ a,) € TV, b = (by by -+ b,)T € T™!
plati vztahy
i=1 j=1

Diikaz. Ukazme tvrzeni o sloupcich. Druhé tvrzeni o fadcich se ukéze naprosto ana-
logicky.
Pro kazdé i € m a j € k dle definice maticového nasobeni plati

(AB)” = ZAMB@' = ZBZJ‘AM
(=1 (=1

a proto pro kazdé j € /%je

(AB)y; Sy BejAgy Ay
(AB)y; v BrjAgy n Ay n
(B, = | 7 =TT =2 By | | =D ByAs
: ~ = ~ =1
(AB)mj Z?:l Bﬁj Amf AmE

Tedy jty sloupec matice AB je linedrni kombinaci sloupcti matice A.
Zaveér tvrzeni pak jakozto specidlni pripad plyne z jiz dokézaného (s volbou
jednoradkové matice A ¢ jednosloupcové matice B). O]

2.6 Baze a dimenze

V této c¢asti si predstavime dva klicové pojmy — bazi vektorového prostoru a jeho
dimenzi. Ackoli spolu intenzivné souvisi, oba si je zadefinujeme zvlast.

Pojem béze si 1ze nejsnaze ilustrovat v jednoduchém vektorovém prostoru, v R2.
Jeden z mnoha® pifkladii baze je soubor B = ((1,0), (0,1)) dvou vektori, z nichz
kazdy urcuje jednu ze dvou os kartézského souradnicového systému. Tento soubor je
tzv. bazi R? ze dvou diivodit. Jednak je ,,dost velky ““® na to, aby Sel kaZdy jiny vektor
z R? vyjadfit jako linedrni kombinace vektorti z B a jednak je linedrné nezavisly —
tedy neni ,zbytecné velky“*". Dalsi vlastnost bazi, kterou ocenime piedevsim pozdé&ji
pri préaci s linedrnimi zobrazenimi, je ta, ze namisto vektori ve VP budeme moci
pracovat pouze s jejich souradnicemi v dané bazi — at uz je zvolena jakkoli.

O druhém stézejnim pojmu dimenze mame nejspis kazdy néjakou intuitivni pred-
stavu, roviné vétsinou prisuzujeme dimenzi 2 a ,prostoru* dimenzi 3. V obecném

45 Jeden z nekoneéné mnoha.
46Velmi lidové feceno. . .
47Vzpomeiime na Diisledek 2.37 o linedrné zavisljch souborech vektort.
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vektorovém prostoru V' je to ale pojem abstraktnéjsi, dimenze v jistém smyslu meérii,
jak je vektorovy prostor V' | velky“ — urcuje, jaké nejvétsi linedrné nezavislé soubory
lze ve V nalézt. Jak si mimo jiné spolu dokazeme, vsechny baze daného vektorového
prostoru maji pocet prvkl presné rovny dimenzi.

Baze vektorového prostoru

Definice 2.40. O mnozine vektori M z vektorového prostoru V' rekneme, Ze gene-
ruje prostor V, prave kdyz plati:

(M) =V.
Definice 2.41. Existuje-li ve V usporadand mnozina vektori B takova, Ze
(i) B je LN,
(ii) B generuje V,
nazyvame B bdzi vektorového prostoru V.

Poznamenejme, ze jeden vektorovy prostor V' miize mit vice riznych bazi — klidné
i nekonecéné mnoho! Nicméné, jak si pozdéji dokazeme, vsechny baze jednoho pro-
storu musi mit stejny pocet prvki. Pred uvedenim prvnich prikladi bazi si strucné
shrnme, jak ovérit ze dany soubor vektoru je bazi vektorového prostoru.

Jelikoz linearni nezavislost uz ovérit umime (viz Algoritmus 2.27), zbyva umét
ovérit druhou vlastnost bazi a to, ze generuji cely prostor V. Z praktickych davodt
se v algoritmu niZze omezime na ovérovani u konecnych soubori vektort z V.

Algoritmus 2.42 (Ovéreni zda soubor generuje V). Pro zadany soubor vektori
M = (x1,...,x,) ve vektorovém prostoru V ovérte, zda generuje cely VP.

1. Hledame, jestli pro libovolny vektor v € V' existuje néjakd ntice koeficienti
Qay, ..., a, €T takovd, Ze prislusnd linedrni kombinace je rovna vektoru v.

2. Koeficienty aq, ...,a, € T povaZujme za nezndmé v rovnici

a1ry + -+ apx, = 0.

3. Z definice vektorovijch operaci rovnici vijse prevedme na soustavu linedrnich
rovnic (presny postup zavisi na konkrétni volbé prostoru (V,T,+,-)). Vektor v
ndm pak do této soustavy (do jeji pravé strany) vnese néjaké parametry z T.

4. Soustavu prevedme pomoci GEM do horniho stupriovitého tvaru. Dle Veéty 1.29
urceme, kolik existuje resent.

5. Ezistuje-li pro libovolné hodnoty parametri (tj. pro libovolny vektor v) alespon
jedno resent, zadany soubor generuje prostor V.
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Jak si mizeme snadno povsimnout, Algoritmy 2.27 a 2.42 jsou si velice podobné.
Staci si uvédomit, ze kdyz z rovnic v bodech 2. obou algoritmt sestavujeme soustavy
rovnic a ty nasledné fesime pomoci GEM, tyto soustavy maji, az na pravé strany,
stejné matice. Stac¢i tedy s touto soustavou pracovat jen jednou, a to s pravou stranou
odvozenou z obecného vektoru v € V. Z horniho stupnovitého tvaru pak mizeme
diskutovat obé vlastnosti bazi najednou:

(i) Mé&-li soustava pro libovolnou pravou stranu alespon jedno feseni, soubor ge-
neruje V.

(i) M4-li pfidruzen4d homogenni soustava pouze jedno Feseni, je soubor LN.*

Postup ilustrujeme na prikladech soubort z Prikladt 2.28 a 2.29, pouze misto
linedrni nezavislosti zkoumame druhou vlastnost bazi.

Priklad 2.43. Ovérime, zda soubor ((1,2,3),(4,7,8),(3,4,2) generuje R3.
Pro libovolny vektor v = (vy, vy, v3) € R® hleddme koeficienty o, 3,v € R takové,
ze plati
a(1,2,3)+ 5(4,7,8) +v(3,4,2) = v = (v, v2,v3) .

Z definice vektorovyjch operaci pak dostdvdme rovnost dvou vektori z R3,
(o + 48 + 37v,2a + 70 + 47, 3a + 86 + 27y) = (v, v9,v3) ,

kterd vede na soustavu linedrnich rovnic v promenngch o, 3,7 € R.
Upravou pomoci GEM pak dostdvame

1 4 3 U1 1 4 3 (%1 1 4 3 (%1
2 7 4 Vg | ~ 0 -1 -2 Vg — 2’111 ~ 10 1 2 2’01 — Uy
3 8 2 Vs 0 —4 -7 V3 — 3?)1 0 01 5?}1 — 4’[)2 + v3

JelikoZ se jednd o soustavu, jejiz rozsitend matice ma jeding vedlejsi sloupec (ten pra-
vijch stran), ezistuje pro kazdou trojici parametri (vy, va, v3) néjaké Tesent (o, B,7) a
zadangj soubor generuje R3. Dokonce erxistuje vidy prdvé jedno Teseni (tedy i pro nu-
lovou pravou stranu, které odpovidd Teseni (o, B,7) = (0,0,0)) a rovnou potvrzujeme
i linedrni nezdvislost zadaného souboru — jednd se o bdzi R3.

Priklad 2.44. Ovérime, zda soubor

1 0\ (0 2\ (1 0\ (01 722
1 1)°\o 1)°\1 2)'\o o)) 9T

Pro libovolny vektor v = Cjn Zl2> € Z§’2 hleddme koeficienty o, 5,7,0 € Zsg =
21 V22

{0,1,2} takové, Ze plati

10 0 2 10 01 o [V11 V12
O‘<1 1>+5<0 1>+7<1 2>+5<o o)‘”‘(m v22>'

48Pfemyslivy student jisté snadno dojde k podmince, v jakém tvaru musi matice soustavy byt,
aby byl zkoumany soubor bazi — vzpomenme na Pozorovani 1.23.
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. 7/ 4 / 7/ o 2 2
7 definice vektorovych operaci pak dostdvame rovnost dvou vektori z 73",

Oé‘f—’}/ 264‘(5 _ V11 V12
a+vy a+pB+2y Vg1 Uz )’
ktera vede na soustavu linedrnich rovnic v promeénnych o, 3,7, € Zs.
Upravou pomoci GEM* pak dostdvdme

1 010 V11 1 010 V11 1 010 V11

0 2 0 1w 02 01 V12 0110 Vgg + 2011

1 010 V21 ~ 0 00O Vo1 + 21)11 0 011 V12 + Vog + 21}11
11 20 V29 0110 V9o + 21)11 0 00O Vo1 + 2’011

JelikoZ parametry vi1, v1a, Va1, Vo volime libovolne z T, existuji volby, pro které md
rozsirend matice soustavy posledni sloupec hlavni. Tedy existuji vektory z Z§’2, které
nejsou obsazeny v linedrnim obalu zadaného souboru — ten tedy negeneruje celé Z§’2
a nemuze jit o bazi. Linedrni zdvislost souboru bychom zjistili ze stejné matice, pro
volbu v11 = V12 = V91 = vy = 0 zjevné existuje vice neZ jedno resent.

Priklad 2.45. Necht T je libovolné téleso s neutralnimi proky 0, 1.

o Ve vektorovém prostoru T™ oznacme
e1 :=(1,0,0,...,0),
es :=(0,1,0,...,0),
en :=(0,0,0,...,1).
Potom soubor &, = (e1, e, ..., €,) je bize T™.

o V prostoru T™" lze zavést bdzi analogicky. Soubor

Smn = (6117"'7611176217"' 1€2ny -+ -5 Eml, - "7emn>7
kde e;; je matice, kterd md na pozici s indexy ij jednicku a vsude jinde nuly’,

je baze T™™.

vvvvvv

omezime-li se na podprostor P CC T obsahujici vSechny posloupnosti s ko-
necné mnoha nenulovymsi cleny, bazi snadno nalezneme. Oznacime-li
e; :=(1,0,0,0,...),
es :=(0,1,0,0,...),
(0,0,1,0,...),”

€3 .

tedy pro kazdé k € N je e nekonecnd posloupnost nul s jedinou jednickou na
kté pozici. Potom nekonecnd uspordidand mnozina E., = (€1, €, €3,...) je baze
P ccT>.

49Pozor, pracujeme v Zs!
50T zde rozumime 0,1 € T.
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Vsechny bdze v predchozich prikladech nazyvdme standardni bdze a znacime je
jako vyse, pripadné pouze £ (bez indexace). U jejich proki se mizeme casto setkat s
oznacenim jednotkové vektory.

Dimenze vektorového prostoru

Definice 2.46. Bud V wvektorovy prostor nad T. Rekneme, Ze dimenze vektorového
prostoru V' je rovna

e 0, pokud ve V neexistuje LN soubor délky 1.

e n € N, pokud ve V existuje LN soubor délky n, ale kazZdy soubor délky n + 1
uZ je nutne LZ.

e 00, pokud ve V' existuje LN soubor libovolné délky.

Dimenzi vektorového prostoru V' oznacujeme symbolem dim V.
Je-li dimV = oo, rikime, Ze V md nekonecnou dimenzi, naopak pokud
dimV < oo rikdme, Ze V md konecnou dimenzi.

Poznamka 2.47. Na proni pohled nemusi byt jasné, Ze predchozi definice je ko-
rektne definovany pojem. Proto si jeji korektnost ukazme. Nejdrive si vsimnéme, Ze
z Pozorovdni 2.25 plyne

Existuje-li LN soubor délky n € N = existuje LN soubor libovolné délky i € n.

Dimenze V' vZdy existuje. Neni-li dimenze nekonecnd, ukdzZeme, Ze je konecnd.
Méjme k € N nejmensi takové, Ze neexistuje Zadny LN soubor délky k € N. Je-li
k =1 tak to presne znamend, Zze dimV = 0. Pro k > 2 dostdvame z minimality k to,
ze existuje LN soubor délky k—1 a kazdy soubor délky k je LZ. Nebo-li dimV = k—1.

Dimenze V' je jednoznacnd. NemiZe nastat pripad takovy, Ze by existovala cisla
m < n € {0,1,...,00} takovd, Ze by obé spliiovala podminku pro dimenzi V. Z
predchoziho vztahu a toho, Ze m < n, by vyplynulo, Ze existuje LN soubor délky
m+1 a dim V' by tedy nemohla byt rovna m.

Piiklad 2.48. UvaZujme V = R?, v ném jisté existuje LN soubor délky 2, napriklad
((1,0),(0,1)). Soucasné vime, Ze kazdy soubor z R? délky 3 (a tedy i kaZdy vétsi')
je linedrné zdavisly. Primo z definice dostavame

dimR? = 2.
Podobné bychom v R? zjistili, Ze dimR3 = 3.

Vasnivy c¢tenar jinych textii o linearni algebie by zde mohl namitnout, Ze nase
definice dimenze je, lidové feceno, ,ndjakd podivnd“ — Ze on’? znd definici jinou
a jednodussi. Konkrétné: Dimenze vektorového prostoru je pocet prvki jeho baze.
Toto tvrzeni je pravdivé a i my si ho v této ¢asti textu dokazeme. Jde o klasické

1Skutecné, zopakujte si, co plati pro kazdy LZ soubor, do kterého ptiddme dalsi vektor.
52Ci onal!
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dilema, kdy jeden pojem lze jednoznacné charakterizovat vice vlastnostmi, které jsou
ekvivalentni — jednu si musime vybrat a ty dalsi z ni dokazat. Prirozena otazka zni,
proc je ,nase“ definice lepsi, resp. proc jsme ji vybrali. Je sice htire predstavitelna, ale
je logicky mnohem tspornéjsi®®, jediné co k ni totiZ potiebujeme je definice linedrni
(ne)zavislosti! Naproti tomu alternativni definice vyse potrebuje ke své smysluplnosti
nejen znalost pojmu baze, ale také toho, ze kazdy vektorovy prostor bazi ma a ze
vsechny baze jednoho VP maji stejné prvka — coz neni uplné trivialni, vSechno si to
spolu postupné teprve dokazeme.

Zacneme nékolika jednoduchymi vlastnostmi, které by piimo z definice dimenze
mél kazdy umét odvodit a dokézat.

Véta 2.49.
(i) dimV =0 & V = {6}.
(ii) Trividlng prostor {6} nemd bazi.
(iii) Bud'n € N a necht ve V' ezistuje n-clenny LN soubor. Potom

dimV > n.

(tv) Budn € N a necht je ve V' kazdyj n-clenny soubor LZ. Potom

dimV <n-—1.

Diikaz. 1. Je-li dimV = 0, potom z definice kazdy jednoclenny soubor vektort
ve V je LZ. Z Pozorovani 2.25 nutné plyne, Ze kazdy takovy soubor miize
obsahovat jen nulovy vektor. Tedy ve V' lezi pouze 6, nebo-li V' = {6}.

Je-li naopak V = {0}, pak jediny soubor délky 1 je () a ten je LZ.

2. V trividlnim vektorovém prostoru neexistuje zadny LN soubor, tudiz {6} ne-
muze mit bazi.

3. Z definice dimenze plyne, ze dimV ¢ {0,1,2...n — 1}. Proto dim V' > n.

4. Opét z definice dimenze mame, ze dimV ¢ {n,n+ 1...,00}. Proto dimV <
n— 1.
[

Vlastnosti baze

Jelikoz v tomto textu nechceme zabihat do temnych koutti teorie mnozin, budeme
zde rigorézné dokazovat tvrzeni o bazich ¢asto pouze k vektorovym prostorim ko-
necné dimenze. Chybéjici zivotni pravdy pro nekonecné dimenzionalni vektorové
prostory uvedeme bez dikazu v zavéreéné poznamce.

Stézejnim vysledkem, ktery budeme v nékterych dikazech potfebovat, je tak-
zvané Steinitzovo lemma o vymeéné. Je pomérné technické, proto jeho ditkaz nebu-
deme v kurzu BI-LIN vyzadovat.

53Mizete si vyhledat termin Occamova biitva, jde o myslenkové blizky pojem.
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Lemma 2.50 (Steinitzovo o vyméné). Necht X = (z1,...,2,) ¢ Y = (Y1, .-+, Ym)
jsou soubory vektori z V. Predpoklddejme, Ze je soubor X LN a soucasne Vi € 1l :
z; € (V).5" Potom plati:

(i) n < m, tedy délka LN souboru nesmi prevysit pocet jeho generdtorii.

(7i) Existuji navzdjem rizné indexy iy, s, . .., 1, € M takové, Ze

<y17---7ym> = <.T1,...,$n,(yi ‘ 1 Gm\{il,ig,...,in})>.55

Diikaz. Dtikaz provedeme indukci. Predpokladejme, ze umime vyménit k£ —1 vektori
z Y témi z X, pro néjaké k € {1,...,n — 1}. Zfejmé pro k = 1 to umime trividlné.
Ukazeme, jak vymeénit kty vektor.

Na zacatku ktého kroku mame

Ty € <y17"'7ym> = <x1a"'7xk—17(yi | i em\{i17i27"'7ik—l})>

V pripadé k = 1 jsme na pravé strané nenahradili ani jeden vektor z ).
Tedy

k-1
T = Z ;T + Z Biyi-
=1

’iem\{’il,’iQ,...,ik_l}

Ukazme si, ze alespon jeden ze koeficienti (; musi byt pro néjaké i € m \
{i1,ia,...,ix_1} nenulovy: Kdyby ne, tak plati v piipadé k > 1 to, Ze 7, = S5 oy
neboli zy, € (xy,...,x,_1), coz podle Véty 2.36 je spor s linearni nezavislosti souboru
X. Pro k =1 obdrzime x;, = 6, coz opét diky linearni nezavislosti souboru X’ platit
nemuze.

Poznamenejme, ze jsme praveé ukazali, ze £ musi byt mensi rovno m, z ¢ehoz
vyplyne, ze n < m.

Oznacme si index tohoto nenulového koeficentu iy, neboli 3;, # 0. Potom

k—1
Yip = =0 i + Bilae + > — 85 Biyi-
1=1 ’iETh\{il,iz,...,ik}
Koneéné s pomoci Pozorovani 2.32 (ii) obdrzime
Wiy Ym) = (@15 po1, (i | 1 € M\ {in, b, .oy i5-1}))

<x1a-"7xk7(yi | i em\{ilai27"'vik—l})>
<x1,...,$k,(yi | i Em\{217@2772k})>

54 Lidové“ fedeno X je generovan souborem ).

5Tedy, je mozné ze souboru generatorti odstranit az n vektort (s indexy iy, . .. ,i,) a ty nahradit
vSemi prvky generovaného LN souboru — pritom nezménime linearni obal. Matematickym zapisem
se nesmime nechat zaskocit — prosté do souboru vsech vektorti z; priddvame soubor, ve kterém
jsou vSechny y; s indexy mimo ty vyhazované.
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Disledek 2.51 (Dusledek Steinitzova lemmatu). Generuje-li soubor (yi,...,Yn)
vektorovy prostor V', potom dimV < n.

Diikaz. Dle bodu (i) ze Steinitzova lemmatu 2.50 musi byt kazdy soubor délky n+1
linearné zavisly. Proto dle Véty 2.49 je dim V' < n. [

Nasledujici véta ndm usetii praci pti hledani baze prostoru V koneéné dimenze
n € N. Jakmile ovérime jednu z vlastnosti generuje V/je LN souboru stejné délky
n, obdrzime automaticky i druhou vlastnost.

Véta 2.52. Necht (x1,...,x,) je soubor vektori z V a dimV = n € N. Potom
nasledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Soubor (z1,...,x,) je bize V.
2. Soubor (xq,...,x,) je LN.

3. Soubor (x1,...,x,) generuje V.

Diikaz. Implikace (1) = (2) plyne ptimo z definice béze.

Dokazeme (2) = (3).

Urcité plati, ze (xq,...,x,) C V. Staci proto dokdzat opacnou inkluzi, V' C
(x1,...,2,), budeme postupovat sporem. Kdyby existoval prvek z,1; € V takovy,
7€ Tpy1 & (x1,...,2,), pak by zvétseny soubor (z1,...,%,, Z,1) byl LN, jak vime
z Véty 2.38. To by ale znamenalo dle Véty 2.49, ze dim V' > n + 1, tedy spor.

Zbyva ukazat (3) = (1).

Uz vime, ze soubor (x1,...,x,) generuje V, musime dokazat, ze je LN. Pro spor
predpoklddejme, ze (xq,...,x,) je LZ. Je-li n = 1, tak to znamend, 7e z; = 0 a
V = (0), coz je spor s dimV = 1. Je-li n > 2 muzeme pomoci Dusledku 2.37 nalézt
soubor délky n—1 generujici V. Z Disledku Steinitzova lemmatu 2.51 pak ale plyne,
ze dimV <mn — 1, coz je spor. O]

Véta 2.53. Necht dimV =n € N. Potom ve V' existuje n-clennd bdze.

Diikaz. Protoze dim V' = n, existuje z definice dimenze LN soubor délky n. Z pred-
chozi Véty 2.52 vime, Ze je to baze V.
O

Véta 2.54. Necht n € N a necht ve V' existuje n-clennd baze. Potom dimV = n.
FExistuje-li ve V' nekonecnd bdaze, pak dimV = oo.

Diikaz. Oznacme n-¢lennou bazi V' jako (y1, ..., y,). Vime, Ze existence n-prvkového
LN souboru implikuje dimV" > n. Na druhou stranu (yi,...,y,) generuje V a z
Dtisledku Steinitzova lemmatu 2.51 plyne dimV' < n. Proto je v tomto pripadé
dimV =n.

Existuje-li ve V' nekonecéna baze, pak ve V existuji LN soubory libovolné délky
(libovolné koneéné podmnoziny této baze), proto je v takovém pripadé podle definice
dimenze dim V' = oo. O
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Disledek 2.55. Vsechny bdze vektorového prostoru V- magji stejny pocet pruki, roven
dim V.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze ve V existuji dvé konecné baze, jedna s m €
N U {oo} vektory a druhd s n € N U {oo} vektory. Podle pfedchozi véty potom
m = dim V' a soucasné n = dim V. Dimenze V je ale jednoznacné urcené ¢islo, a
proto m = n. O

Uz tedy vime, ze v kazdém netrivialnim vektorovém prostoru existuje baze, vime,
kolik ma mit prvki a také vime, jak ovérit, zda néjaky soubor nebo mnozina bézi je.
Co ale vlastné moc nevime je, jak néjakou bazi konkrétné najit, pripadné vytvorit
ze soubori, které bazemi nejsou. O tom budou nasledujici dvé jednoducha tvrzeni.
V obou pripadech budeme mit k dispozici néjaky soubor vektorti, ktery z vlastnosti
baze splnuje praveé jednu — a my si dokazeme, ze lze vytvorit soubor, ktery spliuje
obé.

Véta 2.56. Necht {0} #V = (y1,...,yn). Potom dimV =k < n a existuji navzd-
jem ruzné indexy iy, . ..,i; € N takové, Ze (yi, ...,y ) je bize V.
Jingmi slovy: z kaZdého generujiciho souboru lze vybrat bdzi.

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni je zopakovani Dusledku Steinitzova lemmatu 2.51. Druha
cast véty plyne z faktu, ze v LZ souboru existuje prvek, ktery 1ze ze souboru odebrat,
aniz by se zménil jeho linedrni obal (viz Disledek 2.37). Takto mtzeme ze souboru
(Y1, - -, yn) postupné odebirat prvky tak dlouho, dokud vznikly soubor nebude LN.
To nastane, az bude v souboru zbyvat k vektori, protoze dimV = k. O

Véta 2.57. Necht (x1,...,xx) je LN soubor vektori zV a dimV = n € N. Potom
existuji vektory Tgiq,...,x, €V takové, Ze (x1,...,x,) je bize V.
Jingmi slovy: kazdy linedrné nezavisly soubor lze doplnit na bdzi.

Diikaz. Bud (y1, . ..,y,) néjaka baze V. Ze Steinitzova lemmatu plyne, ze k < n a
ze existuji navzajem razné indexy iy, s, ..., € 1 takové, ze

V = <y1,...,yn> = <$1,...,xk,(yi | 7 € ’fl\{ll,lz,,lk}»
Méame tedy n-Clenny soubor generatoru obsahujici vektory xq,...,xg. Z Véty 2.52

plyne, Ze je to baze. O]

Poznamka 2.58. [ kdyz to v textu formdlné nedokazujeme, dulezitd tvrzeni plati
56 .

pro prostory nekonecné dimenze pokud predpokladdame tzv. axziom viybéru °°:
(i) I ve vektorovém prostoru o dimV = oo ezistuje baze (nekonecnd).

(ii) Z nekonecné mnoziny generdtori lze také vybrat bazi.

(7ii) I ve vektorovém prostoru o dimV = oo lze kaZdy LN soubor doplnit na bdzi.

5673jemce miizeme viele odkazat na volitelny pfedmét letniho semestru BI-ALO.
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Vlastnosti dimenze

Priklad 2.59. Z existence standardnich bazi (Priklad 2.45) lze rovnou vyvodit nd-
sledujici poznatky:

o dim7T™ =n.
o dim7T™" = mn.

Specidlné tedy plati dim(R™ R, +,-) =n a dim(C", C, +, ) = n, rozepiseme-li expli-
citne, nad kterym télesem pracujeme.

Zajimavym prikladem je ale prostor (C™, R, +,-), tedy prostor ntic kompleznich
cisel nad télesem redlnyjch cisel — tedy vektory lze nasobit pouze redalnymi cisly. Zkuste
st sami overit, Ze se skutecné jednda o VP a Ze navic plati

dim(C™", R, +,-) = 2n,
napriklad tim, Ze naleznete néjakou bdzi tohoto prostoru’ .
Priklad 2.60. Rozmyslete si, Ze Eo = (e1,€9,€3,...), kde

e1 :=(1,0,0,0,...),
es :=(0,1,0,0,...),
(0,0,1,0,...),

€3 .

netvori bazi T>.°
Tyto vektory E ale tvori nekonecnou LN mnoZinu a proto

dim T = oo.

Zaklady pojmu podprostor uz mame v malicku, proto se nyni zamérime na zkou-
mani, jak je to s jeho dimenzi v zavislosti na dimenzi VP a dale pak co plati pro
dimenze pruniku a souc¢tu podprostoriu — jak mame dokazano, vysledky obou operaci
jsou také podprostory, tedy ma smysl bavit se o jejich dimenzi.

Véta 2.61. Necht V je VP a P CC V. Potom
dim P < dimV.
Je-li navic P vlastni podprostor V a dimV < oo, potom

dim P < dim V.

5TPozor, nasledujici ¢ast vyzrazuje zapletku nebo rozuzleni dila: Bazi miizeme zvolit podobné
jako standardni, napiiklad ((1,0,...,0),(i,0,...,0),...,(0,...,0,1),(0,...,0,i)).
58Dle definice linedrniho obalu jsou povoleny pouze linedrni kombinace kone¢né mnoha prvki!
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Diikaz. Je-li dim P = oo, potom existuje v P a tedy i ve V' LN soubor libovolné
délky. Piimo z definice obdrzime, ze dim P = co = dim V' a prvni tvrzeni véty plati.
Necht tedy k := dim P < oo a P CC V. Je-li k = 0, tvrzeni trividlné plati.””
Méame-li £ € N, potom z definice dimenze existuje LN soubor délky k vektori z P.
Tento soubor ale také lezi ve V', proto z Véty 2.49 je dim V' > k = dim P.
Zbyva nam dokazat druhou c¢ast vety. Bud nyni P CC V vlastni podprostor,
tj. P # V. Z predchoziho kroku a predpokladu uz vime, ze

k:=dimP < dimV < oo,

chceme dokazat ostrou nerovnost k£ < dim V.

Je-lidim P = 0, tj. P = {0}, musi platit V' # {6}, atedy dimV > 1 > 0 = dim P
a nerovnost plati.

Je-li dim P = k > 1, existuje k-clenny LN soubor vektori z P, oznacme jej

(x1,...,xr). Protoze P # V| existuje xp11 € V takovy, Ze x,1 ¢ P. Potom soubor
(1,..., 2k, xg1) je LN. Odkud rovnou plyne dimV >k + 1 > k = dim P.
V obou pripadech plati dim P < dim V. O

Potencialné uzitecny dusledek této véty nam pak rika, ze pokud o néjakém pod-
prostoru dokazeme, ze mé stejnou konecnou dimenzi jako cely vektorovy prostor V|
musi se mu nutné rovnat.

Dusledek 2.62. Bud P CCV adim P =dimV < oco. Potom P =V.

Poznamka 2.63. Predpoklad dimV < oo v druhé cdasti tvrzeni Véty 2.61 je pod-
statny. Ve vektorovém prostoru C* nekonecnych komplexnich posloupnosti je na-
priklad mnozina M = {(a1,0q,a9,a0,a3,0a3,...) | Vi € N : o € C} vlastnim
podprostorem a pritom plati

dim M = dim C*® = co.

Definice 2.64. Bud V' vektorovyj prostor a) # A CV, () # B C V. Soucet A+ B
nazveme direktni, privé kdyz pro kaZdy vektor x € A+ B ezistuje jediné a € A a
jediné b € B takové, Ze

r=a+b.

Direktni soucet znacime A ® B,
Piiklad 2.65. Stejné jako v Prikladu 2.19, volme ve VP R? dva podprostory:
E, =R x{0}, E;:={0}xR.
Uz vime, Ze plati Ey + E; = R?, dokonce ale plati i
Ei® E,=R>.%
Na druhou stranu, ve VP R3 ndsledujici soucet
((1,0,0),(0,1,0)) + ((1,0,0), (0,0,1)) = R?

direktni nent.

997fejmé pro kazdé n € N, je 0 < n a samoziejmé plati 0 < oo.

60Coz si samoziejmé nebudeme plést s explicitné zdiiraznénou operaci séitdni vektorti — jisté
rozezname vektor od mnoziny.

61Nad timhle se zkuste férové zamyslet.
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V pripadé, ze P, jsou podprostory, si lze direktnost jejich souctu snéze pred-
stavit pomoci ekvivalentni vlastnosti mit trividlni prunik, jak ika dalsi véta.

Véta 2.66. Budte P CCV, QQ CcC V. Potom P+ @ je direktni pravé tehdy, kdyz

PNQ={0}.

Diikaz. (=) : Necht P + @ je direktni. Kdyby P N Q # {0}, existoval by nenulovy
prvek a € PNQ atedy a € P aa € Q. Jelikoz podprostor je uzavieny na nasobeni
skalarem, platilo by i —a € Q. Tedy nulovy vektor 8 € P + ) by Sel rozlozit na
soucet dvou vektori z P a () dvéma zpusoby:

0=0+0=a+(—a),

coz by byl spor s direktnosti souc¢tu P + Q).
(<) : Necht PN Q = {0} a pro spor predpokladejme, ze P + ) neni direktni.
Existuje tedy = € P + () takové, Ze
I:a1+b1 :(12+bg,
—— O~ =~ =~
ep €Q ep €Q
kde a; # as nebo by # by. Potom ovSem plati
9%&1—&22172—61
—— ——
ep €Q

a v pruniku PNQ se tak nachazi nenulovy vektor a; —ay nebo by —by, coz je spor. [

Dilezitou souvislost mezi dimenzemi podprostori, jejich priniki a souctt dava
1. véta o dimenzi. Jeji dikaz si uvedeme pro uplnost textu a pro vétsi rozsah jej
nebudeme vyzadovat.

Véta 2.67 (1. o dimenzi). Budte P,(Q CC V. Potom plati:
dim(P + Q) + dim(P N Q) = dim P + dim Q,
specialné pro direktni soucet plati:

dim(P & Q) = dim P + dim Q.

Dikaz. Je-li P CC @ nebo (Q CC P, vidime, Ze tvrzeni trividlné plati. Necht tedy
ani jeden podprostor neni podprostorem druhého. Rozmysleme si, ze je-li dim P = oo
nebo dim ) = oo, pak i dim P + () = oo a dokazovany vztah plati.

Necht tedy P i @ maji konecnou dimenzi. Zacneme obtiznéjsim piipadem, kdy
PNQ #{0}. Ozna¢me si (z1,...x;) bazi PN Q.

Nalezneme vektory i, ...Ym, 21, ... 2, tak, aby (x1,...25, 41,...Ym) byla béaze
Pa(xy,...xk, 21, ... 2,) byla baze Q). Ukdzeme, 7Ze (1, ...k, Y1, - Ym, 21, - - - 2n) J€
baze P + (), ¢imz budeme hotovi, nebot

dim(P+ Q) +dim(PNQ) = (k+m+n)+k = (k+m)+ (k+n) =dim P+ dim Q.
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7 konstrukce je ziejmé, Ze tento soubor generuje P + (). Zbyva dokéazat jeho
linearni nezavislost. Predpokladejme, Ze

k m n
0=> ity Biyit+) iz (2.1)
i=1 i=1 i=1
=T =y =z
Potom z = —x — y. Jelikoz x i y patii do podprostoru P, patii tam i z. Vektor z

patii ale i do Q. Tedy z € PN Q. Diky tomu, ze (z1,...x) je baze tohoto priniku,
lze nalézt 64, ..., tak, ze

k
i=1
Tedy
k n k
0=2-3 6z, = vz + Y (—6)z;.
j=1 i=1 j=1

Z linearni nezavislosti souboru (z1,...x, #1,...2,) plyne 3, = 0 = §; pro i € n,
j € k. Proto se rovnice (2.1) redukuje do tvaru

k m
0= Z T + Z Biyi-
i=1 i=1

Ale soubor (z1,...%k, Y1,...Ym) je linedrné nezavisly, proto i a; = 0 = ; pro
i € k, j € . Tedy vSechny koeficienty v (2.1) musi byt nulové a cely soubor
(T1y o Ty Y1y -+ - Yms 21, - - - Zn) j€ linedrné nezavisly.

Piipad P N Q = {0} se dokaze analogicky. ]

Jak uz jsme si tekli, kazdy vektorovy prostor (potazmo i kazdy podprostor)
muze mit vice bazi. Tedy ulohy typu naleznéte bazi zadaného podprostoru nemaji
jednoznac¢né teseni. Chceme-li pak porovnat spravnost dvou riznych vysledki, jde
v podstaté o ovéreni, zda dva ruzné soubory vektoru generuji stejny (pod)prostor,
tedy zda se rovnaji jejich linedarni obaly. K tomu se ndm v budoucnu bude hodit

nésledujici pozorovani, vyuzivajici pojem dimenze®.

Pozorovani 2.68. Budte (v1,...,2,) a (Y1, ..., Ym) dva soubory vektori z V. Potom
<‘T17"’7'TTL> = <y17---7ym>
prave tehdy, kdyz

dim(zq, ..., xz,) = dim(yr, ..., Ym) = dim{x1, ..., T, Y1y -+, Yim)-

62Bohuzel az budoucnu. Zatim totiz neméme k dispozici jednoduché pravidlo pro vypocet di-
menze linedrniho obalu zadaného souboru vektort. K tomu se nam bude hodit pojem hodnost
matice, ktery si zavedeme v nasledujici kapitole!
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Diikaz. (=) : Z rovnosti (x1,...,2,) = (Y1, ..., Ym) sSpecidlné mame
Viem:y; € (xy,...,2,).

Proto pridénim vektort yy, . . ., ¥, do souboru (z1, ..., x,) se nezméni obal souboru.
Je tedy

(X1, @) = (T1y o Ty YLy e Yrm) -
VsSechny tri obaly se rovnaji, a proto museji mit také stejnou dimenzi.
(<) : Naopak, protoze
(X1, Tp) CCTH{TY, e Ty Y1y e oy Yrm)
a dimenze obou obalu se rovnaji (dle predpokladu), museji se uz oba tyto prostory
rovnat, podle Dusledku 2.62. Stejnou tivahou dojdeme i k rovnosti

<y17"'7ym> - <x17"'7xn7y17"'7ym>-
Celkem proto plati (x1,...,2,) = (Y1, Ym)- ]

Souradnice vektoru v bazi

Poznamka 2.69. Budeme-li chtit v nasledujicim textu explicitné zduraznit, Ze uva-
Zovany vektorovy prostor V- md konecnou dimenzi n € N, a pritom Setrit mistem,
budeme jej znacit V,,.

Véta 2.70. Necht X = (x1,...,x,) je biaze V,,. Potom ke kaZdému z € V,, existuje
prdvé jedna usporidand ntice (ay,...,q,) € T" takovd, Ze

n
Z = Z ;5.
=1

Diikaz. Existence (aq, ..., q,): Protoze baze generuje VP, neboli V,, = (z1,...,z,),
musi existovat ¢isla aq, ..., a, € T (koeficienty linedrni kombinace) takova, ze

n
z = Z ;5.
1=1

Jednoznacnost: Pro spor predpokladejme, Ze existuje néjaka dalsi ntice koefici-
enti (B1,...,0,) € T" takova, ze Ji € i : oy # 5; a

n n
i=1 =1

Potom nutné® plati také
n

> (o — Bz = 6.

i=1
Soubor (z1,...,z,) je ovSéem LN, tedy nulovy vektor lze ziskat pouze trivialni line-
arni kombinaci a nutné Vi € n : o; — 5; = 0, coz je spor. O

63Pro¢ nutné? Necht se kazdy zamysli nad tim, jaké axiomy a jejich diisledky jsme k provedenym
ipravam vlastné potiebovali. . .
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Definice 2.71. Necht X = (x1,...,x,) je bize V,, a vektor z € V,, spliuje

n
Z = z a,;T; .
i=1

Souradnicemi vektoru z € V,, v bdzi X nazveme usporadanou ntici (sloupcovy
vektor®t)
aq
(Z)X = e,
A,
Cislo o; € T je itd souradnice vektoru z v bdzi X, casto znacime®

xl(z) == .

Zduraznéme, ze pojem souradnice v bdzi je opravdu korektné definovan. I kdyz
tim jen opakujeme dikaz Véty 2.70, je uzitecné jesté jednou poznamenat, ze praveé
existence a jednoznacnost souradnic je ta hlavni motivace, proc¢ se baze definuje tak,
jak se definuje. Obé vlastnosti bézi jsou potieba (Zkuste si to sami dokézat)!

#

(i) Diky tomu, ze béaze generuje V,,, souradnice ] (2) = «; viibec existuji.

(ii) Diky linedrni nezavislosti baze jsou navic uréeny jednoznacné.

Jak mtzeme nalézt souradnice zadaného vektoru v néjaké bazi? Vyuzijeme a jen
lehce upravime postup v Algoritmu 2.42:

Algoritmus 2.72 (Nalezeni soutadnic vektoru v bazi). Pro zadany vektor z € V a
bizi X = (x1,...,x,) vektorového prostoru V,, naleznéte souradnice z v bdzi X.

1. Hleddme ntici koeficienti ay, ..., ap € T takovou, Ze prislusnd linedrni kom-
binace prvki bdze je rovna vektoru z.

2. Koeficienty o, ...,a, € T povaZujme za nezndmé v rovnici

ary+ o+ apx, = 2.

3. Z definice vektorovijch operaci rovnici vyse prevedme na soustavu linedrnich
rovnic (presny postup zdvisi na konkrétni volbé prostoru (V,,T,+,-)). Pravd
strana soustavy bude urcena vektorem z.

4. Soustavu prevedme pomoci GEM do horniho stupriovitého tvaru. Jelikoz X =
(1,...,2,) je biaze, musi existovat prdvé jedno reseni (aq,...,a,) této sou-
stavy — a to jsou hledané souradnice vektoru z v bazi X .

64Pfipomindme, Ze na sloupcovy vektor T™! mtiZzeme také dle potfeby nahliZet jako na ntici z
Tna tj. (Z)X = (ala BERE) an)'
65Toto xfb nazyvame ity souradnicovy funkcional v bazi X.
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Priklad 2.73. Ve standardni bizi E3 = (ey, ea, €3) prostoru R? md vektor z = (a, b, ¢)
souradnice (a,b, c). Skutecné, trividlné plati (a,b,c) = a(1,0,0)+b(0,1,0)4¢(0,0, 1),

tedy
z = ae; + bey + ces .

A souradnice obecného vektoru ve standardni bdzi splnuji
z=(a,b,c) = (2)g = (a,b,c).
Priklad 2.74. Soubor X = (x1,x9,13), kde
= (1,1,1), zo=1(1,1,2), x3=(1,2,3),

je jind bize R3. Souradnice vektoru z = (a,b,c) nalezneme dle Algoritmu 2.72.
Resime rovnici
a(l,1,1)+ p(1,1,2) +v(1,2,3) = 2 = (a,b,¢),

s parametry a,b,c € R a nezndmymi o, 5,y € R Primo ziskanou SLR resime Gaus-

sovou eliminaci®® :

11 1]a 111 a 1 11 a
11 2{b]~100 1|b—al~101 2|c—al~
1 2 3¢ 01 2|c—a 0 0 1|b—a
1 10 2a — b 1 0 0|a+b—c
~10 1 0jla—2b+c|~|0 1 0jla—2b+c]|,
0 01 b—a 0 01 b—a

s vysledkem (o, 3,7) = (a+b—c,a —2b+ ¢,b — a). Tedy
z=(a+b—c)x;+ (a— 20+ c)xa+ (—a+ b)zs
s souradnice obecného vektoru v bazi X splnuji
z=(a,b,c) = (2)Jx=(a+b—c,a—2b+c,—a+0D).
Tedy napriklad pro vektor v = (4,2,3) madme

(Wr=(4+2-34-2-2+3,-4+2) =(3,3,-2).

66Poznamenejme, ze uz v tfetim kroku bychom mohli s dpravami skonéit, soustava je v hornim
stupnovitém (dokonce trojihelnikovém) tvaru! ProtoZe to ovsem dand soustava umoziuje, mizeme
ji jesté nékolika snadnymi tipravami dale zjednodusSovat.
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Kapitola 3

Hodnost matice a Frobeniova véta

Hlavnim cilem této kapitoly je konecné si vysvétlit, jak to presné je s fesenim sou-
stav linearnich rovnic. O jejich feSitelnosti uz zédkladni véci vime, mame v malicku
Gaussovu elimina¢ni metodu (GEM) a z horniho stupnovitého tvaru soustavy po-
zname, zda je soustava fesitelna, pripadné jestli ma vice nez jedno feSeni. Krom toho
jesté vime, jak mnozina feseni S souvisi s mnozinou feseni Sy pridruzené homogenni
soustavy a jak néjaka teseni najit.

Zatim jsme ale neméli k dispozici zddné precizné formulované tvrzeni o tom,
jak presné vypada mnozina vSech teseni — to se zméni s vyslovenim Frobeniovy
vety! Takovy pokrok samoziejmé nemiize byt zadarmo, my si ho zaslouzime defi-
novanim nékolika novych pojmi, jako naptiklad hodnost matice, requldrni matice
nebo inverzni matice, a odvozenim dalsich vlastnosti maticového nasobeni. Vysled-
kem naseho snazeni pak nebude ,jen“ popis Teseni soustav, jako vedlejsi produkt
zkouméani hodnosti matic si odvodime i prakticka pravidla pro reseni nékolika typu
uloh s linedrnimi obaly v prostorech 7T™. Ukazeme si také trochu odliSny pohled na
GEM, a to s pomoci maticového nésobeni. Tato interpretace povede k jednoduchému
algoritmu na hledani inverzi zadanych matic a ovéreni jejich regularity.

Na své si v celé této kapitole dozajista prijdou hlavné vécni pochybovaci o uzi-
teCnosti linearni algebry. Skutec¢né, at uz ptijde o algoritmicky ndvod k hledani vsech
reseni soustavy linearnich rovnic, o diikkaz, ze zname opravdu vsechna feseni, nebo
o zpusob, jak mnozinu Teseni konec¢né inteligentné zapsat, kone¢né pri tom naplno
vyuzijeme doposud zavedené pojmy a vylozenou teorii!

3.1 Co si z této kapitoly odneseme

1. Sezndmime se s pojmem hodnost matice a ukdzeme, jak ji snadno ur¢it pomoci

GEM

2. Zavedeme novou maticovou operaci, inverzi. Matice, které inverzi maji, na-
zveme requldrni a regularitu matice ddme do souvislosti s jeji hodnosti.

3. Odvodime si, ze cela GEM v podstaté spoc¢iva jen v opakovaném nasobeni
matice soustavy vhodnymi reguldrnimi maticemi! Nauc¢ime se, jak regularitu
matic ovérovat a jak hledat jejich inverze.
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4. Vylozime si rigorézni postup, jak nalézt vSechna feseni SLR a jak je elegantnim
zpusobem zapsat.

5. Mnoziny vsech feSeni SLR geometricky interpretujeme, a to pojmem linearni
varieta.

3.2 Hodnost matice

Definice 3.1. Necht A;B € T™". Je-li moziné matici A prevést konecné mnoha
radkovymi dpravami (G1)-(G3) Gaussovy eliminacni metody na matici B, budeme
tuto skutecnost zkrdicené zapisovat

A~B.

Po kratkém zamysleni jisté odvodime, Ze kazdy z krokit GEM je vratny', tedy
plati A ~ B = B ~ A. Soucasné musime zdturaznit jeden dulezity fakt. Zatimco
pfi samotném FeSeni soustav linedrnich rovnic je nékdy mozné ,ignorovat“? nulové
radky a mnozinu feSeni to nezméni, odstranéni nulového rddku formalné nepatii
mezi zakladni kroky Gaussovy eliminac¢ni metody! Proto vztah ~ definujeme pouze
pro matice stejnych rozmeér.

Definice 3.2. Necht A € T™". Hodnosti matice A nazyvame dimenzi linedrniho
obalu souboru Tddki matice A (jako vektori z T*™) a znacime ji h(A). Tedy:

h(A) = dim(Ay,, ..., An).

Poznamenejme, ze primo z definice vyplyva omezeni h(A) < m pro kazdou ma-
tici A typu m X n. Z vlastnosti linearnich obalt pak jisté pozorny ctenar odvodi
nasledujici pozorovani.

Pozorovani 3.3. Necht A,B € T™" a A ~ B, potom
<A1:a s 7Am:> = <]Bl:7 cee 7]Bm:>-

Tedy aplikace elementarnich kroktt GEM nijak neméni linedrni obal souboru
radka matice. I kdyz to zde nebudeme podrobné rozepisovat, skutecné se sami
zamyslete nad tim, jak se zméni linedrni obal souboru vektort, se kterym prove-
deme tpravy odpovidajici (G1)—(G3)*. P¥imym disledkem tohoto pozorovani® je
pak nésledujici véta, kterd tika, ze Gaussova eliminace neméni hodnost upravo-
vané matice. Nasledujicim tvrzenim pak vysvétlime jak snadno urcit hodnost matice
v hornim stupnovitém tvaru.

1Zkuste sami formulovat ke kazdé tpravé (G1)-(G3) takovou tpravu, kterd vede zpatky k
puvodni matici.

2Tedy je prosté prestat psat.

3Vlastné mizeme ignorovat fakt, Ze se jednd o radky néjaké matice. Jednd se o soubor ntic,
vektorti z TH", u kterych miizeme prohodit potfadi, nésobit vektor nenulovym é&islem a nahradit
vektor jeho souctem s nasobkem jiného.

4Formulovanim téchto tvrzeni jako ,pozorovani“ a ,dfisledek® jsme chytie nechali dikaz na
Ctenafi.
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Véta 3.4. Budte A,B € T™". Je-li A ~ B, potom h(A) = h(B).

Tvrzeni 3.5. Necht A € T™" je matice v hornim stupnovitém tvaru s prdve k
nenulovymi radky. Pak h(A) = k.

Diikaz. Pro linearni obal souboru vsech radka A trividlné plati
<A1:a cee 7Am:> = <A1:7 cee 7Ak:>

(ze souboru lze odebrat nulovy vektor (obsahuje-li jej) a jeho linedrni obal se ne-
zmeéni), tedy h(A) = dim(A;., ..., Ax) < k.

Ukazeme-li, ze soubor nenulovych radkt matice A je navic LN, bude platit rov-
nost h(A) = k°. Uvazujme takovou linedrni kombinaci nenulovych fddki matice
rovnou nulovému vektoru

oAy 4 oA =0, (3.1)

kdeViek:a; €T (vSechny uvazované vektory jsou zde fadkové, véetné nulového).

Nyni si staci uvedomit, jak vypada horni stupnovity tvar. Oznacme jako v Defi-
nici 1.26 pomoci 1 < j; < jo < --+ < jj indexy hlavnich sloupcti v horni stupnovité
matici A, postupnou tvahou dokazeme, ze vSechny koeficienty «; v linearni kombi-
naci ajAq. + - - + oAy € TH™ musi byt nulové®.

e jini slozka linedarni kombinace zavisi pouze na a;A;. (v prvnim nenulovém
sloupci jsou totiz kromé prvniho faddku samé nuly). Jelikoz v matici plati
Ay, # 0 a linedrni kombinace musi byt rovna nulovému vektoru, musi pla-
tit @3 = 0 a prvni sc¢itanec lze z linedrni kombinace vyskrtnout.

e Pro kazdy index ¢ € {2,..., k} postupné provedeme stejnou tivahu. Z horniho
stupnovitého tvaru plyne, ze j;ta slozka linearni kombinace v (3.1) zavisi pouze
na scitancich

ozlAl; +-- Oéz_lA(g_l); + OégAg:

(skutecné, v jtém sloupci jsou pod ¢tym radkem samé nuly), pritom vsechny
kromé posledniho ¢tého scitance jsou z predchozich krokt nulové. Soucasné v
matici plati Ay;, # 0, tedy rovnost celé linedrni kombinace nulovému vektoru
implikuje ay = 0.

Tedy soubor k nenulovych radka matice A je LN a plati h(A) = k. O]

Tvrzeni bychom také mohli formulovat tak, ze hodnost matice v hornim stupno-
vitém tvaru je rovna poctu hlavnich sloupci, jelikoz se zfejmé jedna o stejné ¢islo,
jako pocet nenulovych radki.

5Pro¢? ProtoZe tento soubor bude kprvkovou bézi svého linedrniho obalu.
6Zde necht si kreativni ¢tenaf piedstavi (& nakresli) schéma matice v hornim stuptiovitém
tvaru a vyznadi si v ném hlavni sloupce.
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Metody vypoctiu (nejen) hodnosti

1. Vypocet hodnosti matice:
Mame-li spocitat h(A), prevedeme Faddkovymi tpravami GEM matici A na
matici B, ktera je v hornim stupnovitém tvaru. Pocet nenulovych radkt matice
B je roven h(A).

2. Vypocet dimenze linearniho obalu vektori:
Pottebujeme-li pro zadané vektory xq,...x, € T" spocitat dim(xy,...,z,),
staci vektory napsat do radki matice a ipravami GEM prevést tuto matici do
horniho stupnovitého tvaru. Pocet nenulovych radku je pak hledana dimenze.

3. Ovéreni, zda vektor patfi do linearniho obalu:
Jsou dany y, x1,...,x,, € T". Potfebujeme-li rozhodnout, zda
Yy < <$1,...,£L‘m>,

uvédomime si, ze toto plati pravé tehdy, kdyz

(1o T) = (x1,..., T, y)."

Jelikoz se jedna o dva podprostory, které jsou v inkluzi, plati toto pravé tehdy,
kdyz

dim(zy, ..., x,) = dim{xy, ..., 5, y).
Tedy ovérime, zda hodnost matice, jejiz tadky jsou vektory xy, ..., ., je stejna

jako hodnost matice, ve které je navic pridan radek y.

4. Ovéreni rovnosti linearnich obali:
Jsou dany x1, ..., 2., y1,...,ys € T". Potfebujeme-li oveérit, zda

<x17"'7$7‘> = <y17"'ay8>7

vzpomeneme si na Pozorovani 2.68, podle kterého jsou tyto dva linearni obaly
rovny pravé tehdy, kdyz

dim(zy, ..., x,) = dim(yy, ..., ys) = dim{xy, ..., T, Y1, .-, Ys)-
staci ovérit rovnost hodnosti prislusnych matic.
Poznamka 3.6. K bodu 3 predchoziho prehledu (ovérent, zda vektor patri do line-

drniho obalu, pouze ve vektorovém prostoru typu T™) jen poznamenejme, Ze postup
pres hodnosti matic je jen jednou z moznosti. Jiste muzeme fakt

yE(xl,...,xm><:)5|a1...amGT:y:Zaixi (32)
i=1
overit 1 primo z definice, pres resitelnost soustavy linedrnich rovnic v nezndmych
ay...ay €T (analogicky k Algoritmu 2.72).
Tyto dva ruzné postupy durazné rozlisujme!

"Jedna implikace plyne z Pozorovani 2.32. Laskavy ¢tenai necht se saim zamysli nad implikaci
opacnou.
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1. V postupu dle vztahu (3.2) resime SLR s matici, kterd md vsechny dané vektory
zapsané ve sloupcich (navic y urcuje pravou stranu soustavy) a zajimd nds
resitelnost soustavy s nezndmymi o, ..., o, € T.

2. 'V postupu s vyuZitim hodnosti pracujeme s matici bez pravé strany, ktera md
vsechny dané vektory zapsané v rddcich a nic jako jeji reseni nds nezajima!
Pouze zkoumdme, kolik nenulovyjch radki zustane po upravé dvou matic na
horni stupnovity tvar — matice pouze s vektory x; a matice s pridanym vy.

Radi bychom zde ¢tenafe upozornili na dalsi casté studentské nesvary stran de-
finice hodnosti matice:

e Nikdy se nepokousejte ,definovat“ hodnost pomoci metody jejtho vypoctu,
tedy stylem ,hodnost je pocet nenulovych radki potom, co udélam GEM*.
Korektnost takové definice zavisi na tom, ze at uz pomoci GEM prevadime
matici do horniho stupnovitého tvaru jakymkoli konkrétnim postupem, pocet
nulovych fadki je piitom vZdy stejny®.

e Stejné tak diurazné varujeme pred frazemi jako ,hodnost je maximdlni pocet
LN rddkid matice “, to je totiz také nesmysl! Linearni nezavislost je vlastnost
souboru (nebo mnoziny) vektort, nelze fici o jednom vektoru, zZe je nebo neni

LN.

e Ackoli se to netykd primo pojmu hodnost, prosime vSechny studenty, aby
v 7adné fazi klasifikaéniho procesu nepouzivali souslovi ,vyresim matici“.
Takovy nestastny vyraz jen privolava stouravé dotazy zkousejiciho, coze to
vlastné znamena to slovicko vyresit a jestlipak tomu dotyc¢ny student rozumid. . .

Nasledujici véta pojednava jeden z hlavnich vysledki o hodnosti matice — a to,

7e se neméni pii transpozici'’.

Véta 3.7. Necht A € T™"™. Potom
h(A) = h(AT).

Diikaz. Uvazujme rovnici
OélAzl + ... OénA:n = Q,

diky vlastnostem maticového nasobeni (viz Véta 2.39) vlastné fesime rovnici

aq
(8%

Op

8V ocich zkousejiciho je navic takova odpovéd na otazku ,,co je to hodnost“ silné dehonestujici.
Protoze student vi, jak néco spocitat, aniz by poradné védél, co to vlastné je!

9Nikde jej nepiste a radéji ani nahlas nevyslovujte!

10Coz bychom také mohli (ponékud vice slovy ale korektnd) pieformulovat jako ,dimenze line-
arniho obalu souboru fadkt matice je rovna dimenzi linedarniho obalu souboru jejich sloupct®.
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coz lze maticové zapsat ve formé (A|f). Za pomoci Tvrzeni 3.5 obdrzime, ze tato
soustava bude mit po GEMu pravé k := h(A) nenulovych radki.

0 0 bljl * * * 0
0 0 0 0 by, * 0
(Al6) ~ | 0 0 0 0 0 0 0 b, 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

kde indexiim jy, ... Jx odpovidaji hlavni sloupce. Snadno ukézeme, ze odpovidajici
sloupce pivodni matice A, ,... A, jsou linedrné nezavislé. Uvazujme rovnici

Oéle:jl + ... ajkAljk = 9,

potom po maticovém zapisu této soustavy a aplikaci stejnych GEM operaci jako
drive obdrzime soustavu

b1j1 * o * 0
0 b2j2 te * 0
0 0 0 [0
0 O --- 010

Po vynechéani poslednich n — k nulovych radkt, ziskame soustavu, ktera je v hornim
stupnovitém tvaru, kde pravé posledni slupec je jediny vedlejsi. Proto existuje prave
jedno feseni a to o, = ... = a;, = 0.

7Z definice hodnosti a transpozice plati vztah h(AT) = dim(A.,... A,,). My
jsme vSak pravé zjistili, ze existuje alesponi k = h(A) linedrné nezavislych sloupct
matice A. Nutné tedy pro libovolnou matici A plati h(A) = k < h(AT). Aplikacf
tohoto vztahu na matici A7 koneéné obdrzime

h(A) < h(AT) < B ((AT)T) = h(A).
[

Tato véta vlastné fikd, ze jsme klidné mohli definovat hodnost jinak (ale ekviva-
lentné!), a to jako dimenzi linearniho obalu souboru sloupci matice A. Z toho také
plyne néasledujici tvrzeni, které je trivialni aplikaci Disledku Steinitzovy véty 2.51
(neboli tvrzeni, ze dimenze nemuze byt vétsi, nez pocet generatort).

Disledek 3.8. Necht A € T™™. Potom h(A) < min{m,n}.

V nasledujici kapitolce vyuzijeme, ze hodnost souc¢inu matic mizeme jednoduse
odhadnout hodnostmi jich obou
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Véta 3.9. Je-li A e T™" o B € T™P, potom

h(AB) < min {h(A), h(B)}.

Diikaz. Diky Vété 2.39 vime, ze radky matice AB jsou linearnimi kombinacemi radka
matice B a tedy

{(AB)1., (AB)s., ... (AB),,.} C (By,,...,B,.).
7 Pozorovani 2.32 primo obdrzime
((AB);., (AB)s., ... (AB),,.) C (By.,...,B,.)

a tedy h(AB) < h(B).
Pro dokonceni dikazu vyuzijeme Vétu 3.7 a predchoziho kroku:

h(AB) = h ((AB)") = h (B"AT) < h(AT) = h(A).

3.3 Regularni matice a maticova inverze

Upozornujeme c¢tenare, ze v nékterych nasledujicich tvrzenich a definicich budeme
predpoklddat, ze matice je ¢tvercova (tj. z T™"), a ze pro nectvercové matice by
tato tvrzeni ¢i definice nedavala smysl.

Definice 3.10. V dalsim textu budeme s oblibou pro zkrdiceni zapisi pouZivat prak-
ticky symbol, Kroneckerovo delta, definovany predpisem:

{1, pro it = j,
5ij - ..
0, jinak.

Definice 3.11. Jednotkovou matici ntého 7dadu'' rozumime ctvercovou matici
E e T™" splnujici
Eijzdija Z,jEﬁ

Pokud chceme zdiraznit rozmery této matice, pisSeme E, namisto E.

Diagondlni matici ntého radu nazveme libovolnou ctvercovou matici A € T™"
splnugjici

Diagondlou ctvercové matice A € T™" nazveme vektor (Aqy, Ago, ..., Ay,) €
".

Pozorovani 3.12. Pokud A € T™"  E, € T™" o E,, € T™™, pak AE, = A = E,,A.
Specidlnée: pro m =n mame AE, = A =E,A

HNebo prosté typu n x n.
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Tedy jednotkova matice [E, hraje v mnoziné vSech ¢tvercovych matic T™" roli
neutrdlniho prvku wici operaci maticového ndsobeni'?. A jak uz to v zivoté™ chodli,
kdykoli nékde narazime na neutralni prvek k néjaké operaci, ihned jeho prostrednic-
tvim definujeme prvky inverzni.

Definice 3.13. Bud A € T™". Existuje-li matice B € T™" takovd, Ze plati
AB =BA =E,

nazjvdme matici A requldrni a B inverzni matici k matici A. Znacime B = AL
Pokud A neni requldarni, nazyvame matici A singuldrni.

Na definici rovnou navazeme jednoduchymi tvrzenimi o jednoznacnosti inverze
a o inverzi soucinu reguldrnich matic.

Véta 3.14. Je-li A € T™" reguldrni, potom je inverzni matice k A urcena jedno-
ZNacne.
Diikaz. Predpokladejme, ze existuji dvé matice By, By € T™" takové, ze

AB; =B;A=E asoucasné¢ AB, =B,A =E.

Ukazeme, ze z toho jiz nutné vyplyva rovnost B; = B,. Pouzitim asociativniho
zakona pro maticové nasobeni dostavame

B, = B,E = B; (ABy) = (B1A) B, = EB, = Bs
N—— ~——
=E —E
a dikaz je hotov. m
Piimo z definice plyne nésledujici pozorovani.

Pozorovani 3.15. Je-li B inverzni matice k A, potom je A inverzni matici kB a
tedy A=t je requldrni matice a

(A™H™1 = A,
Véta 3.16. Necht A, B € T™" jsou requldrni, potom AB je také reqularni a plati
(AB)"' =B A

Diikaz. Vétu dokaZeme pifmym dosazenim. UkdZzeme, ze B~'A~! je opravdu inverzni
k zadanému souc¢inu AB, pritom vyuzijeme jen definice inverzni matice a asociativ-
niho zdkona. Protoze

(AB)B'A™) = ABBHA ' =AA' =E

a analogicky
B A HAB) =B (A 'A)B=B"'B=E,

je podle definice matice AB reguldrni a plati (AB)~! = B~1A~!. O

12Fajnsmekii znali obecné algebry mohou mnozinu vsech étvercovych matic T™" s operaci
nasobeni klidné nazvat monoidem — vi-li, o co jde...
BTedy v matematickych predmétech.
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Véta 3.17. Necht A € T™" je requldrni, potom AT je také requldrni a plati
(AT)_l — (A_I)T.

Diikaz. Opét dokdZeme pifmym dosazenim. UkaZeme, Ze (A~1)T je opravdu inverzni
k matici AT, pfitom vyuZijeme jen definice inverzni matice a vlastnosti transpozice.

Protoze
AT(Afl)T — (AflA)T — ET —F

a analogicky
(Afl)TAT — (AAfl)T —_ ET — ]E,

je podle definice matice AT reguldrni a plati (AT)~! = (A=1)T. O

Maticova interpretace GEM

Upozornujeme, ze v této ¢asti pro jednoduchost znac¢ime upravovanou matici pouze
jako A i presto, ze vétSinou pri GEM pracujeme s rozsifenymi maticemi soustav ve
tvaru (A|b). Nejde o Zddnou Gjmu na korektnosti, dobfe si totiz uvédomujeme, ze
oddélovac v rozsitené matici soustavy kromé vizualniho odliSeni pravé strany zadnou
jinou roli nehraje a rozsirena matice je prosté klasicka matice.

Radkové tpravy Gaussovy eliminac¢ni metody v matici A € T™" lze realizovat
tak, ze A vynasobime zleva vhodnou regularni matici P € T™™. Vsechna tvrzeni
uvedend nize si jisté kazdy student sdm overi'*:

1. Prohozeni itého a jtého radku: Matici P(i, j) € T™"™ definujeme:

1, pokud (k=/(¢ {i,j})Vk=inl=5)V(k=jAl=1)

P(i, ) = {O -

tedy P(i,7) je matice vznikla z jednotkové matice E € T™™ prohozenim itého a
jtého Fadku.
e Matice P(7, j)A je matice A s prohozenym itym a jtym fadkem. (Ovéite!)

e Matice P(7, j) je regularni a plati
. . _1 . .
(PG, ) =PG, ).
2. Vynéasobeni itého Fadku ¢islem « # 0: Matici P;(«) € T™™ definujeme:

a, pokud k=/0=1
Pi()]y =91, pokud k=1/~+#1i
0, jinak,

tedy P;(«) je (diagonalni) matice vznikld z jednotkové matice E € T™™ nahrazenim
c¢isla 1 na 7té pozici na diagondle ¢islem .

148 vyuzitim definice maticového nasobeni a bez jakychkoli obav z dosazovani obecnych matic!
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e Matice P;(«)A je matice A s itym Fadkem vyndsobenym ¢islem .
e Matice P;(«) je regularni (pro a # 0) a plati
-1
(Pi(e))  =Pi(a™).

3. Pric¢teni anasobku itého radku k jtému radku: Matici Q; ;(«) € T™™
pro ¢ # j definujeme takto:

a, pokud k=j3Al0=1
[Qi,j(oé)],d =<1, pokud k=/¢
0, jinak,

tedy Q; j(«) je matice vznikla z jednotkové matice E € T ™ priddnim ¢isla a € T
na (7, 4)-tou pozici.

e Matice Q; ;(a)A je matice A po pfi¢teni andsobku itého radku k j-tému. Tedy
(Qus(@)A) = A+ ah,..
e Matice Q; ;(«) je regularni a plati
(Qus(@)) " =Qus(—a).

Disledek 3.18. Necht A,B € T™" a A ~ B. Potom dP € T™™ requldrni takovd,
ze B = PA.

Diikaz. Matice B vznikla z A koneénou posloupnosti elementarnich kroku (G1)-
(G3) GEM, které lze realizovat vynasobenim matice A zleva poporadé regularnimi

maticemi Py,..., P, € T"™ (kazda z nich je néjakého z vyse uvedenych tii typu).
Tedy B =P, ...P;A. Protoze souc¢in regularnich matic je regularni matice, polozime
P:=P,...P; a dostaneme tvrzeni véty. ]

Poznamka 3.19. Analogicky bychom misto rdadkovych uprav mohli pouzivat 3 typy
odpovidajicich elementdrnich sloupcovych uprav, i pro né bychom opét sestavili
3 typy requldrnich matic realizujici jednotlivé kroky. Matici A bychom tentokrdt nd-
sobili reqularni matici zprava. Nalezeni takoviych matic realizujici sloupcové analogie
ke krokum GEM ponechdvime zvidavému ctendri jako jednoduché cvicend.
Upozorneme ale, Ze samozrejmé nelze jen tak pouzivat sloupcové upravy namisto
radkovych. Pri nami zavedeném maticovém zdpisu soustav, kde radky koresponduji
s rovnicemi a sloupce s nezndmimi, by sloupcové tpravy nemély valného smyslu!™

>Nic ndm samoziejmé nebrani elementérni sloupcové tpravy definovat. To ze se piili§ nehodf
k Teseni SLR neznamend, ze se nemohou hodit k ni¢emu jinému.

86



O regularnich maticich

Jedna z klicovych vét této kapitoly nam rekne, s ¢im vSim je ekvivalentni regularita
¢tvercové matice.

Véta 3.20. Bud A € T™". Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) A je requldrni.
(7i) Soubor rdadki matice A je LN.
(7ii) h(A) = n.
(iv) A ~ E.
Diikaz. Dokazeme fetézec implikaci (i) = (i1) = (iii) = (iv) = (i), kazdé tvrzeni
pak bude ekvivalentni s kazdym.

(i) = (ii): Predpokldddame regularitu A, tedy dle definice existuje inverzni matice
A~!. Podivejme se na libovolnou linedrni kombinaci fadk A a pifedpokladejme,
ze se rovna nulovému vektoru (rovnéz radkovému),

Ukazeme, ze z toho vyplyva, 5 = --- = 3, = 0. Oznacme radkovy vektor
koeficienti jako b = (fi,...,5,), odvodime ptepis rovnice (3.3) do jiného
tvaru. Jelikoz rovnost dvou vektorii implikuje rovnost jejich prislusnych slozek,
prechazi rovnice (3.3) v soustavu rovnic

n
viens (Y Gi:) =0,
i=1 J
neboli .
Vien: ZBZAU =0,
i=1
coz lze pomoci maticového nasobeni prepsat jednoduse jako

b-A=0.

Protoze predpokladame, ze A je regularni, mizeme obé strany posledni rov-
nosti vynasobit matici A~! zprava. Dostaneme b = 0, a tedy 3 = --- = 3, =
0. Proto je soubor tadki (Aq, ..., A,.) linedrné nezavisly.

(ii) = (iii): Vyplyvé ihned z definice hodnosti matice.

(iii) = (iv): Predpokladame, ze dimenze linedarniho obalu souboru radku ¢tvercové
matice A je maximalni, tedy n, a ta se aplikaci elementarnich uprav GEM
nemeéni. Prevedeme-li A na matici v hornim stupnovitém tvaru (oznacme ji
X), musi byt tato vyslednd matice uz rovnou horni trojtihelnikovd a nemé
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zadny nulovy radek (jinak by platilo h(A) < n). Na diagondle X musi byt
navic nutné vSechny prvky nenulové.

Snadno si pak lze rozmyslet, ze matici X lze fadkovymi dpravami prevést
na jednotkovou matici E. Vhodnym pricitanim nasobkt posledniho fadku ke
vSem ostatnim lze vyrobit nuly v celém poslednim sloupci (kromé diagonal-
nitho prvku), poté lze pri¢itdnim nasobku predposledniho fadku ke vSem nad
nim vyrobit nuly v predposlednim sloupci, a tak dale. Vyslednou diagonalni
matici pak prevedeme na [E jen vydélenim kazdého radku prislusnym prvkem
na diagonale. Celkem tedy mame

A~X~E.

(iv) = (i): Protoze A ~ E, vime, Ze existuje regularni matice P € T™" takové, ze

PA=E.
K P navic existuje inverze, kterou muzeme celou rovnici (zleva) vynésobit,
tedy
A=P'PA=P'E=P",
matice A se rovna reguldrni matici P! a je sama reguldrni. O]

Poznamka 3.21. Diky Vété 3.7 vime, Ze h(A) = h(AT), tedy plati také ekvivalence:
A je reguldrni < soubor sloupci matice A je LN.

Z Véty 3.20 pro nas vyplyva extrémné uziteény ndastroj k pocitani inverznich
matic. Jak uz vime, posloupnost jednotlivych krokiit GEM lze realizovat vynasobenim
matice A zleva néjakou regularni matici P. Je-li A reguldrni, mizeme dostat

PA=E

a z definice inverzni matice pak plyne A~! = P. Nasledujici algoritmus pracuje
s myslenkou, ze provadime-li tytéz tpravy soucasné na matici A a na jednotkové
matici E stejného rozméru, pak z jednotkové matice vznikne E ~ PE = P = A~!,
tedy hledana inverze.

Algoritmus 3.22 (Ovéfeni regularity a nalezeni inverzni matice). Necht A € T™".
Ovérte, zda je matice requldrni a pokud je, naleznéte k ni matici inverzni A=!.

1. Hleddme matici A" s vlastnosti A~TA = AA~1 = E.

2. Doplnénim zadané matice o jednotkovou matici stejného rozmeéru sestavme
dvoublokovou rozsirenou matici (A | E) € T™*".

3. Na celou (A | E) pouzivame tddkové iupravy GEM, pro libovolnou posloupnost
radkovych uprav realizovanych requldrni matici P pak plati

(A |E) ~ (PA | PE) = (PA | P).

Diky Vete 3.20 plati, Ze levy blok A je mozné prevést na jednotkovou matici
prave tehdy, kdyz je A requldrni. Vznikne-li pri upravdach A na horni stupriovity
tvar nulovy radek, pak A je singuldrni a inverze neexistuje.
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4. Je-li A requldrni, pak pro upravy P vedouci k prevedeni levého bloku matice
(A | E) na jednotkovou matici plati P = A~ tedy

(A|E)~ (E]A™)
a pravy blok vysledné matice obsahwje hledanou A~!.

Tuto ¢ast uzavieme dvéma poznatky o nasobeni regularni matici. Prozatim vime,
ze kazdéa konecna posloupnost kroktt GEM se da realizovat nasobenim zleva néjakou
regularni matici. Ukazeme si, ze to plati i obracené, tedy ze kazda reguldrni matice
reprezentuje néjakou konec¢nou posloupnost kroku GEM.

Véta 3.23. Necht A,B € T™". Existuje-li P € T"™™ requldarni takovd, zZe B = PA,
potom A ~ B.

Diikaz. Matice P je regularni, proto P ~ [E. Necht tuto eliminaci realizuje regularni
matice Q, tedy QP = E. Aplikujeme-li stejné kroky GEM jako pri eliminaci P ~ E
na matici B dostaneme matici A, protoze

QB = QPA = EA = A.

Tedy B ~ A a z vratnosti vSech elementérnich krokit GEM plati i A ~ B. O

Disledek 3.24. Ndsobenim requldrni matici se hodnost nezméni. Tedy je-li A €
™™ libovolnd a P € T™™ requldrni, plati

h(A) = h(PA).

Diikaz. Vime, ze A ~ PA. Staci vyuzit toho, ze GEM neméni hodnost matice. [

Aby B byla inverzni matici k A, musi podle definice platit dvé rovnosti:
AB=E a BA=E.

Lze ovSsem ukazat, ze k regularité matice A vlastné staci, aby platila pouze jedna z
rovnosti vyse. Druha je potom automaticky také splnéna.

Véta 3.25. Bud A € T™". Ezistuje-li B € T™" takovd, Ze plati AB = E nebo
BA =, potom je A requldrni a B = A~'.

Diikaz. Uvazujme pripad AB = E, potom diky Vété 3.9 mizeme odhadovat
n = h(E) = h(AB) < h(A) < n.
Tedy h(A) = n a z Véty 3.20 vime, ze A je regularni. Navic
AT7'=A"TE=A"'AB=B.

Druhy pripad se udéla analogicky. O]
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3.4 Frobeniova véta a kompletni reseni SLR

Na zacatek poznamenejme, ze o mnozinach feseni soustav linearnich rovnic uz mnohé
vime. Ctenar si jisté rad pro osvézeni vzpominek nalistuje prvni kapitolu, drive
zavedené znaceni nebudeme nijak dramaticky ménit'®. Pro jistotu zopakujme:

e TeSime soustavy Ax = b (zapisujeme (A | b)), kde
o A = (aj)iemjen € T™™ je matice soustavy,

b= (f - Bm)’ €T™ je (sloupcovy) vektor pravych stran,

o x=(z; -+ x,)T € T™! je (sloupcovy) vektor nezndmych,

e S je mnozina vSech TeSeni soustavy Ax = b,

e Sy je mnozina vsSech reseni pridruzené homogenni soustavy Ax = 6

(kde 6 = (0 --- 0)T).

Co se tykd homogennich soustav, mizeme rovnou formulovat zdkladni vlastnost
mnoziny Sy, a to s vyuzitim nové zavedenych pojmi. Uvédomime-li si trividlni
pravdu, Ze FeSeni homogenni SLR vzdy existuje (alespon nulovy vektor § € T™1),
pak z ¢asti jiz dokazané Véty 1.19 rovnou plyne jednoduché pozorovani.

Pozorovani 3.26. Mnozina Sy vsech reseni homogenni soustavy Ax = 6 je podpro-
stor ve VP T™!,

Nésledujici hlavni vysledek budeme v celém kurzu titulovat , Frobeniova véta“!7,

ackoli celosvétové to neni s jejim autorstvim tak jednoduché. Pokusi-li se student
vyhledat pojem , Frobenius theorem®, narazi pravdépodobné na tplné jiny vysledek,
at uZ o vlastnich &slech kladnych matic, & z oblasti zvané diferencidlni geometrie'®.
Jakési mezindrodni oznaceni nasledujiciho vysledku je ,Rouché-Capelli theorem*,
ale v zavislosti na zemi se jako oznaceni autoru voli rtizné podmnoziny z pétice
Capelli-Fontené-Frobenius-Kronecker-Rouché!”. Soucasné lze narazit na rtizné va-
rianty této véty, nékde se jako jeji soucast uvadi pouze bod (i), nékde oba.

Véta 3.27 (Frobeniova). Necht A € T™".

(i) Soustava m linedrnich rovnic pro n neznamych Ax = b je resitelnd, tj. S # 0,
prave tehdy, kdyz
h(A) = h(A | b).

16Pfeznadeni koeficientt v soustavé rovnic a;; — o5 a by — B; by nikomu zkazit den nemélo.

1"Reknéme, Ze je to disledek takové nasi lokalni tradice.

8Pan Frobenius toho dokazal pomérné hodné.

9Diivody mohou byt spoleénd historie a kulturni vliv (Frobenius u nas, piipadné Kronecker—
Capelli shodné v Rusku, Polsku a Madarsku), pfipadné ,fandéni domdcimu tymu“ (Rouché-
Fontené ve Francii).
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(ii) Je-li h(A) = h, pak mnozina Teseni soustavy Ax = 0 je podprostor dimenze

n — h, tedy existuje LN soubor vektori (zi,... 7z, 5) v T™' takovy, Ze
Sy = {0}7 pOkUd n = h7
" (Z1,...,Zn_p), pokud h < n.

Je-li navic h(A | b) = h, pak
S =X + S(),

kde X je tzv. partikuldrni reseni: Ax = b.

Dukaz. Fakt, ze pro kazdou reSitelnou soustavu plati

S=x+29,

vvvvv

novy pojem, partikularni reSeni. V této kapitole dokdzeme pouze bod (i). Bod
(ii) dokézeme pozdéji, v kapitole o linedrnich zobrazenich, na konci Podkapitoly 5.4.

(i) (=) : Necht v = (y1,...,9,)T je FeSenim soustavy Ax = b, tedy plati
Viem: Zaijyj :ﬁz
=1

Skutecnost Ay = b lze také prepsat jinak, a to jako

j=1
tedy ze slozky Teseni yq, ..., 1y, jsou vlastné koeficienty v takové linearni kom-

binaci sloupctt matice A, kterd je rovna vektoru pravé strany b. Skutecné,
pokud si rovnici (3.4) rozepiSseme podrobnéji,

aqq Q19 Qqp 51
Q21 [85%) Qop 52

U1 . + Yo . +tYn . =1 . ,
(675751 (070 (7% Bm

snaze uvidime, Ze je rovnici Ay = b opravdu ekvivalentni 2.

Dostavame tedy fakt
b e <A:1a s 7A:n>7

z ¢ehoz nutné plyne

<A:1> cee 7A:n> = <A:17 cee >A:n71b>

20Toto necht si kazdy ¢tendi nechd dakladné projit hlavou.
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a rovnost musi platit i pro dimenze téchto linedrnich obalti. Protoze z dtive do-
kazaného tvrzeni plati, Ze hodnost matice je rovna jak dimenzi linedrniho obalu

souboru svych radku, tak i dimenzi linearniho obalu souboru svych sloupci,
plati A(A) = h(A | b).

(<=) : Necht h(A) = h(A | b). Protoze plati
(Aq,...,A,) CC(Aq,...,A,,D)

a soucasné maji tyto podprostory v 7™ stejnou kone¢nou dimenzi, musi platit
dle Dusledku 2.62, ze

<A:17 cee 7A:n> = <A:17 cee 7A:n71b>'
Specialné tedy
be(Aq,...,A,),

a proto existuji yi,...,y, € T tak, ze
j=1
neboli Ay = b (opét, podobné jako vyse, dle sloupcové interpretace soustavy!),
kde y = (y1,---,%n)T. Soustava Ax = b tedy m4 feSeni y € S.
O
Poznamka 3.28. Jak plyne z Frobeniovy vety, je-li matice soustavy A ctvercovd a

reqularni, existuje pro jakykoli vektor praviych stran b pravée jedno reseni soustavy
Ax = D. Staci obé strany rovnice vyndsobit zleva inverzni matici A~ a dostaneme

x=A"Db.

Cténého ctenare si zde dovolujeme laskavé vyzvat k zopakovani definice hor-
niho stuprnovitého tvaru matice (Definice 1.26), dalsi postupy feseni budou pracovat
pouze se soustavami (A | b) v tomto tvaru. Definici pro ilustraci doplinme jednodu-
chym schématem fesitelné soustavy s rozsitenou matici typu m x (n 4+ 1) o pravé h
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nenulovych radcich, s indexy hlavnich sloupct znacenymi 1 < j; < jo < -+ < Jp.

N~~~
#0
N~~~
#0
N~~~
#0
0 0 0 0 0 0 0 0 o, B
#0
0 0 O 0 O 0 O 0 0 0
0 0 O 0 0 0 O 0 0 0

Reseni homogenni soustavy

Jak znamo, kazda homogenni soustava je resitelna. Kazdy nenulovy radek soustavy
s matici v hornim stupnovitém tvaru nadm umoznuje spocitat jednu neznamou, a
to zpétnym vypoctem (postupnym dosazovanim) odspoda nahoru. Tyto proménné
odpovidaji hlavnim sloupcim matice a nazyvame je vazané proménné. Ostatni
proménné nazyvame volné promeénné. Shrime si nékolik jednoduchych fakti:

Dosadime-li za vSechny volné proménné konkrétni hodnoty, vazané proménné
lze jednoznac¢né dopocitat.

Volnych proménnych je presné n —h = n— h(A), coz je podle Frobeniovy véty
rovno dimenzi hledaného podprostoru feseni Sy.

Pokud by nas z kazdého feseni zajimaly pouze volné proménné, oznac¢me je
napft. (ti,to,...,th_n) € T ", fesenim soustavy by bylo celé Tm".

Libovolna linearni kombinace néjakych reseni homogenni soustavy je také jejim
reSenim.

Zvolime-li jakoukoli bazi podprostoru T"~" a pro kazdy bazicky vektor repre-
zentujici néjakou volbu volnych proménnych dopocitame vazané proménné,
dostaneme dle predchozich bodu bazi Sy.

Algoritmus 3.29 (ReSeni homogenni SLR). Resime soustavu Ax = 0 s rozsirenou
matici (A | 0), kde A € T™" je v hornim stupriovitém tvaru. Nemd-li zadand sou-
stava matici v hornim stupriovitém tvaru, prevedeme ji na néj pomoci GEM (mnoZina
reseni se nement).

1.

Pokud tim neporusime horni stupnovity tvar, muzeme prohodit poradi sloupci
v matici A (stejné prohodime i prislusné promeénné).
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2. Za vdzané promenné oznacime promeénné prislusejici hlavnim sloupcum ma-
tice. Zbjvagici volné promeénné oznacme napr. (t1,...,t,_p).

3. Zwolime libovolnou bdzi prostoru T™~", kaZdd volba volnijch proménnijch je tedy
v jejim linedrnim obalu?".

4. Pro kazdy zvoleny bazicky vektor (ti,...,t,_p) € T" " reprezentujici volbu
volnych proménnych dopocitdime ze soustavy vazané proménné.

5. Dostdvame LN soubor n — h vektori’*, ktery generuje Sy.

Ptiklad 3.30. Resme homogenni soustavu s matici:

132 0 3]0 1320 3]0
A— 111 -1 5{0p (02131]0
285 3 710 0002 3|0
39 6 2 1210 000O0O0|0

Vizané proménné jsou tedy xy,xs, T4, volNé promenné jsou s, Ts.

o Privolbé (z3,25) = (1,0) dopocitdme: x4 =0, x5 = —3%, 71 = —1.

o Priwvolbé (x3,25) = (0,1) dopocitame: x4 = —%, Ty = g, T, = —%.

e Dostavame LN soubor dvou reseni: (—%, —%, 1,0,0) a (—%, E,O, —%, 1) a tedy
plati

SO = <(_%a : 17070)a<_33 ! 07_%71»

X 404

Nemusime ale pro volné proménné vidy volit standardni bdzi. Hrozi-li behem
dalsiho resent zlomky, muZeme bazické reseni volit © proziravéji, napriklad

o (r3,25) =(2,0) = 24=0, 290 =—1, 27 = —1,
o (z3,25) =(1,2) = x4=-3,29=3, 1 =—1T7.
e Dostdvime pak jiny tvar mnoZiny resent,
So = ((—1,-1,2,0,0),(—-17,3,1,-3,2)).
Nasledujici véta ndm d4 alternativni metodu reSeni homogenni soustavy v pii-

padé, kdy jsme pomoci GEM schopni matici soustavy jednoduse prevést do jesté
specialnéjsiho tvaru nez jen horniho stupnovitého.

E. B
A~ :
0 0
21V pifpadé standardni baze tedy samoziejmé plati

(t1,t2s - tnon) € ((1,0,0,...,0,0),(0,1,0,...,0,0),...,(0,0,0,...,0,1)).
22Line4rni nezavislost tohoto souboru si dobfe rozmyslete.

Véta 3.31. Necht A € T™" ¢
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kde B, € T** je jednotkovd matice, B € TF" % a symboly © znaci nulové matice
prislusnijch rozméri*>. Potom 7ddky matice

(—B" E,¢) € T"F",

kde E,_i € T" %"=k je jednotkovd matice, tvori bdzi prostoru veseni Sy .

Diikaz. Resme dle Algoritmu 3.29 soustavu s matici

(6 8)

Z tvaru matice je ziejmé, ze (z1,...,x) jsou vazané proménné a (Tyii,...,Tn)
volné proménné. Pokud za bazickd feseni pro volné proménné zvolime standardni
béazi T %, pak:

o (xk—‘rlv s ,an) = (17 07 07 s ’O) = (xla s ,Zl?k) = (_El,la _E2,1a R _Bk‘,l)a
° (l’k_H, . ,ZEn) = (O, 1,0,... ,O) = (iL’l, .. ,l‘k) = (—]BLQ, _E272, cey _Bk,Q)
e a dale analogicky. Kazdé bazické Teseni je pak néjakym z radki matice

(—BT E,_;) € TV

Alternativné lze vyuzit blokového nasobeni matic (viz Definice 3.51 v dodatku
na konci této kapitoly). Pak dostavame

E, B\(-B\ (-EB+BEl,\ (-B+B _o
e o)\Er ]~ S) e )7

Priklad 3.32. Jeste jednou si vyresime soustavu z Prikladu 3.50, pro nezndmé
<$1,$2,$3,$4,l‘5>,

]

132 0 3]0 10 1/2 0 33/4|0
AL 11 -1 5ol fo11/20 -7/4]0
“l285 3 70 00 0 1 3/210

396 2 12/0 00 0 0 0 |0

Prohozenim tretiho a cturtého sloupce dostaneme soustavu ve specidlnim tvaru, kde
nezndmé jsou (1, Ta, Ty, T3, Ts5):

100 1/2 33/4
EB)=[0 10 1/2 —7/4
001 0 3/2

- -1/2 —1/2 0 1 0
(-B E):<—33/4 7/4  —3/2 0 1)'

Nyni opét prohodime treti a cturty sloupec a ziskame hledanou bdzi mnozZiny Sy:

SO = <(_l -1 1 070)7(_%72707_%71» .

27 9r
2 Jedna je typu (m — k) x k, druha je typu (m — k) x (n — k).
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Reseni nehomogenni soustavy

7 Frobeniovy véty i diive odvozenych vysledkl vime, ze plati
S — B?S —|— SO 5

kde x je jakékoli feseni soustavy Ax = b. Staci tedy toto TeSeni (tzv. partikuldrni)
najit a pak suse konstatovat, ze zbytek problému je uz ,jen“ kompletni vytreseni
homogenni rovnice, a to uz prece umime.

Algoritmus 3.33 (Reseni SLR). Resime soustavu Ax = b s rozsitenou matici
(A | b), kde A € T™™ je v hornim stupriovitém tvaru. Nemd-li zadand soustava
matici v hornim stupriovitém tvaru, prevedeme ji na néj pomoci GEM (mnoZina
reseni se nemeént).

1. Pokud tim neporusime horni stupnovity tvar, muzeme prohodit poradi sloupcii

v matici A (stejné prohodime i prislusné proménné).

2. Pokud h(A) < h(A | b), reseni neezistuje. V opacném pripadé postupujeme
dale.

3. Za vdzané promenné oznacime promenné prislusejici hlavnim sloupcum ma-
tice. Zbgvajici volné promenné oznacime (t1,...,t,_p).

4. Pro nalezeni X zvolme za (ty,. .., t,_1) libovolné** a ze soustavy (A | b) dopo-
citejme vdzané promenné.

5. Pro nalezeni Sy zvolime libovolnou bdzi prostoru T (rizné volby pro volné
0
proménné). Prejdeme k reseni pridruzené homogenni rovnice, tedy vynulu-
jeme pravou stranu soustavy.

6. Pro kaZdy zvoleny bazicky vektor (ti,...,tn_n) € T™ " reprezentujici volbu
volngch promeénnych dopocitame ze soustavy (A | 0) vdazané proménné a dostd-
vdme bdzi Sy.

7. Resenim je S =<+ 5.

Priklad 3.34. Soustavu s matici uvedenou v predchozich prikladech doplnime o
pravou stranu. Rddkovymi dpravami GEM upravime rozsirenou matici:

13 2 0 3] 3 1 0 1/2 0 33/4|-3
111 -1 5/|-2 01 1/2 0 —7/4] 2
285 3 7|13 oo o0 1 321
39 6 2 12|11 00 0 O 0 0
Pro wvolbu volngch proménngch (x3,x5) = (0,0) dostdavdme pro vdzané promeénné
(21, 22, 14) SOustavu
1 0 0|-3
01 0| 2
0 0 1|1
240blibenou volbou je pochopitelné (t1,...,t,_p) = (0,...,0), ale nenf to jedind moznost.
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a partikuldrni resent je (—3,2,0,1,0). S vyuzitim znalosti Sy z Prikladu 3.30 dostd-
vame mnozZinu vsech reseni napriklad ve tvaru

S =(-3,2,0,1,0) + ((—=1,—1,2,0,0), (—33,7,0,—6,4)).

Jak jiz mohlo prirozené vyplynout jak z uvedenych prikladi, tak z vylozenych
postuptl, mnozina feseni obecné SLR nem4 jednozna¢ny popis. Resi-li vice lidi tutéz
soustavu rovnic, mohou dospét k velmi odlisné ,vypadajicim®“ mnozinam fesSeni.
Staci, pokud pii GEM voli odlisSnou posloupnost elementarnich tprav. I se stejnym
hornim stupnovitym tvarem matice soustavy se lze odchylit, napriklad jinou volbou
volnych proménnych nebo volbou jinych bazickych reSeni.

Chceme-li ovérit rovnost dvou mnozin tvaru x + Sy, mizeme opét pouzit pojem
hodnost a navazat tak na prehled Metody vypocti (nejen) hodnosti v ¢asti 3.2.

Lemma 3.35. Je-li PCCV ax € P, potomx+ P = P.

Diikaz. Ukdzeme rovnost mnozin. Je-li y € x + P potom existuje p € P tak, zZe
y =2+ p. Tedy

Protox + P C P.
Naopak kazdé p € P lze zapsat ve tvaru

=2 tp-rE€Tt P.
ep ep

p

Tedyi P Ca+ P
0

Pozorovani 3.36. Necht u,v,y1,..., Yk, 21,---,2k € T, kde soubory (y1,...,y) a
(21, ..., 2k) jsou LN. Rovnost

w (Y1, Uk) =0+ (21,00, 2) (3.5)

plati prave tehdy, kdyzZ matice, jejiz radky tvori vektory

Yy Yky 215 - -5 R W — U
mad hodnost rovnu k.
Diikaz.
(=) : Plati-li (3.5), pak u — v+ (y1,...,yx) = (21, .., 2k). Z rovnosti rovnou plyne,
zeu—v =u—v+0 € (z,...,z). Navic diky pFedchozimu lemmatu a prvni rovnosti
v dikazu plati
(z1,. . yzk) = v—u +(z1,...,2k) = (Y1, -, Yk)»
E(zl,...,zk>

97



neboli oba linearni obaly se rovnaji. Celkové mame

<y17---,ykz>:<y17~--;yk,217---72k>:<y17---7yk721,~~-,2k7u_U>

a dimenze obou téchto obali je rovna k.

(«<=) : Necht matice, jejiz tadky tvori vektory v1, ..., Yk, 21, - - -, 2k, ¥ — v, m& hodnost
rovnu k. Protoze soubor (y1,...,yx) je LN, ziskdme

U—vE (Y1, k),
tedy s pomoci predchoziho lemmatu vyplyne
Wiy yk) =u—v 4+ (YY)
Dale protoze
dim(yy, ..., yx) = dim(zy, ..., zx) = dim{yy, ..., Y, 21, .- ., 2k) = k,
dostavame z Pozorovani 2.68 o rovnosti linearnich obalti rovnost
Yiy oy yk) = (21,0, 2k)-
Celkem mame
(z1, 0 s zk) = Wiy Uk) =u— 0+ (Y1, -, Yk)-

Nakonec si staci opét uvédomit, ze predchozi rovnost plati praveé tehdy, kdyz plati
nasledujici
U+ (Y1, yk) =0+ (21 28)

Piiklad 3.37. Pri reseni soustavy v R* s matici
(1 2 0 -1 1)
2 -1 =1 0 10
lze ruznymi postupy dospét napriklad k resSenim ve tvaru
S1=(3,2,0,0)+((2,—-1,5,0),(1,2,0,5)),
Sy = (0,0,0,—1) 4+ ((0,—5,5,—10), (3,1, 5,5)).

To, Ze se tyto mnoZiny rovnaji®, ovérime vypoctem hodnosti matice sestavené
podle Pozorovani 3.50,

2 -1 5 0

1 2 0 5

0 -5 5 —10{,
3 1 5 5
12

kterd se skutecné rovnd

dim((2,-1,5,0),(1,2,0,5)) = dim((0, —5,5,—10),(3,1,5,5)) = 2.

Z5Pozor, ovéfujeme jen rovnost S; = Sp, nejednd se ale o zkousku spravnosti feSeni soustavy.
Pouze takto zjistime, Ze jsou oba vysledky budto stejné dobfre, nebo ,stejné Spatné*!
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3.5 Linearni variety

Zdlraznéme, ze se v této casti omezime na jediny typ vektorovych prostorii, a to na

V=T1r.

Dvé interpretace SLR

Nez prejdeme k definovani pojmu linedrni varieta, vratime se jesté o krok zpét a
zamyslime se, jak 1ze soustavy linearnich rovnic rizné interpretovat. Nabizi se mi-
nimalné dva ruzné pohledy, jeden ,sloupcovy“ (se kterym jsme uz méli tu cest pii
dikazu prvni ¢asti Frobeniovy véty 3.27) a druhy ,radkovy“ (analogicky k motivaé-
nimu tvodu v prvni kapitole, kde jsme soustavu rovnic v R? nebo R? interpretovali
jako pruanik primek ¢i rovin).

Pozorovani 3.38. Soustavu linedrnich rovnic Ax = b, A € T™" lze interpretovat
sloupcoveé ndsledujicim zpusobem:

Vztah Ax = b lze prepsat jako
Vi em : Zaijxj :61
j=1

a ddle jako

a1 Q12 Qln B
Q21 G2 Qan B2
1 + T2 i a2 =
am1 2 Umn Bm
Opétovnym zjednodusenim zdapisu dostdvame
n
Z zjA; =D,
=1
tedy plati, Ze slozky resent x+, ..., x, jsou vlastne koeficienty v takové linedrni kom-

binaci sloupct matice A, kterd je rovna vektoru pravé strany b (Pozorny ctendr si
jiste vzpomene na Vetu 2.39 o tom, Ze na soucin dvou matic miuZeme nahlizet jako
na linedrni kombinaci jejich tadki/sloupci!).

Pozorovani 3.39. Soustavu linedrnich rovnic Ax = b, A € T™" lze interpretovat
radkové ndsledujicim zpiusobem:

KazZdy radek matice soustavy predstavuje jednu linedrni rovnici. MnoZina reSeni
kazdé takové rovnice

Q11+ Qi = B

(pokud je alespori jeden z koeficienti a;; nenulovy”®) je mnoZina bodi v T", kterou
si lze geometricky predstavit’”. V pripadé R? je to primka, v pripadé R® rovina. Pro
obecné T™ si jiz brzy zavedeme pojem nadrovina, neboli podprostor dimenze n — 1
posunuty z pocatku do nejakého bodu.

JelikoZ v soustave musi vsechny rovnice platit soucasné, hleddme pri jejim resent
pranik jednotlivych nadrovin.

26 A co kdyz jsou vSechny a;; v néjakém fadku nulové, co plati pak?
27 Alespoii v omezené mife, Ze ano. ..
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Definice linearni variety

Pod pojmem [linedarni varieta budeme rozumét libovolny podprostor ,posunuty” z
pocatku 6 o néjaky vektor.

Definice 3.40. Neprizdnou mnozinu W C V' nazveme linedrni varietou (pri-
padné pouze varietou), pokud ezxistuji a € V a P CC V takové, Ze

W=a+P.
Podprostor P nazgvdme zamérenim variety W a znacime ho Z(W).
e Cislo dim Z(W) nazjvdme dimenzi variety W,

e je-li dimV = n € N, pak ¢islo n — dim Z(W) nazjvdme kodimenzi variety
W,

o kazdy nenulovy vektor z Z(W) nazgvime smérovym vektorem variety W,

o kazdy vektor a takovy, ze W = a + Z(W), nazjvime vektorem posunuti
variety W.

Véta 3.41. Bud W linedarni varieta.
(i) Kazdy jeji vektor je soucasné vektorem posunuti, tj. YVa € W : W = a+ Z(W).
(it) Zaméreni variety Z(W) je urceno jednoznacné.
(ii) Mame-li a,b € V a P,QQ CC V', potom pro dvé variety plati a + P = b+ Q
prdave tehdy, kdyz P = Q) a zdroven b —a € P.

Diikaz. (i) Necht W = b+ Z(W). Pak pro libovolné a € W existuje x € Z(W)
tak, ze a = b+ x. Odkud dostavame, ze b —a = —x € Z(W).

Za pomoci Lemmatu 3.35 obdrzime

b+ZW)=(a+b—a)+ZW)=a+b—a+Z(W))=a+ Z(W).

(ii) Existuji-li dva podprostory P,Q CC V takové, ze
W=a+P=a+0Q,
dostaneme prictenim vektoru —a k obéma stranam rovnosti ihned, ze P = Q).

(iii) ,=“ Z rovnosti variet specialné plati b € a + P. Proto existuje p € P tak, zZe
b=a+ p, z ¢ehoz plyne
b—a=peP.

7 predpokladu a + P = b+ @ plyne, ze prvek a = a + 0 z variety a + P nalezi
také do variety b + Q. Diky predpokladu a bodu (i) ziskame, ze

a+P=b+0Q=0a+Q.
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Rovnost P = @ pak plyne plyne pfimo z bodu (éi) o jednoznac¢nosti zaméteni
variety.

,<=" Za pomoci Lemmatu 3.35 obdrzime

a+P=b+a—-b0+P=b+P=0b+Q.
——
ep

Definice 3.42. Necht V- ="T" je libovolny.
o Varietu o dimenzi 0 nazyvame bod.
o Varietu o dimenzi 1 nazyvime primka.
e Varietu o dimenzi 2 nazyvime rovina.

o Varietu o kodimenzi 1 nazyvame nadrovina.

Priklad 3.43. Jak vsichni dobre vime, mnozina bodi Wy = {(z,y) | y = 2z + 1}
predstavuje primku v R2. To je v souladu i s nasi obecnéjsi definici, kde miZeme
volit

a = <071> a Z(Wl> = <(172)>

Potom skutecné
a+Z(Wy)=(0,1)+((1,2)) ={(¢t,1 +2t) | t € R} = W,.

Podobné, mnozina Wy = {(z,y,2) | v +y + 2 = 1} predstavuje rovinu v R3. T
zde najdeme vyjadreni v souladu s Definicemi 3.0 a 5.42. Pokud

a=(1,0,00 a ZWy)=((-1,1,0),(-1,0,1)),
pak plati
a+ Z(Ws) =(1,0,0) + ((—1,1,0),(=1,0,1)) = {(1 — s —t,s,t) | s,t € R} = Ws.

Priklad 3.44. Ponekud méné intuitioni vyznam pojmu primka ¢i rovina dostaneme
v pripadé VP nad konecnymsi télesy:

e MnozZina
W3 =(1,0,0,0)+ ((1,1,1,1)) = {(1 + ¢, ¢, t,t) |t € T}

je primka v kaZdém T*, tedy {(1,0,0,0),(2,1,1,1),(0,2,2,2)} je primkou v
Z3.

e MnozZina
Wy =(1,1,0,0) + ((0,1,1,0),(1,0,0,1)) = {(1 + t,1 + s,s,t) | s,t € T'}

je rovina v kazdém T*, tedy {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1)} je ro-
vinou v Zs.
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Z Frobeniovy véty i predchozich poznatki (S = x + Sp) uz vime, ze kazda
Tesitelnd soustava linedrnich rovnic urcuje svymi feSenimi linedrni varietu. Tato ko-
respondence plati i druhym smérem, jak si hned dokdzeme — tedy ke kazdé linearni
varieté existuje néjaka SLR, kterou prave vSechny vektory z této linearni variety
resi.

Véta 3.45. Necht M C V = T" je neprizdnd. Pak M je linedrni varietou prdave
tehdy, kdyz existuje soustava linedrnich rovnic Ax = b, jejiz mnoZinou reseni je M.

Navic plati
h(A) =n —dim M .

Diikaz. Fakt, Ze mnozina Teseni kazdé (fesitelné) SLR je linedrni varieta, jiz zname.
Dokézeme opac¢nou implikaci (=):

Necht M # () je linedrni varieta, tedy
M=a+P,
kdea eV, PCcCV adimP =kec{0,1,...,n}. Rozlisime tii pripady:

1. Necht £k = n, tedy M = V. Cely prostor V je zjevné mnozinou reSeni trividlni
soustavy Ox = 6.

2. Necht k =0, tedy M = a+ P = a+ {0} = {a}. Tato jednoprvkovd mnozina je
resenim soustavy s matici A = E, tedy Ex = a, kde a je ntice a € T™ zapsana
do sloupce.

3. Necht dim P =k € n/—\l, oznacme jako (yi, ..., yx) néjakou bazi P. Najdeme
matici A € T %" a vektor b € T ™! takové, Ze M = a + (y1,..., ) je
mnozina reseni soustavy Ax = b.

Napiseme-li vektory (v, . . ., yx) poporadé do sloupcti matice, kterou si oznacme
Y € T™F, musi platit
AY =@ e 70k =

nicméné neznamymi jsou zde pro nds prvky matice A = (o;)iem jen, Kterou
chceme najit. S vyuzitim transpozice matic a pravidla pro transpozici souc¢inu
vztah upravime na

Y'AT =0 eTt k.

Z tohoto plyne, Ze kaZdy sloupec matice AT (a tedy kazdy fadek ptivodni
matice A!) je néjakym resenim homogenni soustavy

Yi'x=6.

JelikoZ 7 predpokladu h(Y?) = h(Y) = k, Frobeniova véta 3.27 implikuje, Ze
existuje (n— k)prvkovy LN soubor feSen{ této soustavy Y7x = 6. Tento soubor
sta¢i napsat po fadcich do matice a dostavame hledanou A € 775",

28Uvédomit si, jakych rozmért jsou pouzivané matice, nikdy neuskodi.
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Mame tedy zajisténo, ze podprostor P je mnozinou feseni S, homogenni sou-
stavy s matici A, je tfeba jesté ,vyladit“ sloupec pravych stran b tak, aby
vektor posunuti variety a byl partikuldrnim fesenim hledané soustavy (A | b).
To je ale jednoduché, napiSeme-li vektor a do sloupce (oznacme a), pravou
stranu b ziskame jednoduchym vynasobenim — musi totiz platit vztah

Aa=Dhb.
Vztah h(A) = n — dim M plyne ptimo z Frobeniovy véty 3.27 a predchozich bodu v
dikazu. ]

Jednoduchy dusledek ziskame pouzitim predchozi véty ve specialnim pripadeé
dimP =n —1.

Disledek 3.46. MnozZina M C V = T" je nadrovinou prdve kdyZ je mnoZinou
resent jedné linedrni rovnice
oz + -t =0,

kde alespon jeden z koeficienti oy, . .., a, je nenulovi.

Parametrické a neparametrické rovnice variety

Definice 3.47. Necht W C V = T™ je linedrni varieta, oznacme bazi Z(W') jako
(Cll, e ,ak).

o Vztah W =a+ (ay,...,ax) lze vyjddrit jako
k
ueW < day,...,ap €T : u:a—l—Zaiai.
i=1

Parametrickymi rovnicemi variety W rozumime rovnici

k
U =a-+ Z a,;a;
i=1
rozepsanou po slozkdch, tedy pro v = (xq,...,2z,) € T".

e Neparametrickymi rovnicemi variety W rozumime po slozkdch (pro u =
(1,...,2,) € T") rozepsanou soustavu linedrnich rovnic

Ax=Db
urcujici varietu W.

Odvodime si parametrické rovnice piimek a rovin v R3. Ctenéfe, ktery je vyba-
ven alespon zaklady stfedoskolské analytické geometrie, jisté odvozené parametrické
rovnice neprekvapi.
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e Je-li W primka, lze ji charakterizovat rovnici
u=a+ ab,

kde a € W a zaméfeni W je (b).
Rozepiseme-li vektory vyse po slozkich, u = (x,y,2), a = (a1,as2,a3) a b =
(b1, by, b3), dostaneme parametrické rovnice primky,

r=a; + ab

Yy = as + aby

2z = az + abs,

kde a € R.

e Je-li W rovina, lze ji charakterizovat rovnici
u=a+ ab+ fc,

kde a € W a zaméteni W je (b, c).

Rozepiseme-li vektory vyse po slozkach, u = (z,y,2), a = (a1,az,a3), b =
(b1,ba,b3) a ¢ = (c1, ¢, c3) , dostaneme parametrické rovnice roviny,

x:a1+ab1+5cl
Y = ag + aby + Beo
Z:a3+ab3+ﬁ03,

kde o, 8 € R.

Zékladnim typem tulohy, se kterym se v kurzu miizeme setkat, je prevadéni variet
zadanych v jednom z vylozenych dvou tvara do druhého. Prevod z neparametric-
kych rovnic na parametrické ani nemusime nijak rozebirat, staci totiz vyrtesit
zadanou soustavu Ax = b a mnozinu feseni zapsat dle Definice 3.47. Druhy smér
prevodu, z parametrickych rovnic na neparametrické, se v podstaté 1idi po-
stupem dikazu Véty 3.45, heslovité si jej tady jesté zopakujeme.

Algoritmus 3.48 (Ptrevod parametricky zadané variety na neparametricky tvar).
Mame zadanou linedrni varietu W = a+ P o dimenzi dim W = k. Hledame soustavu
linedrnich rovnic Ax =b s matici (A | b), jejiz mnoZinou vsech resent je prave W.

1. Je-li k = 0, pak hledanou soustavou je (E | a), kde a je vektor a zapsany do
sloupce. Je-li k = n, hledanou soustavou je (© | ).

2. Prok € n—1 oznacme bdzi P jako (yy,...,yx) a vyresme homogenni soustavu
(Y | ) kde matice Y obsahuje ve svych rdadcich vektory yy, ..., Yg-

3. Hledanou matici A po fddcich sestavime z vektort libovolné bize resent (Y | 6).

4. Hledany vektor b ziskame vyndsobenim Aa = b.
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Piiklad 3.49. Nalezneme parametrické rovnice variety W v R* zadané rovnicemsi

r+y—z+u=1
2z +u=2

Varieta W ma dimenzi rovnou hodnosti prislusné matice soustavy,
11 -1 1|1
20 0 1}2)°

Tedy dim W = 2 a jednd se o rovinu v R*.
MnoZina reseni soustavy ziskand standardnim postupem je tvaru

W =(1,0,0,0) + ((1,1,0,-2),(0,1,1,0)).

Vektory (1,1,0,—2),(0,1,1,0) jsou smerové vektory roviny W a parametrické rov-
nice jsou

=1 + s

s + 1

ISER SEINS IR
I

= — 2s
kde s,t, € R.

Piiklad 3.50. Nalezneme neparametrické rovnice roviny v R*, kterd prochdzi body
(1,2,1,0), (2,3,2,1) a (3,2,4,0).

Potrebujeme najit jeden vektor posunuti a € W a dva smeérové vektory, které
svgm linedrnim obalem urci zaméreni Z(W). Dva smérové vektory dostaneme jako
rozdil dvou riznych dvojic zadanych bodi, napriklad

s1=(2,3,2,1)— (1,2,1,0) = (1,1,1,1),
s3=(3,2,4,0) — (1,2,1,0) = (2,0,3,0) .

JelikoZ nejsou jeden ndsobek druhého, jejich soubor je LN a zadand trojice bodi proto
nelezi v jedné primce.

Vektor posunuti mizeme volit jako libovolny bod variety, napriklad (1,2,1,0), a
proto parametrické rovnice W jsou

r =1 4+ s + 2t
y = 2 + s
z =1 4+ s + 3t
u = S

kde s,t € R.
Nasim cilem je tedy nalézt matici A € R** a vektor b € R?*! takové, aby mnoZina

(1,2,1,0) +((1,1,1,1),(2,0,3,0))

byla mnozina reseni soustavy Ax = b.
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Dle Algoritmu 3.48 vyresime homogenni soustavu s matici

1 1110 1 11 110

(20300)”(0 —21—20)‘ (3.6)
Bdaze mnoZiny reseni soustavy (3.6) je napriklad ((0,—1,0,1),(—=3,1,2,0)), a

proto hledand matice A je
0 -1 0 1
A= (—3 12 o) ‘

Vektor pravijch stran pak snadno ziskdme soucinem

-l

Neparametrické rovnice variety W jsou tedy Ax = b, coZ po dosazeni davd dvé
rovnice v R:

O = N =

-y +u=-2
—3r+ y+2z =1.

3.6 Dodatky

Blokové nasobeni a algoritmy pro maticové nasobeni

Definice 3.51. UvazZujme dvé matice sestavené po blocich takto:
Al 1 Al 2 IEBl 1 IBl 2
A= ’ “, B = ’ “ .
(AZ,l A By1 Bap

Necht jednotlivé bloky jsou takového typu, Ze ndsobeni A; ;B je definovdno pro
vsechna 1, 3,k € 2. Potom plati

AB — AyBig +A By AiBio+ A B
Ag1Bi1 +Ag 0By Ag1Bio+ AgoBas/

Poznamenejme, ze analogicky vysledek plati i pro jinak vytvorené bloky. Napii-
klad plati

Uvazujme ¢tvercové matice A,B € T™". K vypoctu souc¢inu AB podle definice
potiebujeme n® operaci (operaci myslime vyndsoben{ dvou ¢isel, které je vypocetné

Vv

Rekurzivni algoritmus nasobeni matic: Vychazi z blokového nésobeni (De-
finice 3.51). Pro jednoduchost vypoctu slozitosti predpokladejme, Ze rozmér matic

29 Je to takovy pfiblizny odhad, sou¢in AB mé n? prvki, pro kazdy z nich poc¢itdme sumu n
sCitancu a pro kazdy z nich potfebujeme jedno nasobeni.
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n = 2*, pro néjaké k € N. Pokud nasobime dvé matice blokové, dle definice musime
provést dohromady 8 souc¢int (tvaru A, ;B;;) matic polovi¢nich rozmérta (plus né-
jaké to séiténi, které zanedbavame). Pocet operaci ndsobeni ozna¢me F(n), potom
plati:*
F(n) =8F(n/2) = 8(8F(n/4)) = 8(8(8F(n/8))) = - --
=8"F(n/2F) = 8"F(1) = 8" = (2F)* =

:n3.

Rekurzivni Strasseniv algoritmus: Vychézi z blokového nasobeni, ale vy-
staci jen se sedmi souciny. Polozime-li

Xi=(A1+A)B1 +By), X5 = (A1 +Ag)By,

Xy = (A3 + Ay)By, X = (A3 — A)(By + By),
X3 = Al(BQ — 1834), X, = (AQ — A4)(IB§3 + 1834),
Xy = Ay(Bs — By).

potom plati rovnost

Ay A\ (By By (X +X,—-X5+X; X3 + X5
Ag A4 Bg B4 X2+X4 Xl—X2+X3+X6 '

Pro pocet operaci F'(n), kde opét pro jednoduchost piedpokldaddme n = 2%, nyni
dostavame lepsi odhad:

F(n) =TF(n/2) = 7(TF(n/4)) = T(7(TF (n/8))) = -+
=7 F(n/2%) = T*F(1) = 7F = 7o = 31

logy 7 ~ - 2,807

=n n

Strassentuv algoritmus se bézné pouziva pro nasobeni velkych matic. Existuji sice
asymptoticky rychlejsi algoritmy pro maticové nasobeni, nicméné jejich vyhoda by
se projevila az pro extrémné velké matice (které ani nelze v pocitaci reprezentovat).
V soucasnosti je asymptoticky nejrychlejsi algoritmus od Frangoisa Le Galla (publ.

2014), ktery pocita s priblizné n23728639 gperacemi.

30Jako by se nechumelilo, jen tak si tu fesime jeden z mnoha druhfi rekurentni rovnic. Déldme
to ovSem docela dievorubecky a bez pofddného vysvétlovani! Ctihodny ¢tendf necht v tom vidi
néznou reklamu na predmét BI-ZDM.

31Pro¢ predposledni rovnost 7'982™ = nlog27 yiibec plati? Schvalné si trochu procviéte tipravy
mocnin.
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Obrézek 3.1: Vypocetni slozitosti algoritmt pro maticové nasobeni [zdroj:

dia.org]
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Kapitola 4
Linearni kédy

V této kapitole si ukazeme aplikaci linearni algebry v teorii kddovani. Ukazeme si,
ze s vyuzitim pojmt z predchozich kapitol umime zavést dobfe fungujici a velice
obecny ,framework® pro vytvareni tzv. samoopravovacich kodi.

Koédovani, tak jak si jej definujeme, je velice obecny pojem: jednd se o sadu pre-
pisovacich pravidel, diky kterym umime prepsat jeden retézec znaku (neboli slovo) z
néjaké abecedy na jiny fetézec znaku z jiné ¢i stejné abecedy. Napr. UTF8, ASCII,
cpl250 jsou priklady koédovani, které nam dovoluje zapsat znaky ,lidskych“ abe-
ced do fetézct nad bindrni abecedou {0, 1}. Z matematického pohledu se jedné ale
o celkem nezajimavé struktury: prosté je to tabulka pfepisovacich pravidel, ktera
jednoznacné dovoluje prevody tam a zpatky a nic vic.

O néco zajimavéjsi je situace, kde na kddovani zacneme klast néjaké pozadavky;,
napr. aby zakdédovany text byl co nejkratsi. Napr. ASCII takové ambice zjevné nema:
vSechny znaky, které umi zakédovat, kdéduje osmi (resp. sedmi) bity. Pritom by asi
bylo z pohledu Setfeni mista efektivnéjsi, kdyby se napr. extrémné casto se vysky-
tujici znak ,a“ kodoval péti bity a napr. znak ,”“ tfeba deseti. Jak takovy kod
zkonstruovat, aby bylo usetfeného mista co nejvice? Jak usetfené misto viibec me-
iit? To jsou velice zajimavé otazky, ale my na né zde neodpovime', neb budeme fesit
kédovani, které ma jiné ambice.

Nasim cilem bude néjaké diistojné popasovani se s nasledujici situaci: Snazime se
poslat néjakou zpravu po siti. Reknéme, ze jsme pouzili napi. ASCII, a mame zpravu
zapsanou nad binarni abecedou {0, 1}. Jeden z byti?, které chceme poslat, odpovida
pismenu D: 01000100. Jak ale pii pienosu po dratech® byva, signdl interferuje s
okolim a jeden bit se nam pokazi: namisto 01000100 ptijde adresatovi 01000110. To
miize vést k nedorozuméni*, nepochopeni textu apod., pfesto adresit nemd Sanci
poznat, ze se néco pokazilo, natoz pak co presné se pokazilo.

Linearni kédovani, které budeme v této kapitole zkoumat, bude mit ambici prave
takovou situaci fesit. Budeme chtit zakédovat zpravu tak, aby mél prijemce Sanci
poznat, ze nedorazila presné ta zprava, ktera byla odeslana a prip. dokonce i z
pokazené zpravy tu ptivodni rekonstruovat.

1Jen co dokonéite bakaldfské studium, muiZete si zapsat napi. pfedmét MI-KOD: komprese
dat, kde se dozvite odpovédi nejen na tyto otazky.

2Aby bylo jasno: ¢teme ,bajti“.

3Nebo nedejboze po bezdratech.

4Piedstavte si situaci, ze posilané D bylo z anglického slova ,,duck*!
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Linearni kédy pouzivate prakticky denné pii praci s PC, ¢i mobilem. Néjaké
priklady uziti zminime v sekci Dodatky 4.5. Student Fitu je potkéa naptiklad jesté v
BI-JPO® ¢i MI-BKO.5

4.1 Co si z této kapitoly odneseme

1. Rekneme si, co je abeceda, kodovani, kod a vysvétlime si, co pfesné znamena,
ze néjaky kod umi objevovat ¢i dokonce opravovat chyby.

2. Vysvétlime si, co je linearni kod, Ze se vlastné jedna o podprostor vektorového
prostoru Z,.

3. Diky Frobeniové vété a znalosti podprostorii si zavedeme dveé charakteristiky
linearnich kodi: kontrolni a generujici matici.

4. Ukéazeme si, jak definovat dekdédovani tak, aby tam, kde je to mozné, efektivné
fungovalo tak, jak ma.

5. Ukazeme si také, ze vétsina prace pri dekdodovani se da odbyt nasobenim kon-
trolni matici.

4.2 Zakladni pojmy a obecné vlastnosti
samoopravnych kédu

Tuto sekci zacneme priklady, které by Vam mély usnadnit pochopeni nasledné zave-
denych pojmt. Nejdrive si ale preci jen dva pojmy zavedeme, a to iplné bez pripravy!
Jedna se o pojmy abeceda a slovo, které uz asi znate, my jim zde ale ponékud rozsi-
rime platnost: abecedou (a pismeny) bude moci byti prakticky cokoli, neb abecedou
bude moci byt prakticky jakakoli kone¢na mnozina.

Definice 4.1. Abeceda je jakdkoli konecnd neprazdnd mnozina obsahujici alespor
dva proky’. Proky abecedy nazjvdme pismena (prip. znaky) a jakygkoli Tetézec n
pismen aias - - - a,, kde n € Ny, nazyvame slovo délky n. Je-li n = 0, mluvime o
prazdném slové.

Mnozinu vsech (konecéngjch) slov nad abecedou® A znacime A* a mnoZinu viech
konecngjch neprdzdnijch slov nad abecedou A znacime A*. MnoZinu vsech slov nad
abecedou A, jejichz délka je n, znacime A™.

Abecedou tedy zustava i nase zndmd mnozina (Ceskych) pismen {a,b,c,¢,d,d,
., 2, 72}, neb se jedna o konecnou mnozinu. A kazdé slovo, které najdete ve slov-
niku, je stale slovem, neb se jedna o zfetézeni konecné mnoha pismen. To plati pro

5Jednotky pocitace, zimni semestr druhého roéniku bakaldiského studia.

6Bezpecnostni kédy, zimni semestr prvniho roéniku magisterského studia.

"Obvykle se abeceda definuje jako tplné jakakoli kone¢nd mnozina, tedy i jednoprvkova. Pro
nas by ale takové abecedy nemély moc smysl a jen bychom museli skoro vsude opakovat predpoklad,
ze abeceda mé alespon dva prvky. Tak jsme tento predpoklad propasovali rovnou do definice.

8Divny vyraz ,slovo nad abecedou A“ znamen4 ,slovo, jehoZ pismena jsou z abecedy A“. Se
to takto prosté vzilo.
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abecedy vsech jazykt’ a dokonce i kdyZ vezmeme sjednoceni viech abeced vsech
jazyki'’, dostaneme abecedu, neb se jednid o koneénou mnozinu. Trochu novin-
kou je, ze pro nas je slovem (nad ¢eskou abecedou) i tfeba ,idyjkwidykjia“ nebo
,barbarkonanvencipudla“, i kdyz je ve slovniku nenajdeme.

V tomto textu se ale prirozené zaméfime spise na abecedy, které jsou blizké
pocitacum. Zejména se jednd o abecedu binarni, tedy dvoupismennou abecedu A; =
{0,1} s pismeny 0 a 1. Nékdy se ndm bude hodit povazovat za abecedu i konecné
mnoziny slov nad binarni abecedou, napt. ,tribitovou“ abecedu osmi slov

A3 = {000,001,010,011, 100,101,110, 111}.

Jedna se skutecné o abecedu, neb je to koneéna mnozina, a napt. 000010110 je
tripismenné slovo nad touto abecedou s pismeny 000, 010 a 110.

Takze uz vime, co je abeceda, a tak se mtizeme vrhnout ke slibenym prikladim.
Zacneme jednoduchym tzv. opakovacim kédem, ktery spociva prosté v tom, ze
kédované slovo nékolikrat zopakujeme.

Priklad 4.2 (3-opakovaci kd). UvaZujme napriklad tribitovd pismena z abecedy A3
uvedené vyse. KazZdé pismeno budeme kdodovat tak, Ze jej trikrat zopakujme: napriklad
budeme-li po siti chtit poslat tri bity 010, posleme 9bitové slovo 010010010.

Predstavme si nyni, Ze se béhem cesty po siti dva bity (reknéme 1. a 5.) po-
kazi a prepisSou se, namisto odeslaniych deviti bitu 010010010 prijme adresdt bity
110000010. Pokud adresdat vi, Ze pouzivime opakovaci kod, bude mu hned jasné, Ze
se stala nekde chyba (tomuto budeme rikat, Ze kod objevuje chyby). Kdyz se nad tim
zamyslite! | zjistite, Ze kdyZ se stanou dvé chyby kdekoli, tak to adresdt vZdy poznd.
Ovsem kdybychom méli smalu, a chyby se staly tri na 1., 4. a 7. bitu, adresdt by do-
stal slovo 110110110 a nemél by duvod si myslet, Ze je neco spatné. Pochopitelné by
si domyslel, Ze odeslané slovo (presnéji pismeno) pravdépodobné bylo 110. Abychom
postihli i tuto vlastnost, budeme 1ikat, Ze tento kod objevuje 1 chybu, 2 chyby, ale 3
chyby jiz nikoli!

Samozrejme kdyby se chyby staly na jingch mistech, treba 1., 5. a 9. bitu, tak
to pozndme i tak. Abychom ale mohli rici, Ze kod objevuje 3 chyby, musi je umét
odhalit, at se stanou kdekoli!

Na vysvétlenou je treba také dodat, Ze kdyz se stanou ctyri chyby, napr. na 1., 4.
7. a 8. bitu, dostane adresdt slovo 110110100 a rekne si: ,Aha! Tady to nesedi, stala
se jedna chyba na 8. bitu, puvodné tam byla 1“ a jeste si bude myslet jak je chytry.
Takové situace jsou moiné a Zidny kéd neni odolny vici libovolnému poctu chyb'?,
obecné ale v teorii samoopravovacich kodi pracujeme s predpokladem, Ze vyskyt
méné chyb je pravdépodobnéjsi nez viskyt vice chyb. Tento™ predpoklad
ospravedlnuje adresdta, ktery slovo 110110100 ,precte“ jako odeslané 110, protoze

9Dokonce i v néméiné jsou viechna slova koneén4.

OKlidne i véetné klingonstiny.

H7Zamysleni obecné doporucujeme!

12K dyz si napi. pripustime, ze se stane v deviti bitovém slové az devét chyb, je mozné cokoli,
kéd nekdd.

3Imho rozumny.
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predpoklddd, Ze je pravdépodobnéjsi, Ze nastala jedna chyba ve slove 110110110 nez
ze nastaly ctyri chyby ve slové 010010010.
jsme jiz naznacili: KdyZ nastane prdve jedna chyba, umime z prijatého slova dokonce
zjistit, kde nastala. Napr. dostane-li adresat slovo 010010110, mizZe se zcela oprdv-
néne domnivat, zZe puvodni odeslané slovo bylo ve skutecnosti 010010010 a Ze nastala
chyba v 7. bitu. Kdyz se stanou dvé chyby, tak uz se mize stdat, Ze oprava povede k
chybnému zavéru. Napr. slovo 110010110 uz je rozumnéjsi opravit na 110110110 neZ
na skutecné odeslané 010010010. Kdyby se ale staly chyby jinde, napr. 000010110,
bude rozumnéjsi slovo opravit spravné na 010, protoze kaZdé jiné slovo z naseho opa-
kovaciho kodu je od 000010110 ,vzddleno“ o vice nez dve chyby: napr. kdyby ode-
silané slovo bylo 000000000, musely by nastat chyby tri, a to povaZujeme za ménée
pravdépodobné.

To, Ze néjaky kéd dovoluje chyby nejen objevit'* ale dokonce i opravit'®, budeme
pojmenovavat jako opravovani chyb. Konkrétné nds opakovaci kod opravuje 1 chybu,
ale vice ne, nebot 2 chyby uz opravit umét nemusi.

Kdybychom ptedchozi priklad zobecnili, mohli bychom tici, Ze kdyz odesilané
tTi bity nezopakujeme trikrat, ale nkrat, dostaneme kod, ktery objevuje n — 1 chyb
a opravuje |“*| chyb!S. Takze mizeme zkonstruovat kéd, ktery objevuje a opra-
vuje tolik chyb, kolik si fekneme. Nabizi se ale prirozena otazka, jestli by to neslo
udélat Setrnéji, tedy napr. chci-li objevovat jednu chybu, musime opravdu zpravu
dvakrat prodlouzit a misto napr. 99 bita jich posilat 1987 Ukazeme si kod, ktery
pro objevovani 1 chyby potrebuje dokonce jediny bit navic. Je to takzvany paritni
kéd.

Priklad 4.3 (Paritni kéd). Obecné paritni kod funguje takto: Méjme n bitové slovo
biby - - - b, € AY. Toto slovo zakodujeme tak, Ze k nému pridime jeden bit b, tak,
aby pocet jednicek ve vysledném slové bibs - - - b,b, 1 byl sudy.

Napr. pro n = 3 dostdvame ,koédovaci tabulku “

piivodni slovo || 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
zakddované slovo || 0000 | 0011 | 0101 | 0110 | 1001 | 1010 | 1100 | 1111

Vsimnéte si, Ze ve druhém radku je vZdy sudy pocet jednicek.

Ted si predstavme, Ze v jednom ze zakodovanyjch slov udelame chybu, tj. prepiseme
0 na 1 nebo naopak. Viysledné slovo pak bude obsahovat o jedno pismeno 1 vice nebo
meéné nez puvodni, tedy jednicek bude lichy pocet. Tak pozname, Ze se chyba stala,
neb bezchybnd slova maji sudy pocet jednicek, a paritni kod tedy skutecné objevuje 1
chybu.

Snadno si rozmyslite, Ze paritni kod neobjevuje vice chyb. Dokonce plati, Ze kdyz
se stanou prave dvé chyby uplne kdekoli, tak nepozndme vibec nic, neb vidy dosta-
neme jiné validni kodové slovo se sudym poctem jednicek.

14 Ha! Néco je spatnd!“

15 Ha! Néco je $patné a navic vim kde a co!“

6Toto si prosim rozmyslete a pochopte alespoii na trovni ,kdyz n je 5, tak chapu, pro¢ kéd
objevuje 4 chyby a opravuje jen 2.
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O opravovani chyb také nemuze byt rec: z konstrukce kodu je jasné, Ze sice ob-
jevuje 1 chybu, ale nemdme Sanci poznat, kde tato chyba nastala (mohla nastat
kdekoli).

V predchozich dvou prikladech jsme se ohanéli nékolika pojmy, které jsme zatim
fadné nezavedli'”. Pfedné jsme si zatim nefekli, co je to vlastné to kédovani. Uz v
uvodu jsme si fekli, ze kédovani je ,prepis jednoho Fetézce znaku (neboli slova resp.
pismena) z néjaké abecedy na jiny Fetézec znaku z jiné ¢i stejné abecedy.“ Jelikoz
ten prepis je jednoznacny, tj. jedno slovo vzdy prepiseme stejné, jednd se vlastné o
zobrazeni. A presné jako zobrazeni kodovani definujeme:

Definice 4.4 (kédovani, kéd). Méjme dvé abecedy A a B. KazZdé zobrazeni k : A —
BT nazjvdme kédovdnim'®. Obor hodnot tohoto zobrazeni H,, C BT nazjvdme kéd,
oznacujeme jej K a libovolné slovo z K = H, nazyjvame kédové slovo.

Zobrazeni prirozené rozsitujeme na slova z A" takto: bud u = uug - - - u, € A"
slovo délky n s pismeny u; € A. Potom

k(u) = k(up)k(ug) - - K(uy).

Déle budeme uvaZovat pouze ty kédy, které maji alespon dva prvky.'’
Pro 3-opakovaci kod z Prikladu 4.2 plati toto:

Priklad 4.5 (3-opakovaci kdd, pokracovani). Kdybychom meéli zavést 3-opakovaci
kéd znovu s vyuzitim znaceni z predchozi definice, bylo by to takto: Za abecedu A
bychom vzali mnoZinu Sbitovych pismen®

A3 = {000, 001,010,011, 100,101, 110, 111}

a za abecedu B pak bindrni abecedu® . Zobrazend, které definuje 3-opakovaci kéd
obecné funguje tak, Ze pismenu u (tj. Sbitovému slovu z abecedy A3) pritadi slovo
k(u) = uuu. Pro nasi volbu abecedy A je zobrazeni k popsdno tabulkou

U 000 001 010 011
k(uw) || 000000000 | 001001001 | 010010010 | 011011011

U 100 101 110 111
k(u) || 100100100 | 101101101 | 110110110 | 111111111

Kodem je pak obor hodnot tohoto zobrazent, tedy osm slov z druhého radku tabulky.
Tato slova dle definice nazyvdme kodovymi slovy.

Kdybychom tedy tento kod chtéli pouzit na slovo 001000110, pak jej zakodujeme
do tri kodovych slov

£(001000110) = £(001)r(000)x(110) = 001001001 000000000 110110110.

"Definice piikladem je sice pedagogicky vhodn4, ale z pohledu matematiky by byla hanba, u
takové definice zustat!

8To divné pismenko x je fecké kappa.

YRozmyslete si, Ze s jednoprvkovym kédem bychom ztratili veskerou infomaci o pivodnim
slove.

207e fikdme 3pismennym sloviim pismena? Je to kone¢na alespon dvouprvkovd mnozina? Je!
Abeceda je kazda konecné alesporn dvouprvkova mnozina!

21Kédova slova maji viechna délku 9, bindrnich slov délky 9 je celkem 2° = 512. Z pochopitelnych
divodu je zde nebudeme vypisovat.
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Aby to bylo kompletni, uvedeme i jak formalné zavést paritni kod:

Piiklad 4.6 (Paritni kéd). Jako vstupni abecedu A miZeme vzit mnoZinu vsech
bindrnich slov délky n € N, tedy mnoZinu A} obsahujici 2™ slov. Jako koncovou abe-
cedu B pak bereme bindrni abecedu Ay a obor hodnot je pak podmnozinou bindrnich
slov délky n+ 1. Abychom formdlné popsali, jak vypadd zobrazeni k pro paritni kdd,
uveédomime si jednu véc, na které bude vlastneé vidét divod, pro¢ o kodech mluvime
v tomto textu o linedrni algebre: Jako abecedu mizZeme dle definice chdpat jakoukoli
konecnou mnoZinu, tedy i konecnd telesa! Bindrni abeceda As je tak vlastne totozind
s konecnym télesem Zso a slova délky n jsou vlastné vektory* z vektorového prostoru
7. Kdy? tedy pristoupime™ na to, Ze slovo biby - - - b, je vlastné vektor (by, by, ..., by)
z vektorového prostoru 7. MizZeme paritni kodovani k zapsat takto:

H(blbg cee bn) = blbg e bnbn+17 kde bn+1 = b1 + bg + 4 bn

Pri scitand pismen/¢isel z télesa pouzivime scitini z télesa Zo, tedy scitani modulo
2. Napr. pron = 3 a slovo bibsbs = 110 pak dostdavdime by =1+ 1+ 0 =0 a tedy
k(110) = 1100.

Obor hodnot kodovdni k, tedy paritni kod, pak muzeme popsat jako podmnoZinu
slov/vektorti z Zy+t, které vyhovuji rovnici

by +by+ -+ by =0,

Tato rovnice skutecné plati pouze, pokud mezi pismeny by aZ b,1 najdeme sudy pocet
jednicek.

Takze uz jsme si vyjasnili, co je to to kddovani a kdéd. Zbyva nam si vyjasnit, co
je to presné to objevovani a opravovani chyb. Zacneme tim, zZe si presné rekneme, co
povazujeme za chybu, coz je zfejmé dosti nerigorézni pojem. Chyb muze vzniknout
ve slové mnoho, jedno pismeno se prepise na jiné, dvé pismena se prohodi, ¢ast slova
se ztrati, ¢ se nam do slova vloudi néjaké pismena navic**. Teorie kédovani je uz
pomérné stara disciplina a navic stale ziva, takze se stale konstruuji nové kédy pro
nové situace, kdy jsou rizné druhy chyb rtzné pravdépodobné. My v tomto textu
budeme uvazovat jediny druh chyby:

Za chybu povazujeme pouze prepis jednoho pismena na jiné
pismeno dané abecedy. Jiné druhy chyb v tomto textu neuva-
zZujeme.

V Prikladu 4.2 jsme si tekli, ze 3-opakovaci kéd objevuje 2 chyby, ale uz ne
tfi. Divod byl ten, ze kdyz udélame tifi chyby na ,vhodnych“ bitech, dostaneme
z jednoho koédového slova jiné kéodové slovo a adresat pak nevi, ze se stalo néco
Spatného. Konkrétné jsme si to ukazali na prikladu kédového slova 010010010: Kdyz
se stanou chyby v 1., 4. a 7. bitu, dostaneme slovo 110110110, coz je také kdédové

22Glova jsou skuteéné vlastné usporddané ntice pismen, no a kdyZ jsou pismeny 0 a 1, tak
usporadanou ntici pismen muzeme prirozené chépat i jako usporadanou ntici ¢isel z télesa, tedy
jako vektor!

23Kdo na to nepiistoupi, bude zejména, v pifsti kapitole trpét.

24Pokud délate preklepy, tak mate celkem dobrou predstavu, co se miiZe stat.
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slovo a o zadné chybé tak nemame tuseni. Kdyz se ale stanou dvé chyby, tak uz
se nam nemuze stat, ze bychom z jednoho kdédového slova ziskali jiné. Jak tuto
vlastnost zachytit formalné a presné? Vyuzijeme k tomu definici vzdalenosti dvou
slov, kterd by méla mit nasledujici vlastnost: Vzdédlenost dvou (stejné dlouhych) slov
je rovna k, jestlize z jednoho slova mizeme vyrobit to druhé tak, ze udélame k chyb,
tj. prepist jednoho pismene na druhé, a toto k je nejmensi mozné s touto vlastnosti
(tj. méné chyb ndm ke zméné jednoho slova na druhé nestaci). Takova vzdélenost je
ale v informatice celkem znama a 1ika se ji Hammingova vzdalenost slov:

Definice 4.7. Pro dvé slova u = ujus---u, a v = vivy---v, stejné délky n a nad
stejnou abecedou definujeme Hammingovu vzddlenost jako

d(u,v) = pocet indexii i € n takovych, Ze u; # v;.
Pro priklad dvou slov vyse tedy plati
d (010010010, 110110110) = 3,

neb se lisi na tfech mistech (s indexy 1, 4, 7).

Pro paritni kéd z Ptikladu 4.6 plati, ze kazdé dvé kddova slova maji Hammingovu
vzdélenost alesponi dva?’. NemtiZe se tedy stat, Zze udélame jednu chybu a z jednoho
kédového slova vyrobime jiné, k tomu je potfeba vzdy alespon dvou chyb.

Predstavme si, ze by néjaky neuvazlivec vymyslel koéd s kdédovymi slovy 0000,
0010, 1100 a 1111. Kolik tento kod objevuje chyb? Kdybychom chtéli poslat adresa-
tovi kddové slovo 0000 a méli smiilu, mohla by se stat chyba ve tretim bitu. Adresat
by prijal slovo 0010, coz je taky kodové slovo, takze by nemél diuvod si myslet, ze
néjaka chyba nastala. Tento kdd tedy neobjevuje ani jednu chybu! A pro¢ tomu tak
je? Protoze obsahuje dvé kédova slova, jejichz Hammingova vzdalenost je jedna. A
pravé toto ¢islo, které udava vzdalenost dvou nejbliZsich kdédovych slov, je velmi
dilezitou charakteristikou k6du®®. Zavedeme si jej tedy v definici spolu s p¥islusnym
znacenim.

Definice 4.8. Pro kod K definujeme a znacime minimadlni vzddlenost kédu jako
p(K) = min{d(u,v) | u,v € K,u # v}.

Minimalni vzdalenost paritniho kédu je tedy 2. Pro n-opakovaci kéd (kazdé ko-
dované slovo nkrat opakuje), ktery si oznac¢ime K", je pak minimdlni vzddlenost
rovna n, tedy p(K") = n.

V predchozim textu jsme si (snad) vSe dostatecné vysvétlili, takze ted jiz mu-
zeme zavést formalni definici toho, ze kdéd objevuje chyby. Tato definice zachycuje
myslenku, ze kod objevuje t chyb, jestlize se z zadného kédového slova nedostaneme

na jiné kédové slovo tim, Ze se v ném piepise ¢ pismen®’.

257kuste si rozmyslet, ze Hammingova vzdalenost dvou kédovych slov paritntho kédi je vidy
suda.

26 Kazdy Tetéz je silny jen tak, jak je silny jeho nejslabsi &lanek.“ Arthur Conan Doyle, J.
Watson — Udoli strachu

2TTo vlastné znamend, ze kéd objevuje KAZDOU moznou chybu v libovolnych ¢ pismenech
libovolného kédového slova.
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Definice 4.9. Rekneme, Ze kéd K objevuje t chyb, jestlize u(K) > t.

Paritni koéd tedy objevuje jednu chybu, ale uz ne dvé chyby. Opakovaci kod K"
mé minimélni vzdalenost n, a tedy objevuje ¢ chyb, kde t = 1,2,...,n — 1. Casto je
pro nas nejzajimavéjsi nejvyssi mozna hodnota t; abychom toto zdtraznili, budeme
napriklad tikat, ze kod K™ objevuje nejvyse n — 1 chyb.
slovo neni jedno z kédovych slov, ale navic musime byt schopni urcit, které kédové
slovo bylo odeslano. Toto urcovani odeslané¢ho kédového slova se tyka procesu deko-
dovani, kterému se budeme podrobné vénovat az v posledni c¢asti této kapitoly, ted
nam bude stadit zakladni pochopeni. Dekédovani bude probihat v zésadé takto®:
Predpoklddejme, ze pouzivame kéd K a prijmeme slovo u (toto slovo muze a nemusi
obsahovat chyby).

1. Pokud je u kédové slovo, tj. u € K, dekédujeme jej jako u, neb nemame divod
se domnivat, ze pti jeho prenosu doslo k néjakym chybam.

2. Pokud neni u kédové, tj. u ¢ K, najdeme vSechna kédova slova, kterd jsou u
nejblize.

3. Pokud je toto nejblizsi slovo jediné, oznacme jej jako v, budeme predpokladat,
ze to je slovo, které bylo ptivodné odeslano a u dekdédujeme jako v.

4. Pokud je téchto nejblizsich slov vice, tak bud nahlasime, Ze nevime, nebo si
vybereme dle néjakého klice, nebo treba i nahodné.

Priklad 4.10 (Opakovaci kéd K*). Uvedme si priklad na opakovacim kédu K*,
ktery spocivd v 4mndsobném opakovani 3bitového slova. Predpokldadejme, Ze prijaté
slovo je 011011011011. Toto slovo je kodové, takze jej dekodujeme jako 011011011011
a predpokladdme tak, Ze skutecné odeslané slovo bylo 011.

Pokud bychom prijali slovo 011011011001, které neni kodové, pokusime se najit
vsechna nejblizsi kodovd slova. Jediné kodové slovo 011011011011 je od naseho pri-
jatého slova ve vzddlenosti 1. Viechna ostatni kédovd slova maji vzddlenost vyssi.
Slovo 011011011001 tedy dekodujeme jako 011011011011.

Pokud by nami prijaté slovo bylo 001011011001, tak najdeme dvé nejbliZsi kodovad
slova: Slova 011011011011 @ 001001001001 maji od naseho slova 001011011001 obé
Hammingovu vzddlenost 2. Pri prijeti slova 001011011001 tedy bud nahldsime, Ze se
dekédovdni nezdarilo, nebo si z téchto dvou slov ndhodné vybereme® .

V definici opravovani chyb se tedy budeme snazit postihnout pocet chyb, pti
kterych je vyse popsana dekoédovaci procedura vzdy schopné najit spravné kédové

28Na konkrétnich piikladech uz jsme to vlastné predvedli vyse, aniz bychom tomu fikali deké-
dovani.

297kuste si rozmyslet, Ze dalsi nejblizsi kédové slovo mé vzdalenost 3.

30Jsou situace, kdy je lepsi néjaké dekédovani provést, nez proces prijimani zprav zastavit ¢
néjak komplikovat. Napr. ¢teme-li data z CD pri hrani hudby, neni nejlepsi strategie hudbu zastavit
kdykoli se cteni takto pokazi. Pro neznalé: CD je takové kolecko, na které se uklddala data na
zacatku tohoto tisicileti. Vy se s touto starozitnou technologii nejspise setkate pfi odevzdavani
Vasi bakalarské prace.
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slovo. V nasem prikladu to byla pouze jedna chyba, neb uz u dvou chyb jsme mohli
dostat dveé stejné vzdalena kédova slova. Dtivod je ten, ze minimalni vzdalenost kédu
K* je ¢tyfi, proto se jiz pii dvou chybach miizeme dostat ,,pfesné mezi“ dvé kédova
slova a jednoznacné dekoédovani jiz neni mozna. Kdybychom chtéli opravovat dveé
chyby, museli bychom pouzit kod K°.

Definice 4.11. Rekneme, Ze kéd K opravuje t chyb, jestlize u(K) > 2t.

Kod, ktery by mél opravovat 1 chybu, nesmi mit minimalni vzdalenost mensi nez
3, pro opravu dvou chyb uz potfebujeme minimalni vzdalenost 5 atd. Kod, jehoz
n—1

minimalni vzdalenost je n > 2, opravuje nejvyse |“5=] chyb.

Pokud obé definice ddme dohromady, ziskame:

Pozorovani 4.12. Je-li u(K) = n, potom kéd K objevuje n — 1 (a mensi) chyby a
opravuje ["51] (a mensi) chyby.

Informacni a kontrolni znaky, systematicky kéd

Nyni uz umime urcéit, kolik chyb dany koéd objevuje a opravuje. To ale neni jediny
atribut kédu, ktery by nam tikal, jak je kéd dobry. Napriklad kédujeme-li paritnim
kédem nebo opakovacim kédem K? tiibitova binarni slova, dostdvame dva rizné
kody s minimalni vzdalenosti dva, které kazdy objevuji jednu a neopravuji zadnou
chybu. Kédova slova paritniho kodu budou ¢tyrbitova, nebof ke zvétseni miniméalni
vzdalenosti na dva, nam stacil jeden bit. Budeme fikat, ze tento paritni kod obsahuje
3 bity (resp. pismena ¢i znaky), které nesou informaci, a jeden jediny, ktery je tzv.
kontrolni. Naopak opakovaci kdéd potieboval ke zvétseni minimalni vzdalenosti na
dva celé tTi bity: z celkovych 6 bith kédového slova tak pouze 3 nesou informaci
o odesilaném slové a zbylé 3 jsou kontrolni. Z jistého pohledu je tedy paritni kod
trikrat tspornéjsi, nez uvedeny kéd opakovaci.

Abychom si tyto pojmy definovali obecné, budeme muset predpokladat vlastnost
koédu, se kterou jsme v nasich dosavadnich prikladech vzdy jen tak mimochodem
pocitali, tedy ze kddova slova jsou vSsechna stejné délky. To lze formalné zapsat tak,
7e koédovani k z Definice 4.4 je zobrazeni do mnoziny B pro né&jaké ¢ € N. Napf.
vyse uvedeny paritni kod je zobrazen{ z Z3 do Z3 a opakovaci kéd ze Z3 do ZS.

Definice kdédovani tuto vlastnost ale nevyzaduje. Napr. zobrazeni z mnoziny
{a, b, ¢} do slov nad bindrni abecedou definované jako x(a) = 1, k(b) = 01, k(c) = 001
je korektné definované kodovani, ale tézko budeme urcovat, kolik pfesné bitil nese
informaci a kolik nikoli*!.

Dva vyse uvedené priklady by mohly vést k domnénce, ze jako informacni pocet
znaki vezmeme prosté pocet znaki, které obsahovalo kddované slovo (napr. 001),
a pocet kontrolnich znaki pak bude urcéen tim, kolik znakd jsme museli pridat,
abychom z tohoto slova vyrobili slovo kédové (0011 pro paritni kéd resp. 001001
pro opakovaci). To by byla nesikovna definice, protoze kddovani nemusi byt vzdy
tak primocaré. V Definici 4.4 mohou byt vstupni abeceda A a vystupni abeceda B
obecné rizné a tak by ndm podobné pocty mohly zkolabovat. Uvazujme naptiklad

3INe Ze by to neslo udélat, ale vyzadovalo by to trochu sofistikovanéjsi metody, kterymi si
jednoduchou linearni algebru nebudeme kazit (viz napf. pojem entropie)).
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kodovani & : {a,b,c,d} — Z3 z Ctyipismenné abecedy do ti{bitovych Fetézci zadané
nasledovneé:

k(a) = 000, k(b) = 011, k(c) = 101, k(d) = 110.

S trochou fantazie lze Tici, Ze se jedna vlastné o paritni kod, ktery jsme ziskali tak,
ze jsme prepsali ¢tyfi pismena a, b, ¢, d do dvou bita: 00,01, 10, 11, a nasledné pridali
jeden bit tak, abychom ziskali paritni kod. I zde mizeme intuitivné tici, ze dva bity
nesou informaci a treti je tam pro kontrolu, abychom mohli objevit jednu chybu.
Kvili témto nuancim definujeme informacni a kontrolni znaky nasledovné.

Definice 4.13. Rekneme, Ze kéd K C B (tj. predpokliddme, Ze kédovd slova maji
stejnou délku!) ma k informacénich znaki a n — k kontrolnich znakd, jestlize
ezistuje bijekce o : B¥ — K.

Kdyz mezi dvéma konecnymi mnozinami existuje bijekce, maji tyto dvé mnoziny
nutné stejné prvkia*?. Piedchozi definici bychom tedy mohli ekvivalentné pfepsat
tak, ze kod K C B™ ma k informacnich znaki, jestlize obsahuje tolik kédovych
slov, kolik slov obsahuje mnoZina B*. Napi. pro bindrni abecedu B = Z, dostdvame
nasledujici: k6d K C Z2 ma k informacnich znakil, pravé kdyZ obsahuje pravé 2~
kédovych slov.

Paritni a opakovaci kéd, tak jak jsme si je zadefinovali, maji jednu péknou vlast-
nost: je velmi jednoduché v nich identifikovat ty znaky, které nesou informaci*® (jsou
vzdy na zacatku) a ty, které jsou kontrolni (jsou vzdy az za témi informacnimi). To
je zejména z pohledu implementace velmi vyhodné**. Chceme-li napiiklad kédovat
tribitova slova 000,001, ...,111 paritnim kdédem, tak slovo precteme, dopocitame
¢tvrty bit a ten za prectené slovo prosté pripojime. Podobné pro opakovaci kod, tam
budeme pouze pripojovat vice bitt.

Tuto vlastnost nema tzv. koktavy kéd, coz je vlastné jinak pojaty opakovaci
kod. Napriklad tribitova slova by 2-koktavy kod zakdédoval nasledovneé:

puvodni slovo H 000 ‘ 001 ‘ 010 ‘ 011 ‘ 100 ‘ 101 ‘ 110 ‘ 111
zakodované slovo H 000000 ‘ 000011 ‘ 001100 ‘ 001111 ‘ 110000 ‘ 110011 ‘ 111100 ‘ 111111

Na rozdil od opakovaciho kédu koktavy kod neopakuje cela slova, ale jednotliva pis-
mena. Uvedeny koktavy kod (opakujici pismena dvakrat) ma stejné jako opakovaci
kéd (opakujici slovo dvakrat) minimdlni vzdéalenost dva. Objevuje tedy 1 chybu a
neopravuje zadnou. Nema ale tu vlastnost, kterou popisujeme v predchozim od-
stavci: kdédujeme-li napt. slovo 010, nesta¢i nam pridat t¥i bity za toto slovo, ale
musime vytvorit slovo tiplné nové. To, jestli tuto vlastnost ma nebo nema, pozname
snadno podle tvodnich k znak, kde k je pocet informacnich znakl dle Definice 4.13.
Precteme-li u nasich tii kodu se tfemi informacnimi znaky (tj. &k = 3) prvni tfi bity
vsech kodovych slov, zjistime, ze pro paritni a opakovaci kéd jsou tyto tii bity pro

32Nejen nutné, ale i ,postacujicné®: existence bijekce mezi dvéma koneénymi mnoZinami je
ekvivalentni s tim, ze maji stejné prvki. U nekonec¢nych mnozin mluvime o stejnych mohutnostech.

33Pojem ,nést informaci“ jsme si nedefinovali, ale véfime, ze laskavy &tendf intuitivné tusi, co
tim myslime.

34K6dovani se odehravé obvykle na nejnizsich vrstvich komunikace a je pro néj klicové, aby
bylo rychlé a dalo se provadét prakticky okamzité bez potfeby néjakych vyznamnéjsich nebo sofis-
tikovanéjsich vypocetnich zdroji. Viz také predmét BI-SAP: struktura a architektura pocitacu.
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ruzna kodova slova odlisna, kdezto pro koktavy kod méame napt. dvé kédova slova,
zacinajici tfemi bity 001.

Definice 4.14. Méjme kod K C B™ s k informacnimi a n — k kontrolnimi znaky.
Lze-li bijekci @ z Definice .13 zvolit tak, Ze pro kazdé u € B* existuje v € B*F
takové, Ze

o(u) =uv € K,

rikame, Ze K je systematicky kod.

Obecné lze tici, ze dobry koéd pozname z poméru minimélni vzdélenosti, ktera
urcuje, kolik chyb kod objevuje a opravuje, a poc¢tu kontrolnich znakt, ktery urcuje,
jak moc nam kod bude zvétsovat odesilané zpravy. Nasledujici véta nam rika ve vsi
obecnosti, v jakou nejvyssi minimalni vzdalenost mizeme doufat.

Véta 4.15 (Singletoniv odhad). Méjme kéd K C B"™, potom
#E < (#B)" 0 (4.1)

kde # znaci pocet prvki v mnozine.
Specialné: je-li K C B™ kod s k informacnimi znaky, plati pro jeho minimadlni
vzddlenost
w(K)<n—k+1. (4.2)

Diikaz. Oznacme si d := pu(K) a uvazujme zkraceny kod
K" = {ujuy .. . up_q11 € B, takové, Ze uy ... u, € K},

ktery vznikne ze slov kodu K vynechanim poslednich d — 1 znakd.

Méjme libovolnd dvé rizné kédova slova u,v € K. Jelikoz je u(K) = d, musi se
tato slova lisit alespon v d znacich, pricemz alespon jeden rozdil musi byt v prvnich
n — d + 1 znacich. Proto se nutné lisi i zkracena slova wuy ... u,_gr1 @ U1 ... Vp_gi1.

Tedy ke kazdému slovu z K existuje pravé jedno slovo z K’. Proto ma K stejné
prvki jako K, kterych je nejvyse tolik, kolik je slov v B*~4*!. Z ¢ehoZ plyne nerov-
nost (4.1).

Konecné ve specidlnim pripadé, kdy kéd ma k informacnich bittt mame

(#B)k _ #K < (#B)n—,u(K)-i-l.

Ze ziskané nerovnosti jiz primocate plyne pozadovanéd nerovnost (4.2).

[]

Pro paritni kéd, ktery ma jediny kontrolni znak, je hranice ,pocet kontrolnich
znaktl + 1“ tedy dosazeno®”, neb jeho minimdlni vzdéalenost je dva. U opakovacich
kédti uz hranice dosazené neni, napi. pro K3 pro tiibitova slova je pocet kontrolnich
znakil 6, ale minimalni vzdalenost je tri.

35Takové kody, pro které plati v (4.2) rovnost, se nazyvaji MDS kédy (viz édst Dodatky 4.5).
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4.3 Linearni kédy

Spojeni teorie samoopravovacich kodi s linedrni algebrou spociva v jiz diive uvedené
myslence, ze konecné téleso Z,, lze zaroven chdpat jako abecedu a ze vektory ze Zj
lze chapat jako slova délky n. Ve zbytku této kapitoly tento dvoji pohled dotdhneme
tak daleko, ze rozdil mezi slovem a vektorem tuplné smazeme. Budeme tedy slova
s¢itat (po slozkdach modulo prvocislo p) a ndsobit ¢islem z télesa Z,. Ze slov budeme
tvorit matice a budeme je maticemi nasobit: napr. vysledkem nésobeni slova 00110
ze 75 matici

1 11 1
1 10 1
1 10 1

o SO = O

(myslime nésobeni matici zleva, a tedy slovo bereme jako sloupcové) bude slovo 110,

nebot plati

0
1 110 1\ {0 1
1101 1])11l=|1
1100 1/]|1 0
0

Kdyz se tedy smifime s timto ztotoznénim slova a vektoru, mtzeme ftici, ze
dle definice kddu je kazdd neprazdna podmnozina vektorového prostoru Z; kodem.
Ovsem ne kazdou takovou podmnozinu nazveme kédem linedrnim: aby se jednalo o
linedrni kod, bude muset podmnozina Z; tvorit podprostor.

Tim, ze budeme pozadovat, aby byl koéd podprostorem, mizeme pouzit mnoho
uziteénych véci, které jsme si o podprostorech rekli diive. Klicové budou hlavné dve
véci:

1. Kazdy netrividlni podprostor VP Z; ma bazi.
2. Kazdy podprostor lze zapsat jako mnoZinu feseni homogenni soustavy rovnic?®.

Definice 4.16. PodmnoZinu K wvektorového prostoru Z; nazveme linedrni (n, k)-
kod®", jestlize je K podprostor dimenze k.

Necht k € {1,2,...,n— 1}, Matici G € Z’;’”, jejiz radky tvori bazi K, nazij-
vame generujici matici K, matici Hyi € ZZ"“’" takovou, Ze K je mnoZina resent
soustavy Higx = 0, nazyvame kontrolni matici K.

Mame-li (n, k)-kéd K, je dle definice jeho dimenze (jakozto podprostoru Zj) rovna
k. Z toho lze vyvodit mnoho véci:

1. Kazda baze K obsahuje k vektori (tj. slov) a jelikoz kazdé kédové slovo mé n
pismen, ma generujici matice n sloupci a k radku.

36Skutecné, viz Véta 3.45, kterd ika, ze kazdou varietu lze zapsat jako feseni soustavy rovnic
Ax = b. Podprostor je taky varieta, za jejiz vektor posunuti lze vzit nulovy vektor. Z toho nutné
plyne, ze b = 6.

3TV jinych materidlech lze nalézt znaceni [n, k]-k6d, respektive [n, k, []-k6d, pokud ma kéd mi-
nimaln{ vzdalenost [.

38Linearni (n, k)-kédy pro k € {0,n} jsou pro nis nezajimavé a nebudeme se jimi zabyvat.
Laskavy ¢tenar se jisté sam zamysli, pro¢ tomu tak je.
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2. Pro kontrolni matici Hg plati, ze K je mnozina feseni rovnice Hxx = 6.
Dle Frobeniovy véty®® je k = dimK = n — h(Hg). Z toho plyne, ze hodnost
kontrolni matice Hy je rovna n —k a tedy tato matice ma alespon n — k radku
(ur¢ité ma n sloupcu). V definici pozadujeme, aby méla pravé n — k radka,
coz vlastné znamend, ze soubor vektort obsahujici jeji tadky musi byt linearné
nezavisly.

3. Jelikoz radky generujici matice Gk jsou vlastné kodova slova splnujici rovnici
Hyx = 0, plati*® toto:

HxGh =0 e 7™ atedyi GrHEL=6¢zZm",

kde druhé rovnost plyne z prvni: staci souc¢in matic v prvni rovnosti transpo-
novat.

4. Jelikoz téleso/abeceda Z, obsahuje p pismen, obsahuje kazdy podprostor K
dimenze k pravé p* vektorti/slov. Existuje tedy bijekce mezi podprostorem
K a mnozinou Z%. To dle Definice 4.13 znamené, Ze kazdy linearni (n, k)-kod
obsahuje k informacnich a n—k kontrolnich znaki. To je tak vyznacné zjisténi,
ze si jej dame do véty.

Véta 4.17. Linedrni (n,k)-kéd md k informacnich a n — k kontrolnich znakii.

Diikaz. Tuto skutecnost muzeme dokazat i konstruktivné, takovou bijekci mezi K
a Zk nalezneme. Mé&jme libovolné slovo a = ayas - - - ay € ZF. Definujeme zobrazeni
Q: Z’; — Z,, predpisem

pla) = (a1 az - ar)-Gi)"

které kazdému slovu délky k pritadi slovo délky n, a navic ne ledajaké! Rozebere-li si
laskavy ¢tendr, co presné se déje pii ndsobeni ,Fadek krat matice®, zjisti, ze p(a) je
rovno linearni kombinaci radkt matice G . Tedy pro kazdé a € Z’; plati p(a) € K.
Soucasné je toto prifazeni vzdjemné jednoznacné (neboli bijekce), protoze obraz ¢(a)
je vzdy kédovym slovem s tou vlastnosti, ze (ay,aq, ..., ax) jsou jeho souradnice
viici bazi K, kterd je tvofena fadky generujici matice Gt O

Uz jsme si toho o linearnich kodech tekli docela hodné, ale jesté jsme si zadny
neukazali. Tedy presnéji feceno jsme si jesté o zadném kdédu explicitné nerekli, Ze je
linedrni (ve skutecnosti jsme si ukazovali prevazné linedrni kody).

Priklad 4.18 (Paritni kod je linedrni). Zavzpominejme si nyni na paritni kéd z

Prikladu 4.6. Predpokladejme, Ze kodovd slova maji délku n, jsou to tedy vlastné
slova/vektory z vektorového prostoru Zy. Je mnozina kédovych slov paritniho kédu

39Pouzijeme-li znaceni z Frobeniovy véty 3.27, je K vlastné mnozina feSeni homogenni soustavy
znacend Sy.

40Rozmyslete si, jak funguje maticové nasobeni!

A my uz dédvno vime, ze p¥ifazeni ,vektor <> jeho soufadnice ve zvolené bazi“ je vzéjemné
jednoznacné.
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podprostorem? UZ v Prikladu 4.6 jsme si ukdzali, Ze by --- b, € Zy je kédové slovo,
pravée kdyz splniuje rovnict
b1+b2++bn:0,

neb ta je splnéna prave kdyzZ kodové slovo obsahuje sudy pocet jednicek. To ale zna-
mend, zZe kodovd slova jsou pravé ty vektory, které jsou resenim homogenni soustavy
s matici

He=(1 11 - 1)ez

Frobeniova véta ndm ale Tikd, Ze mnoZina veseni homogenni soustavy> je vidy pod-
prostor. TakzZe ejhle: paritni kdd je linedrnim kdédem! Frobeniova véta navic tikd, Ze
dimenze 1eseni homogenni soustavy je rovna poctu promeénnych (zde n) minus hod-
nost matice Hy (zde zrejmé 1), muzZeme upresnit, Ze paritni kod je linedrni (n,n—1)-
kéd obsahujici 2"~ kédovijch slov a majici n — 1 informacnich a 1 kontrolni znak.
Matice Hyi vijse je tedy navic kontrolni matici®® a abychom ziskali néjakou ge-
nerujici, staci najit bdzi reseni homogenni soustavy s touto matici, tedy soustavy

(111 - 1]0)

Matice této soustavy uZ je v hornim stupnovitém tvaru s jednim hlavnim sloupcem
(tim pronim) a n—1 vedlejsimi. Bazi mnoZiny resent je mnoho, jako celkem prirozend
volba se nabizi tato:

((1,0,0,...,0,1),(0,1,0,...,0,1),(0,0,1,...,0,1),...,(0,0,0,...,1,1))

tedy bdze, jejich jty clen obsahuje pravé dvé jednicky: na jtém a ntém misté. Z této
baze pak sestavime generujici matict

100 - 01
010 - 01
Ge=1001 - 01
000 - 11

A s opakovacim kdédem je to podobné, také je linearni:

Ptiklad 4.19. UvaZujme opakovaci kéd K* z Prikladu 4.2, ktery obsahuje slova ze
73, kterd vzniknou trojim opakovdni tripismenného bindrniho slova. Kédovd slova
pozndame tedy tak, Ze se rovnaji jejich 1., 4. a 7. znak, stejné jako 2., 5. a 8. a 3.,
6. a 9. znak. Jingmi slovy, biby ... by je kodové slovo jestlize je resenim ndsledujici
homogenni soustavy**

10010000O0]|0
0100100000
0010010000
(HKS‘Q)_0001001000
0000100T1TQ0]/0
0000O0T1O0GO0T1]/0

42Ve Frobeniové vété znacend jako Sp.

43 A oznacit ji Hy bylo tedy nanejvys proziravé!

4“4 Pozadavek, aby se rovnaly 1., 4. a 7. znak slova by bs - - - by vyzaduje dvé rovnice, napt.: by = by
a by = by, proto ma soustava celkem 6 rovnic. My je napsali v takovém poradi, aby byla soustava
v hornim stupnovitém tvaru.
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Tedy i opakovaci kod je opét roven mnoziné reseni homogenni soustavy a tedy pod-
prostor. Kdyz si opét vezmeme na pomoc Frobeniovu vétu a fakt, Ze matice Hys (coZ
je kontrolni matice opakovaciho kédu K?*) md hodnost 6, miZeme fici, Ze tento nds
opakovaci kéd je linedrni (9, 3)-kod.

Generujici matici muzZeme volit vselijak, neb bazi prislusného tridimenziondlniho
podprostoru je vice, ndsl. matice je opét asi nejprirozenejsi volbou:

100100100

Linearni kédy mohou i nemusi byt systematické. Priiklady téch systematickych
jsme si jiz uvedli: paritni i opakovaci kdd jsou systematické. Jako priklad nesyste-
matického kédu miiZzeme vzit napt. linedrni (5,2)-kéd z nasledujiciho prikladu.

Piiklad 4.20. Uvazujme kid nad abecedou/télesem Zs s nasledujici generujici ma-

tici
100 21
GK:Z(O 011 0)'

Tato matice je v hornim stupnovitém tvaru a md zrejme hodnost dva, soubor jejich
radki je tedy skutecné linearné nezavisly a tvori bazi néjakého dvoudimenziondlniho
podprostoru. Abychom ziskali vsechna kédovd slova, staci vzit vSechny linedrni kom-
binace dvou bazickijch vektori (tj. radki generujici matice) 10021 a 00110. Takovijch
linedrnich kombinaci je 3> = 9, nebot téleso Zs md tri proky, existuje tedy prdvé devét
kodovyjch slov:

00000, 10021, 20012, 00110, 00220, 10101, 20122, 10211, 20202.

Generujici matici jsme dostali zadanou, jak ziskat matici kontrolni? Hleddme vlastné
matici Hy takovou, Ze mnozina reseni homogenni soustavy s touto matici bude rovna
podprostoru (tj. linedrnimu kédu)

(10021, 00110).

Takové typy iloh uz ale Tesit umime! Podprostor je varieta (za jejiz vektor posunuti
muzeme volit nulovy vektor) a hledat kontrolni matici je tak vlastné tloha hleddani
neparametrickych rovnic variety! Presny postup je ddn dikazem Veéty 3.45: vime, Ze
hledanda matice bude mit 5 — 2 = 3 radky a Ze tyto radky miZeme volit jako jakékoli
reseni homogenni rovnice s matici, jejiz radky jsou bazické vektory zaméreni dané
variety (zde podprostoru/linedrniho kddu):

100 21

00110/
To ale neni nic jiného, nez generujici matice! Hledané tri vektory jsou napriklad
20001, 10210 a 01000 a jako kontrolni matici muzZeme tedy vzit

20001
Hy=(1 0 2 1 0
01 00O
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Linearni (5,2)-kdéd z predchoziho piikladu neni systematicky. Vime, ze mé 2 in-
formacni znaky a aby byl systematicky, museli bychom pti prec¢teni prvnich dvou
znakt vsech jeho kodovych slov dostat vsech devét dvoupismennych slov nad abe-
cedou Zs. Kodova slova jsou ale tato:

00000, 10021, 20012, 00110, 00220, 10101, 20122, 10211, 20202.
a jejich prvni dva znaky nam tedy davaji mnozinu
00, 10, 20, 00, 00, 10, 20, 10, 20,

ve které chybi napt. slovo 11.
Poznat, jestli je linearni kod systematicky, je ale o néco jednodussi, zname-li jeho
generujici matici a nasledujici vétu.

Véta 4.21. Linedrni (n, k)-kod je systematicky prave tehdy, kdyz generujici matici
lze volit ve tvaru

Gk = (Ex A),
kde Ey, je jednotkovd matice typu k x k a A néjakd matice typu k x (n — k).

Nez si vétu dokéZzeme, zamyslime se nad tim, co vlastné {ka*. Zvolme si pro
nazornost za pocet informacnich znakt k£ = 3 a za abecedu Z,. Je-li kdd systema-
ticky, tak mnoZina tfech prvnich znaki vsech slov je rovna mnoziné Zj a obsahuje
tedy i slova 100, 010 a 001. V takovém kdédu tedy existuji tri kddova slova zacinajici
pravé témito tiemi znaky, oznac¢me si je'® uy = 100---, uy = 010---, ug = 001 - --.
Snadno si rozmyslite, ze tato slova (chapéna jako vektory) jsou linedrné nezévisla
a tedy tvori bazi tfidimenzionalniho podprostoru, ktery je zadanym systematickym
linedrnim (n, 3)-kédem. No a co se nestane, kdyz tyto t¥i vektory dosadime do ge-
nerujici matice jako jeji radky: dostaneme matici

Gk =

o O =
[ )
_ o O

jejiz prvni t¥i sloupce tvori jednotkovou matici! A ted uz je jisté pozorny ¢tenar pri-
praven na rfadny dikaz. Doporucujeme pripomenout si Definici 4.14 systematického
kédu, kterda pozaduje pro linearni (n, k)-kod nad Z, existenci bijekce ¢ : Z’; — K
takové, ze pro kazdé u € Z'; existuje v € Z;L—k pro které p(u) = uv.

Diikaz. Bud K systematicky linearni (n, k)-kéd. Potom v ném existuje bijekce ¢ :
Z’; — K s vySe popsanou vlastnosti. Bud & = (ey, ..., ex) standardni baze Z’;. Pro
viechna i € k polozme ¢(e;) = e;v;; dle definice jsou e;v; kddova slova. Soubor
téchto k slov je ziejmé linedrné nezavisly*” a tvoif tedy bazi K. Z jejich konstrukce

45To je ostatné vhodné vzdy!

467§ tecky ...naznacuji, ze nas hodnota ¢tvrtého az ntého znaku kédovych slov uy,us a usg
nezajimaji.

4"Nebo snad lze jeden z téchto vektorti napsat jako linedrni kombinaci ostatnich? Umite to se
standardni bézi?
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je navic jasné, ze kdyz je pod sebe napiseme v poradi ejvy, esv9, ... e,vy, dostaneme
generujici matici, jejichz prvnich k sloupcu tvori kyzenou jednotkovou matici.
Pro diikaz implikace zprava doleva predpokladejme, Ze generujici matice linear-
niho (n, k)-kédu K je
Gr = (Ek A) ,

pro néjakou matici A. Hledanou bijekci mezi ¢ : Z’; — K lze volit (podobné, jako v
dikazu Véty 4.17) nasledovné: pro kazdé u = uqug - - - uy € Z’; polozime

@(u) - ((U1 Uy -+ - uk) . (Ek A))T — UU487

kde slovo v je vektor dany soucinem

((u1 Uy -+ Up) -A)T.
]

Mozna si fikate, kam se nam podél pojem nejmensi vzdalenost koédu a obje-
vovani/opravovani chyb. Rikali jsme, Ze to je klitova vlastnost kédu a ted o tom
mlcéime. Zde si ukdzeme, zZe zjistit minimélni vzdalenost linedrniho kédu je jedno-
dussi, nez u kdédu v obecném pripadé. Obecné je tfeba projit vSechny dvojice kédo-
vych slov a pro kazdou dvojici spocitat Hammingovu vzdélenost. Pro linearni kod
je to jednodussi, neb plati nasledujici vlastnost plynouci z uzavienosti podprostoru
vii¢i operacim vektorového prostoru: jsou-li u a v dvé kodova slova, je u — v také
kodové slovo. Nez si ukazeme, jak tohoto vyuzit k rychlejsimu uré¢ovani minimélni
vzdalenosti kédu, definujme si nasledujici pojem:

Definice 4.22. Pro u = wjuy---u, € Z; definujeme Hammingovu vdhu jako
|lul| = pocet i € i takovich, Ze u; # 0,
tj. jako pocet nenulovijch znaki ve slove u.

Predstavme-si, ze v a v jsou dvé nejblizsi koédova slova v linearnim kédu K
reknéme, ze jejich vzdalenost je ¢, coz je tedy soucasné i minimalni vzdalenost kédu
K. Tato slova se lisi pravé v £ znacich a v ostatnich se shoduji. Jelikoz K je linearni,
je u — v také kodové slovo. Jak toto kodové slovo vypada? Na ¢ mistech ma znak
rizny od nuly a na zbylych mistech je u — v nulové. Dle definice je jeho vaha rovna
¢, coz je soucasné minimalni vzdéalenost kodu.

No a jelikoz Hammingova vaha slova u je vlastné vzdalenost od nulového slova
(nulového vektoru), ktery v linedrnim kédu vzdycky je'®, dokdzali jsme vlastné né-
sledujici:

Pozorovani 4.23. Bud K linedrni kod.

48Pod wv si zde musime piedstavit zfetézeni slov u a v, tedy ntici, kterd je navic napsana do
sloupecku. Opét si prosim podrobné promyslete, co presné se déje pii maticovém nasobeni vyse.
49Fakt! V kazdém podprostoru je nulovy vektor!
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(i) Pro libovolné u,v € K plati

d(u,v) = [u = v].

(ii) Minimdlni vzddlenost kédu je rovna minimdlni vdze nenulového kédového slova,

neboli
u(K) = minlull | u € K, u # 0}.

Priklad 4.24 (pokracovani). Vise jsme si ukdzali linedrni (5,2)-kdd s kodovymi
slovy
00000, 10021, 20012, 00110, 00220, 10101, 20122, 10211, 20202.

Minimalni vzdalenost tohoto kodu je rovna 2, nebot v nem jsou nenulovd slova s vd-
hou 2 a Zadné slovo vahy 1. Tento kod tedy objevuje nejuyse jednu chybu a neopravuje
Zadnou.

Existuje jesté jeden zptsob, jak zjistit minimalni vzdalenost linearniho kodu: s
vyuzitim kontrolni matice a inspekci jejich sloupcti. Vezméme si kéd z predchoziho
prikladu: nenulové kdédové slovo s nejmensi vahou je napr. 00220, kontrolni matice
tohoto kédu je (viz vyse)

2 0 0 01

He=11 0 2 1 0

01 000

Musi tedy platit, ze
0
0
Hi 2] =06.

2
0

7 toho je vidét, ze linearni kombinace 3. a 4. sloupce s koeficienty 2 a 2 dava nulovy
vektor. To znamena, ze soubor tvoreny témito vektory je linearné zavisly! No a toto
pozorovani 1ze zobecnit do nésledujici véty:

Véta 4.25. Linedrni (n, k)-kéd K objevuje, resp. opravuje t-chyby pravé tehdy, kdyz
je soubor libovolngjch t, resp. 2t sloupci v jeho libovolné kontrolni matici Hy line-
arné nezavisly.

Diikaz. Tvrzeni véty dokéazeme pro objevovani chyb, neb jde vlastné o minimalni
vzdalenost kédu a tvrzeni bychom mohli pfeformulovat®® takto:
u(K) >t < soubor libovolngjch t sloupci Hy je LN.
(=): Implikaci dokédzeme sporem. Uvazujme nejprve, ze minimélni vzdalenost je

vétsi nez t, ale existuje linearné zavisly soubor tvoreny t sloupci néjaké kontrolni ma-
tice Hi. Ozna¢me indexy téchto sloupct j; az j; a koeficienty prislusné netrividlni

S0Skutecné, z definice plati , K opravuje t-chyby < u(K) > 2t < K objevuje 2t-chyby*.
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linedrni kombinace téchto sloupcu jako uy,us,. .., u; (jelikoz je kombinace netrivi-
alni, existuje i € £,u; # 0). Vytvorme slovo v délky n tak, Ze jeho pismeno na pozici
ji je rovno u; pro viechna i €  a vSude jinde jsou nuly. Hammingova véha slova v je
tedy nejméné 1 a nejvyse ¢, ovSem také plati, ze (bereme-li v jako sloupcovy vektor)

ZU”LHK Z (Hi)w = Hy - (v va -+ v,)" = Hg - v,

kde prvni rovnost plyne z pridani nulovych sc¢itancti do sumy a preindexovani
(misto koeficient uy, ..., u; prochazime ntici ziskanou doplnénim nulami) a druhd
rovnost plyne ze zakladni vlastnosti maticového nasobeni — nasobime-li matici zprava
sloupcovym vektorem v, vyrabime linearni kombinace sloupct této matice s koefici-
enty vy.

V kédu K jsme tedy nasli nenulové(l) kédové slovo v s ||v|| < ¢, coz je spor s
predpokladem pu(K) > t.

(«<): Dukaz druhé implikace je obdobny. Predpokladdme, ze pro libovolnou kon-
trolni matici Hg plati, ze libovolny soubor ¢ jejich sloupct je LN a chceme dokazat,
ze u(K) > t. Budeme postupovat opét sporem, oznac¢ime-li d := pu(K), pro spor
predpokladejme, ze d < t. Tedy v kodu existuje néjaké kodové slovo v, které je
nenulové a ma tuto minimalni Hammingovu vahu d. To znamena, ze existuji indexy
i1,...,1q € N takové, Ze v;; jsou nenulovd pismena a na vsech ostatnich indexech ma
slovo v nulu.

7 definice kontrolni matice a vlastnosti maticového nasobeni pak dostavame

n
UGK@QZHK‘(’U]" :Z HK :ZU”
j=1 =1~
#0
Jelikoz jsme nalezli netrivialni linedrni kombinaci d sloupci H g rovnou nulovému
vektoru, tento soubor musi byt LZ. Nutné tedy plati d > t (predpokladali jsme totiz,

ze kazdy soubor t sloupctu (nebo mensi) je LN) a dostavame spor. O

Predchozi véta nam pomtze z kontrolni matice poznat zejména kdédy, jejichz
minimalni vzdélenost je hodné nizka. Plati totiz jeji nésledujici trividlni disledky:

(i) Linearni kdd ma minimélni vzdalenost jedna, pravé kdyz jeho kontrolni matice
obsahuje nulovy sloupec.

(ii) Linedrni k6d ma minimalni vzdalenost dva, pravé kdyz kontrolni matice neob-
sahuje nulovy sloupec a néjaky sloupec kontrolni matice je nasobkem jiného.

4.4 Dekoédovani

V prvni ¢asti jsme popisovali, jak zakdédovat slovo. Pokud chceme poslat néjaké slovo
x € A, tak jej nejdifve zakédujeme pomoci kédovaci funkce x na slovo x(z) = u €
K, kde K C A" je linedrni (n, k)-kod. Nésledné slovo u posleme a prijmeme slovo
o', které se kvili Sumu muze lisit od u o chybu € (tj. v’ = u + ¢).
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Dek6dovani pro nas bude takové zobrazeni 4, které slovu u' pritadi néjaké ko-
dové slovo (idedlné odeslané kédové slovo u). Potom jiz pii troSe $tésti®! pouZitim
inverzniho zobrazen{ k! obdrZime ptivodn{ odeslané slovo x = x~1(5(u’)).

kodovani prenos dekddovani
—_— g — Y — Yr —FT
K ) (k)

Akz

Obrézek 4.1: Schéma prenosu.

Definice 4.26. Bud K linedrni kéd. Dekédovdni’? je libovolné zobrazeni 6 : A™ —
K takové, Ze pro kazdé kodové slovo a € K plati §(a) = «.

Pozorovani 4.27. Pokud linearni kod K opravuje t-chyby a definujeme
d(u") := ,nejblizsi kédové slovo k u'

potom pro kaZdé kédové slovo o € K a libovolnou chybu € € A™ takovou, Ze |le|| <t
plati
Sa+e)=a

Poznamenejme, Ze nejblizsi kodové slovo k «' nemusi byt pravé jedno, potom z
nabizenych moznosti, mizeme zvolit libovolné jedno kdédové slovo. V tomto pripadé
existuje takovych dekdédovacich funkci 0 vice.

Postup jak ziskat dekdédovaci funkei si demonstrujeme v nasledujicim prikladeé.

Priklad 4.28. M¢éjme linedrni (5,2)-kod K s generujici matici
01 101
Gr = (1 101 o)‘
Kod tedy obsahuje ctyri kédovd slova: 00000,01101,11010,10111, z cehoZ primo vi-
dime, Ze u(K) = 3. Tedy kod K objevuje 2 chyby a opravuje 1 chybu.
e Bud v = 11100. Hledime u € K tak, zZe d(u,u’) je nejmensi.

e Najdeme u = 11010, chyba v'—u = 00110 a vzddlenost d(u,u’') = 2, ,nejmenst
chybe “ 00110 budeme rikat pivot slova u' a znacit w,.

51Tj. pokud chyb nebylo piespfilis.

52Povsimnéme si, Ze dekddovani neni inverzni zobrazeni ke kédovani.

53 Jinymi slovy: opravuje-li kod t-chyby, potom udéldme-li v kédovém slové o ne vice nez t chyb,
bude «a nejblizsi kédové slovo.
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o Vsimnéme si, Ze slova 00110 = 00000+ 00110,01011 = 01101400110, 10111+
00110 = 10001 magji stejny pivot.

Najdeme-li ke kazdému slovu ze Z3 nejblizsi kédové slovo (je-li jich vice, vyberu
si) a pivot, mizeme je zapsat do tabulky, kde prvni fadek jsou kodova slova, prvni
sloupec pivoty. Slovo v’ takové, ze v’ = u + m,,u € K, zapiseme do sloupce pod u
a do radku vedle m,/, ¢imz ziskdme nésledujici tabulku pro dekédovani.

pivot
K: | 00000 | 01101 | 11010 | 10111
00001 | 01100 | 11011 | 10110
00010 | 01111 | 11000 | 10101
00100 | 01001 | 11110 | 10011
01000 | 00101 | 10010 | 11111
10000 | 11101 | 01010 | 00111
00110 | 01011 | 11100 | 10001
00011 | 01110 | 11001 | 10100

Jak postupovat v obecném pripadé si naznac¢ime v nadchézejici definici, ale
nejdiive si uvedeme par pozorovani.

Méjme K linedrni (n, k)-kod, uvazujme variety W se zamérenim K (tj. W =
x + K pro né¢jaké x € A™). Potom obdrzime:

1. Mé&jme Wy, W, variety se zaméfenim K. Je-li W, NWy # 0, potom W; = W,
2. Jelikoz #K = (#.A)¥, kazda varieta W = z + K obsahuje pravé (#.A4)* prvkil.

Prvni bod nam, 1ika, ze dvé rizné variety se zaméfenim K jsou disjunktni. Uva-
zujme vechny variety se zaméfenim K. KaZdy prvek z € A" ndlezi n&jaké variet&™,
obdrzime, zZe tyto variety, o¢islujme si je Wy, Wy, ... W,,, pokryvaji cely prostor A".
Priniky téchto variet jsou prazdné, a proto

pA (U m) S s
=1 =1

Tedy

m

(#A)" = #A" =3 (#A) =m - FA)",

i=1
a proto nutné plati m = (#A)"F .
Shriime si to celé dohromady:

Pozorovani 4.29. Je-li K lin. (n, k)-kéd nad abecedou A™ velikosti q, potom existuji
variety Wy € A" se zamérenim K, kde i € {1,...,¢"F}, takové, Ze

A=W, a W;nW; =0, proi# j.
i
Jingmi slovy, prostor A™ lze rozloZit na disjunktni variety se zamerenim K. Ta-

kovijch variet je (#£A)"F.

547 Véty 3.41: Existuje-li z v priniku, tak potom W, = z + K = Ws.
% T¥eba z + K.
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Pro ty z vés, co jiz znaji pojem ekvivalence®, se d4 pfepsat predchozi pozorovani
i jinymi slovy:

Poznamka 4.30. Je-li K linedrni (n, k)-kod, potom relace =k definovand na A™
predpisem
§=xn < {—nekK

je ekvivalence.
Prostor A™ se pak rozkladd na tridy ekvivalence

K+&={s+&|reK}T
Kazdd trida obsahuje #K = ¢* slov, kde ¢ = #.A. Pocet vsech trid je ¢"~*.

Definice 4.31. Bud K linedrni (n,k)-kéd. V kaZdé varieté W se zamérenim K™
wolime slovo nejmensi Hammingovy vihy, tzv. pivot’”. Definujeme m, jako pivot
tridy, ve které lezi v'. Potom definujeme standardni dekédovdni 6 vztahem:

S(u') == — .5 (4.3)

Obrazek 4.2: Schéma dekodovani pro prvky variety W =z 4+ K.

Pro linearni kéd K si miizeme vytvorit tabulku pro standardni dekédovani:

pivot
K: 0 ay | ag | ... a ... | o
B Ba| B3| .- | By
g5! Yo | V3| - - | O
o T

PovsSimnéme si

56Mimo jiné studenti s BI-ZDM.

5TKazd4 t¥ida odpovidd pravé jedné varieté se zaméienim K.

58 Neboli: kazdé t¥idé ekvivalence =g

59Takovych slov miiZze byt obecnd vice, zvolime jedno takové. Volbou pivotu uréime, které slovo
z W se dekdéduje na 0. Pro ostatni slova variety se dekédovani dopoditd pomoci predpisu (4.3).

60Rozmyslete si, ze jsou-li z,y € W, potom z Véty 3.41 mame z + Z(W) = y + Z(W) a taky
z—y € Z(W) =K. Tedy vskutku §(v’) € K.
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e V prvnim sloupci jsou pivoty, vSechny pivoty se dekdéduji na 6.

V tadcich jsou vypsany vsechna slova z variety o + K pro pivoty o.

Bi = a; + B, vi = ;i + 1,

prijaté 7 najdeme v tabulce a dekédujeme jako slovo e nachéazejici se ve stejném
sloupci v prvnim radku,

e )(T)=a=T—0=T—T,,
e tabulka md p = ¢* sloupcii a ¢"* fadki, kde ¢ = #A.

Tato tabulka je s rostouci velikosti kodu velmi velkd a vyhledavani v ni zabere
netrivialni mnozstvi casu. Ukazeme si, jak snizit naro¢nost dekédovani.

Definice 4.32. Bud K linedrni kéd. Syndromem slova v’ € A" nazjvime slovo
ow = Hyg - 1.

Pozorovani 4.33. e o, =0 praveé prov € K
o 0, = 0y pravé tehdy, kdyZ v + K =o' + K.

o Je-liue K au =u+e, pak oy = o.. Tedy syndrom prijatého slova u' splijvd
se syndromem prislusného chybového slova ¢.

Syndromova tabulka pro standardni dekédovani:

]
o |

pivot ‘ €1
syndrom ‘ o1

0 |
2

Dekodér prijme o, spoc¢itd syndrom o/, najde i € 7 tak, ze o; = o, a dekdduje

S(u') =u' —e;.

E2
02

Priklad 4.34. Uvazujme jesté jednou predchozi priklad s bindrnim linedrnim (5, 2)-
kodem K definovanym generujici matict

01101
GK::Q,l 01 0)
Spocitame
00101
He=1{0 10 1 1
10010

Syndromovad tabulka:

pivot | 00000 | 00001 | 00010 | 00100 | 01000 | 10000 | 00110 | 00011 |
syndrom | 000 | 110 | 011 | 100 | 010 | 001 | 111 | 101 |
Prigme-li dekodér napr. slovo u' = 11111, spocita o, = Hy - 11111 = 010.
V' patém sloupci syndromové tabulky najde ¢ = 01000 a dekdduje:

d(11111) = 11111 — 01000 = 10111.

61coz plati prave, kdyz v’ =x v’
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4.5 Dodatky

Tato sekce je vénovana studenttim, kteri maji zajem lehce hloubéji nakouknout do
tématu kodovani. Stejné jako u dodatki v ostatnich kapitoldch nebudou znalosti
zde obsazené vyzadovany u zkouskovych ¢i zapoctovych pisemek.

Hyperkrychle

V minulé sekci, jsme si zabyvali linedrnimi kédy nad konecnou abecedou. Jisté ne-

vvvvvv

Zsy. Tyto kédy se nazyvaji binarni kédy. Ukazeme si, jak si tyto kody vizualizovat
pomoci hyperkrychli.®?

Konstrukce 4.35. Hyperkrychle Hy bude tsecka {0,1) s vrcholy 0 a 1. Hyperkrychli
H,, vytvorime pomoci H,_, takto:

1. Vytvorime si dvé kopie H, 1, oznacme si je HY  a H;_,.
2. Vicholim v HY_, priddme prefix 0% a tém v H}_| prefiz 1.

O

3. Spojime tuseckou vrcholy v HY | se svou odpovidajici kopii v H} .5

1010 1110 1111
o110 94
. . 110 111 010 I —1 [o11
010 011 0011 1100
|
010 - 1101
100 101 o0 1001
*—0 *—0 0101
0 1 00 01 000 001 0000 0001
H,y H> Hs Hy

Visnivy ctenar si pomoci matematické indukce snadno dokdzZe ndsledujici pozo-
rovdani

Pozorovani 4.36. 1. Hyperkrychle H, md 2" vrcholi.

2. Kazdy vrchol v € H, md unikdtni oznaceni délky n sloZené z 0 a 1, neboli
kazZdému vrcholu odpovidd prave jedno slovo ze Zi.

3. Kazdy vrchol z H,, je spojen prdvé s n vrcholy H,.

4. Vrcholy u,v € H, jsou spojeny, pravé kdyZ se lisi jejich oznaceni v jednom
znaku.%

5. Minimdlni pocet hran, které musime projit, abychom se z wvrcholu v € H,
dostali do vrcholu v € H,, je d(u,v).

62Pozor, neplést s apakrychlemi!

63Neboli pfiddme pfed oznaceni znak 0, napi 1011 — 01011.
64Tedy spojime kazdy vrchol tvaru Ou s vrcholem ve tvaru lu.
65Tj. pravé kdyz d(u,v) = 1.
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Binarni Hammingovy kédy

V této ¢asti si popiseme jedny pomérné jednoduché, ale presto velmi uzitecné kody,
a to bindrni Hammingovy koédy. Richard Hamming byl americky matematik, jehoz
dilo mélo nesmirny dopad zejména v telekomunikaci a pocitacovém inzenyrstvi. V
dobach, kdy se programy ukladaly na dérné stitky, dochazelo ¢asto k chybam. Poci-
tac byl sice schopen detekovat, ze k néjaké chybé doslo, ale bohuzel ji nebyl schopen
najit natoz opravit. Timto byl Richard Hamming motivovan ke studiu samooprav-
nych kodi. Hammingovy kédy detekuji dvoj-chyby a opravuji jednu chybu, a tak
se pouzivaji v oblastech, kde je pravdépodobnost chyby nizkd, naptiklad v ECC®
pamétich, ¢i pti zapojeni diskti do Raid 2.

Definice 4.37. Bud'm > 2. Linedrni (2™ —1,2™ —1—m) kod K s kontrolni matici
Hp, v jejimz i-tém sloupci jsou zapsany cifry cisla i € {1,2,...,2™ —1} ve dvojkové
soustavé (na m pozicich), nazjvime bindrni Hammingiv kéd.

Nejdrive si ukazeme, jak kod vypada pro nékteré konrétni m.

Priklad 4.38. 1. Je-li m = 2, potom mame (3,1)-kéd, a kontrolni matice je ve

tvaru:
01 1
HK—<1 0 1)'

Snadno dopocitime, Ze Hammingiv (3, 1)-kdéd obsahuje pouze dvé kédovd slova
000 a 111, neboli v tomto pripadé splyvd s jiz zndamym 3-opakovacim kodem.

2. Pro m = 3, obdrzime (7,4)-kéd s kontrolni matici

0001111
He=10 1 10 11
1010101
Lehce spocitaime generugjici matici
1000011
G — 0100101
K7lo0o 10110
0001111

Tento bindrni kod je tedy generovdan pomoci ctyr slov, proto md celkem Sestnact
slov.

K = {0000000, 1000011, 0100101,0010110,0001111, 1100110, 1010101, 1001100,
0110011,0101010,0011001,0111100, 1011010, 1101001, 1110000, 1111111}

Véta 4.39. Pro bindrni Hammingiv kéd K plati u(K) = 3. Tedy K objevuje 2-
chyby a opravuje 1-chyby.

66 Error-correcting code.
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Diikaz. Sloupce kontrolni matice Hg neobsahuji nulovy sloupec a jsou navzajem
ruzné. Proto z Véty 4.25 plyne pu(K) > 2.

Na druhou stranu v matici Hy lze vzdy najit 3 sloupce, které tvori LZ soubor
(napr. prvni ti sloupce, které jsou dvojkovym zapisem ¢isel 1 a 2 a jejich soucet 3).
Proto je u(K) < 3. Celkem tedy obdrzime pu(K) = 3. O

Binarni Hammingtv kéd mame jiz dobfe nastudovan, proto jiz mize prikrocit k
jeho dekdédévani.

Véta 4.40. Bud K bindrni (2™ — 1,2™ — 1 —m) Hammingiv kéd. MnoZina pivoti
viech variet se zamérenim K je tvorena vektory standardni bdze ; prostoru 7.3
(kde n = 2™ — 1) a nulovym vektorem 0.

Diikaz. 7 Pozorovani 4.29 se cely prostor rozklada na 2"~ * variet se zaméfenim K.
Protoze n = 2™ — 1 a k = 2™ — 1 —m, méame, Ze téchto variet je 277F = 2™,

Slovo 6 je pivotem tiidy K. Jelikoz pro kazdé i € 7 je ||e;|| = 1, tvrzeni véty bude
pravdivé, pokud pro kazdé i,j € 7,7 # j jsou g; a €; prvky riznych dvou variet se
zameérenim K.

To poznadme tak, ze syndromy o, := Hg - €; a 0j := Hg - €; budou riizné.

Nyni si stac¢i uvédomit, ze diky vlastnostem maticového nasobenti je slovo Hy - ¢;
prave i-ty sloupec matice Hg. Tedy o; je i-ty sloupec Hg. Protoze libovolné dva
sloupce Hg jsou rizné, dostavame, ze o; # 0. O

Protoze 0; = Hk - €; = h;, kde h; je i-ty sloupec H, coz je prave ¢islo ¢ zapsané

v dvojkové soustaveé, ma syndromova tabulka pro standardni dekédovani K tvar:
pivot ‘
syndrom ‘

‘51‘52‘“-‘571‘

Ty (B || B

0
0
Tedy dekodér pfijme slovo 3, precte o jako dvojkovy zapis Cisla ¢ a opravi ¢-ty znak

v 3.
Priklad 4.41. Hammingiv kéd pro m = 4 je (15,11)-kéd s kontrolni matici

p
0
1
Hi = 0
0

— O O O
O = O O
— O O
—_— O = O
O = = O
— = = O
OO O =
_ O O =
o~ O
— = O
e R R
— O =
O = =
— = =

Dekodér prijme napr. slovo 5 = 001001000000001. Potom oz = 1010 a protoZe
(1010)3 = 10, opravi 10. znak ve slové B:

4(001001000000001) = 001001000 200001.

67 neboli t¥id ekvivalence =g-.
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Linearni kédy a pravdépodobnost

V této ¢éasti si popiseme, jak spocitat, o kolik nase linedrni kody zvysuji Sanci na
uspésny prenos dat. Vypocet pravdépodobnosti nam ulehéi nasledujici pozorovani:

Pozorovani 4.42. Méjme kodové slovo u € K, po prenosu obdrzime slovo u + ¢,
kde € je pripadnd chyba. Potom chybu nedetekujeme, prave kdyzZ v +¢ € K. To je
praveé tehdy, kdyz € € K.

Véta 4.43. Mame-li linearni kod K CC Z% a je-li pravdépodobnost tispésného pre-
nosu bitu p € (0, 1), potom pravdépodobnost, Ze nastane chyba, kterd nebude deteko-
vand, je

P= Y prlul(q— pl,
ue(K\{6})

Diikaz. Diky predchozimu pozorovani vime, ze chybu e pfi prenosu neodhalime
pravé tehdy, kdyz e € K \ {#}). Ocislujme si nenulova kédova slova (K \ {0}) =
{ul,u?, . u™}

Jaké je pravdépodobnost, Ze nastane neidentifikovatelna chyba &/ = u/ € Z3 ?
Pro vznik chyby €/ by musela nastat chyba piesné na té pozici, kde je (u’); # 0, coz
je pravé na ||u’|| pozicich, a nevzniknout chyba, pokud (u?); = 0, coz je pro n— ||u||
zbylych pozic.

Proto Sance, Ze vznikne neidentifikovana chyba ¢/ = v/ € K, je

p(EJ') — pn*\lujll . (1— p)llujH
- — N
n—|lud|| bitt se pfenese spravné. V |lud|| bitech nastane chyba.

Celkové obdrzime

P=S P =S g )l =S el (g i,
J=1 Jj=1 ue(K\{0})
O
Priklad 4.44. Méjme prenosovy kandl takovy, Ze sance na ispésny prenos jednoho
bitu je p = 0,8.% Uvazujme 3-opakovaci kéd K C Z5.%° Vsechny kédovd slova jsou
K = {000000,010101, 101010, 111111}.

Diky predchozi véte obdrzime, Ze pravdépodobnost vzniknuti nedetekované chyby je

P = (0’ 8)n—|l010101||(1 -0, 8)”010101“ +(O, 8)n—||010101\|(1 —0, 8)||101010||
+(O, 8)n—||111111\|(1 -0, 8)”111111”
= 2(0,8)%(0,2)* + (0,2)° = 0,008256.

Tedy Sance na nedetekovdni chyby je mensi nez 1%.

68neboli 80 %.
69Neboli slovu o dvou bitech ujus piifadime Sestibitové slovo ujuguiuguius.
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Pro ilustraci si uvedme nasledujici tabulku pro prenos 4-bitové informace, za
predpokladu, zZe Sance na uspésny prenos jednoho bitu je p = 0, 9.

kontr. | celkem pomeér pr. aspésného | pr. nerozpoznani

kod bity bity | infor./celkem | prenosu™ chyby™

bez kbédovani 0 4 1 0,6561 0,3439

paritni 1 5 0,8 0,5905 0,0734

3-opakovaci 8 12 0,3333 0,2824 0,0016

5-opakovaci 16 20 0,2 0,1216 8-10°°

Hamminguv 3 7 0,5714 0,4782 0,0051

Hadamardtv 12 16 0,25 0,1853 6-107°
propichnuty

Hadamarduv 4 8 0,5 0,4305 0,009

Jak se pravdépodobnost tispésného prenosu zméni, pokud vyuzijeme standardni
dekédovani, které nam opravi nékteré chyby? Opét zacneme pozorovanim:

Pozorovani 4.45. Mejme kodové slovo u € K, po prenosu obdrzime slovo u+¢, kde
€ je pripadnd chyba. Potom slovo u + € dekdodujeme spravne, pravé kdyz € je pivot
néjaké variety W se zameérenim K.

Diikaz. Pomoci Definice 4.31 standardniho dekdédovani obdrzime, ze dekddovani
bude 1ispésné, jen pokud plati rovnice

u=0(u+e¢e)=u+e— Tyye,

ktera plati pouze tehdy, kdyz ¢ = m,,.. Coz ale plati, pravé kdyz ¢ je pivot variety
se zameérenim K. O

Predchozi pozorovani mtzeme pretlumocit do tvaru: Standardni dekdédovani opravi
jen ty chyby, které jsou pivoty variet se zamérenim K. Z Pozorovani 4.29 vime, ze va-
riet se zaméfenim K je (#.A4)" . Tedy standardni dekédovani opravi prave (#.A4)"*
riznych chyb.

Vyzbrojeni pfedchozim pozorovanim se miizeme pustit do nasledujici véty.

Véta 4.46. Méjme linedrni kod K CC ZY a predpoklidejme, Ze pravdépodobnost
uspésného prenosu jednoho bitu je p € (0,1). Oznacme si a; jako pocet téch pi-
voti takovijch, jejichi Hammingova vdha je j.”> Potom pravdépodobnost 1ispésného
dekodovani je

P=3% a;p" 7 (1-p).
=0

"Opravdépodobnost, ze viechny bity byly obdrzeny bez chyby.

"IPravdépodobnost, ze zaroveii nastala chyba a nebyla rozpoznana

72Neboli o je pocet takovych variet se zaméfenim K takovych, Ze obsahuji slovo s j jednickami
a kazdé dalsi slovo mé alespon j jednicek.
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Diikaz. Uvazujme vSechny chyby s Hammingovou vahou j (tzn. chyba pfenosu slova
délky n nastala v j bitech). Sance, 7e nastane tato chyba, kterd zméni pravé j biti,
je

p - (1= p).

Nyni uvazujme jenom ty chyby Hammingovou vahy 7, ktera jsme schopni opravit.
Diky predchozimu pozorovani vime, ze to jsou prave ty chyby, jez jsou pivoty néjaké
variety W se zaméfenim K. Takovych je pivotil je a;. Proto pravdépodovnost P;,
ze odhalime zménu v j bitech, je

a;-p" - (1—p).

Celkové

n n

P=3% Pj=3 ajp"7-(1-p).

J=0 J=0

]

Priklad 4.47. Aplikujeme predchozi vétu na 3-opakovaci kéd K C 7§ z Prikladu 4. /.
Opét wvazZujme prenosovy kandl takovy, Ze sance na uspésny prenos jednoho bitu je
p=0,8.

Kod md kontrolni matici

101000
010100
HK_100010
010001

Pri vytvdrend syndromové tabulky najdeme viech 2* = 16 pivotii:

p’L"l)Ot 000000 | 100000 | 010000 | 001000 | 000100 | 000010 | 000001 | 110000
syndmm 0000 1010 0101 1000 0100 0010 0001 1111

pZ"UOt 100100 | 100001 | 011000 | 010010 | 001100 | 001001 | 000110 | 000011
syndmm 1110 1011 1101 0111 1100 1001 0110 0011

Zjistili jsme, Ze mame 1 pivot Hammingovy vihy 0 (neboli ag = 1), 8 pivoti vdhy 1
(ay = 8) a 7 pivoti vahy 2 (ag = 7). Diky predchozi vété obdrzime, Ze pravdépodob-
nost uspésného prenosu pri standardnim dekodovani je

P=1(0,8)°+8-(0,8)7(1—-0,8)"+7-(0,8)%1—0,8)* =0,671089.
Tedy Sance na Uuspésny prenos je asi 67%.

Opét si pro ilustraci si uvedme nasledujici tabulku pro prenos 4-bitové informace,
za predpokladu, zZe Sance na tispésny prenos jednoho bitu je p = 0,9 pri uziti pomoci
standardniho dekédovani.
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pomeér pr. uspésného | pr. chybného
kod infor. /celkem | dekodévani™ | pienosu™

bez kédovani 1 0,6561 0,3439
paritni 0,8 0,6561 0,3439
3-opakovaci 0,3333 0,8926 0,1074
5-opakovaci 0,2 0,9662 0,0337
Hammingtiv 0,5714 0,8503 0,1497
Hadamarduv 0,25 0,9738 0,0152
propichnuty Hadamardiv 0,5 0,8503 0,1497

Mozna si tikate, proc¢ se zlepSila Sance na tspésny prenos u paritniho kédu oproti
predeslé tabulce, kdyz prece tento kod zadné chyby neopravuje? Rozmysleme si, co
deéla standartni dekddovani. Nejdrive si prostor rozdéli na dveé variety

W, = K = {00000, 11000, 10100, 10010, 10001, 01100, 01010, 01001,
00110,00101,00011,11110,11101,11011,10111,01111}
W, = {10000, 01000, 00100, 00010, 00001, 00111, 01011,01101,
01110,10011, 10101, 10110, 11001, 11010, 11100, 11111}.

Poté urci ve varieté Wy pivot, napt 00010 a kazdé slovo u € Wy dekéduje d(u) =
u — 00010.” Tedy za pfedpokladu, Ze nastala jedna chyba mame stéle Sanci opravit
zpravu dobie. A to pravé v 20%, protoze zpravu s jednou chybou opravime spravné
pouze v pripadé, kdyz chyba byla ve ¢tvrtém bitu. V 80% pripadu pri jedné chybé
zpravu prelozime Spatné.

MDS kédy

Ve Véte 4.15 jsme se dozvedeéli, ze minimélni velikost linedrniho (n, k)-kédu je se-
shora omezena pu(K) < n — k+ 1.. Pokud v této formuli dosdhneme rovnosti, ob-
drzime maximalni mozny pomér informacni bity/kontrolni bity. Kédy s touto velmi
uzite¢nou vlastnosti se nazyvaji MDS kody ™. Proto si o nich fekneme néco vice.

Snadno si rozmyslime, ze trividlni (a tedy neuzitecné) (n,n) a (n,0)-kédy jsou
MDS. Prikladem uziteénéjstho MDS kodu jsou paritni kéd (ktery je typu (n,n—1))
a n-opakovaci kéd (ktery je typu (n,1)).

Ukazeme si, ze zadné jiné binarni MDS kody neexistuji!

Véta 4.48. Nechtn € N. Viechny bindrni linedrni MDS kédy jsou pouze typu (n,0),
(n,1), (n,n—1), (n,n).

Diikaz. Vime, ze kédy vhodnych typu existuji, proto nam jiz staci jen ukazat, ze
neexistuji MDS kédy pro 2 < k < n — 2. Pro spor predpokladejme, ze pro néjaké
takové k existuje MDS kéd K, tj. u(K) =n —k+ 1.

"SPravdépodobnost, Ze chyb pfi prenosu bylo mélo, a zpravu jsme po pifpadné opravé obdrzeli.
" Pravdépodobnost, ze jsme zpravu dekédovali Spatné.

"Tedy zméni étvrty bit.

767 anglického maximum distance separable.
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Muzeme predpokladat, ze kéd je systematicky (jinak bychom vymeénili poradi
biti v kontrolni matici, tak aby byl), a tedy generujici matice Gk je ve formé
(Ex A), kde E;, € Z5* a A € Zb™ .

Rédky matice G maji v prvnich k slozkach pravé jednu jednicku a k — 1 nul.
Tyto tadky G jsou kddova slova, jejichz vaha musi byt dle predpokladu o minimélni
vzdalenosti kodu alespon n — k + 1 (neboli tato slova obsahuji alesponi n — k + 1
nenul), z ¢ehoz zfejmé vyplyva, ze vSechny prvky matice A jsou jednicky.

Jelikoz je k > 2, generujici matice obsahuje aspon dva radky. Protoze kod je
podprostor, je (Gg)1. + (G ). kddové slovo. Povsimnéme si, Ze obsahuje pravé dvé
jednicky (v prvni a druhé souradnici), tedy toto kédové slovo mé vahu prave 2. Proto
u(K) < 2.

Celkové obdrzime

n—k+1=pwK)<2 = n—-1<k
a to je spor s predpokladem k < n — 2. O

Tedy pro hledani dalsich MDS kédi musime pouzit vétsi abecedu nez Z,. Nejdi-
lezitéjsim prikladem jsou Reed—Solomonovy kédy, které se mimo jiné pouzivaji v
CD/ DVD prehravacich pii korekci chyb vzniklych poskozenim disku, v QR kédech,
v pozemnim vysilani DVB-T, nebo pri zapojeni diskt do Raid 6. Pro p prvocislo
a k prirozené cislo, Reed—Solomonoviv kod RSk, je linedrni (p* — 1, k)-kéd nad
abecedou GF(p*)™ s minimdlni vzdalenosti ¢ — k. Pro k = 1 tento kéd splyvd s
paritnim kédem.

Dalsi dilezité kody
Teorie kdédovani je stale ziva, neustédle se publikuji nové a nové vysledky. Studium
linedrnich (nebo snad dokonce i nelinedrnich) kédu, by vydalo na mnohem rozséhlejsi

text, nez maji tato celd skripta BI-LIN dohromady. Proto si uz jen kratce zminme
nekteré dalsi kody

e Golayovy koédy jsou linearni kody uzivané v radiokomunikaci, naptiklad
sondy Voyager 1 a 2 je uzivaly pri své cesté mimo solarni systém k pre-
nosu fotografii Jupiteru a Saturnu. Tyto kédy spolu s Hammingovymi kody,
l-opakovacimi kédy pro £ liché a trividlnimy kody {6} a A" tvori jediné per-
fektni kody.

e Hadamardovy kédy™ jsou kédy uzivané k pienosu informaci v hodné zaru-
seném prostiredi. Proto byly uzity u mise sondy Mariner 9 k prenosu fotografii
Marsu zpatky na Zem. Jsou optimélni ve své t¥{de.™

e Turbo-kédy jsou vysoce vikonné®™ neblokové kody (tedy nespadaji mezi nase
linedrni kédy), pouzivané v telekomunikacich. Je na nich zaloZena technologie

TTGF(p*) je téleso velikosti p*, viz ¢ast Dodatek ke koneénym télestm 1.7.

"8Také zndme jako Walshovy kody.

" Neboli neexistuje zadny binarni kéd, ktery by opravoval stejné chyb ale potfeboval k pfenosu
méné znakdu.

80tj. majf vyborny pomér ,informaéni/ kontrolni“ bity.
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3G/4G, ¢i komunikace se satelity a sondami ve vesmiru. Patfi mezi konvoluéni
kody.

e LDPC kédy®! jsou linedrni kédy, jejichz kvalita je srovnatelnd s Turbo-kédy.
Z nazvu vyplyva, ze kontrolni matice tohoto kddu je velmi fidka (tzn., obsahuje
velmi malo jednicek, skoro samé nuly). Jejich sila vynika pri velkych prenoso-
vych rychlostech, napriklad u DVB-S2 (satelitni ptrenos digitalniho signalu),
10GBase-T Ethernet, Wi-Fi 802.11n, Wi-Fi 802.11ac.

8ILDPC = Low-density parity-check code, nékdy také oznacované jako Gallagerovy kédy.
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Kapitola 5

Linearni zobrazeni

Pod pojmem zobrazeni si typicky ¢tenar pravdépodobné predstavi néco na zptisob
redlné funkce redlné proménné, tedy to, co dobre zna naptiklad z kurzu BI-ZMA. V
linedrni algebfe pojem zobrazeni chdpeme (v jistém smyslu) obecnéji, jako relaci ne
mezi realnymi ¢isly ale mezi vektory v libovolnych vektorovych prostorech. Aby té
obecnosti nakonec nebylo prilis, omezime se pritom na zobrazeni, ktera jsou takzvané
linedrni'.

Valné cast této kapitoly pak vlastné bude takovou malou propagaci této vlast-
nosti, linearity. Podobné jako ndm axiomy vektorového prostoru zarucuji (at uz samy
0 sobé nebo svymi dusledky) ,rozumnou* praci s vektory, linearita sama o sobé im-
plikuje mnoho uziteénych vlastnosti, diky kterym je Zivot? snadné&jsi a veselejsi.

Linearni zobrazeni je naprosto zasadni pojem linearni algebry a lze ho objevit v
ruznych oblastech lidského konani. Asi nejnapadnéjsi aplikace nalezneme v pocita-
¢ové grafice, kde linedrni zobrazeni slouzi napriklad k transformacim obrazu (rizné
skalovéani, rotace, odrazy ¢i projekce) nebo k vykreslovani 3D scény v pocitacovych
hréch®. S takovymi zobrazenimi jde navic velice snadno pracovat, ukaZeme si, Ze
ke kazdému linearnimu zobrazeni lze sestavit takovou matici, kterd umozni nalezeni
obrazu libovolného vektoru jednoduchym vynasobenim touto matici!

Jak si dale ukazeme, i obycejna soustava linearnich rovnic je vlastné specidlnim
pripadem rovnic tvaru Az = b, kde A je linearni zobrazeni, a vSechno co o soustavach
linearnich rovnic vime je do jisté miry diisledkem vlastnosti zobrazeni*. Dal$imi
specidlnimi priklady jsou pak linearni rekurentni rovnice (pracujeme s nekoneénymi
posloupnostmi) nebo linedrni diferencialni rovnice (pracujeme s funkcemi a jejich
derivacemi), které diky linearni algebfe lze Tesit a které maji aplikace vSude mozné,
od fyziky a elektroniky pres ekonomii az po medicinu.

5.1 Co si z této kapitoly odneseme

1. Zopakujeme si zakladni definice tykajici se zobrazeni a v kontextu linearni
algebry zavedeme pojem [linedrni zobrazeni.

L Aby taky ne, co jiného by se dalo v kurzu nazvaném linedrni algebra Gekat.
2Tedy prace s linedrnimi zobrazenimi.

3Varovani: predchozi véta obsahuje mistrny matematicky marketing!

4Ano, hadate dobfe, nejvétsi zasluhy ma pravé linearita.
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2. Diikladné rozpitvame linearitu a jeji rizné disledky. Zamérime se pritom na
dalsi, u zobrazeni oblibené, vlastnosti — na injektivitu a surjektivitu.

3. Zavedeme si pojem matice linearniho zobrazeni a ukazeme si, jak s ni praco-
vat. Naucime se pracovat se souradnicemi vektorii vzhledem k riznym bazim
namisto s vektory samotnymi a prevadét je z baze do baze.

4. Na prikladu prostoru bodi v roviné odvodime rtzné druhy linearnich trans-
formaci.

5. Zamyslime se nad TeSitelnosti rovnic tvaru Az = b a uvedeme si priklady
takovych rovnic.

5.2 Zakladni pojmy

Jisté neni od véci osvézit si presnou definici zobrazeni a nékolik dalsich zakladnich
pojmii. Jsou-li X a Y libovolné mnoziny, mnozinu usporadanych dvojic

XxY ={(z,y) |z € X,yeY}

nazyvame jejich kartézskym soucinem. Pak zobrazenim z X do Y nazveme
libovolnou podmnozinu f C X x Y takovou, ze pro kazdé xr € X existuje prave
jedno y € Y s vlastnosti (z,y) € f. Pouzivime obvykly zépis f : X — Y a
skutecnost (z,y) € f zapisujeme tradiéné jako f(x) =y.

e Plati-li f(z) =y, fekneme, Ze x je vzorem y a y je obrazem x pii zobrazeni
f. Kazdy prvek z X ma tedy pravé jeden obraz, ale kazdy prvek z Y miize mit
libovolny pocet vzort pri zobrazeni f.

e Obrazem mnoziny M C X rozumime mnozinu
f(M) ={f(a) €Y |ae M},
podobné vzor mnoziny N C Y znacime
fHN)={a€ X fla) € N}.
Pro obrazy a vzory jednoprvkovych mnozin pak pouzivame zkracené znacent,
f{a}) = f(a) a f~'({a}) = f}(a).
e Zobrazeni f : X — Y je injektivni (prosté), pokud Vz,y € X : (f(z) =
fly) =z =y).

e Zobrazeni f: X — Y je surjektivni (na), pokud Vy € Y Jx € X : f(z) = v,
tedy pokud f(X)=Y?".

5Oblibena je také definice ve tvaru implikace (z # y = f(z) # f(y)). Ctenai znaly pojmu
obmenénd implikace zde nad existenci dvou ,,riznych“ definic jisté nehne ani brvou.

6Castym omylem je zdména pojmi injektivni a surjektivni. Oba pochazf z francouzstiny (re-
spektive z latiny) a lze je chdpat pomérné pfimocate. Zatimco injective znamend néco na zpusob
yvkladajici dovniti“, coz prosté zobrazeni v jistém smyslu déld (kazdy prvek z X zobrazi na néjaky
z Y a zadné dva se nezobrazi na stejny), prefix ,sur-* ve slové surjective pak presné znamend ono
Ceské ,na“ (obrazy prvki z X se zobrazi na celou mnozinu Y').
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e Zobrazeni f : X — Y je bijektivni (vzdjemné jednoznacné), pokud je sou-
casné injektivni i surjektivni.

e Pro f:Y — Zag: X — Y definujeme slozené zobrazeni fog: X — Z
predpisem (f o g)(z) = f(g(z)) pro vSechna z € X.

e Oznacme identické zobrazeni na mnoziné M jako idy;. Necht f: X — Y,
pak zobrazeni g : Y — X nazveme inverznim zobrazenim k f, pokud plati

ng:idyagOf:idx.

5.3 Linearita a jeji dtsledky

Definice 5.1. Budte P a Q) dva vektorové prostory nad stejnym télesem T, necht
A: P — Q. Zobrazeni A nazveme linedrnt pravé kdyz soucasné plati:

1. (aditivita): Vx,y € P: A(x +y) = Az + Ay,
2. (homogenita): Vo € TNz € P : A(ax) = aAz.”

MnoZinu vsech linearnich zobrazeni z P do Q) znacime L(P, Q).

Linedrni zobrazeni prostoru V- do V nazgvame linedrni operdtor (transfor-
mace) na V. MnoZinu vsech linedrnich operdtori na V' znacime krdtce L(V'). Line-
arni zobrazeni prostoru V' do télesa T nazyvaime linedrni funkciondl na V.

Definice 5.2. Bud V' vektorovy prostor. Zobrazeni E : V — V' definované vztahem
VeV :Erxr=x

je linedrni operdtor a nazyvime ho tdenticky operdtor na V.

Izomorfismem nazveme jakékoli zobrazeni A € L(P,Q), které je soucasné bi-
7.8
jekce®.

Jak je patrno z predchozich definic, budeme u linearnich zobrazeni pouzivat zna-
¢eni mirné odlisné od naptiklad matematické analyzy. Rozdily shriime v poznamce.

Poznamka 5.3. Oproti malym pismenim f,g,... budeme pro linedrni zobrazeni
mezi vektorovymi prostory pouZivat pismena velkd, A, B, . ... Navic, nedojde-li tim
ke zmateni, mizZeme vypoustet nekteré zavorky — obraz prvku x budeme moci znacit
nejen A(x), ale také zkrdcené jako Ax.

V podobném duchu budeme zkracovat zdpis sloZeniyjch zobrazeni, namisto Ao B
lze psdt pouze AB.

"Vénujme chvilku zamysleni nad vyznamem podetnich operaci v obou pozadovanych rovnos-
tech! Aby bylo jasno, zatimco na levych strandch rovnosti s¢itdme vektory a ndsobime skaldrem
pomoci operaci v prostoru P, s¢itani a nasobeni napravo uz probiha ve vektorovém prostoru Q.
Miuze tedy klidné jit o rtizna sc¢itani a rtiznd nasobeni.

8Pojmem izomorfismus se ddle nebudeme moci pifli§ zabyvat (z prostorovych diivodii). I p¥esto
se ale jednd o dilezity pojem, povédomi o ném povazujme za jakési civilizaéni minimum. Clovék
nikdy nevi, kdy se ho na definici izomorfismu nékdo zepta, at uz v tramvaji nebo napiiklad u
statnic.
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Také se nenechdme zmdst dvojim mozZnym vjznamem zdpisu A7 (a), ktery lze
chapat jako ,vzor prvku a“ (coZ je obecné mnozina) nebo jako ,obraz prvku a pri
inverznim zobrazeni A™' ¢ (vidy jednoprvkovd mnoZina). V textu budeme tento zd-
pis defaultné chdpat jako vzor prvku. Pokud bude navic uvazZované zobrazeni A
bijektivni, pak inverze A™' existuje a obé mozné interpretace zdpisu A~ (a) splyjvaji!

Pro ilustraci si uvedme nékolik jednoduchych prikladt linedrnich zobrazeni ve
znamych vektorovych prostorech. Jejich linearitu si laskavy c¢tenar jisté pln nadsSeni
OVeri sam.

e A:R— R,
Az = ax pro dané a € R,
o B:C*— (C?,
B(z,y,2) = (x+2y — z,x — 2y — 3z2),
o 0T — T3,

C((L’l,l‘g,$3, .. ) = (xl,l‘g,l'g) s

o D:T> T,
D(xy,x9,x3,...) = (9, T3, 2q,...),

« E.71 =72,
E(xlax% v 7xn—17xn) = (Z‘Q,Z’g, s 7'rn?x1)7
o [:R*® — R*>,

F(x1,29,23,...) = (3 — 21,23 — T, Ty — X3,...),

ale b\  [(a+b a—b
c d) \c—d c+d)’
e Ve vektorovém prostoru P vsech polynomi s operacemi s¢itani polynomi a

’ ’ v/ C . . ’ ’ . ’ z z .
nasobeni polynomu é&slem” je operace derivovani linedrnim zobrazenim, tj.

H:P =P,

o G :R?»? 5 R22

Hp=yp',

Ovsem napriklad zobrazeni I : R — R definované predpisem Iz = x+ 1 dle Defi-
nice 5.1 linedrni nen{'’! Oproti tomu, v pfiméfené exotickych vektorovych prostorech
muze byt linearni i zobrazeni, od kterého bychom to asi necekali, viz nasledujici pii-

klad.

90pravdu se jedna o vektorovy prostor. Kdo nevéri, necht si to dokaze.
10 A¢koli v kontextu matematické analyzy bychom ho nazvali linedrni funkei.
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Piiklad 5.4. Vzpomenme na vektorovy prostor z Prikladu 2.10, (RT,R,®,®) s
operacemi definovanymi

rhy:=x-y, aO®r:=z"

Zobrazeni f : Ry — R (zobrazuje z tohoto neobvyklého prostoru do standardniho
R!) s predpisem
f(z) :=lnx
je linedrni.
Jiz v kapitole Zakladni pojmy linearni algebry jsme se s jednim linearnim zobra-

zenim setkali, aniz bychom to vlastné védéli. A to se souradnicovym funkciondlem,
resp. s prirazenim ntice souradnic vuci zadané bazi.

Véta 5.5. Necht X je baze prostoru V,, nad T. Pritazeni (+)x : V,, — T™ definované
predpisem z — (z)x je linedrni zobrazend, kde (2)x znaci souradnice vektoru z vici
bazi X jako v Definici 2.71. Navic se jednd o bijekci, tedy je to izomorfismus (tzv.
souradnicovy izomorfimus).

Souradnicovy funkcional x# : Vi, = T je linearni funkciondl.

Diikaz. Necht z,y € V,,, ozna¢me jejich souradnice v bazi X’ nasledovné:

n n
r=Y amy,  y=y Bt
=1 =1

Odtud rovnou plyne

n

r4y=Y o+ Y Biwi =Y (i + )
i=1 i=1 i=1
Protoze souradnice vektoru v dané bazi jsou urceny jednoznac¢né, ziskavame
(z+y)a = (@1 +517---,04n+ﬂn> = (2)x + (y)x
a stejné tak pro kazdé ¢ € n plati
wf (@ +y) =i+ i = af () +af (y).

Vlastnosti (ax)y = a(z)x a 27 (ax) = az’ (z) si pozorny étendf snadno dokéze
analogicky.

Zbyva si jen rozmyslet, ze (+)x je bijekce. Je-li (x)x = (y)xr, potom

n
T=> =y,
=1

a tedy z = y. Proto je toto zobrazeni injektivni.

Mame-li libovolnou ntici (aq, ..., a,) € T™ pak pro
Tr = Z [0 77}
i=1
je ziejmé (z)x = (v, ..., a,). Tedy zobrazeni je i surjektivni. O
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Lze snadno dokazat, zZe linearita zobrazeni je ekvivalentni nékolika podobnym
vlastnostem, které mohou byt uzitecné pti ovérovani linearity nebo dale v této ka-
pitole béhem ruznych navazujicich dukazu.

Pozorovani 5.6. Budte P a Q) vektorové prostory nad T, necht A : P — (). Ndsle-
dugici tri tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) A€ L(P,Q).
(it) Yo € T\Vx,y € P: Alax + y) = aAz + Ay.

(iii) Yn € N,Vay,...,an € T\Vxq,... 2, € P:
A (Z aixi> = ZO&Z'AJTZ‘.H
i=1 i=1

K diikazu tohoto pozorovani vyzyvame samotného ¢tenaie'?. Sikovnym postu-
pem je napiiklad dokazani retézce implikaci, napiiklad (i) = (ii) = (iii) = (),
podobné jako pii dikazu Véty 3.20. Konkrétné pii dukazu implikace (ii) = (¢ii) je
pak vhodné pouzit matematickou indukci podle n.

Laskavy ¢tenaf pak muze (ndlezité rozcvicen pravé provedenym dikazem) rov-
nou pokracovat diitkazem dalsiho pozorovani, a to o linearité inverznich a slozenych
zobrazeni.

Pozorovani 5.7.

i) Je-li A € L(P,Q) bijekce, potom existuje inverzni zobrazeni A~' a to je také
] ] J
linearnt, tj.

At e £(Q, P).

(i) Budte A € L(P,Q) a B € L(Q, R). Potom sloZené zobrazeni BA definované
predpisem Vo € P : (BA)x = B(Ax) je také linedrni, tj.

BA e L(P,R).

Bezprostiednim dtisledkem linearity zobrazeni je nékolik zasadnich vlastnosti.
Napriklad to, ze linedrni zobrazeni zachovdvaji linearni obaly, Ze obrazy i vzory
podprostorti jsou také podprostory nebo to, ze v zavislosti na ,sméru“ zachovavaji

linearni zavislost nebo nezavislost soubortu vektori's.

Véta 5.8. Necht A € L(P,Q), kde P,Q jsou vektorové prostory nad T

1 Co% lze bez nadsizky formulovat roztomilym jazykolamem , (linedrni) obraz linedrni kombi-
nace souboru vektori je roven linedrni kombinaci souboru (linedrnich) obrazi téchto vektori* a
tim naptiklad omracovat ndhodné kolemjdouci.

12P¥esné v duchu hesla ,tézko na cvicisti, lehko na bojisti®.

13Pokud si nésledujici diikaz cely diikladné projdete, zjistite, ze kromé definice linearity nebo k
ni ekvivalentnich vlastnosti (Pozorovani 5.6) skutecné nic vic nepotfebujeme.

146



1) Oznacime-li nulové vektory v P a Q) poporadeé Op a Og, plati
Q

Abp = 0.

(it) Je-li M C P, potom
A((M)) = (A(M)) .

(iii) Je-li P CC P, plati A(P) CC Q. Je-li Q CC Q, pak plati A=1(Q) cC P.

(iv) Pro libovolné soubory X = (x1,...,x,) v P aY = (y1,...,yn) v Q takové, Ze
jeden je obrazem druhého (tj. Ax; = y; pro kaZdé i € n), plati: Je-li X LZ, pak
i jeho obraz Y je LZ. Ekvivalentné: Pokud je Y LN, pak i jeho ,predobraz“*
X je LN.

Diikaz. (i) Pro libovolné vektory a € P,b € @ plati 0-a =60p a 0-b = 6g. Tedy

Aﬁp:A(O-a):O-@zeQ.
€Q

(ii) Necht y € A((M)). Potom existuje x € (M), ze Az = y. Jelikoz © € (M),
existuji ay,...,a, € T a 21,...,2, € M takové, ze x = > " | o;x;. Z linearity

A dostdvame . .
i=1 i=1

Vektor y je tedy linedarni kombinaci vektora Az, ... Ax,, nebo-li y € (A(M)).
Tim mame dokdzanou inkluzi A((M)) C (A(M)). Opacnou inkluzi dokdzeme
snadno obdobné (v podstaté provedeme tytéz kroky, ale v obraceném poradi),
jeji dikaz provedte sami jako cviceni.

(iii) Nejprve dokazeme, ze obraz podprostoru je podprostor, necht P cc P. Viim-
néme si, ze A(P) # (), protoze P # ). Déle jisté plati A(P) C Q. Stadi tedy
ukazat

Va € T,Yu,v € A(P) : au+v € A(P).

Pro libovolné volené u,v € A(P) musi existovat vzory, tedy z,y € P splitujici
u= Ar av = Ay. Potom

au+v = aAr + Ay = A(ax +y).

Protoze P CC P, plati pro argument na pravé strané ax +y € P. Tedy nutné
au+v € A(P).

Dokazme, Ze vzor podprostoru je podprostor, necht’~@ CC Q. Opét si vsim-
néme, ze A7HQ) # 0, protoze alespont p € A™HQ). Necht o € T, z,y €

ATHQ). Potom Az € Q a Ay € Q. Protoze plati A(ax +y) = adr+ Ay € Q,
dostavéme, ze ax +y € A71(Q).

14Pro kazdy vektor z ) je v X pouze jeden vybrany vzor (tj. z; € A7 (y;)).
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(iv) Necht (x1,...,z,) je LZ soubor v P. Existuji tedy koeficienty a,...,a, € T,
které splnuji Y77, cyw; = Op a soucasné existuje j € n takové, ze a; # 0. S
vyuzitim linearity a predchozich bodu dostavame

HQ = Aep =A (Z Oéﬂh‘) = Z@iAIia
=1 =1

z ¢ehoz plyne, Ze soubor (Axy,--- , Azx,) je LZ.

Zbyva dokézat, ze vzor libovolného LN souboru je také LN. Pro spor predpo-
kladejme, Ze tvrzeni neplati, tedy Ze existuje néjaky LN soubor (yi,...,y,) z
Q, jehoz linearni vzor (z1,...,x,) je LZ. P¥i jobraceném® pohledu pak staci
jen konstatovat, ze dostavame spor s predchozim bodem. Skuteéné, L.Z soubor
(x1,...,2,) by mél LN obraz a to neni mozné.

m

Jak vyplyva z prikladi uvedenych vyse, linedrni zobrazeni mezi VP lze jisté
definovat zaddnim explicitniho vzorecku'®. Takovy predpis je jisté sikovnd véc, ale
ne vzdy ho mame k dispozici. Mtizeme naptiklad dychtit po zobrazeni, které nékolika
konkrétnim vektortim priradi zadané obrazy, ale jinak o ném nic dalsiho nevime. I zde
nam linearita dava jistou nadéji. Jak shrnuje nasledujici véta, staci znat obrazy prvkiu
néjaké baze prostoru P a tim je uz hledané zobrazeni A € L(P,Q) jednoznacné
urceno!

Véta 5.9. Necht P, Q) jsou vektorové prostory nad T. Necht (x1,...,x,) je bize
P a necht (y1,...,yn) je libovolny soubor vektori z Q). Potom ezistuje prdvé jedno
linedrni zobrazeni A € L(P, Q) takové, Ze

Vi en: Ax; = y;.

Diikaz. Je-li soubor (z1,...,z,) bazi P, pak kazdé z € P lze jednoznacné vyjadrit
jako linearni kombinaci prvkii této baze,

n
Z = Z a;; .
i=1

Jelikoz hledame zobrazeni A splnujici Az; = y; pro kazdé i € n, které je soucasné
linearni, nutné musi dale platit:

=1 i=1 =1

Tedy hledané zobrazeni predepiSeme pomoci souradnic v bazi (z1,...,,) pra-
vidlem

n n
z= Zaixi = Az:= Zaiyi )
i=1

i=1

«

5 Méme na mysli funkéni piedpis ve tvaru: ,pro libovolné « € P plati Az = ... .
16U kterého budeme tise predpokladat kone¢nou dimenzi — v zajmu obecného blaha a jedno-
dussiho dukazu.
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Je ovSem tieba zdtvodnit, ze takto definované zobrazeni A : P — @ je skutecné
linedrni. Potfebnou rovnost A(au + v) = aAu + Av pro libovolné vektory u,v € P
a skalar a € T lze vSak ovérit snadno s vyuzitim linearity pritazeni soutadnic, viz
Véta 5.5.

Zbyva jesté dokazat jednoznacnost, to provedeme sporem. Necht existuje B €
L(P,Q) takové, ze Vi € n : Bx; = y; a pritom B # A, tedy existuje vektor b € P
takovy, ze Bb # Ab. Oznacme (b)x = (01, 2, ..., [n), z linearity B pak dostavame

Bb=B (Z Bzil?z) = Zﬁszz = Zﬁzyz = Ab,
i=1 i=1 i=1

COZ je Spor. O]

P¥iklad 5.10. Uvazujme zobrazeni A : R® — R* zadané obrazy proki standardni
baze'”,
Ae; = (1,0,1,-1), Aey=1(0,0,1,1), Aez=(0,3,—1,0).
JelikoZ pro kaZdy vektor z = (a,b,c) € R? plati 2 = ae; + bes + ces, dostdvdme
Az = A(aey + bey + ces)
= aAe; + bAey + cAes
=a(1,0,1,—1) +(0,0,1,1) + ¢(0,3,—1,0)
A(a,b,c) = (a,3c,a+b—c,—a+0D).
P¥iklad 5.11. UvaZujme zobrazeni B : R® — R* zadané obrazy prvki bdze X =
(21, 29, x3), kde
T = (17070)a x2:(1a170)7 T3 = (17171)7
Bz, =(1,1,1,1), Bxzy=(0,1,0,—1), Bxzs=(0,0,1,—-1).

Abychom mohli odvodit predpis pro zobrazeni B, musime nejdrive urcit sourad-
nice obecného vektoru z = (a,b,c) € R3 v bdzi X. Jak si ctendr milerdd sdm ovért,
rovnice

z=(a,b,c) =a(1,0,0)+ £(1,1,0) + v(1,1,1)
ma reseni
(2)x = (o, 8,7) = (@a—b,b—c,c).
Pak uz podobné jako v predchozim prikladu odvodime
Bz = B((a —b)ry1+ (b—c)zy + cxg)
= (a —b)Bxy + (b — ¢)Bxy + cBxs
= (a—5)(1,1,1,1) + (b —¢)(0,1,0,—-1) 4+ ¢(0,0,1, —1)
B(a,b,c) = (a —b,a—c,a—b+c,a—2b).
Poznamka 5.12. Prijdou vam postupy v Prikladech 5.10 a 5.11 prilis technické,
neprehledné ¢i komplikované? Nezoufejte! V casti 5.5 Matice linedrniho zobrazeni si
spetky logického uvaZovani pritom nebudeme potrebovat skoro nic kromé maticového
ndsobent, hleddni inverzi a reseni soustav linedrnich rovnic — coZ je pro nds uz sa-
mozrejme rutina. . .

7e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1).
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5.4 Hodnost, jadro a defekt zobrazeni
Definice 5.13. Necht A € L(P,Q). Hodnosti zobrazeni A rozumime ¢islo
h(A) := dim A(P).
Jddro zobrazeni A definujeme jako mnoZinu
ker A:={z € P| Az =0q},
a jeho dimenzi nazgyvame defektem zobrazeni A. Defekt znacime
d(A) := dimker A.

Poznamenejme, ze pravé zavedené pojmy opravdu davaji smysl. Z Véty 5.8 totiz
plyne, Ze obor hodnot A(P) i jaddro ker A = A~1(0g)"® jsou podprostory. M4 tedy
smysl mluvit o jejich dimenzich.

Pokusime se zde jesté odvratit jedno casté studentské faux pas, a to zdiraznénim,
ze hodnost zobrazeni je odliSny pojem od hodnosti matice! 1 kdyz si v budoucnu
tésny!'? vztah mezi témito pojmy popiSeme, musime je rozliSovat!

P _ A |

Obréazek 5.1: Tlustrace jadra a oboru hodnot pro A € L(P, Q).

Priklad 5.14. Odvodime jddra linedrnich zobrazeni uvedenych na zacatku kapitoly.
Ve vsech pripadech je treba vyresit rovnici Ax = 0, kde za x dosadime obecny vektor
v daném prostoru a za 0 prislusny nulovy vektor. To vZdy povede na néjakou soustavu
linedrnich rovnic®®, kterou snadno vyresime. Pro proni tri priklady zobrazeni wvedme
cely postup reseni:

18Jde o vzor jednoprvkové mnoziny {fg}, kterd je trividlnim podprostorem.
A7 témét intimni.
20Jak piekvapivé!
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e A:R— R, Az := ax pro a € R:

Je-li a = 0, pak rovnice ax = 0 plati pro libovolny vektor x € R. Je-li naopak
a # 0, pak plati ax =0 =z =0. Tedy

ker A = {{O} ={0r} proa#0,
R

pro a = 0.

e B:C>— C?, B(x,y,2) == (x+2y — 2,0 — 2y — 32):
Rovnice B(z,y,z) = 0c2 = (0,0) vede na soustavu dvou linedrnich rovnic,

r+2y—z=0,
x—2y—32=0,

kterou hrave vyresime, resenim je (x,y,z) € ((4,—1,2)). Tedy

ker B = ((4,—-1,2)).

o C:T>° — T3 C(xy,x9,73,...):= (T1, T, x3):

Rovnost C(xq,x9,23,...) = 073 = (0,0,0) vede na trividlni rovnice x1 = xo =
x3 = 0, tedy v jadru zobrazeni C jsou vsechny nekonecné posloupnosti, které
zacinaji trojici nul,

ker C' = {(0,0,0,x4,25,...) |Vi >4 :2;, € T}.

Nalezeni jader ostatnich zobrazeni ponechdvdame na ctendri jako cviceni:

e D:T> =T D(xy,x9,x3,...) = (T2, T3,2g,...),
o £ 75 =7y, E(x1,%9,...,Tn_1,Ty) = (T2, T3,..., Ty, T1),

o FF:R® = R*®, F(xy,29,x3,...):= (xo — 1,03 — To, Ty — T3,...),

2.2 22 a b fa+b a—0D
¢ G:R¥ =R ’G<c d> '_<c—d ct+d)

e derivujici zobrazeni H : P — P, Hp = p’ ve vektorovém prostoru polynomii
P,

e ity souradnicovy funkciondl a:jéE -V, = T pro libovolny prostor V,, s biazi X =
(i[fl, Ce ,.Z'n).

Injektivita a surjektivita zobrazeni

Jisté dobre vime, jak oveérit, zda je zadané zobrazeni injektivni (prosté), i u linearnich
zobrazeni mezi vektorovymi prostory by standardni postup pifmo z definice?! jisté
fungoval. My na to ovSem pijdeme jinak a jednoduseji! Vyuzijeme (opét) linearity
zobrazeni a z ni plynouciho vztahu mezi injektivitou zobrazeni a jeho jadrem.

21 Tedy ovéteni, zda Ax = Ay implikuje x = y.
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Véta 5.15. Necht A € L(P,Q). Potom plati:

A je prosté < ker A = {0p}.

Diikaz.
(=) : Vime, ze Afp = 0. Protoze A je prosté, neexistuje jiny vektor nez 0p, ktery
by A zobrazilo na 6. Tedy, ker A = {0p}.

(<) : Pripometime, ze A € L(P, Q) je prosté pravé kdyz
Ve,yce P: (Ax=Ay=x=1y).

Necht tedy néjaké z,y € P spliuji rovnost Az = Ay. Potom Ax — Ay = 0g a s
vyuzitim linearity dostdvame A(z —y) = 6g. To znamend, ze v —y € ker A = {0p}.
Tudiz x — y = 0p, neboli x = y. O]

Ve Véteé 5.8 jsme si mimo jiné dokazali, Ze linearni zobrazeni ¢astecné zachovavaji
linedrni (ne)zéavislost, konkrétné ze obraz kazdého LZ souboru je LZ a vzor kazdého
LN souboru je LN. Je-li linedrni zobrazeni navic injektivni, pak toto ,zachovavani*
funguje i druhym smérem.

Véta 5.16. Necht A € L(P,Q) je prosté. Potom

(i) je-li (y1,...,yn) LZ soubor vektori z A(P), je také soubor vzori (z1,...,xy,)
L7 (tedy predpokldiddme Ze Yi € 1 : y; = Ax;).

(i) je-li (x1,...,x,) LN soubor vektori z P, je také (Axy,...,Ax,) LN.

Diikaz. (i) Je-li (y1,...,yn) LZ soubor vektoru z @, existuji aq,...,qa, € T a
Jj €N, ze o # 0 takové, ze

i=1 i=1 i=1
Tedy plati >, a;x; € ker A. Jelikoz je ale A z predpokladu prosté, plati
ker A = {0p} a rovnost ¥ ; a;x; = Op implikuje, Ze soubor (x4, ..., z,) je LZ.

(ii) Kdyby existoval LN soubor, jehoz obraz by byl LZ, dostali bychom se do sporu
s bodem (i).
[

Pravé dokdzand véta ndm spoleéné s Vétou 5.8 (iv) dava nésledujici dusledek.

Disledek 5.17. Necht A € L(P,Q) je prosté. Pokud soubory (z1,...,x,) v P a
Y1y -5 Yn) v Q spliuji Ax; = y; pro kazdé i € i, pak plati

<$1,...7$n) je LN < (yla'~'7yn) je LN.

Pro lepsi pochopeni pojmi hodnost a defekt linedrniho zobrazeni (a souvislosti
mezi nimi) je klicova tzv. druhd véta o dimenzi. Dokazeme si ji pro tplnost textu
a jeji diikaz nebude vyzadovan.
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Véta 5.18 (2. o dimenzi). Necht A € L(P, Q). Potom
h(A) + d(A) = dim P.

Diikaz. Nejdiive ukdzeme tvrzeni pro pripad, kdy h(A) < oo a d(A) = k < oo.
Rozlisime tfi moznosti:
1. Pokud ker A = P, potom A zobrazi jakykoli vektor z P na nulovy vektor 6,
tedy h(A) =0 a tvrzeni trividlné plati.

2. Pokud ker A = {0p} potom A je podle Véty 5.16 prosté zobrazeni. Je-li
(x1,...,2,) baze P, potom diky Vété 5.8 soubor (Axy, ..., Az, ) generuje A(P)
a diky Véte 5.16 je tento soubor i linedrné nezavisly. Potom h(A) = dim P a
tvrzeni opét plati.

3. Necht tedy ker A CC P je netrivialni podprostor. Oznacme si bazi ker A
jako (x1,...,zx) a dopliime ji na béazi celého prostoru P ptriddnim vektoru
(Y1, Y2, - - - s Yn—k). UkézZeme, ze (Ayy, Ay, ..., Ay,_x) tvori bazi A(P).

Nejdiive si dokézeme, Ze soubor (Ayi, Ays, ..., Ay,_x) generuje A(P):

A(P) = ATy, ., Tk, Y1y - oy YUnk)
= (Axy, ..., Az, Ayr, oo AYnk)

= <Ay17 cee 7Ay7l—k?>7

nebot pro kazdé i € k plati z; € ker A, tedy Ax; = 6.
Zbyva ukazat, ze soubor (Ayy, Ay, ..., Ayn_k) je linedrné nezavisly. Predpo-
kladejme, ze

alAyl +oee A+ an—kAyn—k =0.
Potom A(ajy; + -+ 4+ apn_pYn—k) = 6, neboli z := oy + -+ + Qp_iYn_x €
ker A. Tento vektor lze soucCasné vyjadrit jako kombinaci bazovych vektort
2z = pix1 + -+ + Brrr. Vhodnym odectenim obdrzime:

0=z2z—2=—px1—... = Bap +oayr + - + Ok Yn—k-

7 linedrni nezavislosti plyne, ze vSechny koeficienty jsou nulové, neboli o; =
0=0;proi €n—k,je€ k. Proto je soubor (Ay,..., Ay,_x) linedrné neza-
visly a tvori bazi A(P).

Konecéné dohromady dostavame

h(A) +d(A) = (n — k) + k = dim P,

Zbyva osetrit piipad, kdy se ndm na levé strané rovnice objevi oo (tzn. h(A) = oo
nebo d(A) = o0). Nejdrive si povsimnéme, ze jelikoz ker A je podprostorem P, tak
jestlize d(A) = oo, pak i dim P = 0o a dokazovany vztah plati.

Konecné ukazeme, Ze je-li h(A) = oo, pak opét dim P = oo (a i v tomto pii-
padé dokazovany vztah plati). Pro spor predpoklddejme, Ze dim P < oco. Potom by

existovaly vektory xzq,...,x, tak, ze P = (xq,...,x,) a diky Vété 5.8 by soubor
(Azq,. .., Ax,) generoval A(P), coz je spor s Dusledkem Steinitzova lemmatu 2.51,
ze které plyne h(A) = dim A(P) < n. O

153



7 Vét 5.15 a 5.18 mizeme rovnou odvodit jednoduchy vztah mezi injektivitou
linearniho zobrazeni, hodnosti a defektem. K nému pridame i podobné primocaré
pozorovani pro surjektivitu. Pritvrdime-li pak predpokladem stejné konecné dimenze
prostori P a @), zjistime, zZe injektivita a surjektivita spolu souvisi tésnéji, nez by
se na prvni pohled zdélo.

Pozorovani 5.19. Necht A € L(P,Q) a dimenze dim P a dim Q jsou konecné®*.

o A je injektivni < kerA={0p} & d(A)=0 < h(A)=dimP,

o A je surjektivni & A(P)=Q <2 dimA(P)=dimQ@Q & h(A)=dimQ.
Disledek 5.20. Necht n € N a A € L(P,,Q,). Pak je A injektivni prdvé tehdy,
kdyz je surjektivnd.

Diikaz. Jelikoz dim P, = dim @Q),, = n < oo, plati
Ajeprosté & ker A= {0p,} © d(A) =0 h(A) =n< A(P,) =Q, < Ajena.

]

vvvvv

okradli o ¢ast dikazu jedné dilezité véty, konkrétné slo o druhou ¢ast Frobeniovy
véty 3.27. Tuto vétu jsme si mohli dokazat jiz drive, ale vyzadovalo by to netrivi-
alni mnozstvi prace. S nové zavedenymi pojmy a tvrzenimi zvladneme dikaz skoro
levou zadni a soucasné pujde o jakysi osli mustek k nasledujici ¢asti 5.5 Matice li-
nedrniho zobrazeni. V dikazu totiz pouzijeme dilezitou souvislost mezi linedrnimi
zobrazenimi a maticemi, o které v podstaté celd nasledujici cast kapitoly bude.

Véta 5.21 (Druhd ¢ast Frobeniovy véty 3.27). Bud A € T™", potom pro mnoZinu
So vsech reseni homogeni soustavy Ax = 6 plati

dim Sy =n — h(A).

Diikaz. K matici A € T™" definujme zobrazeni A : T™ — T™ predpisem
VxeT": Ax := A - x,

kde x € T™ je chapan jako sloupcovy vektor (ndsobeni A - x tedy ma smysl). Diky
distributivnimu zakonu pro maticové nasobeni je toto zobrazeni linearni, tedy A €
L(T™,T™). Ziejmé ker A = Sy, nebot Ax =0 < Ax = 6.

Lze snadno vypozorovat, ze h(A) = h(A), protoze

A(Tn) = <A61, ce ,A€n>24 = <A:1, ce 7A:n> s

22Tento predpoklad je nutny pro platnost pouze nékteryjch sméri dvou z ekvivalenci nize. Zkuste
je najit!

Z3Kontrolni otazka: zatimco rovnost A(P) = Q zjevné implikuje rovnost dimenzi, pro¢ to plati
i obracené?

24Vgichni jisté vime, Ze (eq,...,e,) znaci standardni bazi prostoru T".

154



kde druha rovnost plyne ze vztahu

Aej=A-e;=A-(0---010 --- 0)F
=0A, +...+ OA:(i_l) + 1A, + OA:(i—H) +...+0A.,
:A’L

Pfitom plat{ dim(A.,...,A,,) = h(AT) = h(A). Dohromady s druhou vétou o di-
menzi 5.18 ziskdvame

dim Sy = d(A) =n — h(A) =n — h(A).

Dodatek k inverzi linearniho operatoru

Ve svété ¢tvercovych matic jsme si jiz difve (Véta 3.25) ukédzali dilezitost vlastnost,
a to, Ze pro existenci inverzni matice (a tedy jeji regularitu) staéi inverze pouze .z
jedné strany“. Posuneme-li se v nasich ivahach k linearnim operatorim, obdobné
tvrzeni plati pouze na prostorech stejné konecné dimenze. Na prostorech nekonecné
dimenze lze vsak alespon dokéazat tvrzeni slabsi, a to, Ze z existence ,jednostranné
inverze“ plyne alespon jedna z vlastnosti injektivita, surjektivita. Vétu nize zde
uvadime predevsim pro fajnSmekry, nebudeme ji vyzadovat.

Véta 5.22. Bud A € L(V).
(i) Ezistuje-li B € L(V) takovy, Ze AB = E, pak je A surjektivni.
(it) Ezistuje-li C € L(V) takovy, Ze CA = E, pak je A injektivni.

(iii) Jsou-li splnény predpoklady bodu (i) a zdrovert (ii), potom je A bijekce (tedy
izomorfismus) a plati
B=C=A4".

(iv) Je-li dimenze dimV < oo a jsou-li splnény predpoklady bodu (i) nebo (ii),
potom je A bijekce a zobrazeni B nebo C z predpokladu je rovno A1,
Diikaz.

(i) Chceme dokézat, ze Vy € V, 3z € V' : y = Azx. Zvolme tedy libovolné y € V.
Hledané x € V' rovnou definujme, a to jako x := By. Potom rovnou plati

Ar = A(By) = (AB)y = Ey = y.
(ii) Ukazeme, ze ker A = {6}. Necht = € ker A, pak Az = #. Odtud pak rovnou

dostéavame:

r=FEr=(CAx=C(Az)=C0 =10,
tedy kazdy vektor v ker A je nutné nulovy.
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(iii) A je z bodu (i) a (ii) prosté i ,na“, je to tedy bijekce a existuje inverzni zob-
razeni A~!. Musime ukézat, Ze zobrazeni B, C se této inverzi rovnaji. Rovnost
B = A~! odvodime snadno,

A'=A'E=A"YAB)=(A'A)B=EB = B.

Druhou z rovnosti, ¢ = A~!, lze snadno dokéazat obdobnég, jak se laskavy
ctendr jisté rad presveddci.

(iv) Plyne z pfedchozich bodi a z Disledku 5.20.

5.5 Matice linearniho zobrazeni

Jak jsme jiz naznacili v Pozndmce 5.12; zatim nam zoufale chybi néjaky jednoduchy
nastroj pro praci se zobrazenimi, k hledani obraz nebo vzoru, ke sklddani zobrazeni
nebo jeho invertovani. Tim bude zavedeni matice zobrazeni.

Motivace

Zacnéme pro ilustraci jednoduchym piikladem, necht V = R2 na ném uvazujme
operator A € L(R?), ktery s kazdym vektorem (bodem v roviné, resp. Sipkou z

pocatku) provede ,rotaci okolo pocatku o thel g“%.
Ag =777 T
: (AZE)Q ‘\\
1 N
| N
| \
| \
| \
| B R vz = (71, T2)
| |
| |
| |
| |
| |
| |
i i
(Al’)l 0 1

Vzpomeneme-li si na zédklady rovinné geometrie, jisté snadno odvodime, ze takové
otoceni o pravy thel zobrazi kazdy bod podle predpisu

A
(551,5132) — (—1’27331),

ale pouzitelnost takové ,vykoukavaci®“ metody je samoziejmé omezend jen na po-
dobné trivialni priklady.

25V kladném smyslu, tedy proti sméru hodinovych ruéicek.
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Pozorny c¢tenar si jisté vzpomene na Vétu 5.9, kterd rikala, ze linearni zobra-
zeni lze jednoznacné urc¢it obrazy néjaké baze. Obecné je jisté snazsi nalézt obrazy
nékolika konkrétnich vektortt namisto odvozeni obrazu vektoru obecného?®. Zvolme
standardni bazi R?, £ = (e, e2) = ((1,0), (0,1)). Pak plati

Ael = A(170) = (07 1) = €2, A€2 = A((J, 1) == <—1,0) = —€1.

V ditkazu druhé ¢asti Frobeniovy véty 3.27 | tj. ve Vété 5.21, jsme ke ctvercové
matici A definovali linearni zobrazeni A na prostoru sloupcovych vektort pravidlem
Ax = Ax, pokusme se ted o krok opac¢nym smérem. Hleddme tedy matici

A € R*? takovou, Ze plati Vx € R? : Ax = Ax.

1. Zndme-li obraz obecného vektoru Ax, stac¢i dosadit do rovnice vyse. Tedy

hledame matici A = (?; 6) takovou, Ze pro kazdy x = (z; x2)7 € R? plati

)
a 3 i\ [ —%2
v 0)\z2)  \ a1 )’
tedy
ary + fry = — 19,
yx1 4 0Ty = 21 .

Jelikoz rovnosti vyse maji platit pro libovolné hodnoty x1,zo € R, dostavame
a=0=0,8=—1,7 =1, tedy rotaci vektoru v roviné (napsanych do sloupce)
o pravy thel miizeme realizovat nasobenim zleva matici

0 -1
A= (1 - ) .
2. Ze znalosti obrazi vektort standardni baze 1ze matici prislusnou k zadanému
zobrazeni také odvodit. Poznamenejme nejdiive, ze pro libovolné n > 1 a

matici A € T™" plati, ze jeji sloupce lze ziskat vynasobenim se sloupcovymi
vektory standardni baze T™, tedy ze pro kazdé j € n plati

A(Bj = A] 27.

Jelikoz v nasem pripadé plati n = 2, A(1,0) = (0,1) a A(0,1) = (—1,0),
staci tyto obrazy bazickych vektorii zapsat do sloupcti a stejné jako v bodé 1

.y (0 =1
dostavameA_<1 0).

Nalezenou matici A budeme posléze sofistikovanéji nazyvat matice zobrazeni A
ve standardni bazi*®. Dtiivod k tomuto oznaceni je ziejmy, vynasobime-li matici A

26] kdyz u tohoto zobrazeni jde o porovnatelné ,,obtizné“ kroky.

27Coz si rozhodné nevahejte oveéfit! K tomu postaci predpis pro maticové nasobeni a popis slozek
jednotkovych vektortl @; pomoci symbolu Kroneckerovo delta §;; (z Pozndmky 3.10).

28Nebo lépe: ze standardni baze do standardni béaze.
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sloupec souradnic vektoru ve standardni bazi (to je ono x), dostaneme presné obraz
tohoto vektoru pri zobrazeni A, ovsem opét zapsany sloupeckem soutradnic. Matice
A pritom ve svych sloupcich obsahuje prave obrazy vektoru standardni baze zapsané
svymi soufadnicemi ve standardni bazi*".

Nase potteby nicméné ptijdou o kousek déle, moznost pracovat v souradnicich
ve standardni bazi (coz je ve VP T™ totéz, jako s vektory samotnymi) ndm nebude
vzdy stacit. Proto zavedeme pojem matice zobrazeni v bdzich obecnéji. A to tak, ze
pro libovolnou dvojici bazi X, ) prostora P, resp. () budeme touzit po matici A
takové, ze

e vynasobenim sloupce soutradnic vektoru v bazi X matici A zleva ziskame rov-
nou jeho obraz, a to zapsan sloupcem souradnic v bazi ),

e hledani vzoru vektoru pri zobrazeni A realizujeme reSenim soustavy s matici
levé strany A a pravou stranou rovnou soutradnicim tohoto vektoru v bazi ).
Mnozinu feseni soustavy pak budeme interpretovat jako souradnice hledanych
vzoru v bazi X.

Abychom jesté 1épe ospravedlnili pottebu pracovat se souradnicemi vektoru a ne
primo s vektory, zamyslime se, jak to s odvozenim matice zobrazeni funguje v jinych
prostorech nez v T™".

Piiklad 5.23. Necht V = R?*?, wvaZujme linedrni operdtor A € L(R?*?) definovany
predpisem
A Ti1 Ti2) _ (T11+ P12 Tig

T21 T22 X211 X292

pro kazdé X1,1,%1,2,T21,X22 € RBO.

Pokud by existovala matice A takovd, aby pro libovolnou matici X = il’l ?’2
21 L22
platilo AX = AX, musela by nutné®' byt typu 2 x 2, tedy A € R*2. Pokusme
se takovou matici najit, necht A = ? , pak pro libovolnou volbu parametri
T11,T12,T21, %22 € R musi platit
AX = AX <& a 8 ST T2 [T +Ti2 X192
v 0 To1 T2 T21 T2

coz vede na soustavu linedrnich rovnic

axi + Brog = T+ Ti
azy 2 + frog = T12
YT+ 0T21 = T

VT12 4+ 0T29 = Ta.

29 Ano, je to désivé komplikovana formulace, ale musime byt pfesni. ..
30Qvéreni linearity prenechdvame ¢tenéii jako minutkové zabaveni.
31Tedy z definice maticového nésobeni.
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Jak jisté kazdy strelhbité zjisti, tato soustava memd (pro libovolnou volbu para-
metri x; ;) Tesent, tedy ,matice zobrazeni“ poZadovaného typu vibec neexistuje!
My to ale nevzddme, situaci zachrdnime prechodem od vektorii z R*? ke sloupeckim
jejich soutadnic v néjaké bdzi’?, coZ jsou vlastné prvky RH!.

Odvodime si obrazy vektori standardni baze

(10 (01 (00 {0 0
61,1 - O 0 Y 61,2 - 0 0 Y 62,1 - 1 O ? 62,2 - O 1 Y

s . by ... .. Lo
ve které kazZdé matict (i ) prislusi sloupec souradnic (a b ¢ d)T.

d
Zrejmé plati

A€1,1 =€11, A€1,2 =e11t+ €12, A€2,1 =€21, A€2,2 =€22.

Hledanou matici zobrazeni A sestavime podobné, jako v prikladu viyse, do jejich
sloupcii zapiseme souradnice obrazi bazickych vektori Ae; ;, tedy

10
10
0 1

o O O
_— o O O

0 0

JelikoZ pro libovolné x1 1,712,221, T22 € R plati

1 100 T1,1 T11+ Z1p
01 00 Ti2 | x1,2
0010 T21 o T21
0 0 01 T2 T22

odvozend matice déld presné to, co ma! Tedy, vyndsobime-li ji sloupec souradnic
jakékoli matice, dostaneme sloupec souradnic®® jejiho obrazu pri zobrazeni A.

Zavedeni matice zobrazeni

Potiebné znaceni na téma soutradnice v béazi jsme si zavedli v Definici 2.71, pripo-
menme si jej. Necht X' = (xy,...,2,) je baze V,, a vektor z € V,, spliuje vztah
z =y, a;x; . Souradnicemi vektoru z € V,, v bazi X pak rozumime sloupec

aq
(Z)X = )
Ay,
na ktery lze v pripadé potreby pohlizet i jako na oby¢ejnou ntici (2)xy = (aq, ..., ).

Pritazeni jednotlivé ité souradnice vektoru z v bazi X pak realizuje tzv. ity sourad-
nicovy funkcional v bézi X,

32Pro jednoduchost v té standardni.
337de opét oboje ve standardni bézi.
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Soucasné z Véty 5.5 vime, ze pritazeni souradnic je samo linedrnim zobrazenim.
Pozadovanou vlastnost hledané matice A zobrazeni A € L(P,,,Q,) v bazich X
a Y tedy muzeme formulovat strucné jako

Vze P:A-(2)xr = (A2)y. (5.1)

Misto abychom matici zobrazeni rovnou definovali**, zamyslime se jesté, co pro ni
z vlastnosti (5.1) vlastné plyne. Ozna¢me vektory standardni baze prostoru 7™
zapsané do sloupcti jako @, = (10 --- 0)7,... e, = (0 -+ 0 1)7 .3 pro libovolnou
matici A € T™™ pak rovnou z definice maticového nasobeni plati

VijZA'(Bj:A;j, (52)

tedy Ze nasobenim vektory standardni baze zprava dostdvame sloupce této matice.*
Tentyz zavér mizeme ucinit i jinak, a to s vyuzitim Véty 2.39. Pripomenme déle,
ze prvky libovolné baze X maji vici této bazi X specidlni tvar! Jelikoz zjevné pro
kazdé 7 € n plati

xj:Oxl+---—|—Oxj_1+1xj—|—0xj+1+--~+0xn,

dostavame
Vj Em: (ZE]‘)X =¢;. (53)

Zkombinujeme-1i*" dohromady rovnosti (5.1), (5.2) a (5.3), dostaneme pro hle-
danou matici A rovnost

Viem:A;=A e =A-(z))xr = (Az;)y,

tedy Ze matice A musi mit rozmér n X m a predevsim:

»A musi ve svych sloupcich obsahovat obrazy Ax; vektort z baze X
zapsané svymi souradnicemi v bazi ).

Takze uz konecné vime, jak by se takova matice zobrazeni méla asi definovat!

Definice 5.24. Necht A € L(P,,,Q.), bud X = (z1,...,2p) ¢ Y = (y1,...,Yn)
bize P,,, respektive Q,. Matici ¥ AY € T™™ definovanou po sloupcich predpisem

Vi€ (YAY),; = (Axy)y,

nazveme matici zobrazeni A v bdzich X, Y (nebo ,z bize X do bize Y “).**
Matici linedrniho operdtoru * AY zkrdcené oznacime YA := ¥ AY.

34Uvadéni explicitnich definic ,natvrdo®, bez predchozich vysvétleni, tivah & piikladii se totiz
mezi studenty zd4 byt velice nepopularni. . .

35Toto znaceni uz jsme difve nékolikrat pouzili.

36Zvidavy Stenal nechf se sam zamysli nad tim, co bychom dostali ndsobenim matice prvky
standardni béze zleva (a jakého rozméru by tyto vektory vlastné mély byt)!

37S bonusovou znalosti faktu, Ze kazdé linedrni zobrazeni staéi definovat na vektorech néjaké
béze.

38Pomoci soufadnicového funkcionalu bychom mohli matici zobrazeni definovat po jednotlivych
prvnich takto: Vi € n,Vj € m : XA% = yl#(Agcj)
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Piiklad 5.25. UvaZujme zobrazeni A € L(R*, R3) definované predpisem
A(z1, 22,23, 24) = (421 + 20 + 24, 21 + 22 + 224,221 + 320 + 223) .

Jeliko? plati *°
A(1,0,0,0) = (4,1,2),
A(0,1,0,0) = (1,1,3),
A(0,0,1,0) = (0,0,2),

A(0,0,0,1) = (1,2,0),

matici zobrazeni A ve standardnich bazich odvodime snadno,

410 1
Capgfs — 1 1 0 2
2.3 20

Navic, jak vyplyva z nasich motivacnich dvah vyse a jak si brzy korektné doka-
Zeme, neni rozhodné Zddnou ndhodou, Ze pro kazdij vektor (21, zo, 23, 24) € R* plati

410 1 ? Aoy + 29 + 24

110 2f- 22 = 21+20+22

2320 23 221 + 329 + 223.
4

Priklad 5.26. Pro zobrazeni A € L(R*R?) z Prikladu 5.25 odvodime matici v
jingch neZ standardnich bdzich, ¥ AY, kde X = (x1, 72, 23,74), Y = (Y1, Y2, Y3),

21 = (2,1,0,0), 2o = (0,2,1,0), z3 = (0,0,2,1), 24 = (1,0,0,2)

y1 = (17()’ 1)’ Yz = (]—7 170)7 Ys = (1’()’ 2)
Hledand matice *AY md ve svyjch sloupcich obrazy Ax;, zapsané svymi soutad-
nicemi v bazi Y. Nalezneme nejprve samotné obrazy. ProtoZe x1 = 2e; + ey, mdme

Az =2Ae; + Aes = 2(4,1,2) +(1,1,3) = (9,3, 7).
Stejnym zpusobem spocitdme

Az = (2,2,8), Axz=(1,2,4), Axy=(6,5,2).
Nyni je treba najit souradnice téchto vektori v bdazi Y, které ndm vyjdou*”

Axy = byy + 3y + ys,

Axy = — 8y + 2y + 8ys,
Axz = — 6y + 2y + Sys,
Az = dyp + y3.
Odtud dostdvame
5 -8 —6 0
YAV =13 2 2 5
1 8 5 1

39 Jak snadno zjistime dosazenim.
40Hledat soufadnice v bézi uz samoziejmé ddvno umime.
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Celé nase dosavadni usili smérovalo k jedné hlavni vlastnosti matice zobrazeni,
aby Slo jejim nasobenim ze soutadnic vzort vyrabét souradnice obrazu. I kdyz se
muze zdat, ze jsme si v motivaé¢nim tvodu dikaz této vlastnosti uz vlastné odbyli,
neni to tak uplné pravda. Odvodili jsme si sice, co matice zobrazeni nutné musi
spliiovat, ale kromé nékolika pozitivnich piiklad@*' nam pofdd zbyva dokazat, Ze
tato podminka k pozadované vlastnosti postacuje.

Véta 5.27. Necht A € L(Py,,Qy), X = (x1,...,2y) je bdze Py, a Y = (y1,. .., Yn)
je baze Q.

(i) Pro kaZdé z € P, plati
(Az)y ="AY - (2)x,

(ii) Pro kaZdé z € Pp,w € Q, plati, Ze z je vzorem w (tedy z € A~ w, respektive
Az = w) pravé tehdy, kdyz

(2)x je Tesenim soustavy linearnich rovnic s rozsifenou matici (X AY ’(U))y) .

Diikaz. (i) Na obou stranich dokazované rovnosti jsou sloupcové vektory z T™1 42
upravou souc¢inu napravo dokazeme, ze se obé strany rovnaji.

Zacneme prachobycejnym rozepsanim pravé strany pomoci maticového naso-
beni a naslednym dosazenim, ¢emu se ptislusné prvky v nédsobenych maticich
rovnaji. Oznacme (2)y = (aq,...,qn). Vyuzijeme Vétu 2.39 (o nasobeni ma-
tice sloupcem zprava) a linearitu obou zobrazeni A a (+)y.

aq
YAV (2)p=YAY.

= Z (073 (A$k)y

1

Z akAxk>
y

>
((Ee)),

= (Az)y.

(ii) Kazdou maticovou rovnici ve tvaru A - x = b, kde A € T™™ je matice a
x € T™! b € T™! jsou sloupcové vektory, lze chapat jako soustavu linedrnich

4INic jako ,dikaz pifkladem*“ neexistuje! Pokud vAm nékdo nékdy tvrdil opak, lhal a shoii v
pekle. Pozor ale, vyvratit néjaké tvrzeni uvedenim takzvaného protiprikladu je naprosto v poradku
a je tfeba toto rozlisSovat (vzdycky je snazsi bofit nez budovat).

42Upiimné se nad tim zamyslete!
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rovnic s rozsifenou matici (A | b) a neznamymi zapsanymi do sloupce x.
Tvrzeni pak primo plyne z uvédomeéni si faktu, ze z € P,, je vzorem w € @),
pravé tehdy kdyz plati YAY - (2)x = (w)y.

]

XA;V_

Obrazek 5.2: Schéma, jak ,funguje” matice linearniho zobrazeni A € L(P, Q).

Poznamka 5.28. Veéta 5.27 nam tedy rikad:

, Cheeme-li najit obraz vektoru, musime sloupec jeho souradnic vyndsobit ma-
tici zobrazeni. Chceme-li najit vzor vektoru, musime vyresit SLR s matici soustavy
rovnou matici zobrazeni a pravou stranou rovnou sloupci souradnic tohoto vektoru. “

Upozornéme ale, Ze k tomuto pravidlu nelze pristupovat mechanicky a bez pre-
myslent! V obou cdstech jsou totiZ klicové zvolené baze X, Y a visledek musime vZdy
spravné interpretovat jako souradnice v dané bazi.

Jak uz vime z difvéjska, pfifazeni soufadnic je linedrni zobrazeni. Cisté tohoto
faktu pak muzeme primocare vyuzit a dokazat, ze vlastné i takové pritazeni mezi
zobrazenim a jeho matici, A — *AY je linedrni zobrazeni. Pfipomenime pfitom,
ze i zobrazeni muzeme mezi sebou s¢itat, pripadné nasobit zobrazeni skalarem. Na-
vic pak plati, Ze mnozina vsech linearnich zobrazeni mezi dvéma pevné zvolenymi
prostory s témito opracemi tvori sama vektorovy prostor!

Véta 5.29. Necht P,Q jsou VP nad T, pro libovolnd zobrazeni A, B € L(P,Q) a
a €T definujeme

Vee P:(A+ B)x:=Ar+ Br, (ad)r:=a-Ax.

Potom plati
A+ B e L(PQ), aA e L(PQ)."

43Dokonce plati, ze (L(P,Q), T, +,-) je vektorovym prostorem! Zkuste si to ovéfit.
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Diikaz. Ponechavame ¢tenafi jako cviceni, uzavienost mnoziny £(P, () na s¢itani a
nasobeni skaldrem lze oveérit primo z definic. O]
Véta 5.30. Necht A, B € L(P,,,Qy), o € T. Potom plati

(i) ¥(A+ B = ¥A¥ £ *BY,

(ii) (@A)’ =a *AY.
Diikaz. Obé tvrzeni vyplyvaji z linearity souradnicovych funkcionalt. Porovname
jté sloupce prislusnych matic, kde j € m je libovolné:

(i)

(Y(A+ B)Y) = ((A+ B)j)y = (Ax; + Bu))y, = (Azj)y, + (Bxy),y,

(), ()

:J g

(if)
(*(ad)?) = ((ad)z;)y = (aAx))y, = a (Az))y, = (a ¥ AY)

J :J

O

Zobrazeni samozrejmé umime nejen s¢itat nebo nasobit ¢islem, Ize je i skladat.
To pro matice linedrniho zobrazeni nebude znamenat nic moc nového, vystacime si
s maticovym nasobenim. Jako piijemny dtsledek ndm pak pfirozené vyplyne pra-
vidlo, podle kterého ziskdme matici inverzniho zobrazeni (pokud existuje) klasickou
maticovou inverzi.

Véta 5.31. Necht A € L(Qn,V;), B € L(Pp,Qn) a X, Y, W jsou poporadé bize
P, Qn, Vs. Potom pro matici slozeného zobrazeni AB € L(P,,,Vs) plati

X(AB)W:yAW-XBy.

Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze uvedeny soucin matic ma smysl, nebot Y AW ¢
Tsn, X*BY ¢ T tedy Y AW .Y BY € T*™. Leva strana rovnice m4 také odpovidajici
rozméry ¥ (AB)Y € T*™.

Dokazeme, ze pro libovolné j € m se jté sloupce matic nalevo i napravo rovnaji.
Kromé hlavni vlastnosti matice zobrazeni dale pouzijeme Definici 3.51, resp. vlast-
nost (3.7) (kterd ve zkratce rikd, Ze ,,jty sloupec soucinu A - B je roven soucinu A s
Jtym sloupcem B“, to si prosim rozmyslete!).

Necht 5 € m, pro jty sloupec souc¢inu napravo plati:

(A TBY) = YA (57
=AY (Bx;),,
= (A(ij))
= ((AB)%')
= Y(AB)Y.

2]

2

2]

w

w
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Disledek 5.32. Je-li A € L(P,,, Q) izomorfismus (tedy m = n), potom je matice
Y AY requldrni a plati

(XAy)—l — V(A

Diikaz. K bijektivnimu zobrazeni A € L(FP,,Q,) vidy existuje zobrazeni inverzni,
které je také linearni a k némuz existuje matice v libovolnych béazich. S vyuzitim
Véty 5.31 pak plati

YAV Y(A)Y = Y(AAT)Y =YEY =,

kde posledni rovnost plyne z faktu, ze vektory libovolné baze Y = (y1,...,yn) spl-
nuji*
Vien: (y))y=¢; = YEY=E.
7, rovnosti

XAy_y(A—l)X —E

pak vyplyva tvrzeni disledku, matice na levé strané rovnosti jsou vii¢i sobé navzajem
inverzemi. O

Na zacatku ¢asti 5.4 jsme diisledné varovali pred nahodilym zaménovanim pojmi
hodnost matice a hodnost zobrazeni. 1 kdyz toto varovani stale trva, dokazeme si, ze
mezi obéma hodnostmi prece jen existuje souvislost. Zvolime-li konkrétni béze vek-
torovych prostoru P, @,, pak hodnost libovolného zobrazeni A € L(FP,,, Q,) bude
rovna hodnosti jeho matice v téchto bazich. Pred samotnym ditkazem si ukazeme
pomocné tvrzeni.

Lemma 5.33. Necht B € L(P,Q) je izomorfismus a z1, ..., z, jsou vektory z P,
potom plati
dim(z,...,2,) =dim(Bz, ..., Bz,).

Diikaz. Je-li dim(zy,...,2,) = k € N* potom lze ze souboru (zy,...,z,) vybrat
kclenna baze (z;,,. .., 2, ) tohoto podprostoru. S pomoci Véty 5.8 ziskdme

(Bzy,...,Bz,) = B((zl,...,zn>) = B(<2i1,-~~,2’ik>> = (Bz,,...,Bz,).

Jelikoz soubor (z;,,...,2;,) je LN a B je injektivni, je diky Vété 5.16 i soubor
(Bzi,,...,Bz,) LN. Proto soubor (Bz;,,...,Bz,) tvoii bazi (Bz, ..., Bz,) a ko-
necné ziskavame

dim(Bz1,...,Bz,) =k =dim(zy, ..., z,).

]

4 Jak se jiz stava milou tradici, Gtendf si jisté saim dikladné rozmysli, pro¢ nasledujici implikace
plati, pripadné si zopakuje vyznamy pouzitych symbold. . .
4SRozmyslete si, ze je-li dim(zq,...,2,) = 0, tak tvrzeni ziejmé plati.
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Véta 5.34. Necht A € L(P,,,Q,), X je bdze P,, a Y je bize Q,,. Potom plati

h(A) = h(* AY).

Diikaz. 7 definice hodnosti zobrazeni a linearity odvodime
h(A) = dim AP,, = dim A(z1, ..., xy) = dim(Az,, ..., Az,,).

Jiz. vime (Véta 5.5), Ze prifazeni z — (2)y je linedrnim zobrazenim (navic je jak
injektivni, tak surjektivni (tedy izomorfismus), jak plyne z nasich dosavadnich zna-
losti o souradnicich v bézi!). Soucasné z Véty 5.33 vime, zZe izomorfismus zachovava
dimenzi linedrniho obalu. Zaménime-li tedy v linedrnim obalu napravo jednotlivé
vektory Ax; jejich soufadnicemi (Ax;)y, ziskdme linedrni obal se stejnou dimenzi.

dim(Axq, ..., Az,y) = dim((Azy)y, ..., (Azy)y).

Jenze ntice soufadnic (Az;)y, ..., (Az,)y jsou piimo sloupce matice ¥ AY | a proto
z vlastnosti hodnosti matice plati

h(A) = dim((Azy)y, . .., (Azn)y) = h(¥AY).

[]

Disledek 5.35. Zobrazeni A € L(P,,,Q,) je izomorfismus, prdvé kdyz je matice
Y AY requldrni. V takovém pripadé nutné plati m = n.

5.6 Zména baze

Jak jsme vidéli napr. v Prikladech 5.11 a 5.26, prace se souradnicemi vektort v
bazich neni vzdy trivialni. Je totiz pomérné pracné prechazet mezi souradnicemi v
ruznych bazich u vice zadanych vektorta (opakované resime podobné SLR), podobné
pracné uvahy pak musime provadét pri odvozeni matice zobrazeni v jinych bazich,
nez ve kterych je zadano. Praci ndm zjednodusi zavedeni matice prechodu.

Definice 5.36. Necht X = (x1,...,2,) a Y = (Y1,.-.,Yn) jsou bdze V,. Matici
identického operdtoru ¥ EY € T™" nazjvdme matici prechodu od bize X k bdzi Y.

Matice prechodu mezi bazemi X a ) tedy ve svych sloupcich obsahuje souradnice
vektorta z X’ vzhledem k bazi ). Jelikoz se vlastné jedna jen o specidlni pripad matice
linedarntho zobrazeni (pro volbu A = E), klicové vlastnosti matic pfechodu snadno
odvodime z jiz dokdzanych tvrzeni o maticich zobrazeni.

Véta 5.37. Necht X, Y a Z jsou baze V,. Potom
(i) matice *EY je reguldrni a plati

(VEY) T =VEY,
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(ii) pro libovolné x € V,, plati

(ii)

YE? . YEY =YE%.

Dikaz.

(i) Vime, ze h(*AY) = h(A) pro libovolné linearn{ zobrazeni A. Identicky operéator
je bijekce, tedy plati h(E) = n a matice *E? je reguldrni. Navic je identicky
operator sdm sobé inverzi. Z Dusledku 5.32 pak dostavame

(YBY) ' =Y(E)Y = VBN,

(ii) Vyplyva z Vety 5.27.
(iii) Vyplyva z Véty 5.31.

]

Poznamka 5.38. Poznamenejme, Ze v ruznych materidlech k linedrni algebre je
mozné objevit ruzné pristupy k prechodu z bdze do bdze! Neékde se pojem matice
prechodu vibec nezavdadi a pracuje se rovnou s identickym operdtorem. Jinde (na-
priklad v predchozich materidlech kurzu BI-LIN) se matice prechodu naopak zavddi
se specidlnim znacenim, namisto * EY napriklad jako x Py nebo yPy.

Vypocet matice prechodu mezi dvéma obecnymi bézemi (kdy ani jedna neni stan-
dardni) si miZzeme usnadnit, vzpomeneme-li si na hlavni myslenku Algoritmu 3.22
pro hledani inverznich matic. Konkrétné na to, ze pri upravach dvoublokové matice
ve tvaru (A | B) pomoci GEM celou matici vlastné ndsobime néjakou reguldrni ma-
tici P a podari-li se levy blok A vyeliminovat na matici jednotkovou, je prislusna
matice dprav rovna P = A~1, tedy

(A | B) ~ (PA | PB) P°A™ (A~'A | A"'B) = (E | A™'B). (5.4)

Algoritmus 5.39 (Sestrojeni matice prechodu). Necht X, jsou dvé baze prostoru
V,,. Sestavte matici prechodu ¥ EY .

1. Oznacme pomoci € standardni bazi V,, pripadné jinou bazi, ve které umime
snadno hledat souradnice vektorii.

2. Zapsdnim souradnic vektoru z X v bdzi & poporade do sloupci ziskame rovnou
matici prechodu ¥ E€. Obdobné ziskdme matici ¥ E¢.

3. Hleddme matici *E”Y, pro kterou plati vztah
XEJ) — SEy X XEIS

— (37E£>71 'XEg.
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4. Hledany soucin nalezneme tpravou matice (YE¢ | * E¢) pomoci GEM. JelikoZ
matice prechodu je vZdy requldrni, lze eliminaci ziskat

B VB ~ (B | P VET) = (B] YEY).

Priklad 5.40. UvaZujme vektorovy prostor Z3 s bdzemi
X = ((17071>7(27(]’1)7(37170)) a Y= ((07171)7(47170)7(27170))7

sestrojime matici prechodu ¥ EY .
Standardni bizi ZE oznacme &, snadno sestavime matici prechodu z bize X (re-
spektive Y ) do standardni bdze:

1 23 04 2
YEE=(0 0 1], YEf=|1 11
110 100

Podle Algoritmu 5.59 sestavime (YE¢ | YE) a eliminujeme na (E | YEX): Dosta-
neme

1 2 30 4 2 10 0/0 4 1
00 1|1 1 1]~({0 10|11 4
11011 00 00 1]1 11
Proto plati
0 41
YEY =111 4
111

Uz jsme schopni sestavit matice prechodu mezi libovolnymi bazemi, toho dale
vyuzijeme. Je-li potfeba ze znalosti matice linedrniho zobrazeni v zadanych bazich
zkonstruovat jeho matici v bazich jinych, staci si poradné rozmyslet, v jakém po-
fadi matice zobrazeni a matice pfechodu ,funguji“*® a vhodnym zptisobem pouzit
maticové nasobeni.

Hlavni vétu této casti nepotfebujeme nijak zvlast dokazovat, je totiz primym
disledkem Véty 5.31 o matici slozeného zobrazeni*’.

Véta 5.41. Necht A € L(P,Q), bud X, X bize P a ), Y bize Q. Potom plati
VAV VY. X QY . ¥pX

Algoritmus 5.42 (Sestrojeni matice zobrazeni). Necht A € L(P,Q), X je bize P

a Y je bize Q). Sestavte matici zobrazeni * AY.

1. Oznacme pomoci € standardni bizi prostoru QQ, pripadné jinou bazi, ve které
umime snadno hledat souradnice vektori v Q).

46Kazdou matici zobrazeni ¥ AY si lze predstavit jako jakysi stroj, ktery ,na vstupu nacte
zprava souradnice vektoru v levé bazi X a na vystupu posle smérem doleva souradnice obrazu
tohoto vektoru v pravé bazi Y. Nasleduje-li vlevo dalsi matice zobrazeni, postup se opakuje. U
matic prechodu je situace jednodussi, maticovym zobrazenim se nekonstruuje zadny obraz vektoru,
jen se méni pouzitd baze.

47Coz samoziejmé neznamens, Ze se nad diikazem ani nezamyslime, ba prévé naopak!
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2. Zapsdanim souradnic vektoru z Y v bdzi £ poporadé do sloupci ziskdme rovnou
matici prechodu Y E¢. Aplikujeme-li zobrazeni A na vektory z bize X a sou-
radnice jejich obrazi v bizi £ poporadé zapisSeme do sloupci, ziskdime matici
zobrazeni ¥ A€ .

3. Hleddme matici * AY, pro kterou plati vztah
XA)J — 5E)J i XAS
— (yES)—l -XAS.
4. Hiedany soucin nalezneme tipravou matice (YE® | * A®) pomoci GEM. JelikoZ
matice prechodu je vZdy requldrni, lze eliminaci ziskat
(yEs | XA5> N (E ’ (yEs>f1.XAg) = (E | XAy)_
Priklad 5.43. Pro zobrazeni A € L(R* R3) z Prikladi 5.25 a 5.20 definované
predpisem
A(Zl, 29,23, 24) = (421 + 29 + 24,21 + 22 + 22’4, 221 + 322 + 223) .

odvodime matici XAJ}; kde X = (x17x27 T3, x4>7 y = <y17 y27y3)7

r1=(2,1,0,0), 2o = (0,2,1,0), 23 =(0,0,2,1), x4 = (1,0,0,2)

h = (1707 1)7 Yo = (L 170)7 Ys = (1707 2)7

a to s vyuzitim matic prechodu. MiZeme v zdsadé postupovat néekolika, velice podob-
nymi, zpusoby. Jednou z moznosti je zacit odvozenim matice zobrazeni ve standard-
nich bdzich,

410 1
figs5 =111 0 2|,
2320

a tu dale nasobit vhodnymi maticemi prechodu. Diky primo zadanym bazim X a Y
muzeme rovnou napsat matice prechodu ¥ E€* o Y E® | ddle pak plati

XA)J — (yEé'g)—l . €4A53 X XE54
— (yEgg)—l . XAgg )

Po dosazeni dostdvame

11 1\ /4101 fgg(l)
YAY =10 1 0 110 2 012 0
10 2 2320/ {475

=X A%3

a diky asociativite maticového nasobeni je v podstate na nds, jak postupovat dale. Nic
ndm napriklad nebrani postupné spocitat inverzi (Y E€)~! a pak postupné provést dvé
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maticovd ndsobeni. Pripadné nejdrive vyndsobit posledni dvé matice, ziskat matici
Y A& q na vysledek pouZit ,trik“

(A|B)~ (E|A'B).

Alternativné bychom mohli od zacatku presné ndsledovat Algoritmus 5.42, tedy
nejprve odvodit obrazy vektori z bdze X a z jejich souradnic v bizi Es sestrojit ji-
nym zpusobem jiz vise zminénou matici ¥ A% . Zbytek vipoctu by pak byl totoiny s
predchozim postupem *°.

Libovolnym z uvedenyjch postupi samozrejme dostaneme hledanou matici,

5 —8 —6 0
YAY =13 2 2 5
1 8 5 1

5.7 Priklady linearnich zobrazeni

Linearni zobrazeni v roviné

V této casti si spolu projdeme zakladni priklady linearnich operatort na vektorovém
prostoru R? se standardni bézi

&= (61,62) = ((1’0)7 (O? 1))7

které lze jednoduse geometricky interpretovat jako akce na bodech, pripadné orien-
tovanych tseckdch v roviné (vychazejicich z pocatku). Jak uz vime, kazdy linedrni
operdtor A € £L(R?) miizeme jednoznacné charakterizovat matici

£ — (Gl,l 611,2> ’
Q21 Q22
pro kterou z definice plati*’
“A= ((Aer)e (Aes)e) -

U vSech typu operdtoru nize si (vice ¢i méné jednoduse) pravé matici ve stan-
dardni bazi €A odvodime. U vSech piikladl si zobrazeni znidzornime jednak ob-
razy prvki standardni béze (pro ilustraci doplnéné obrazem ,obdélniku“ s vrcholy
0, e, €9, e1+¢€3) a také obrazem obecného vektoru. V pripadech, kdy to bude potteba,
prejdeme i k bazi jiné nez standardni.

48 Jak si ¢tenaf jisté jiz domyslel, k valné ¢asti moznych piikladii (nejen) na téma linedrni zobra-
zeni neexistuje jediny mozny postup. O to dilezitéjsi je schopnost pri feseni problémi premyslet
a ne jen slepé kombinovat fragmenty nazpamét naucenych postupi! Spravnym pochopenim tématu
si navic muzete vyrazné ulehcit zivot; z vice moznych postupt lze pfi zapojeni hlavy casto vybrat
néjaky ,,méné vypocetné narocny“, coz kazdého jisté potési.

49Mizeme pouzit blokovy zapis (po sloupcich).
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Priklad 5.44 (Skédlovani ve sméru os). Necht a, f € R, wvazujme linedrni operdtor,
ktery ,ve smeru osy x “ nasobi parametrem o a ve sméru osy y ndsobi parametrem

3.

————— x
€2 A 1
Aeq |
0 €1 { 0 |
AGQ + 3
********** Ax
Obrézek 5.3: Operator skalovani podle os s parametry o = 2, 8 = —%.

Zde snadno odvodime hledanou matici primo, kaZdému vektoru v R? zobrazeni
zrefmeé privadi
A
(1, 22) — (a1, Bxa) -

Obrazy jednotkovich vektoru splnuji

Aey = aey, Aey = ey,

i)

Jak si Ctenar jisté sam rozmysli, v zavislosti na konkrétnich volbach «, 8 € R lze
do skatulky operdtory skalovani dle os ,schovat® rizna specialni zobrazeni, jakymi
je napriklad zrcadleni podle osy x (resp. y), projekce na osu x (resp. y) nebo stredova
symetrie podle poc¢atku 6.

Jak lze snadno odvodit, zobrazeni skalovani je bijekci pravé tehdy, kdyz plati
a # 0 a souCasné § # 0 a prislusné inverzni zobrazeni ma matici ve tvaru

= (f 9=

B

tedy plati

Priklad 5.45 (Zkoseni ve sméru jedné z os). Necht A € R, wvazujme linedrni operd-
tor, ktery vektory ve sméru osy y zachovivd (nemeéni) a ve sméru osy x je zvétsuje o
Andsobek druhé slozky. Jinyma slovy, kazdy vektor je ,zkosen“ ve sméru osy x primo
umerne své sloZce .

50Toto 1ze odvodit dvéma zpiisoby! Budto ,,maticové, s vyuZitim pravidla Ze matice inverzniho
zobrazeni je inverzi puvodni matice, nebo ,zobrazovaci tvahou®, pii které hledame takové zob-
razeni, jehoz aplikaci na kazdy obraz pii zobrazeni A dostaneme puvodni vektor (tedy $kdlujeme
yhazpatek“).
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A(fz : :
62 AN T T 7 | |
| | |
| ! |
L Aey | |
L N 1 1
0 €1 0

Obréazek 5.4: Operator zkoseni podle osy x s parametrem A = %

Hledanou matici opét odvodime primo, kazdému vektoru v R? zobrazeni priradi
A
(x1,22) — (z1 + A2, X2) .
Obrazy jednotkovych vektori splnuji

A61 = 61,A62 = €9+ )\61 s

eq (1 A
(1)

Jak snadno pozndme z tvaru matice €A, zobrazeni zkosend je vidy bijekce a pri-
slusné inverzni zobrazeni je také zkosenim, jeho matice je

wh=(p 7).

Priklad 5.46 (Rotace okolo pocatku). Necht ¢ € R, uwvazujme linedrni operdtor,
ktery vektory rotuje okolo pocdtku o 1ihel @ proti sméru hodinovijch rucicek’.

tedy plati

A

e |
N4 S ‘
€1 0

Obrazek 5.5: Operator rotace o thel ¢ s parametrem ¢ = Z.

51Jde tedy o pfimé zobecnéni motivaéniho piikladu z ivodu éasti 5.5, kde jsme vektory rotovali
o thel ¢ = 7.
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Zde je jiz odvozeni matice zobrazeni o néco slozitéjsi. Nicméne, namisto obrazu
obecného vektoru staci odvodit obrazy prvki nejaké baze, nejlépe té standardni. K
tomu nam mize poslouzit jednoduchd geometrickd dvaha (jejiz podrobné promysleni
ponechdvdme na ctendri’?), kterd vede k pozndni, Ze plati

A(1,0) = (cosp,sing), A(0,1) = (—sinp,cosp),

z cehoZ primo odvozujeme
£ _ [COS® —siny
~ \singp cosp |’
Takze, jak plyne z rovnice (Ax)g = €A - (x)¢, pro obecny vektor plati

(21, 22) A, (1 cosp — X9 8in @, 1 SiN @ + T COS ) .

Pro odvozeni matice inverzniho zobrazeni mizeme klasicky invertovat matici €A,
musime pri tom ale ddvat pozor na korektnost provdadénych kroki GEM! Alter-
nativni postup spocivda v uvaze, Ze sloZime-li zobrazeni rotujici o ¢ se zobrazenim
rotujicim o stejny uhel v opacném smeru —yp, dostaneme zobrazeni identické. Tedy
prislusnd sklddand zobrazeni jsou sobé navzdjem inverzni. JelikoZ pro kazdé ¢ € R
plati cos(—¢) = cos ¢ a sin(—p) = —sin g, dostdvdme vztah

(A7) = cosy singp 54
—siny cosp

Nasledujici priklady linearnich operatori budou o néco slozitéjsi, k jejich jed-
noduchému popisu uz nebudou stacit pouze osy x a y, dilezitou roli bude hrat i
dana obecnd pfimka® p prochézejici poc¢atkem. I kdyZ by nejspis bylo mozné od-
vodit matice mnohych z nasledujicich zobrazeni ¢isté geometrickou tivahou, existuje
snadnéjsi zpusob, a to s vyuzitim matice prechodu. Klicovym krokem je nalezeni
jiné baze nez standardni, a to takové, ve které lze dané zobrazeni popsat mnohem
jednoduseji. Prevod do standardni baze lze pak provést klasickym zptsobem, podle
Véty 5.41.

Lze napriklad zvolit bazi X = (x1,z9) tak, aby vektor x; lezel v zaméteni pri-
slusné primky p a vektor z5 byl na néj kolmy (opét v tradicnim geometrickém smyslu,
jak zndme ,ze Skoly“), to lze udélat napiiklad tak, ze vezmeme standardni bazi a
aplikujeme na ni rotaci o thel . S vyuzitim Ptikladu 5.46 odvodime, ze vektory
této nové baze splnuji

X = (x1,29) = ((cos @, sin ), (— sin @, cos go)) : (5.5)

52Stacéi ve znazornéni obecného bodu v roviné nalézt vhodny pravotihly trojihelnik a zavzpo-
minat na vlastnosti funkci sinus a kosinus.

93Provadéni vice krokt najednou v duchu ,,od sin pnasobku jednoho fadku odeétu cos gnasobek
druhého“ nemusi byt korektni a musime zvazovat rtizné podminky pro nenulovost skaldrt, jimiz
nasobime. Podminkami vyloucené pripady pak musime osetfit zvlast

%No a jelikoz z zAdného naseho kroku nevyplynula z4dna podminka na tihel ¢, operator rotace
je vzdy bijekci.

55P¥{ dostatku odvahy mozné i dvé obecné piimky. ..
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Navic, jak ¢tendr jistojisté sam odhali, neni ndhodou®®, Ze matice pirechodu * E¢
je rovna matici rotace o thel ¢ ve standardni bazi.

\ T

Priklad 5.47 (Projekce na primku). Necht ¢ € R a p je primka prochdzejici pocat-
kem, kterd svird s osou x uhel . UvaZujme linedrni operdtor, ktery kaZdému vektoru

v R? privadi kolmym promitnutim na primku p bod na této primce’” .

N 62 N

Obrézek 5.6: Operator projekce na primku svirajici thel ¢ s osou x, s parametrem
p=—3.

Ac se mnohému ctendri jisté nabizi moznost vyuzit svych hlubokijch znalosti pra-
vouhliyjch trojuhelniki a s nimi souvisejicich geometrickych znalosti k odvozeni obrazi
vektori standardni baze € = (eq, e3), my zde alibisticky prejdeme ke ,zrotované “ bdzi
X zavedené v (5.5) s vektorem xy leZicim v zaméreni primky p a vektorem x4 na ni
kolmym. Sestaveni matice projekce v bdzi X = (x1,x2) je totiZ trividalni, nebot jisté

plati Axy = x1 a Axy = 0 a tedy
x, (10
(3.

56V linearni algebfe z4dné nahody nemame.

57Pojmu ,.kolmy“ zde rozumime jaksi naivné, v souladu s tim co zndme z hodin klasické rovinné
geometrie. Klasikové by snad lépe porozuméli popisu ,,Z vektoru 2 € R? spustime kolmici na piimku
p a bod u paty této kolmice pak bude obrazem bodu z.“
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Se znalosti bdze X sestavime prislusné matice prechodu a hledanou matici €A
odvodime dle Véty 5./1:
5A:XE£'XA'8EX
— XES'XA'(XES)_l
_ [cosp —sinp) (1 0} ( cosp sing
~ \sinp  cosp 00 —singp cosp
B ( cos’p  sinycos go)

sinpcosyp  sin?g

a, jelikoz se jednd o singuldrni matici (soubor rdadki je vidy LZ), projekce na
primku nend nikdy bijekce™.

Na zdvér jesté podotknéme, Ze ziskanou matici lze jesté upravit do (pro nékoho
moznd esteticky libivéjsiho) tvaru

1+cos(2¢) sin(2¢)
SA — ( 2 2 )

sin(2¢p) 1—cos(2¢)
2 2

Priklad 5.48 (Zrcadleni podle primky). Necht ¢ € R a p je primka prochdzejici
pocatkem, kterd svird s osou x tuhel ¢. UvaZujme linedrni operdtor, ktery kaZdému
vektoru v R? pritadi vektor osové soumérny podle primky p.

\ \
\ \
\ \ X
\\ 62 \\ R
\ \ !
\ N \ |
!
\ \ !
AeQ 77&\7 \\ !
| |
N Ap ezo--yf
T
; /@ €1 o1/ ¢
‘ \\ \\
I \ \
\ \
- \ \
A€1 \\ \\
\ \
\ \
\ \
\ p \ p

Obrézek 5.7: Operator zrcadleni podle primky svirajici tithel ¢ s osou x, s parametrem
= -3

Podobné jako v Prikladu 5.47, namisto geometrického odvozovdini prejdeme pro
jednoduchost k bdzi X zavedené v (5.5) s vektorem xy leZicim v zamérend primky
p a vektorem xo na ni kolmym. Matici zrcadleni v bazi X = (x1,22) odvodime ze
zrejmyjch vztahi Axy = x1 a Axg = —x9 jako

v, (1 0
A_<0 _1>.

%8Coz bychom ostatné mohli odvodit i jednoduchou tivahou o (ne)injektivité tohoto zobrazen,
napfiiklad odvozenim jadra ker A!
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Se znalosti bdze X sestavime prislusné matice prechodu a hledanou matici €A
odvodime dle Véty 5./1:
SAIXES~XA'SEX
— XES_XA_(XES)fl

_ [cosg —sinp) (1 0\ [ cosp sing
~ \sinp cosp 0 —1 —singp cosp
_ [cos?p —sin?p  2sinpcos

| 2sinpcosy  sin?p —cos?yp)

coZ pomoci zndmych vzorcu rovnou upravime na

_[cos(2¢)  sin(2¢p)
A= (sin(230) —cos(290)> '

Na zdvér se jesté zamysleme nad reqularitou matice € A, respektive nad tim, zda
je A bijekce, ¢i ne. At uZ k tomu dospéjeme libovolnou tivahou™, miZeme konsta-
tovat, Ze zrcadleni podle primky je vZdy bijekce a je dokonce samo sobé zobrazenim
inverznim, tedy A = A1,

Priklad 5.49 (Obecnéjsi skdlovani podle piimek). Necht ¢ € R a p je primka
prochdzejici pocatkem, kterd svird s osou x uhel ¢. UvazZujme linedrni operdator, ktery
ve sméru primky p ndsobi parametrem o a ve sméru kolmém na ni (primka q) ndsobi
parametrem [3.

\ \
Aey x '
(4 Nl \
2‘ \ \
\
! 62/s ,’q \ - q
! \ -7 \ IQ e
I \ - \ o
I \ - \
I N .~ \ I
1 \/‘ > T T 5
/9 N el v I I
P I - | I
g \ ///lx I 1
Phe ‘ \ -7 2 T
e \ -7 [~ 1,
= \ ‘
A A
\
€1 \ | €1
\p ,,,,,
\
\
. e
A ) :
T - X - = -
x . ! .4
l | -
\ -
! \ -
I \ i
I AN/
L L
\
AN
// \
- \
// \
// \
\
\
\
“p

Obrazek 5.8: Operator skalovani podle os otoc¢enych o tihel ¢ s parametry a = 2, 5 =
1 _ s

59Nalezenim inverzni matice, zjisténim ze plati ker A = {6}, nebo uvédoménim si, ze aplikaci
) ) )
zobrazeni zrcadleni dvakrat za sebou na libovolny vektor dostaneme tentyz vektor. . .
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Podobné jako v prikladech vyse prejdeme pro jednoduchost k bizi X s vektorem
x1 leZicim v zamerent primky p a vektorem xo na ni kolmym. Matici zobrazeni v bazi
X = (x1,22) odvodime ze zrejmich vztahi Axy = axy a Axy = Pxy jako

i)

Se znalosti bize X sestavime prislusné matice prechodu a hledanou matici €A
odvodime dle Véty 5.41:

SA:XEg'XA'gEX
:XE'g.XA.(XEg)*l

_ [cosp —sinp) (a 0\ [ cosep sing
~ \singp cosyp 0 p —sing cosp
_ [acostp+ Bsin® o (a— B)sinpcosp

~ \(a—pB)sinpcosy asin?p+ Bcos’p)

JelikoZ vime, Ze hodnost zobrazeni se rovnd hodnosti jeho matice v libovolnich
bdzich, miZeme o bijektivité zobrazeni A rozhodnout napriklad z matice ¥ A, tedy
dostaneme podminku, Ze skdlovani podél otocenych os je bijekce pravé tehdy, kdyz
a # 0 a soucasné  # 0 (nezdvisle na ihlu otoceni ¢). Nalezeni matice inverzniho
zobrazeni ponechdvame na ctendri a jeho svobodné tvaze.

Piiklad 5.50 (Jesté obecnéjsi skalovani). Pro nadmérné zvidavého ctendre mizZeme
skdlovaci zobrazeni zobecnit jeste ddle. Necht ¢, € R a uvaZujme zobrazeni, které
ve sméru primky p (zadané ihlem o, ktery svird s osou x ) nasobi vektory parametrem
a € R a ve sméru dalsi primky q (kterd s osou x svird thel 1) ndsobi parametrem
g eR.

Aby bylo zobrazeni dobre definovino, musi jisté platit, aby byly obé uvazZované
primky rizné, tedy aby ¢ — ¢ ¢ {kn | k € Z}. Poznamenejme, Ze na Priklad 5./9
pak mizZeme nahliZet jako na specidlni pripad s volbou ¢ = ¢ + 7.

Odvozeni matice tohoto zobrazeni ve standardni matice nebudeme provddet az do
konce®, alespori nastinime zdkladni mozny postup.

I zde lze najit vhodnou bazi, oznacme ji jako Y, jejiz vektory leZi jeden ve smeru
primky p a druhy ve smeru primky q. Zvolime jako vektor y, obraz bazického vektoru
e1 pri otocent o thel @, podobné yy zvolime jako obraz ey pri otoceni o uhel . Snadno
pak odvodime matici prechodu

ype _ [cose cosy 4
siny sinYy
a podobné snadno bychom odvodili i matici zobrazeni A v této bizi Y. Matici ve
standardni bazi bychom pak ziskali tradicnim postupem,
FA=YE® YA R

— yES'XA_<yE5)—1

_ [cosyp cosyp\ fa 0) [cosp cosy -

~ \sinp siny 0 s sinp siny '

60V z4jmu zachovani alespoil malé miry tajemstvi. . .
61Pfitemz o tom, jak obecné vypadd matice k ni inverzni, pomléime.
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O rovnicich typu Az =b

Jak si v této kratounké zavérecné ¢asti k tématu o lineadrnich zobrazenich naznacime,
linedrni algebra mé zna¢ny presah do mnoha dal$ich odvétvi (nejen) matematiky.
Nemaélo problémii lze totiz formulovat nasledujicim zptisobem:

Problém 5.51. Necht P, Q) jsou libovolné vektorové prostory nad télesem T" a necht
je zaddno A € L(P,Q) a b€ Q. Urcete vzor A~'b, tedy vyreste rovnici

Ax =b.

Mnozina Teseni takové rovnice ma pro libovolné volby prostori i linedrniho zob-
razeni vzdy ,podobny* tvar, ktery by nam mél napadné pripominat néco, co uz
zname — mnozinu reseni SLR.

Véta 5.52. Necht A € L(P,Q), b € Q. Ezistuje-li vektor & € P spliujici AT = b,
pak plati
A Vb =F+ker A.

Diikaz. Dokézeme, Ze pro kazdé x € P plati ekvivalence x € A7'b & x € 7 + ker A.
Necht tedy = € P, pak plati
reA e Ar =10

& Ar = A

& Az —T) =0qg

Sr—TEkerA

S dzekerAir—T =2

S dzekerA:x=7+z2

S reT+kerA.

]

Tedy mnozina vSech feseni rovnic typu Az = b je bud prazdna nebo je linedrni
varietou v prostoru P, coz je prirozené zobecnéni pojmu, ktery uz zname, z prostora
T™ do prostorti obecnych®2.

Dalsi poznatek, ktery se tyka jadra zobrazeni A, uz mame také k dispozici, jedna
se 0 2. vétu o dimenzi (v textu Véta 5.18), kterou zde zopakujeme.

Véta 5.53. Necht A € L(P,Q). Potom
h(A) + d(A) = dim P.

Tedy kromé toho, ze mnozina vsech feSeni rovnice Ax = b je linearni varieta se
zaméerenim ker A, navic vime, ze dimenze této variety neni nic jiného nez dimker A,
tedy defekt zobrazeni A. Ten pak lze v nékterych pripadech z 2. véty o dimenzi
dopocitat®.

Projdeme si nékolik zédkladnich typt rovnic tvaru Az = b.

6274dn4 velka véda, linearni varietou je libovolnd mnozina ve tvaru ,vektor plus podprostor,
at uz v jakémkoli vektorovém prostoru.

63V piipadech, kdy je alespoii jedno z &isel h(A) a dim P kone¢né, aby mélo smysl je od sebe
odecitat.
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Soustavy linearnich rovnic
Pfedpokladejme, Ze P = T™ a @Q = T™ pro nd&jaké téleso T' a m,n > 1%4. Pak pro
kazdé A € L(P,Q) = L(T™,T") existuje matice A € T™™ takovd, ze pro kazdy
vektor x € T™ plati Ax = A - x (tato matice A je rovna matici ve standardnich
bazich A = &m A%»).

Pro danou volbu vektorovych prostori je tedy rovnice Ax = b pouhou soustavou
linearnich rovnic! Navic plati:

e Mnozina reseni pridruzené homogenni soustavy Ax = A -x = 6 je rovna primo
jadru ker A. Pouhym disledkem Véty 5.52 je pak tvrzeni, které ika, ze pro
vyTeseni SLR je pottfeba a staci vyTesit pridruzenou homogenni soustavu rovnic
a k jejimu Teseni pric¢ist jakékoli partikularni feSeni celé soustavy i s pravou
stranou.

e Jelikoz h(A) = h(A), dim P = dim 7™ = m, pfimo z 2. véty o dimenzi (jak
jsme si jiz diive spolu dokézali) plyne druhd cast Frobeniovy véty 3.27,

h(A)+d(A) =dimP = h(A)+dimSo=m = dimSy=m— h(A).

Linearni rekurentni rovnice

Predpokladejme, ze P = QQ = T pro néjaké téleso T'. Kromé identického operatoru
E pati{ mezi zdkladni typy linedrnich operdtorti operdtor posunuti S € L(T>)%
definovany predpisem

r = (21,29, 23,...) = Sx:=(x9,23,24,...),
pripadné kompaktnéji jako
Vee T VneN: (Sx), =241 .

K operatoru S lze pochopitelné definovat jeho mocniny, tedy slozeni S vicekrat
samo se sebou, coz je vzdy také linedrni operator a zjevné plati®®

Vk € N,Vn € N: (8%z), = 24 .

Jelikoz plati, ze soucet linedrnich operatorti a skalarni nasobek linedrniho opera-
toru je také linedrni operator, mizeme se spolu s klidnym svédomim omezit na takové
operatory A € L(T™), které jsou linedrnimi kombinacemi operdtort E,S,S?,....
Napiiklad operdtor A = S? — S! — E je definovan predpisem

Vn e N: A(zy,x9,23,...) = (T3 — Ty — X1, T4 — Ty — To, T5 — Ty — T3,...)

a pro zajimavost uvedme, ze napiiklad takova Fibonacciho posloupnost®” je jednim
z mnoha Feseni rovnice Ax =  pro operdtor A =S? -5 — E.

64Vskutku sokujici volba. . .

658 jako posunuti, tedy shift.

66Ctihodny ¢tendf si jiz jisté stacdil zvyknout na to, Ze vyrazy jako zjevné nebo trividlné jsou
diplomatickou zkratkou pro ,Ctenar si sim dokaze*.

67(1,1,2,3,5,8,13,21,...)
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Linedrni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty je pak libovolna rovnice
typu Az = b, kde b € T je pevné zvolena posloupnost a linearni operator A €
L(T°°) je libovolnou linearn{ kombinaci A = 37, axS* kde ay,...,ax € T a for-
malné znac¢ime S = E.

Rovnici Az = b pak zapisujeme ve tvaru

Vn € Nt appyp + Qp1Tpip—1 + -+ + 1 Tpp1 + Ty = by,
Priklad 5.54. Pro ilustraci vyresime linedrni rekurentni rovnici
VneN: z,0 —22,=1—n,

v prostoru R*. Z teorie vyplyvd, Ze je treba najit vsechna reseni pridruzené homo-
genni rovnice (vysledkem musi byt podprostor) a jedno resend celé rekurentni rovnice.

o Pridruzenou homogenni rovnici x,, 1 — 2z, = 0 pro kaZdé n € N lze vyresit
snadno, jejimi resenimi jsou zjevné vsechny geometrické posloupnosti s kvoci-
entem 2, tedy x,, = a-2" pro libovolné a € R. Jingmi slovy, ker A = ((2"),>1)-

e Pravou stranou rovnice je posloupnost (1 —n),>1 = (0,—1,—2,...) a pomérne
snadno lze uhddnout™, Ze partikuldrnim fesenim rovnice Vn € N : x4 —2x, =
1 —n je napriklad posloupnost T splnujici T, = n.

o Kazdé rteseni zadané rekurence tedy lezi v mnoZiné (n),>1 + ((2")n>1), coZ
vétsinou zapisujeme jako

Tp =n+ a-2" pro néjaké a € R.

Linearni diferenciilni rovnice

Predpokladejme, ze P = Q = F je vektorovy prostor vsech hladkych® realnych
funkei realné proménné (tedy 7' = R). Podobné jako u rekurentnich rovnic si lze
i zde zavést nékolik jednoduchych linearnich operatori a pak se omezit na rovnice

Az = b, kde A € L(F) je jejich linedrnich kombinaci.
o Identicky operdtor miiZeme honosnéji oznadit jako E = D°.

e Dale zavedeme operator derivovani D, ktery kazdé funkci f € F pritadi jeji
derivaci, Vf € F: Df := f'.

e Operdtor D € L(F) lze samozfejmé mocnit a plati, ze D¥ piitadi kazdé funkci
jeji ktou derivaci.

e Linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty pak nazveme libovol-
nou rovnici Az = b, kde b € F je pevné zvolend funkce a operdator A € L(F)
je linedrni kombinaci operdtortt D*, k € Ny.

68Na detaily ohledné tohoto hadani a preciznéjsi postupy zde neméme prostor. Jsou viak stalou
naplni kurzu BI-ZDM, Zakladt diskrétni matematiky.

69Hladka funkce je takova kterd je nejen spojitd, ale navic k ni existuji derivace vSech ¥adu a ty
jsou také spojité.
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Piiklad 5.55. Vyresime™ linedrni diferencidlni rovnici
VeeR: f(x)— f'(x) =42

(tedy f A f—=f"). Z teorie vyplyva, Ze je treba najit vSechna reseni pridruzené
homogenni rovnice (vysledkem musi byt podprostor) a jedno partikuldrni reseni celé
rovnice.

e Pridruzenou homogenni rovnici f(x) — f'(x) = 0 pro kaZdé x € R resi vSechny
funkce, které se rovnaji svym vlastnim derivacim. To Ze mezi né patri vsechny
exponencidlni funkce o - e*, kde o € R, jisté vime z BI-ZMA. Tomu, Ze Zadné

jiné funkce z F uZ tuto vlastnosti nesplnuji, zde muzZeme skromne verit. Plati
tedy ker A = (e*).

e Pravou stranou rovnice je konstantni funkce spliujici Ve € R : b(x) = 42.
Snadno uhddneme' , Ze jednim z fesend celé rovnice f(x) — f'(x) = 42 je tatdZ
konstantni funkce f(x) = 42.

o Kazdé teseni zadané rovnice tedy lezi v mnoziné 42 + (e*), coZ vétsinou zapi-
sujeme jako
f(x) =424 a - e pro néjaké o € R.

"ONicméné velmi ilustra¢nim a neformalnim zptisobem.
"I'Diky tomu, ze derivace konstantni funkce je véude nulova.
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Kapitola 6

Determinant matice

V této kapitole budeme pracovat pouze v télese raciondlnich, realnych nebo kom-
plexnich ¢isel. Kdykoliv zde tedy mluvime o télese T, mame na mysli Q, R nebo
C.

Nejprve se v motivacni ¢asti kapitoly (Podkapitola 6.2) pokusime Ctendre pii-
vést k determinantu pomoci studia nutné a postacujici podminky pro jednoznacnou
resitelnost soustav dvou (resp. t¥{) rovnic o dvou (resp. tfech) neznamych. Nésledné
v Podkapitole 6.3 u¢inime drobnou odbocku a zavedeme a studujeme pojem permu-
tace, ktery déle vyuzijeme pri zavedeni determinantu v Podkapitole 6.4. Nakonec
podrobné probereme vlastnosti tohoto nového pojmu v Podkapitole 6.5 a ukazeme
si riizné metody jeho vypoctu v Podkapitole 6.6.

6.1 Co si z této kapitoly odneseme

1. Sezndmime se s pojmy permutace mnoziny a determinantu matice.
2. Vysvétlime si vyznam determinantu matice a probereme jeho vlastnosti.

3. Ukazeme si nékolik metod vypoctu determinantu matice.

6.2 Motivace

Pojdme se na zacatku této kapitoly nejprve pokusit nastinit co determinant matice
,determinuje“, tj. Cesky ,urcuje“. K formalni definici (Definice ¢. 6.14) se dostaneme
az v Podkapitole 6.4.

Jednou z moznych motivaci (ne jedinou!) zavedeni determinantu matice je snaha
nalézt kritérium jednoznacné resitelnosti soustavy

Ax =D (6.1)

s ctvercovou matici A € R™", resp. C™".

Rozeberme tuto otazku na soustavach dvou rovnic o dvou neznamych a tii rovnic
o tfech nezndmych. Musime zjistit, za jaké podminky jsme schopni matici uvedené
soustavy prevést pomoci GEM do horniho stupnovitého tvaru nemajici zddné ved-
lejsi sloupce (vyjma sloupce pravych stran, ten ale v této tivaze nehraje roli a proto
se mu nebudeme vénovat).
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Pripad matice 2 x 2

Uvazme nejprve pro jednoduchost tilohu (6.1) s matici

. a b 2,2
N

Pokud a = ¢ = 0 pak nase soustava ma nekonetné mnoho feseni nebo zadné.
Bez djmy na obecnosti déle predpokldadejme, ze a # 0 (jinak prohodime fadky
matice). Diky nenulovosti a je nasledujici uprava ekvivalentni: druhy radek soustavy
nahradme a nasobkem druhého radku od kterého odecteme ¢ ndsobek prvniho radku,

konkrétné
a b
A (O ad — cb) ’

Vsimnéme si, ze pokud a = ¢ =0 pak i ad — cb = 0.
Muzeme proto ucinit nasledujici zavér o mnoziné feseni soustavy (6.1) s matici
A uvedenou vyse:

e pokud ad—cb = 0, pak mé soustava (6.1) nekoneéné mnoho nebo zadné fesent,
e pokud ad — ¢b # 0, pak ma soustava (6.1) pravé jedno feSeni.

Hodnota (¢islo) ad — ¢b proto v tomto pripadé rozhoduje o jednozna¢né fesitelnosti
nasi soustavy, determinuje ji. Tato hodnota bude v budoucnu to, co budeme nazyvat
determinantem takovéto 2 x 2 matice A.

Pripad matice 3 x 3

Budeme schopni predchozi vypocet zobecnit i pro matice 3 x 37 Vezméme opét
soustavu (6.1) s matici

a b ¢
A=1|d e f|eR*
g h j

Je-li opét a = d = g = 0, pak ma tato soustava nekoneéné mnoho teseni nebo
zadna. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze a # 0. Provedme opét néasledujici
ekvivalentni tupravu (2 kroky stejné jako v predchozim piipadé matice 2 x 2):

e druhy radek vynasobme ¢islem a a odectéme od néj prvni radek vynasobeny
¢islem d,

e treti fadek vynasobme cislem a a odectéme od néj prvni radek vynasobeny
¢islem g¢.

Dostavame tak ekvivalentni ipravu

a b c a b c
A=1d e f|l~10 ae—bd af —cd
g h j 0 ah—bg aj —cg
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Soustfedme se nyni na ,podsoustavu* s 2 x 2 matici v pravém dolnim rohu. Z
predchoziho textu vime, Ze tato soustava bude mit pravé jedno reSeni, prave tehdy
kdyz plati

(ae — bd)(aj — cg) — (ah — bg)(af — cd) =
= a’ej — aecq — bdaj + bdcg — a*hf + ahcd + bgaf — bged =
= a(aej — ecg — bdj — ahf + hed + by f)

Vzhledem k predpokladu nenulovosti a dostavame opét kritérium resitelnosti sou-
stavy (6.1) s 3 x 3 matici uvedenou vyse:

e pokud aej+ hed+bgf —ecg—bdj —ahf = 0, pak mé soustava (6.1) nekonecné
mnoho nebo zadné resenti,

e pokud aej + hed + bgf — ecg — bdj — ahf # 0, pak ma soustava (6.1) pravé
jedno Teseni.

Tento pozoruhodny vyraz (soucet soucini prvkiu matice soustavy) opét rozhoduje

o jednoznac¢né tesitelnosti dané soustavy. Lze takto pokracovat i v pripadé linear-

nich soustav n rovnic o n neznamych? Na tuto otazku ctenari kladné odpovime v
nasledujicich odstavcich.

Zavérecéna motivace a poznamky

V predchozim textu jsme si ve specidlnich pripadech redlnych matic 2 x 2 a 3 x 3
nasli podminky pro fesitelnost soustavy Ax = b.
Vnimavy ¢tenar mezi obéma pripady vidi jistou souvislost. Nejprve u matice

soustavy
. a b 2,2
A= <c d) eR

byl rozhodujicim vyrazem vyraz

ad — be. (6.2)

Ten je tvoren rozdilem soucinti dvou prvki matice A. OvSsem ne vsech moznych!
Vsimnéte si, Ze Cleny v souctu jsou jediné dva souciny, které lze z prvki matice A
vybrat tak, aby nelezely ve stejném radku ani sloupci.

Podobné v pripadé matice soustavy

a b c
A=|d e f|eR*
g hJ
byl rozhodujicim vyrazem vyraz
aej + hed + bgf — ecg — bdj — ahf. (6.3)

Opét jde o ¢leny (pripadné vynasobené —1, zatim nevime proc¢) jedinych soucint
trojic prvkit matice A vybratelnych tak, aby se pri vybéru neopakoval fadek ani
sloupec.

Nez se pustime do samotné definice determinantu, musime udélat drobnou od-
bocku k permutacim. Pomoci nich totiz budeme teprve schopni prehledné popsat,
jak prvky z matice vybirame a kdy zvolit znaménko + a kdy —.
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6.3 Permutace

Vyznam latinského slovicka permutatio je ,zména“, ,proména“ nebo ,vymeéna‘.
Ctenafe jisté nepiekvapi, Ze nejlepsim zpiisobem jak popsat zménu (mnoziny) je
pomoci zobrazeni této mnoZiny na sebe sama. My se budeme zabyvat! permutacemi
mnoziny 7 = {1,2,...,n}, n € N. Formalni definice zni nasledovné.

Definice 6.1. Bud n € N. Kazdé zobrazeni w : n — n, které je bijekci, nazyvime
permutaci mnozZiny n. MnoZinu vsech permutaci mnoziny n znacime symbolem

Sh.

Mnozina 7 ma n prvki, a proto existuje n! riznych permutaci takovéto mnoziny.
Mnozina S,, ma tudiz n! prvki. Permutace budeme znacit malymi feckymi pismenky
jako? m, o a T.

Piiklad 6.2. Prikladem permutace mnoZiny 3 by tedy mohlo byt zobrazenim : 3 — 3
definované vztahy

Zjednoduseny zapis permutaci

Je ocividné, ze vysSe pouzity zpusob zadani permutace pomoci vypsani funkcénich
hodnot v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, tj. n, neni uplné nejefektivnéjsi.
Pro vétsi nez mensi n bude zapis pomérné nepiehledny.

K zjednoduseni notace budeme proto vyuzivat nasledujici zapis permutace m €
S, pomoci usporadané ntice jejich funkcnich hodnot:

7= (m(1),7(2),...,m(n)).

Tento zapis je podstatné kompaktnéjsi. Permutaci m z Prikladu ¢. 6.2 nyni ekviva-
lentné muzeme zapsat nasledovné

T =(3,2,1). (6.4)

Stéle ale méjme na paméti, ze permutace je zobrazeni a zapis v rovnici (6.4) je jen
zjednoduseni notace. Permutace neni ntice ¢isel.

Poznamka 6.3. Zpusob zapisu permutaci pomoci usporadané ntice je jednoduchy,
ale nent jediny mozny a asi ani nejpouzivanéjsi. V literature a v ruznych implemen-
tacich permutaci miuzete navic narazit na tzv. cyklovou notaci. Té se zde nebudeme
vénovat.

Skladani a invertovani permutaci

Kazda permutace m € S,, zobrazuje n na 7, a proto dvé takové permutace m,o € S,
Ize slozit jakozto zobrazeni. Napr. pro permutace

r=(3,1,52,4) a o=(1,54,3,2)

1To neni 7Zadné velké omezeni. Kazdou kone¢nou mnozinu si lze takto oéislovat.
2Vyslovnost pro nasince nepolibené feétinou: p7, sigma a tau.
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plati
moo=(3,4,2,5,1) a ocom=(4,1,2,5,3).

Skute¢né, spoc¢téme napiiklad (7 o0)(2) = m(0(2)). o zobrazi 2 na 5 a tuto hodnotu
pak m zobrazi na 4. Podobné si miizeme napocitat dalsi funkéni hodnoty 7o o, resp.
ooT.

Jelikoz je permutace bijekce mnoziny 7 na sebe samu, je jeji inverze také bijekce,
a tedy permutace. Pro permutace uvedené vyse plati

7' =(2,4,1,53) a o '=(1,54,3.2).

Jak jsme na tyto vysledky ptisli? Ocividné v 7! je k € 4 na pozici ¢ € 7, pravé

kdyZ ¢ € 7 je na pozici k € i v . Jinak feceno (k) = ¢, pravé kdyz n~1(¢) = k.
Oznadime-li si jako e € S, permutaci e = (1,2,...,n), tj. permutaci odpovidajici

identickému zobrazeni na 7, pak pro kazdou permutaci = € .S,, ptimo z definice plati

mfor l=e a mlom=e (6.5)

Poznamka 6.4. MnoZina vsech permutaci z S, spolu s operaci skladani tvori grupu.
Podrobnéji bindrni operace o na S, spliuje asociativni zakon, existuje vici ni neut-
rdlni prvek e a kazdy prvek m € S, md inverzi m—t spliugici (6.5).

Nésledujici tvrzeni nékolikrat vyuzijeme pti ovérovani vlastnosti determinantu.
Tvrzeni 6.5. Bud m permutace z S,,. Definujme zobrazeni P : S,, — S, predpisem
P(o) :=moo.

Potom je P bijekce.

Diikaz. Zobrazeni P je surjektivni: mame-li libovolnou o € S, pak®

P(']T_IOO'):?TO(’]T_IOO'>:(7TO7T_1)OO':O'.

Zobrazeni P je injektivni: mame-li oy, 09 € S, splnujici P(o;) = P(09), pak
T OO0, =T OO0y

a opet diky asociativité skladani zobrazeni konecné

-1

or=(mrtomoo,=nlto(roo))=nto(mrooy)=(rtom)ooy, =0y. [

Analogické tvrzeni plati samoziejmé i pro zobrazeni P definované predpisem
P(0) := o o w. Dusledkem je, ze médme-li jistou pevné zadanou permutaci 7 € S, a
libovolnou funkei f : S, — R, pak plati

S f0)= Y flxoo)= Y floom). (6.6)

O'Esn O'ESn O'ESn

Jedinym rozdilem mezi uvedenymi sumami je, ze s¢itdme v jiném (permutovaném)
poradi.

3Skladani zobrazeni je asociativni!
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Inverze v permutaci a znaménko permutace

Nyni zavedme dtlezity pojem inverze v permutaci, ktery tizce souvisi se znaménky
ve vzorci pro determinant. V tvodni motivaci, konkrétné rovnice (6.2) a (6.3), u
sebe nékteré cleny mély —, jiné 4. Duvod zatim nebyl ziejmy.

Definice 6.6. Necht © € S,,. KaZdou dvojici (m(i), 7 (7)) takovou, Ze i,5 € N a
i<j a w()>mn(j)

nazjvdme inverzi v permutaci . Cislo (—1)'~, kde I je pocet inverzi v 7, nazj-
vdme znaménko (signum) permutace T, znacime sgn .

Poznamka 6.7. Pozor! Je dilezité rozliSovat inverzi permutace (novd permutace)
a inverzi v permutaci (jisté konstatovdini o dané permutaci). Vyzgvdme poctivého
ctendre, aby si sam slovne zkusil vysvétlit jaky je mezi témito pojmy rozdil.

Priklad 6.8. V permutaci m = (3,1,5,2,4) € S5 existuji 4 inverze (3,1), (3,2),
(5,2), (5,4): za cislem 3 se vyskytuji mensi ¢isla 1 a 2 a za cislem 5 se vyskytugi
mensi Cisla 2 a 4. Plati tedy, Ze sgnm = (—1)* = 1. Identickd permutace e =
(1,2,3,4,5) € S5 Zddnou inverzi neobsahuje proto sgne = (—1)° = 1.
Transpozice

Nyni zminime specialni jednoduchy druh permutaci. Permutace, které odpovidaji
prohozeni pravé dvou prvkld v mnoziné n, budeme nazyvat transpozice.

Definice 6.9. Necht n € N ai,j € 0, © # j. Permutaci 7;; € S, kde
1. 75(4) = 1,
2. 7y;(i) =7,
3. 1ij(k) =k, pro k #1,7,

nazyvame transpozict cisel i a j.

Priklad 6.10. Napriklad pro 73 € Ss plati 13 = (3,2,1,4,5). Tato permutace
zachovavd poradi prvku 2,4,5, ale prohodi 1 a 3. KaZdd transpozice obsahuje lichy
pocet inverzi, a proto md znaménko —1, sgn7;; = —1.

Znaménko pri skladani permutaci

Na zaver této ¢asti textu si uvedeme diilezitou vétu o znaménku permutace a skladani
permutaci. Vyuzijeme ji dale v textu.

Véta 6.11. Necht w,0 € S,,, potom plati:
sgn(mo o) =sgnm-sgno.
Specidlné: slozime-li néjakou permutaci © s transpozici T, zméni se znaménko:

sgn(moT)=sgn(rom) = —sgnm.
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Diikaz. Prvni ¢ast diikazu spociva v sikovném, pocetnim, vyjadreni znaménka per-
mutace. Pro kazdou permutaci 7 € S,, plati

[ ) =)

sgn T = —
i<j J—1

(6.7)
Zde velky symbol [];; oznacuje soucin uvedenych vyrazi pres vsechny indexy 7,7 €
n splnujici ¢ < j. Opravdu, staci si uvédomit, ze vSechny citatele a jmenovatele ve
vysledném zlomku lze pokratit, a ty odpovidajici inverzim v 7w se pokrati na —1.
Po této upravé vidime, ze soucin (6.7) predstavuje pouze soucin tolika —1 kolik je
inverzi v permutaci 7. To je presné definice znaménka permutace.

Nyni je dikaz relativné snadny, pro dvé permutace m,0 € S,, plati nasledujici
uvaha

ool = T 70W) =7(0(@) _ (o)) —n(o(d) ofj) —a()
saniroo) = 170 U=0==6 j—i

_ 7o) —7(o@) rol)—oli)

_HJ o(j) — o(i) Hj j—i

) 7)) pol) o)

T e

= sgn(m) - sgn(o).

V prvni a posledni rovnosti jsme vyuzili formulky (6.7). Druhd a tfeti rovnost pred-
stavuje jen vynasobeni vhodné zvolenou jednickou a vyuziva asociativity a komu-
tativity nasobeni realnych cisel. Konecné ve ¢tvrté rovnosti jsme vyuzili faktu, ze
mnoziny

Hegtligen i<jy a {{o(i),0()}[45en, i<j}
jsou totozné a oba prislusné produkty davaji stejnou hodnotu. O]
Poznamka 6.12. Pro vétsi ndzornost demonstrujme vzorec (6.7) na konkrétnim

priklade permutace m = (4,3,1,2) € Sy. V této permutaci je celkem 5 inverzi a jeji
znaménko je proto —1. Dosazeni do (6.7) ndm ddvd

m(j) — (i)
U=

_m2)—a() 7@) —7(1) 7(4)—7(1) 73)-7(2) 7(4)-7(2) 7(4) —-7(3)

21 3-1 41 3-2  4-29 43
_3-41-42-41-32-32-1 -1 -3 -2 -2 -11_
T9_-1'3-14-13-24-92'4-3 1 2 371 921~

Diilezitym a na prvni pohled netrividlnim disledkem Véty ¢. 6.11 je shodnost
znaménka permutace a jeji inverze.

Disledek 6.13. Znaménka permutace a jeji inverze jsou stejnd. Tj. pro libovolné
m €S, plati

sgn T = sgn a L
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Diikaz. Protoze m o m~! = e, pak nutné dle Véty ¢. 6.11 plati sgn(n) - sgn(n~1) =

sgne = 1. Znaménko libovolné permutace je ovsem rovno +1 nebo —1, a proto
odtud plyne sgn 7 = sgn L. O

6.4 Definice determinantu matice

Motivovani ivodni ¢asti této kapitoly (Podkapitola 6.2) a vybaveni pojmem permu-
tace (predchozi Podkapitola 6.3) nyni pfichazi istfedni pojem této kapitoly:

Definice 6.14. Bud A ctvercova matice z T™". Determinant matice A je cislo
definované vztahem

det A = Z sgn () @1,7(1)02,7(2) * * * O (n)- (6.8)
TES
Definice determinantu si zaslouzi podrobnéjsi komentar. Rozeberme nejprve po-
drobné vyraz v defini¢ni rovnosti (6.8). V této sumé sc¢itdme pres vsechny permutace
2 Sy, jinak feceno kazdé permutaci z mnoziny S,, odpovida jeden scitanec této sumy.
Pocet s¢itanct je proto roven n!. S¢itanci sumy jsou pak souciny znaménka dané
permutace m a vSech prvkia matice v ktém tadku a 7w (k)tém sloupci matice A, kde
k probiha n.
Determinant matice budeme ¢asto znacit i alternativnim zpusobem (neplést s
absolutni hodnotou, ta pro matice neni definovana):

|A| ;= det A.

Demonstrujme si Definici ¢. 6.14 explicitné na ptripadé matic typu 2 x 2 a 3 x 3.
Nemélo by nas prekvapit, ze dostaneme vyrazy, na které jsme uz narazili v ivodu
této kapitoly.

Determinant matice 2 x 2

_fa b 2.2
ot ) ern

Jednd se o matici, které jsme se jiz vénovali v motivaénim tivodu této kapitoly (tedy
v Podkapitole 6.2). Existuji pouze dvé permutace dvouprvkové mnoziny 2, konkrétné

Konkrétné uvazme matici

m=(1,2) a m=(2,1).
Proto po dosazeni do (6.8) dostavame

det A = Sgn(']ﬁ)AlﬂTl(l)A?,m(?) + Sgn(WQ)A177r2(1)A277F2(2) =
=1l-a-d+(=1)-b-c=ad—be. (6.9)
To je presné oc¢ekavany vysledek. Vynasobime prvky matice A na diagonale a ode-
¢teme soucin prvku na antidiagondle“. Pravé odvozenému vzorecku (prosté jen

tupé rozepsani definice) se nékdy tikd ,kiizové pravidlo“. Duvod k tomuto oznaceni
je patrny z Obréazku ¢. 6.1.
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P¥iklad 6.15. Plati
‘ 2 3

- 1‘:2.1—(—1)-3:2+3:5.

Determinant matice 3 x 3

Daéle uvazme matici

a b c
A=1|d e f|eR*
g hj
Nyni n = 3 a S3 obsahuje 3! = 6 permutaci
m = (1,2,3), T = (2,1,3),
3 = (2,3,1), T = (3,2,1),
75 = (3,1,2), 76 = (1,3,2).

Permutace v levém sloupecku maji kladné znaménko a v pravém sloupecku zaporné
znaménko. Piimo z definice proto dostavame

det A = aej + dhc + gbf — gec — haf — dbj. (6.10)

Tento vzorecek pro vypocet determinantu matice 3 X 3 je znamy jako ,Sarrusovo
pravidlo®“. Jeho graficka reprezentace je uvedena na Obrazku ¢. 6.1. Vzorec si lze
na zékladé této grafické ilustrace zapamatovat pomérné snadno. Cleny s kladnym
(resp. zapornym) znaménkem ziskdme cyklickym posunovanim diagondly (resp. an-
tidiagondaly) po matici A.

Priklad 6.16. Plati

12 3
10 —1|=0+6-6-0—(-2)—2=0.
32 1

Poznamka 6.17. Hned na tomto miste zdiraznéme, Ze analog krizového, ani Sarru-
sova, pravidla neplati pro matice vetsich rozméri. Jako priklad vezméme matici

0100
A:

o O
)

1 0
0 0
0001
Jedind permutace m € Sy, kterd ndm da nenulovy scitanec v definicni sumé (6.8) je
= (2,1,3,4). Tato permutace md znaménko rovné —1, a proto det A = —11 = —1.
Kdybychom ovsem brali pouze ,krizové“ souciny prvku, dostali bychom det A = 0.
To by nemelo byt prekvapivé. KriZzem na zpusob Sarrusova pravidla vycerpime v
tomto pripadé pouze 4 + 4 = 8 permutaci. MnozZina S, ma ale 4! = 24 prvku!

Poznamka 6.18. 7 vijse uvedené analyzy pripadi matic typu 2 X 2 a 3 X 3 je jasné,
Ze pouzivat pouze definici determinantu na vypocet determinanti matic vyssich radid
bude nepraktické. Pocet s¢itanci drasticky roste s rozmérem matice (jako faktorial!).
V dalsi cdsti kapitoly se budeme soustredit na nalezeni efektivnéjsiho algoritmu pro
vypocet determinantu.
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b ¢ a b a c
d f e f d e
g h g j 9) n
3 3 !
a c
det |[d e f| = aej + dhc + gbf
g h j
— gec — ha f — dbj
T T

S|

b (a) b ¢ a
d f d e
@ h J g J g

Obrazek 6.1: Grafické znazornéni krizového a Sarrusova pravidla.

Dalsi komentare k definici determinantu

V tento okamzik je snad milému ¢tenari vyznam sumy v rovnici (6.8) zfejmy a je mu
jasné co si pod nim ma predstavit. Nez se pustime do studia vlastnosti determinantu
tak je dobré uvést dvé tvrzeni plynouci takika okamzité z definice determinantu
(Definice ¢. 6.14).

Tvrzeni 6.19. Méjme matici A € T™".

(i) Je-li néktery ze sloupci nebo radki matice A nulovy, pak je determinant matice
A roven 0.

(ii) Je-li matice A horni trojihelnikovd® (tj. A;; = 0 kdykoliv i > j) pak
i=1
Diikaz. Postupné dokazeme oba body.

(i) Za uvedeného predpokladu je v kazdém séitanci v (6.8) alespon jeden prvek,
ktery je nulovy. Suma v (6.8) je proto souctem n! nul, coz je nula.

4Naptiklad kazda matice A € T™" v hornim stupfiovitém tvaru je horni trojihelnikova.
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(ii) Je jasné, ze uvedeny soucin se v sumé (6.8) vzdy vyskytuje (odpovida identické
permutaci, kterd je sudd). Pro kazdou neidentickou permutaci 7 ovSem existuje

k € n takové, ze k > m(k). Jinak Teceno, v kazdém scitanci, ktery neodpovida
identické permutaci, je alespon jeden prvek matice pod diagonalou, coz je nula.

O

Priklad 6.20. Bez jakéhokoliv pocitani plati

det | =1 0 7] =0 mnebo det = 0.
9 0 2 5 6 7 8
10 11 12 13

S drobnym pocitanim plati

12 3 4
02 723 -1

det [ o 5 g |=1-2:7-(-1) =14
00 0 -1

Determinant jednotkové matice E je roven 1,

10 --- 0
01 0

detE = det | . ) |=1-1---1=1.
0 e 1

Z bodu (ii) predchoziho tvrzeni je ziejmé, ze podari-li se ndm prevést matici A,
jejiz determinant poc¢itame, do horniho stupnovitého tvaru pomoci GEM a budeme-
li soucasné védét jak se determinant chova k tpravam GEM, tak mame vyhrano.
Této vypocetni strategii se budeme vénovat v dalsi ¢asti textu.

6.5 Vlastnosti determinantu matice

Zacnéme nejprve jednodussim pozorovanim, z néhoz poté odvodime, jak se determi-
nant chova viéi upravam GEM.

Véta 6.21. Necht A € T™".

(i) Bud'B matice, kterd vznikne z matice A prohozenim itého a jtého sloupce (nebo
radku), i # j, potom
detB = —det A.

(7i) BudB matice, kterd vznikne z matice A vyndsobenim itého radku c¢islem o € T,

potom,
detB = adet A.

192



(iii) Budte B a D matice, které maji shodné prvky s matici A aZ na ity rdadek, pro
ktery plati A;. = B;. + ., potom

det B 4 det D = det A.
Jesté nez se pustime do dikazu této véty, ¢tenari prozradime, ze tvrzeni (ii) a (iii)

také plati i pro sloupce. Tento fakt okamzité plyne z téchto bodu a z Véty ¢. 6.23,
kterou dokazeme zanedlouho.

Diikaz. Postupné dokazeme jednotlivé body.

(i) Necht matice B € T™" vznikla z A € T™" prohozenim itého a jtého sloupce a
1 # j. Potom pro kazdé k, ¢ € n plati

Bre = Ak 0)-

Zde se drzime znaceni zavedeného v Podkapitole 6.3. Permutace 7;; predstavuje
transpozici prohazujici ¢ a j. S vyuzitim rovnice (6.6) dostavame

detB = Y sgu(m)B1)Bar) Born) =

7T€Sn

= > sen(mAL 7 () Aa () Ay () =
7T€Sn

= Z SgH(TZ‘J (@) 0') Alﬂg(l)AQ’U(g) ce An,o(n) = —det A.
aeSn\____V—___/

—sgn(o)

Zde jsme vyuzili Tvrzeni ¢. 6.5 a jeho dtsledek pro soucty pres vsechny per-
mutace. Déle jsme pouzili vétu o chovani znaménka permutace vici skladani
permutaci (Véta ¢. 6.11). Zcela analogicky bychom ovérili tvrzeni o fadcich
matice A.

(ii) Podobné jako v predchozim piikladé pro matici B € T™" vzniknuvsi z matice
A € T™" vynasobenim jejiho itého radku ¢islem o plati

Akfa k ?é ia
Bre = .
by, k=1,

pro vsechna k, ¢ € n. Potom

detB = > sgn(m)Bi . 1)Bar@) - Bixi)  Brn) =

TESR
= > sgn(m) A 1) Ao r2) - iy Arin) =
TESR
=a Y sgn(m)Arx1)Ao () - Ain() Anmin) = adet A,
TESy

(iii) Necht tedy matice B € T™" a matice D € T™" jsou shodné az na ity radek
s matici A € T™" a soucet itého radku matice B a itého radku matice D je
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roven itému radku matice A, A; = B;. + ;.. Potom piimocarym vypoctem
dostavame

det A=) sgn(m)Air1)yAon@)  Ain() - Anr(n) =

7T€Sn

= > sgn(MAz)Aor) - Bix) + Din) - Ana(n) =

7T€Sn

= > sgn(m)Bir1Bar@) : Bing) B+

ﬂESn

+ Y sgn(m)D1r1)Dar@) - Dings) -+ - Dor(n) =

WESn

= det B + det D.
Véta je tim nyni dokazana. O]
Poznamka 6.22. Body (i) a (iii) predchozi véty viastné rikaji, Ze je-li dano 1 €

n a divaime-li se na determinant jakozZto na funkci itého radku matice, tak toto
zobrazeni je linedrni zobrazeni T™ — T. Tj. jsou-li dany i € n, radkové vektory

T, L1, L1, Tn, T,y €T a o €T pak
I I I
Ti1 Ti1 Ti
det [r+ay| =det| = |+ adet| y
Li+1 Tit1 Tit1
Tn Tn Tn

Jakmile budeme mit dokdzdnu Vetu ¢. 6.25 tak analogickd pozndmka plati i pro
sloupce determinantu.

Nasledujici véta, kterou jsme jiz v textu nékolikrat inzerovali, Tika, ze determi-
nant matice a matice k ni transponované jsou shodné. Jak jiz bylo zminéno, tato
véta nam umoznuje ruzna tvrzeni platnd pro radky prevadét na tvrzeni o sloupcich
determinantu a naopak.

Véta 6.23. Pro matici A € T™" plati

det A = det AT
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Diikaz. Pro determinant matice transponované podle definice determinantu 6.14
plati

det AT = 3 sgn(m)AT ;1)As 1) A,

nm(n) —
TESR
= > sgn(m)Ara)1Ar@) 2 Ay =
TESR
= > sgn(m)Ay s (A1) A i) =
TESR
= Z sgn(a_l) A17U(1)A27U(2) .- -Amg(n) = det A.
o’ESn\—’_/

=sgno

Prechod mezi druhym a tfetim fadkem lze chépat takto: pro danou permutaci
T € S, lze cleny v soucinu Az Ary zcela jisté seradit podle prvni slozky
(H, = n). Tj. pro néjaké k € n je v tomto soucinu zcela jisté clen takovy, ze
7(k) = 1, pak ovSem pro sloupcovy index tohoto ¢lenu plati ¥ = 7—!(1). Podobnou
tvahou si rozmyslime dalsi cleny v sou¢inu (druhy az nty).

Prechod mezi tretim a poslednim radkem je vlastné zména séitaciho ,indexu*.
Pokud 7 = 0~ ! a o probihd celou mnozinu S,,, pak 7 také probéhne celou mnoZinu
Sp, viz Tvrzeni ¢. 6.5 a jeho dusledek. O]

Determinant a GEM

Z Véty ¢. 6.21 nyni plyne nékolik dalsich uziteénych tvrzeni o vztahu determinantu
a ekvivalentnich upravach GEM.

Disledek 6.24. Ndsledujici tvrzeni jsou pravdiva.
(i) Obsahuje-li matice dva stejné radky, pak je jeji determinant nulovy.
(ii) Bud B matice, kterd md vsechny 7adky stejné jako A s vyjimkou itého rddku,
kde plati B;. = A;. + oA, pro néjaké o € T', potom
det B = det A.

Specidlné’, pricteme-li k néjakému radku matice jiny rddek té samé matice, pak
se determinant matice nezménd.

(iii) Kroky GEM mohou ménit hodnotu i znaménko determinantu, ale zachovdvaji
nenulovost: Plati-li A ~ B, pak det A # 0, prdvé kdyz det B # 0.

Diikaz. Postupné si promysleme vsechna tvrzeni.

(i) Necht matice A ma stejny ity a jty radek, i # j. Prohodime-li u takovéto ma-
tice ity a jty radek, tak dostaneme stejnou matici! Podle bodu (i) Véty ¢. 6.21

proto plati
det A = —det A,

a proto 2det A = 0, neboli det A = 0.
5Tj. pokud o = 1.
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(ii) Necht tedy matice B je totoznd s matici A az na ity fadek matice A, ktery je
souctem jejiho itého fadku a a ndsobku jtého fadku. Potom podle bodu (iii)
Véty ¢. 6.21 plati

detB = det A + det A,
kde A’ je matice shodné s matici A az na ity fadek, ktery je o ndsobkem jtého
radku. Podle bodu (ii) Véty ¢. 6.21 pak ovSem plati

det A" = avdet A",

kde matice A” je opét shodnd s matici A az na ity radek, ktery je roven jtému
radku matice A. Podle bodu (i) Véty ¢. 6.21 je det A” nulovy jelikoz mé dva
radky stejné. Celkem tedy mame

detB =det A +det A’ = det A + adet A” = det A + o - 0 = det A.

(iii) Jde o okamzity dusledek predchoziho bodu a Véty ¢. 6.21. O

Poznamka 6.25. GEM lze délat tak, Ze se determinant nezmeéni vibec (pri proha-
zovdani radku jeden radek vyndsobit —1 a jinak samotné ndsobeni radku nenuloviym
¢islem vibec nepouZivat). Pricteni nasobku vddku k jinému radku dle predchozi véty
mozné je.

Priklad 6.26. Demonstrujme predchozi poznamku na jednoduchém prikladée matice

2 1
det A = <3 2).

Nejprve pomoci definice ihned nahlédneme, Ze
detA=4-3=1.

Nyni si predstavme, Ze bychom chteli nejprve matici zjednodusit tak, aby v levém
dolnim policku méla O (tj. chtéli bychom ji pomoci GEM prevést na horni stupnovity
tvar, to bude jedna z moznych strateqii viypoctu determinantu probirand v Podkapi-
tole 6.6).

Pri prevodu na horni stupnovity tvar by bylo v poradku k dvojndsobku druhého
radku pricist —3 nasobek prvniho radku, tj.

2 1
ae (2 ) om

Pro determinanty téchto matic ovsem neplati rovnost!
detA=1 a detB=2.

Zadrhel je v nasobeni radku ke kterému pak pricitame jiny rddek. Spravné bychom
museli postupovat ve dvou krocich takto:

12 1] 12 1] 1
=3 -
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Nejprve jsme pouzili bod (ii) Véty ¢. 6.21 na druhy rddek a poté jsme k druhému
rddku pricetli —3 ndsobek proniho rddku a vyuZili bod (ii) Disledku ¢. 6.2).

Alternativné bychom se mohli ndsobeni upravovaného radku zcela vyhnout, presne
v duchu predchozi pozndamky:

2

0 =1.

det A = ‘

M= =

K druhému radku matice A jsme pricetli —% nasobek pruniho radku.

Determinant a regularita

Nyni zformulujeme vétu, kterou jsme jiz tusili v ivodni motivacni podkapitole. Ne-
nulovost determinantu odpovida jednoznacné fesitelnosti soustavy Ax = b s ¢tver-
covou matici A a tedy regularité matice A.

Véta 6.27. Matice A € T™" je requldarni, prave kdyZ md nenulovy determinant.

Diikaz. Predpokladejme, ze A € T™" je regularni, ma tedy hodnost n. Potom lze
matici A prevést pomoci ekvivalentnich GEM tprav na jednotkovou matici, tj. A ~
E. Vime, ze det E = 1 # 0, a proto z bodu (iii) Dusledku ¢. 6.24 plyne i det A # 0.

Predpokladejme naopak, ze A neni regularni a jeji hodnost je tedy ostfe mensi
nez n. Potom ji lze pomoci ekvivalentnich iprav GEM prevést na matici B, kterd
ma posledni fadek nulovy. Takovito matice B ma dle bodu (i) Tvrzeni ¢. 6.19 nulovy
determinant. Z bodu (iii) Dusledku ¢. 6.24 pak nutné plyne i det A = 0. [

Regularni matice maji tedy nenulovy determinant. Prirozené se nabizi otazka,
jestli je néjaky vztah mezi determinantem regularni matice a matice k ni inverzni.
Mizeme ftici dokonce vic, determinant oplyva nasledujici jednoduchou vlastnosti
vuci maticovému nasobeni.

Véta 6.28. Pro matice A a B 2z T™" plati
det(AB) = det A - det B. (6.11)

Nejprve si dokazme jednodussi pomocné tvrzeni.

Lemma 6.29. Pro kaZdou matici D € T™" a libovolnou matici P reprezentujici
elementdrni krok GEM° plat{

det(PD) = det P - det D.
Diikaz. Staci si uvédomit, ze v predchozi podkapitole jsme toto tvrzeni uz prakticky

odvodili. Jen si musime rozmyslet, jak je to s determinantem matice P. Postupné
projdeme vsechny tii mozné pripady.

5Viz Podkapitola 3.3, ¢ast Maticové interpretace GEM.

197



P predstavuje prohozeni itého a jtého radku, ¢ # j. Podle bodu (i) Véty 6.21
plati det(PD) = — det D. Matice P se od jednotkové matice E 1lis{ pouze pro-
hozenim itého a jtého sloupce, a proto v definici bude nenulovy pouze c¢len
odpovidajici takovéto transpozici a tedy det P = —1. Dokazovand rovnost v
tomto pripadé plati.

P predstavuje vyndsobeni itého fadku nenulovym ¢islem «. Podle bodu (ii)
Véty 6.21 plati det(PD) = adetD. Matice P se od jednotkové matice E 1is
pouze hodnotou P; = «, a proto detP = «. Dokazovana rovnost v tomto
pripadé plati.

P predstavuje pricteni o nasobku itého radku k jtému tadku, i # j. Podle
bodu (ii) Dusledku 6.24 plati det(PD) = detD. Matice P se od jednotkové
matice E lisi pouze hodnotou P;; = o a jedna se proto o matici v hornim nebo
dolnim trojihelnikovém tvaru pro kterou plati det P = 1. Dokazovana rovnost
v tomto pripadé plati. O

Dikaz Veéty 6.28. Dlkaz rozdélime na dva ptipady dle regularity matice A.
Nejprve predpokladejme, ze matice A neni regularni, tedy h(A) < n. Podle
predchozi Véty 6.27 pak plati det A = 0. Potom z Véty 3.9 plyne, ze i

h(AB) < h(A) < n,

a tedy sou¢in matic neni reguldrni. Opét dle predchozi Véty 6.27 je det(AB) = 0.
Rovnost (6.11) proto v tomto pripadé plati ve tvaru 0 = 0.

Nyni uvazme regularni matici A. Z bodu (iv) Véty 3.20 vime, ze A ~ E. Podle
Dusledku 3.18 (a jeho dukazu) proto existuje regularni matice P spliujici A =
PE = Py ---Py, kde Py, ..., P, jsou matice reprezentujici elementarni kroky GEM
aplikované na matici A (viz Podkapitola 3.3, ¢ast Maticova interpretace GEM).

Pouzijeme-li nékolikrat Lemma 6.29 dostavame rovnost

det(AB) = det Py, - - - det P; - det B.

Uvedené Lemma nam ale také 1ikéa

det A =detPy---detlP;

a tudiz opravdu det(AB) = det A det B. O

Diisledek 6.30. Pro requldrni matici A plati det A~ =

det A~

Diikaz. Pro reguldrni matici A plati AA~! = E. Podle Véty ¢. 6.28 z této rovnosti

plyne

1 =detE = det(AA™) = det(A) - det(A™).

Proto je det A~! nutné nenulovy a lze jim vydélit a ziskat dokazované tvrzeni. [
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6.6 Vypocet determinantu matice

Na zékladé vlastnosti determinantu vuci apravam GEM (Disledek 6.24) a snadnosti
vypoctu determinantu matice v hornim stupnovitém tvaru (bod (ii) Véty 6.21) lze
nyni sestavit zakladni algoritmus pro vypocet determinantu.

Vypocet determinantu pomoci GEM

Algoritmus 6.31. Matici A € T™" prevedeme radkovymi upravami GEM na ma-
tict B € T™" v hornim trojihelnikovém tvaru, tj. B;; = 0 pro ¢ > j. PouZijeme-li
behem eliminace 1. nebo 2. upravu GEM, je treba si poznamenat, jok se zménil deter-
minant. 3. uprava GEM determinant nemeni. Pro determinant matice B v hornim
trojuhelnikovém tvaru plati

det B = ] B

=1

Poznamka 6.32. Vipocetni sloZitost tohoto algoritmu je O(n®). To je vijraznd
uspora oproti vypoctu determinantu z definice, kdy je sloZitost O(n!). Napr. pro
n = 50 je to

1,25-10° operaci  namisto 3,04 - 10%* operact.

Uvedeny algoritmus mtizeme pouzit i ve sloupcové varianté. Jiz jsme totiz doka-
zali Vétu ¢. 6.23. Navic béhem vypoctu muzeme sloupcové a radkové upravy GEM
dle libosti michat.

Priklad 6.33. Ilustrujme vyse uvedeny algoritmus podrobné na ndsledujicim pri-

kladeé.

2 7 1 1 2 3 1 2 3
1 2 3&—]2 7 1120 3 -5
3 -2 5 3 -2 5 0 -8 —4
12 3 12 3
i—;o 3 =5 4:—;03 -5
0 —3-8 —3-4 0 0 —52
1
5——5-1 3. (=52) =52

Postupné jsme provedli nasledujici operace:
1. Prohozeni pruniho a druhého rddku, zména znaménka (Véta ¢. 6.21 bod (i)).

2. K druhému radku jsme pricetli —2 ndasobek pruniho radku a k tretimu radku jsme
pricetli —3 ndsobek proniho radku. Tyto upravy hodnotu determinantu nemeni

(Disledek ¢. 6.2/ bod (ii)).

3. Treti radek jsme vyndsobili cislem 3 a cely determinant jsme jim pak i podélili
(viz Véta ¢. 0.21 bod (ii)), diky tomu v nasem vipoctu stdle plati rovnost.

199



4. K tretimu radku jsme pricetli 8 ndsobek druhého radku (stejnd uprava jako v bodé

5. Matice je jiz v hornim stupriovitém tvaru a jeji determinant je proto soucin cisel
na diagondle (Torzeni ¢. 6.19 bod (ii)).

Jakmile ziskd ctendr trochu cviku tak samozrejmé vypocet nemusi provadét takto
dopodrobna.

Tento determinant bychom mohli vypocist © pomoci Sarrusova pravidla. Je ovsem
dobré si uwvedomit, Ze pri vypoctu Sarrusovym pravidlem je potreba provést podstatne
vice ciselngjch operaci a je tedy vétsi pravdépodobnost chyby!

Rozvoj determinantu podle radku a sloupce

Definice 6.34. Méjme matici A € T™" s proky a;;", kde n > 2, a k,{ € A. Necht
A(k,0) € T"'"1 je matice, kterd vznikne z A vynechdnim ktého vdadku a (tého

sloupce. Cislo
(—1)"** det A(k, £)

nazyvame algebraicky doplnék prvku ay,.

K vypoctu algebraického dopliiku je potieba spocitat determinant matice s roz-
mérem o jedna mensim nez puvodni matice. Nasledujici véta ukazuje, jak vypocet
determinantu prevést na soucet nasobku jistych algebraickych doplnki.

Véta 6.35 (O rozvoji determinantu podle ktého sloupce). Méjme matici A € T™™
s proky a;;, kde n > 2, a k € 7. Potom plati:

det A =" (—1)"*ay, det A(i, k).
=1

Diikaz. Nejprve upravme kty sloupec matice A nasledovné

n
Ay = Z QAikCi,

i=1

kde e; je ity vektor standardni baze T™, ekvivalentné podrobnéji

a1k 1 0
(05213 0 0

S| Faw T |
Ank 0 1

Pouzijeme-li nyni Poznamku 6.22 aplikovanou na kty sloupec matice A, dostaneme

det A = ay det BJi, k],

i=1

TV literatufe se toto béZné zapisuje A = (a;;)
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kde BJ[i, k] je matice shodnéd s matici A az na kty sloupec, v némz je vektor e;, tj.
Bli, k] = (Aq, ..., A g1, e, A gy, ..., Ay). K dokonéeni dikazu zbyva ovétit, ze

detBi, k] = (—1)"* det A(i, k).

Pro vétsi ndzornost rozepisme matici, jejiz determinant pocitame (1 v ktém sloupci
je v itém radku),

ari o A1g—1 0 A1 k+1 = Q1n
det B[’L, k’] = (G;1 cr Qik—1 1 Qik+1  *° Qin| -
Ap1 ° QApk—1 0 Apk+1 *°° Qpn

Nyni pouzijme prvni bod Véty 6.21 a prohodme radky a sloupce tak, aby se 1 v ktém
sloupci a tém tadku dostala do levého horniho rohu a ostatni radky a sloupce byly
uspordddny jako v pivodni matici. K tomu ziejmé potiebujeme ¢ — 1 prohozeni radkt
a k — 1 prohozeni sloupcii®, celkem se proto determinant p¥i téchto tipravich zméni
o faktor (—1)=1(—1)k"1 = (=1)***. Plati tedy rovnost

1 Q41 o Qi k-1 Qg f+1 Tt Qyn
0 11 Q1k—1 a1 k+1 o Qip
detBli. k]l = (=)0 a. Ry . R
€ [Z, ] = ( ) a;—1,.1 Qi—1,k—1 @i—1k+1 Ai—1,n| -
0 Ai+1,1 0 Qi41k—1 Qi1 k+1 - Qigln
0 Qp,1 e Ap k—1 Qp, k41 T Qpon

Nyni si staci uvédomit, ze rozepiseme-li determinant v predchozi rovnici pomoci
definice (6.8), pak aby pro permutaci 7 € S,, byl prislusny s¢itanec nenulovy, musi
platit 7(1) = 1. Cili efektivné s¢itdme pres vechny permutace (2,3,...,n). Proto
det B[4, k] = (—1)"** det A(i, k) &mz je diikaz dokonden. O

Poznamka 6.36. Jeliko? det A = det AT, plati i obdobnd véta o rozvoji podle ktého
radku. Viypocet se pouZitim véty o rozvoji nemusi ve srovndni s vypoctem z definice vi-
bec zjednodusit: sloZitost zistava O(n!). Véta o rozvoji vijpocet zjednodusuje zejména
v pripadech, kdy je v jednom radku c¢i sloupci hodné nul, pripadné v pripadech, kdy
lze v matici vice nul snadno vytvorit pomoci uprav GEM.

Priklad 6.37. Vypocteme ndsledujici determinant
1 2 0 -1

1 2 -1 10 -1
0 3 2 2 =2-(-1)*7]2 -2 1]|=-212 0 1|=
2201 3 1 3 37 3
3 1 0 3
g2l —1
=-2:7- (=17, [|=14(1+2) =42

8Piedstavte si, ze Fadek s jedni¢kou nejprve ,probubld“ do prvniho fadku a pak sloupec s
jednic¢kou ,,probublda“ do prvniho sloupce.
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Nejprve jsme provedli rozvoj podle tretiho sloupce (protoze obsahoval nejvétsi pocet
nul). Poté jsme prictenim dvojndsobku tretiho sloupce k druhému sloupci vytvorili dvé
nuly ve druhém sloupci. Pak jsme provedli rozvoj podle druhého sloupce a nakonec
jsme pouZili kriZové pravidlo pro viypocet matice 2 X 2.

Nyni spocitame determinant matice s parametrem. V nasledujici kapitole bu-
deme podobné vypocty potirebovat pri hledani vlastnich ¢isel matic.

Priklad 6.38. V zdwvislosti na parametru o € R urceme hodnotu ndsledujicitho de-
terminantu

1 « a—1

2 1 2
a—1 2 -4
a 3 2 2| ja 3-—a 2 2=3a] _ ar1 4 |q _ _
2 23 1|72 -4 3 -5 | U B T I
1 1 0 3 10 0 0
-1 2 -4
1| 1 - -
— " 4-20 0 6-3a :_2.(_1>1+2,2.|_45_2§za 6 23a:
-5—3a 0 2

=2(4—2a)+ (5+3a)(6 — 3a) = —9a* — a + 38.

Nejprve jsme prictenim vhodnych nasobki pruniho sloupce k druhému a cturtému
sloupci vytvorili v poslednim radku tri nulové prvky. Potom jsme prirozene provedli
rozvoj podle posledniho radku. Dadle jsme pomoci radkovych uprav vytvorili dve nuly
v prostrednim sloupci. Zde je nutné poznamenat, Ze k vytvoreni nuly v poslednim
radku jsme k dvojnasobku posledniho radku pricetli —3 ndsobek pruniho radku. Za to
jsme museli determinant vyndsobit % Ddle uz probéhl jen rozvoj determinantu podle
druhého sloupce a pouZiti krizového pravidla na determinant matice 2 X 2.

6.7 Shrnuti vlastnosti determinantu

vvvvvv

tomto misté struéné shrneme.

e Determinant je definovan jako soucet (6.8). Rozepsanim definice pro matici
2 x 2 (resp. 3 x 3) ziskdvame ,kifzové“ (resp. Sarrusovo) pravidlo (viz (6.9),
resp. (6.10)).

e Determinant zméni znaménko, prohodime-li dva fadky ¢i sloupce. Vynasobeni
radku ¢i sloupce ¢islem ma za nasledek vynasobeni determinantu stejnym ¢is-
lem. Pri¢tenim ndsobku fadku (resp. sloupce) k jinému fadku (resp. sloupci)
se determinant nezmeéni. (Véta ¢. 6.21)

e Determinant matice v hornim stupnovitém tvaru je soucin prvki na diagonale.
(Tvrzeni ¢. 6.19)

e Determinant matice n X n 1ze pomoci rozvoje podle radku (¢i sloupce) prevést
na soucet determinanti matic (n — 1) x (n —1). (Véta ¢. 6.35)

e Determinanty matice a matice k ni transponované jsou stejné. (Véta ¢. 6.23)

e Matice je regularni, pravé kdyz jeji determinant je nenulovy. (Véta ¢. 6.27)
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6.8 Dodatky

Stejné jako drive pridavame na zavér par komentari a rad navic, které studentiim
miizou pomoci rozsifit pochopeni latky a lze je ob¢as vyuzit v jinych pfedmétech.’
Stejné jako v ostatnich kapitolach, latka obsazena v dodatcich nebude vyzadovana.

Pro pripomenuti: vyraz A(k,¢) oznac¢uje matici, kterd vznikne z A vynechanim
ktého radku a ftého sloupce. Viz Definice 6.34.

Definice 6.39. Necht A € T™", n > 2, matici adj A € T™" s proky
(adjA);; = (=1)" det A(j, 1), i,j € A
nazyvdime adjungovanou matici k matici A.
Jinymi slovy: adjungovand matice obsahuje v itém radku v jtém sloupci alge-
braicky doplnek proku aj;.

Adjungovand matice je svazana s puvodni matici. Diky ni lze spocitat inverze
matic.

Véta 6.40. Necht A € T™", kde n > 2. Potom plati
AadjA = (detA) - E.

Diikaz. Chceme ukdzat, 7e (AadjA);; = ((det A)- E) ~ pro viechna i, j € A, neboli

)

det A, pokud =7,

, jinak.

Nejdrive si ukdzeme prvni pripad:

(AadjA); Z Ajp(adjA)g Z A (D)™ A®, k),
k=1

coz ale dle analogie Véty 6.35 pro radky presné odpovida rozvoji determinantu ma-
tice A podle itého Ffadku. Proto (A adjA);; = det A.
Zbyva spocitat (AadjA);;, pokud i # j:

(Aadj A Z Aix(adj Ay, Z Ap(=1)"FA(, k),
k=1

coz ale opét odpovida rozvoji determinantu matice
Al:
AjJrl :
B = Az
Aj-i-l :

Ap

9Napiiklad adjungovand matice se uzivd v BI-BEZ.
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podle jtého radku. Tato matice B ale ma dva stejné radky (ity a jty), a proto

Disledek 6.41. Necht A € T™", kde n > 2, je requldarni. Potom inverzni matici
lze spocitat predpisem

_ 1 .
Al = detAad‘]A'

Priklad 6.42. Mdme-li matici reqularni matici

a b
a= (0 a)

potom pomoci predchozi véty snadno spocitame inverzni matici

1 d —b
Al = .
ad — be (—C a )

Priklad 6.43. Aplikujeme-li tuto metodu z Dusledku 6.41 na matici

1 1 -2
A=|-1 -1 3],
1 |
obdrZime
-1 3 1 -2 1 -2
_1\1+1 _1\142 _ 1\143
D™y ) GO ) GO
_ 1 -1 3 1 -2 —2
1 L e 1)2+2 _1\2+3
at= Ll 3 o L) ) )
1 1 -1 -1 1 1
_1)3+1 _1\342 11343
EE e B ST i RSO
5 3 -1
-2 -1 1
1 1 0

Obcas nepotiebujeme znat reseni celé, ale sta¢i ndm znat jen nékteré jeho koe-
ficienty. V tom pripadé se hodi nasledujici metoda, jak je spocitat.

Véta 6.44 (Cramerovo pravidlo). Necht A € R"™ je reguldrni matice a b € T™.

Potom reseni soustavy Ax = b, kde x = (x1,...,x,), spliuje
det Az
T = ——,
det A

kde matice A; vznikla z matice A nahrazenim itého sloupce vektorem b, neboli

All A12 <. Al i—1 Ib1 Al i+l e Aln
A= Lo :
Anl AnZ e Anifl Ibn Ani+1 v Ann
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Diikaz. Jelikoz A je regularni z Poznamky 3.28 vime, ze existuje pravé jedno reseni
a to x = A~'b. Definujme matici X € T™" pfedpisem

Xi = (6162...61,1X6i+1_”en)7

pricemz eq, ... e, jsou prvky standardni baze &,. Potom s vyuzitim vlastnosti deter-
minantu obdrzime

xTr; = det Xz = det(AilAXJ = det(Afl) det(AXz)
Nyni si zbyva uvédomit, ze AX; = A;:
sz = (Ael A@Q R Aei_l Ax A6i+1 .. Aen) = (A;l A;Q e A:i—l [bA P PR A;’n> = Al

]

V této kapitole jsme pro jednoduchost uvazovali determinant nad Q,R, ¢i C.
Vasnivy ¢étendf jisté vypozoroval, Ze jsme pouze v jediném dikazu uzili vlastnost
téchto Cisel a to v pripadé Dusledku 6.24 (i), ktery tvrdi ,Ma-li matice dva stejné
radky, potom je determinant nulovy.“. V jeho dikazu kde jsme vyuzili, Ze z rovnosti
x = —x plyne 2z = 0, a tedy = 0. Tento vztah samoziejmé neplati v ptipadé Z, (a
podobnych téles). Nicméné Dusledek 6.24 (i) je stale pravdivy, jen v tomto pripadé
je diikaz lehce obtiznéjsi, proto jsme jej v hlavni textu nepouzili.

Diikaz Dusledku 6.24 (1) pro obecné téleso. Méjme matici A € T™", kterd ma stejny

1ty a gty radek. Uvazujme permutaci © € S, k této permutaci existuje pravé jedna
permutace o € S,, takova, Ze 0 = 7 o 7;;. Potom

5g1(0) A1 o1)Aao(@)  + Aiol) Ajo()  Ano(n)
= sg0(T © T5) Ad ror,; (1) Ag mori;(2) Aoy (i) -+ Ajmor;(5)  + Anmori;(m)
= —sgn(m) Arr()Aor(@) - Airn() - Ajrti) -+ Anrn)
= —5gn(7T) A r()Bor() Ay - Aim(i) -+ Anrn)-
Tedy ke kazdému séitanci odpovidajicimu néjaké permutaci existuje pravé jedna
permutace, jejiz odpovidajici s¢itanec ma opacné znaménko. Tyto sc¢itance se do-
hromady sec¢tou na nulu, a proto je determinant nulovy. O

Poznamka 6.45. Tedy v Definici 6.1/ lze wvazovat jakékoliv téleso (klidné i ko-
necné) a tento obecnéjsi determinant bude spliiovat vsechny vlastnosti uwvedené v
této kapitole.'’

Oprosté vie véetné vlivu GEMU na determinant, determinant reguldrni matice, rozvoj deter-
minantu, Cramerova pravidla ....
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Kapitola 7

Vlastni cCisla a vlastni vektory

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory linearnich ope-
ratort a matic. Vlastni ¢isla a vlastni vektory nam jsou schopny tict fadu zajimavych
informaci o prislusnych linedrnich operdtorech, resp. maticich, a tedy i o objektech,
které popisuji.

Nez se pustime do samotného vykladu, provedeme nejprve drobnou lingvistickou
a historickou odbockou. V anglické literature vlastni ¢isla najdete pod heslem eigen-
value a vlastni vektory pod heslem eigenvector. Ctenéfi, ktery ovlada anglicky jazyk,
prijde predpona eigen jisté podezrela, co to mé znamenat? Ve skutecnosti se jedné
o slovo pochdzejici z némdiny, kde eigen znamené vlastni'. Toto ptivodné némecké
nazvoslovi se rozsitilo na zacatku dvacatych let dvacatého stoleti, kdy se zjistilo, ze
vlastni ¢isla a vlastni vektory hraji veledtlezitou roli v kvantové mechanice, ktera
se v té dobé rodila zejména v Némecku (Einstein, Planck, Heisenberg, Schrodinger,
aj.). Tento stav plati dodnes a student studujici kvantové pocitani a pocitace se
vlastnim ¢islim a vektortim nevyhne. Vlastni ¢isla a vlastni vektory ovSem nacha-
zeji uplatnéni v mnoha oblastech pfimo nesouvisejicich s fyzikou (pro nékolik ukazek
viz Podkapitola 7.5).

V celé této kapitole bude symbol V' oznacovat vektorovy prostor nad télesem
C a symbol V,, bude oznacovat vektorovy prostor nad télesem C dimenze n € N.
V souladu s Definici ¢. 1.17 chapeme vektory € C" jako sloupcové vektory

7.1 Co si z této kapitoly odneseme

1. Pochopeni pojmu vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru operdatoru a matice.
2. Zakladni metodu vypoctu vlastnich ¢isel a vektori operatorti a matice.
3. Vyznam problému diagonalizace operatoru a matice a metody jeho feSeni.

4. Priklady vyuziti vlastnich ¢isel a vektort operatorii a matic.

LAle také podivny a svérdzny. Z pohledu mnoha studentt jde tedy o vystizné oznadeni.

206



7.2 Motivace

Zpusobu jak motivovat zavedeni vlastnich ¢isel a vektoru linearniho operdtoru (¢i
matice) je celd fada. Vétsinou ovsem ze strany studenti a studentek vyzaduji poro-
zuméni problému z jiné domény (fyzika, statistika,...), kde se vyuzivaji. V prvnim
rocniku vysokoskolského studia na informaticky zamérené fakulté nelze mezi stu-
denty prilis oc¢ekdvat povédomi o téchto oblastech. V tomto textu proto zvolime
trochu jiny pristup k motivaci téchto dvou souvisejicich pojmu. Vyjdeme z toho, co
uz je ¢tendri znamo z predchézejici kapitoly o linedrnich zobrazenich (Kapitola 5).

Dalsi aplikace vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti alespon stru¢né zminime na
zaver této kapitoly v Podkapitole 7.5.

Jak analyzovat linearni operatory?

Predstavme si pro jednoduchost nésledujici situaci. Mame linearni operator A pu-
sobici na prostoru R% V Podkapitole 5.5 jsme si ukdzali, jak ke zvolené bazi X
zkonstruovat matici operdtoru A, tedy v tomto pifpadé *A = ¥AY € R?2,

Matice ¥A obecné zavisi na volbé baze X. Zménime-li bazi X, tak se zméni® i
matice YA. Nemohli bychom se pokusit nalézt bazi X tak, aby se z piislusné matice
YA dalo vyéist ,co vlastné operdtor A na prostoru R? déla“? Déle je jasné, ze
¢im jednodussi matice *A bude, tim snadnéji se s ni pravdépodobné bude podcitat.
Idedln{ by bylo, kdyby se ndm podafilo® nalézt bazi X = (1, z,) prostoru R? tak,
aby matice zobrazeni A v této bazi byla diagonalni*, tedy

(i)

Pojdme si rozmyslet, co vSechno muzeme v takovémto pripadé o operatoru A rici.
Jaké disledky z existence takovéto baze plynou? Vzpomenme si, ze (z1)x = (1,0)
a proto

(Az1)x = YA« (21)x = (g g) ' (é) = (g) =a (é) = o (r1)x = (ax1)x

Pro prvni bazicky vektor x; tedy plati
Az = ax;. (7.1)

Formélni definici vlastniho ¢isla a vektoru jsme jesté neprovedli (Definice ¢. 7.1),
muzeme ale ¢tendfi prozradit, ze pfesné v tomto pripadé (mysleno (7.1)) budeme
o a mluvit jako o vlastnim ¢isle operatoru A a o x; jako o k nému prislusejicimu
vlastnimu vektoru. Zcela analogicky bychom odvodili rovnost Azs = [xs. Tedy i
je vlastnim ¢islem operatoru A a x5 je prislusny vlastni vektor.

Co nam tyto dvé rovnosti rikaji? Operator A pri pusobeni na vektor z; tento
vektor pouze vynasobi ¢iselnym faktorem «. Podobné, je-li na vstupu operatoru
A vektor x5, pak na jeho vystupu bude jeho f-nasobek. Jinak feceno, operator ve
sméru vektoru z; (resp. x3) provadi pouze Skdlovani piislusnymi ¢iselnymi faktory®.

28 vyjimkou identity a nulového zobrazeni.

3Na konci této kapitoly uvidime, Ze ne vzdy takovato baze existuje.

4Tomuto problému se budeme podrobné vénovat na konci této kapitoly v Podkapitole 7.4.
5Vzpomeiite na Piiklad €. 5.44
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Z toho dale plyne, Ze je-li x = c1x1 + cox5 libovolny vektor z R?, pak
Ar = c1Axq + coAxg = craxy + cxs.

Geometricky je nyni snadné si predstavit jak ptsobeni operatoru A probiha, at uz
byl zadan jakymkoliv zptsobem.

~Diagonéalnost* matice zobrazeni *A ma vyhody i z ¢isté vypocetniho hlediska.
Predstavme si, ze bychom chtéli pocitat mocniny operatoru A. Pracujeme-li v bazi
X jako vyse, pak je potieba umoctiovat matici *A. Umoctiovat diagonalni matici je
ale extrémneé jednoduché! Skutecné,

(XA>k _ <a 0>k _ (o/€ O)

0 B 0 gF)
K docenéni tohoto vzorce je nutné si predstavit, jak komplikované by bylo sestavit
obecny predpis pro ntou mocninu jiné ,plné“ matice (viz Priklad ¢. 7.5).

K vypoctu kté mocniny takovéto diagonalni matice je tak potfeba pouze 2(k—1)
nasobeni a zadné s¢itani. PTi vypoctu souc¢inu dvou matic 2 x 2 je jinak potreba
obecné provést 8 soucinti a 4 soucty. Proto k vypoctu kté mocniny ,,plné“ matice je
potfeba vykonat 12(k — 1) aritmetickych operaci. To je Sestkrat vice, nez v pripadé
diagonalni matice®!

7.3 Vlastni cisla a vlastni vektory linearniho
operatoru

Zakladni definice a vlastnosti

Nyni formalné zavedeme pojem vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru linearniho ope-
ratoru. Nasledujici definice by neméla byt po tivodni motivacni ¢asti této kapitoly
nijak prekvapiva.

Definice 7.1. Eekneme, Ze’ A € C je vlastni &islo operdtoru A € L(V), prdvé
kdyz existuje x € V, x # 0, takovy, Ze Ax = \x. Vektor x pak nazyjvime vlast-
nim vektorem operdtoru A prislusejicim vlastnimu céislu \. Mnozinu vsech
vlastnich cisel A nazjudme spektrem operdtoru A a znacime symbolem® o(A).

Na tomto misté ihned zminme castou studentskou chybku. V definici se poza-
duje nenulovost vlastniho vektoru x. Pokud na nenulovost zapomenete, tak se to
muze zdat jako malé opomenuti a v pisemce pak nula bodi zamrzi. Opak je ovSem
pravdou. Kdyby v definici pozadavek x # 6 nebyl, tak se cely pojem vlastniho ¢isla
stava trividlnim a bude zhola k nicemu. Pro¢? Protoze pro libovolné komplexni ¢islo
A a libovolny linedarni operator A plati A6 = \0. Tj. spektrum libovolného opera-
toru by byla celd komplexni rovina. Jinak fec¢eno, libovolné komplexni ¢islo by bylo
vlastnim ¢islem libovolného linedrniho operatoru, vzdy by platilo o(A) = C. To by
byl jisté zcela neuziteény pojem. Proto nula bodi.

6Laskavy ¢tendi si jisté sam rozmysli, jak by tato vypocetni porovnani dopadlo v pifpadé n x n
matice.

"Recké pismenko \, lambda.

8Recké pismenko o, sigma.

208



Poznamka 7.2. Ddle ucinme jesté jednu terminologickou pozndmku. Proc se mno-
Zin€ vlastnich cisel rikd spektrum? Toto ndzvoslovi opét pochazi z kvantové fyziky:
atomu libovolného prvku z periodické tabulky lze priradit jisty linedrni operdtor’,
jehoZ vlastni cisla uddvaji energetické hladiny, na kterych se mohou pohybovat elek-
trony v jeho elektronovém obalu. Jinak receno, vlastni ¢isla miZeme fyzicky pozorovat
ve spektrometru. Proto spektrum.

Vzpomenite si ddle na elektronové orbitaly, o kterych se uci uz ve stredoskolské
chemii. Tyto orbitaly lze hledat prdve jako vlastni vektory jistého linedrniho operd-
toru. Vlastni cisla a vlastni vektory mame proto doslova na dotek kaZdym okamZikem
svého Zivota.

Nyni se pojdme zamyslet jak hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory linedrniho
operatoru A € L(V,). Hleddme komplexni ¢isla A € C, pro kterd existuje nenulovy
vektor z € V,, spliujici

Ax = Ax.

Tuto rovnost mizeme ekvivalentné vyjadiit v nasledujicim tvaru'’

(A—AE)x =0.

Vzhledem k pozadavku nenulovosti vektoru x to znamend, ze operator A — AE
neni injektivni (vzpomente na Pozorovani ¢. 5.19; navic dle Diusledku ¢. 5.20 neni
ani surjektivni). Vlastni ¢isla A operatoru A jsou proto vSechna komplexni ¢isla pro
kterd operator A— AE neni izomorfismem V,,. Vlastni vektor prislusejici takovémuto
vlastnimu ¢islu A je potom libovolny nenulovy vektor z jadra operatoru A — AFE, tj.
vektor x # 6 splnujici (A — AE)x = 6. Shrime si vysledek tvahy tohoto odstavce
do nasledujici definice a tvrzeni.

Definice 7.3. Je-li A € C vlastni ¢islo operatoru A € L(V,,), pak podprostor ker(A—
AE) nazyvame vlastnim podprostorem operdtoru A prislusejicim vlastnimu
Cislu N\,

Tvrzeni 7.4. Cislo A € C je vlastni ¢islo operdtoru A € L(V,,), pravé kdyZ operd-
tor A — \E neni izomorfismem. Libovolny nenulovy vektor z vlastniho podprostoru
ker(A — \E) je pak vlastnim vektorem operdtoru A prislusejicim vlastnimu cislu .

Diikaz. Byl jiz proveden v predchazejicim odstavci. O

Zduraznéme samostatné dulezitou informaci obsazenou v predchozim tvrzeni.
Je-li A\ vlastni ¢islo A € L(V,,) a z,y € ker(A — AE) vlastni vektory operatoru A
prislusejici vlastnimu ¢islu A, pak i ax je vlastni vektor pro libovolné nenulové oo € C
a soucet = + y, je-li nenulovy, je také vlastni vektor operatoru A s vlastnim ¢islem
A. Jadro libovolného operatoru je totiz, jak uz vime, podprostor.

Vlastnich vektori k vlastnimu ¢islu je tedy vZzdy nekonecné mnoho'?. Protoze
ale vSechny vlastni vektory (spolu s nulovym vektorem) tvori podprostor, ma smysl

9Definovany oviem na prostoru nekoneéné dimenze.

0Qperator E oznadéuje identitu na V;,, pro viechna v € V,, plati Ev = v.
HPozor neplést s vlastnim podprostorem z Definice 2.14.
12Nezapominejte, Ze v této kapitole pracujeme nad télesem C!
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,mnozstvi“ vlastnich vektorta vyjadrit pomoci dimenze vlastniho podprostoru, resp.
pomoci nasledujicitho pojmu.

Definice 7.5. Necht A € C je vlastni ¢islo operdtoru A € L(V,). Cislo d(A —
AE) = dimker(A — \E) nazjvame geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A
a znacime'® jit* v, (N).

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla bude hrat dtlezitou roli dale v kapitole
o diagonalizaci linedrnich operatoria. V tento okamzik pouze poznamenejme, ze ge-
ometrickd nésobnost libovolného vlastniho ¢isla A linedrniho operdtoru A € L(V;,)
ziejmée!® splituje
1 <y,(\) <n.

Vypocet vlastnich céisel a vlastnich vektora operatori

Nyni se pojdme podrobnéji zamyslet jak vlastni ¢isla a vlastni vektory hledat. Vy-
chozim bodem pro nas bude Tvrzeni ¢. 7.4. Nejprve dokazme nasledujici pomocné
tvrzeni.

Lemma 7.6. Necht A € L(V,,) a X je bdze prostoru V,,. Oznacme

pa(\) i=det¥(A - \E), NeC. (7.2)

Potom pa je polynom stupné n a nezdvisi na volbé baze X .

Diikaz. Nejprve si rozmysleme, Ze takto zadefinovana funkce p, je skutecné polyno-
mem. Je-li YA = (a;;)7;_, € C™", pak podle Véty ¢. 5.30 je (A — AE) = YA — AE
a proto

a11 — A 1,2 13 a1 n—1 Q1.n
a2 1 Q292 — A a23 a2 n—1 a2 n
as i as 2 ass — A a3 n—1 as.n
pa(A) = . . (7.3)
(p—-1,1 (p—12 (p—-1,3 (p—1n—1 — A Ap—1n
Qn,1 Qp,2 an 3 (pn—1 Qpn — A

Nyni si staci vybavit definici determinantu (Definice ¢. 6.14). Podle ni je determinant
na pravé strané rovnice (7.3) skuteéné polynomem v proménné A (ano, jde o jisty
soucet ¢iselnych nésobki soucint prvki vyse uvedené matice). Zaroven z ni plyne,
ze Clen obsahujici nejvétsi mocninu A je ten odpovidajici identické permutaci a je

roven
n

[I(a;; —N).

J=1

BPozor, v tomto standardnim znadeni je potlacena zévislost na A. Pii pouZivani tohoto symbolu
musi byt vzdy jasné, o jakém operatoru mluvime.

1Recké pismenko v, ni.

15V]astni podprostor piislusejici vlastnimu &slu A mé dimenzi nejméné 1 a nejvyse n, coz je
dimenze V,,.
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Proto je ¢len p s nejvétsi mocninou roven (—1)" A" a p4 je tedy polynomem stupné
n.
Méjme nyni navic bazi ) prostoru V,,. Potom podle Véty ¢. 5.41 plati

YA - \E)=YEY YA—-\E)-*E”

~1
Dale si piipomenime Vétu ¢. 5.37 zajistujici rovnost YEV = (XEy ) . Konec¢né pak
podle Véty ¢. 6.28 o vztahu determinantu a maticového nasobeni plati

pa(A) = det (A = AE) = det (YEY - (A — AE) - *BY) =
= det (YEY) - det (Y(A = AE)) - det (*EY) =

1
=———~ det (A= AE)) - det (*EY) = det (YA — \E)).
det (XEy> ( ( )) ( ) ( ( ))
Ve vypoctu jsme jesté pouzili Vétu ¢. 6.30 o determinantu inverzni matice. O]

Nyni ma smysl zadefinovat nasledujici pojem bez reference na bazi prostoru V,,.

Definice 7.7. Polynom pa z predchoziho turzeni (konkrétné rovnice (7.2)) nazjvame
charakteristickym polynomem operdtoru A.

Zduraznéme, ze podle Lemmatu ¢. 7.6 je jedno pomoci jaké baze charakteristicky
polynom pocitame. Charakteristicky polynom p, operatoru A € L£(V},) je polynom
stupné n. Nez se pustime do dalsiho vykladu, je vhodné pripomenout si nékolik
fakt o komplexnich polynomech a jejich kofenech. Tato poznamka je proto také
divodem pro¢ v této kapitole uvazujeme operatory na prostorech nad komplexnimi
¢isly. 1 kdyz matice operatoru v jisté bazi méa pouze redlné slozky, mize se snadno
stat, ze prislusny charakteristicky polynom mé komplexni koteny.

Poznamka 7.8 (Komplexni polynomy). Dle tzv. Zikladni vety algebry pro kazdy
komplexni polynom p : C — C stupne n € N existuji k € n, vzdjemné riznd
komplexni c¢isla A, ..., € C a prirozend cisla 4, ..., 0, € N splnujici

k
p(2) = an T = 4",

kde v, je koeficient u mocniny \"* v polynomu p a b1 + by + - -+ + = n.

Cisla M1, ..., N\, jsou pravé vsechny koteny polynomu p. Z uvedené véty plyne,
Ze komplexni polynom md alespors jeden koven a nejvyse jich je n. Cislo U, j € l%,
nazyvdme ndsobnosti korenu \; polynomu p. Pokud bychom koreny pocitali vcetné
jejich nasobnosti (ne jen vzajemné rizné), tak bychom predchozi turzeni mohli for-
mulovat také tak, Ze kazZdy komplexni polynom stupné n € N md pravé n komplexnich
koreni (pripousti se rovnost u vicendsobnych).

Napriklad pro polynom

p(2) =228 41227 — 104 25 + 368 2° — 1120 2* 4 2368 2 — 3456 2% + 4352 2 — 3072
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plati'®

p(2) =2 (24 12)(2 + 20)*(z — 20)*(z — 2)°.
Tento polynom mad tedy ctyri vzajemné ruzné koreny —12, 2i, —2i a 2. Koren —12
ma ndsobnost 1, Koreny 2t a —2i maji ndsobnost 2 a konecne koren 2 ma ndsobnost
3. Pokud bychom pocitali koreny vietné nasobnosti, pak jich tento polynom md 1 +
24243 =28, coZ je presné rovno stupni polynomu p.

Piiklad 7.9. UvaZme operdtor A majici v bdzi X prostoru C* matici

1 -1 1
YA=12 0 -2
3 —1 -1

a naleznéme jeho charakteristicky polynom. V zdvislosti na X € C musime vypocitat
nasledugici determinant

1—X -1 1 1-x -1 1
paM) =] 2 =X =2 |Z2-X+X 0 —2-2)
3 -1 —1-—2)\ 24X 0 —2-)

2—-A+X —2—-)
1 —1

_2—)\+/\2 —2 =)
2+ A —2 =\

= (24 A)(=2+ A=A +2+N) = A2+ 1) (2-N).

[

(=)™ (=1)

i<2+A)|

I+

Postupné jsme provedli tyto kroky:

1. Rddkovijmi dpravami GEM neménicimi determinant jsme v druhém sloupci vy-
tvorili dvé nuly.

2. Provedli jsme rozvoj determinantu podle druhého sloupce.
3. Vytkli jsme spolecny multiplikationi faktor z druhého radku matice.

4. PouZili jsme kriZové pravidlo na vypocet determinantu 2 X 2 a vysledny polynom
jsme dale faktorizovali.

Pomoci charakteristického polynomu operatoru nyni mtizeme hledat vlastni ¢isla
operatoru! Konkrétné plati nasledujici véta.

Véta 7.10. Necht A € L(V,). Potom o(A) # 0 a spektrum operdtoru A je tvoreno
vsemi komplexnimi koreny charakteristického polynomu pa, tj.

o(A) =ps ({0}) ={A € C| pa(A) = 0}.

Diikaz. 7 Tvrzeni ¢. 7.4 vime, ze A je vlastnim ¢islem operatoru A € L(V},), pravé
kdyz operator A — AE neni izomorfismem. Dle Dusledku ¢. 5.35 je toto ekvivalentni
singularité matice *(A — AE) v libovolné bazi X prostoru £(V},) a tedy nulovosti
jejiho determinantu (Véta ¢. 6.27), ¢ili rovnosti p4(A) = 0. Pozndmka ¢. 7.8 zarucuje
existenci alespon jednoho kofenu polynomu p4 a tedy i neprazdnost mnoziny o(A).

[]

16Snadno ovérite roznidsobenim.
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Vedle geometrické nésobnosti vlastniho ¢isla dale definujeme jeho algebraickou
nasobnost.

Definice 7.11. Necht A € L(V,,) a A € 0(A). Ndsobnost ¢isla X jako korene charak-
teristického polynomu pa operdtoru A nazyvame algebraickou ndsobnosti vlast-
niho ¢isla \ a znacime ji v ().

Pro algebraickou nasobnost vlastniho ¢isla A operatoru A ziejmé plati 1 <
Vo(A) < n. Nésledujici véta ukazuje jednoduchy vztah mezi algebraickou a geo-
metrickou nasobnosti.

Véta 7.12. Necht A € L(V,,), A € 0(A). Potom 1 < vy(X) < v,(N).

Diikaz. Necht geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla'™ n operdtoru A € L(V,,) je
rovna k € n. Lze k nému tedy nalézt k linedarné nezavislych vlastnich vektort
v1, ..., operdatoru A, Av; = nv; pro kazdé j € k. Dopliime tyto vektory na bazi
prostoru V,,,

X = (V1,0 Uy Va1, -+ - Up).

Matice operatoru A vzhledem k této bazi pak mé blokovy tvar

x4 _ (nEx By nn
A_<@k B2>€C ,

kde E; € C*F je jednotkova matice, O € C*** je nulovd matice a B, € C*" % B, €
Cr—kn—k jsou jisté komplexni matice. Skutecné, pro kazdé j € k plati (Avj)x =
(nvi)x = (0,...,m,...,0)7, kde n je v jté slozce. ProtoZe podle Lemmatu ¢. 7.6
charakteristicky polynom operatoru A nezavisi na volbé baze, obdrzime rovnost

pa(A) = det (A — \E) = det (YA - \E).

Pouzijeme-li pti vypoctu prislusného determinantu kkrat rozvoj (viz Vétu ¢. 6.35)
podle prvniho sloupce, dostaneme

pa(N) = (1 — N)*det(By — AE).

Cili n je alespori kndsobnym kofenem polynomu pa, tj. v,(A) = k < v,(A). ]

Piiklad 7.13. V predchozim prikladé (Priklad ¢. 7.9) jsme se zabgjvali operdtorem
A e L(V,), ktery v bdzi X mél matici

1 -1 1
YA=12 0 -2
3 -1 -1

Spocetli jsme jeho charakteristicky polynom,

pa(A) = A2+ AN)(2—N).

1"Recké pismenko 7, éta.
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Podle Véty ¢. 7.10 pak koreny tohoto polynomu
)\1:0, /\2:—2, )\3:2

jsou vlastni cisla operdtoru A. Protoze kazZdé z téchto tri cisel je koremem ndsobnosti
1 polynomu py, md kaZdé z nich algebraickou ndsobnost 1, tj.

V(0) = v,(—2) = 1,(2) = 1.

Diky predchozi vété (Véta ¢. 7.12) i bez pocitini vlastnich podprostori ihned vime,
ze i pro geometrické ndasobnosti plati

vy(0) = vy(=2) = 1,4(2) = 1.

Priklad 7.14. Skepticky ctendr by stdale mohl mit pochyby o nutnosti pracovat s kom-
plexnimi cisly. Nejsou priklady operdtori s neredlnymi vlastnimzi cisly pouze exotické
¢i okrajové? Nejsou.

Jako priklad uwvaime operdtor R € L(R?) predstavujici rotaci vektori z R* vici
pocdtku (tj. 6) o 90° proti sméru hodinovijch rucicek'®. K zavedeni takovéhoto ope-
ratoru jisté komplexni c¢isla nepotrebujeme.

Uvazme standardni bazi € = (e1, es) prostoru R2. Vzhledem k definici operdtoru
R zrejmé plati Re; = ey a Rey = —ey. Proto pro jeho matici ve standardni bazi plati

0 —1

Ep _

R = (1 0 ) .
Jeho charakteristickym polynomem tedy je

-2 -1
PR(A):‘l _)\’=A2+1.

Jeho koreny jsou A\ = i a Ay = —i. O rotaci urcité nelze rict, Ze by se jednalo o
okrajovy nezajimavy pripad.

Priklad 7.15. Mé&jme bazi X = (x1,x5) prostoru Va a operdtor A € L(V,) jehoZ

matice v bazi X jet’
11
XA
A= (0 1) .

Jeho charakteristicky polynom je roven

1-X 1
pA()\):‘ 0 1_)\‘:(1—)\)2.

Jedingm vlastnim cislem operdtoru A je proto \y = 1. Jeho algebraickd ndsobnost je
V(1) = 2.
Hledejme prislusny vlastni podprostor, pro matici prislusné soustavy plati

RA—MEy:@ a.

180 tomto operdtoru jsme se jiz zminovali v ivodu Podkapitoly 5.5.
19 Jedn4 se o operator zkoseni, kterym jsme se zabyvali jiz difve v Piikladu ¢. 5.45.
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Pro vsechna teseni soustavy (A — \ME) - (x)x = 0 proto plati (x)x € ((1,0)),
a proto ker(A — M E) = (x1). Jinak teceno, vlastnim vektorem k vlastnimu cislu
A1 = 1 je libovolny nenulovy ndsobek vektoru x,. Geometrickd ndasobnost vlastniho
cisla A\1 = 1 je pouze 1. V tomto pripadé mezi nasobnostmi plati ostra nerovnost

v,(1) =1 <2 =1,(1).

ZakoncCeme tuto cCast textu shrnutim algoritmt pro vypocet vlastnich cisel a
vlastnich vektoru linedrniho operatoru.

Algoritmus 7.16 (Vypocet vlastnich ¢isel operdtoru A a jejich algebraickych néa-
sobnosti). Méjme linedrni operdtor A na prostoru V,,.

1. Zwvolme bazi X prostoru V,.

2. Spoctéme charakteristicky polynom operdtoru A, pa(\) = det ¥(A — \E), pomoci
zndmych metod pro vgpocet determinantu (Kapitola ¢. 6).

3. Naleznéme® vsechny koreny polynomu pa. Tyto koreny jsou vlastni ¢isla operd-
toru A.

4. Algebraicka ndsobnost vlastniho cisla A, tj. v,(N\), je nasobnost A jako korene
charakteristického polynomu p4.

Algoritmus 7.17 (Vypocet vlastnich vektort operatoru A a geometrickych nésob-
nosti). Méjme linedrni operdtor A na prostoru V,, a jeho vlastni ¢islo X € C.

1. Vlastni vektory prislusné viastnimu cislu \ jsou vsechna nenulovd reseni rovnice

(A= AE)x =4.

2. Geometrickd ndsobnost vlastniho cisla A, tj. v,(X), je dimenze vlastniho podpro-
storu ker(A — AE).

Vlastni cisla a vlastni vektory matice

Casto se vyskytne situace, kdy mame operator A € L£(C") pifmo zadany pomoci
matice A € C™" predpisem Az := A -z pro kazdé x € C", pripadné mame matici
bez jakéhokoliv vztahu k néjakému operatoru. Potom se vyplati zavést nasledujici
pojmy.

Definice 7.18. Komplexni cislo A\ nazgvame vlastnim cislem matice A € C™",
prave kdyz existuje nenulovy vektor x € C™ splnujici

Az =)\

Takoviyjto vektor x pak nazgyvdme vlastnim vektorem matice A prislusejicim
vlastnimu ¢&islu \. Spektrem matice A (ozn. o(A)) je mnoZina vsech vlastnich
cisel matice A. Charakteristicky polynom matice A (ozn. py) definujeme pred-
pisem

pa(N) = det(A — AE).

20Toto je velmi netrividlni krok! Viz Pozndmku ¢. 7.25.
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Takovato definice mtize byt potencidlné matouci. Vyse uvedené pojmy mame
definované pro operatory i pro matice. Nehrozi proto zmateni? Nehrozi! Pojdme si
vztah téchto pojmu rozmyslet.

Méjme operdtor A € L(V,,) a bazi X prostoru V,,. Cislo A € C je vlastnim &islem
operatoru x € V,,, pravé kdyz existuje nenulovy vektor x € V,, splnujici

Ar = Az,

coz je ovsem ekvivalentni podmince vyjadirené pomoci souradnic a matice operatoru
nasledovné

XA : (SE)X = )\(l')x

Celkem tedy plati nasledujici tvrzeni: A je vlastni ¢islo operdatoru A a x € V,, je jemu
piislusny vlastni vektor, prdvé kdyZ X je vlastni ¢islo matice *A s vlastnim vekto-
rem (x)y. V tomto smyslu jsou uvedené pojmy (vlastni ¢isla a vektory operatoru
a zobrazeni) ekvivalentni.

Spektrum operatoru a spektrum jeho matice v (libovolné) bazi X jsou proto
shodné,

o(A) = o(*A).

S vlastnimi vektory musime byt vice opatrni, protoze jak bylo popsédno v predchozim
odstavci, do ivahy vstupuji souradnice. Zduraznéme tento fakt znovu a podrobnéji,
mame-li matici operatoru A vzhledem k bazi X, ozn. A = *A, tak potom je-li A € C
vlastni ¢islo matice A a x jemu prislusejici vlastni vektor, pak A\ je vlastni ¢islo
operatoru A a jemu prislusejicim vlastnim vektorem je vektor x majici souradnice v
bazi X dany rovnosti (z)y = x.

Nésobnosti vlastnich ¢isel matic definujeme prakticky identicky jako v pripadé
operatoru:

Definice 7.19. Necht A € C je vlastni cislo matice A € C™". Potom

e algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢&isla A\, ozn. v,(\), nazjvame jeho
ndsobnost jakozto korene charakteristického polynomu py,

e geometrickou ndsobnosti vlastniho cisla X\, ozn. v,(\), nazgvame di-
menzi podprostoru vsech Teseni homogenni soustavy (A — AE) - x = 6.

Diky tomu, ze det A = det(A — 0 - E) = pa(0) dostdme piimo z Véty 6.27
nasledujici pozorovani.

Pozorovani 7.20. Matice A € C™™ je requldrni, pravé kdyz 0 ¢ o(A).

7 toho, co bylo Tec¢eno jiz diive o vlastnich cislech a vektorech operatori, nyni
ihned plyne nésledujici postup pro hledani vlastnich ¢isel a vektorti matic. Skutecné,
staci si vlastné na misté matice A predstavit matici jistého operatoru v jisté bazi.

Algoritmus 7.21 (Vypocet vlastnich ¢isel matice A a jejich algebraickych nésob-
nosti). Méjme matici A € C™™.

1. Spoctéme charakteristicky polynom matice A, py(\) = det(A — AE), pomoci znd-
mych metod pro vipocet determinantu (Kapitola ¢. ).
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2. Naleznéme vsechny koreny polynomu py. Tyto koreny jsou vlastni ¢isla matice A.

3. Algebraickd ndsobnost vlastniho cisla X\, tj. v,(\), je ndsobnost X jako korene
charakteristického polynomu py.

Algoritmus 7.22 (Vypocet vlastnich vektorti matice A a geometrickych nésob-
nosti). Meéjme matici A € C™" a jeji vlastni c¢islo A € C.

1. Vlastni vektory prislusné vlastnimu cislu \ jsou vsechna nenulova reseni homo-
genni rovnice (A — ME) - x = 6.

2. Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A, tj. v4(N\), je dimenze podprostoru vsech
reseni homogenni rovnice (A — AE) - x = 0.

Priklad 7.23. Spocteme vlastni cisla, obé jejich ndsobnosti, a k nim prislusejici
linedrné nezavislé vlastni vektory pro jednotkovou matici & € C™".
Pro jeji charakteristicky polynom plati

pE(N) = det(E — AE) = (1 — A)"det E = (1 — A)™.

Tento polynom ma pravé jeden koren A\ = 1 s ndsobnostin. Jedinym vlastnim cislem
matice E je proto cislo 1, o(E) = {1}, a jeho algebraickd ndsobnost je n, v,(1) = n.
Hledejme ddle prislusné vlastni vektory. Je potreba nalézt vsechna reseni homogenni

soustavy s matici
E-1-E=06.

Takovouto soustavu zrejme resi libovolny vektor z C"; dim C" = n a cislo 1 md proto
geometrickou ndsobnost n, v,(1) = n. Napriklad vektory standardni bize prostoru
C" tvori n linedrné nezavislych vlastni vektori prislusejicich k vlastnimu cislu 1.

Priklad 7.24. Uvazme diagondlni matici

10

O OO OO
O OO O =
o oo~k OO
SO N O OO
SN OO OO
w O OO OO

a spocteme jeji vlastni cisla a vlastni vektory.
Charakteristickym polynomem matice A je zrejme polynom

pa(A) = (L= A2 = A3 - ).
Proto o(A) = {1,2,3}. Pro algebraické nasobnosti plati

va(1) =3, 1,(2) =2 av,(3) =1.
Za linedrne nezdavislé vlastni vektory lze volit:

pro vlastni c¢islo 1: ey, es, e3,
pro vlastni c¢islo 2 : ey, es,

pro vlastni c¢islo 3 :  eg,
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kde e; oznacuje jty vektor standardni bize C®. Pro geometrické ndsobnosti proto
plati
ve(1) =3, 1,(2) =2 avy,(3) = 1.

Poznamka 7.25 (Matice spole¢nice). V textu vise jsme popsali jak hledat vlastni
cisla matic a operdtori pomoci hleddni korenid komplexnich polynomi. To ovsem
samo o sobé neni jednoduchd tloha. Predstavte si, Ze mdte matici relativné malého?*
rozméru A € CH0M0  Jeii charakteristicky polynom md stupern 100. Najdéte jeho
koreny. . .

Ezistuje néjaky efektivni zpusob (skutecny algoritmus — ne stredoskolské haddani
koreni a vytgkdni kotenovych ciniteli) jak hledat koteny komplexnich polynomii?
Odpovéd na tuto otdzku je pozitivni a na pruni pohled lehce paradoxni®®.

Meéjme komplexni polynom p stupné n € N dany predpisem

p(\) = Z ap\F
k=0

jehoZ koreny chceme najit. Bez wjmy na obecnosti lze** predpoklddat, Ze a, = 1.
Sestrojme tzv. matici spolecnici** A, polynomu p:

000 0 —ao

1 00 0 —a

010 0 —as
A, =

0 00 0 —an—2

000 1 —an

Charakteristicky polynom této matice je presné polynom p! Skutecné, nechame cte-
ndri na rozmyslent, Ze pokud pri vypoctu ndsledujiciho determinantu

-A 0 O 0 —ag
1 —A 0 0 —aq
0 1 —A 0 —a2

Pa,(A) =det(A, —AE) =1 = .
0o 0 0 —A — Qo
0o 0 0 L —an1—A|
pouzije rozvoj podle posledniho sloupce, dostane priave
Pa,(N) = a0+ a1 + -+ + ap g XA = p(N).

Jinak receno, koreny zadaného polynomu p jsou prdave vlastni c¢isla matice spolecnice

A

D

21V aplikacich se objevuji i matice fadové vyssich rozmért.

22 Plot twist!

ZDle predpokladu je uréité a, # 0 a my fesime rovnici p(\) = 0 coZ je ekvivalentni aip()\) =0.

24 Companion matriz.
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Pokud bychom tedy méli algoritmus pocitajici vlastni cisla matic néjakym alter-
nativnim zpiusobem (tj. ne pomoci hledani korent polynomi), tak tento algoritmus
muzeme pouZit i na hleddani koreni libovolného komplexniho (samozrejmé i redlného)
polynomu. Takové numerické algoritmy skutecne existuji, jako jeden priklad zminme
QR algoritmus. Popis tohoto algoritmu je ovsem mimo moznosti tohoto dvodniho
textu a na tomto misté se spokojime pouze s touto pozndmkou.

Podobné matice

V pripadé linearnich operatort jsme méli moznost volby baze, vici které poté poci-
tame matici daného operatoru. Pro rtizné baze miizeme pro stejny operator dostat
rizné matice®”. V pifpadé, Ze mame dvé matice A a B z C*" tak m4 smysl se ptét,
jestli nahodou nejde o matice jednoho operatoru, jen v riznych bazich. Takovéto
matice pak budou mit automaticky stejné spektrum. Zavadime proto nasledujici
pojem.

Definice 7.26. Matice A,B € C™" nazveme podobné, pravé kdyz existuje requldarni
matice P € C*™ takovd, Ze plati

A=P'.B.-P

Pii ovérovani podobnosti dvou matic A a B piimo podle definice si je dobré
uvédomit, Ze rovnost A = P~ - B - P pro reguldrni matici P je ekvivalentni rovnosti
P.-A =B-P. Vyhneme se tim nutnosti invertovat matici PP.

Snadno 1ze dokazat, Ze relace podobnosti na mnoziné vsech matic z C™" je re-
lace ekvivalence, proto dikaz nésledujici véty nechavame na rozmysleni laskavému
¢tenari. Jediné co staci vyuzit je definice podobnosti a zakladni vlastnosti prace s
maticovym nasobenim.

Véta 7.27. Relace podobnosti zavedend v Definici ¢. 7.26 je relace ekvivalence®®,
coZ znamend, Ze pro libovolné tri matice A, B, D € C™" plati ndsledujici tvrzeni:

1. A je podobna A,
2. pokud A je podobnad B, pak B je podobnd A,
3. pokud A je podobnda B a B je podobna D, pak A je podobna D.

Pozorovani 7.28. Jsou-li matice A a B podobné, potom maji stejny determinant.’”

Diikaz. Méjme regularni matici P € C™" z definice podobnosti, pak pomoci pravidel
pro vypocet determinantu (Véta 6.28 a Dusledek 6.30) ziskdme

det A =det(P™'-B-P) =det(P ') detB-detP = (detP)"' - detB - det P = det B.
[

25Vyjimkou je napiiklad identicky operator.

268 timto pojmem (relace ekvivalence) se podrobnéji setkdte v zimnim semestru druhého roénfku
v pfedmétu Zaklady diskrétni matematiky (BI-ZDM).

2"Neboli maji-li A a B riizné determinanty, pak nejsou podobné.
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Vztah podobnosti matic presné vystihuje to, co jsme zminovali v ivodnim od-
stavci této podkapitoly. Skutecné, plati totiz nasledujici véta.

Véta 7.29. Necht A,B € C™". Potom A je podobnd B prdavé tehdy, kdyz existuje
operdtor A € L(C") a dvé baze X a Y prostoru C" takové, Ze

YA=A a YA=B.

Diikaz. =: Necht A a B jsou podobné, tedy existuje regularni matice P splnujici
A=P'.B.-P (7.4)
Na prostoru C" definujme linearni operator A € L£L(C"™) predpisem
Arv :=A-x, xeC".
Pro matici tohoto operatoru ve standardni bazi X := &, jisté plati
YA = A

Matice P! je reguldrni, a proto jeji sloupce (ozn. y; := (Pfjl)T € C", j € n) tvori
soubor n linedrné nezavislych vektoru a tedy i bazi ) = (y1,...,y,) prostoru C".
Plati tedy

P =YEY a P="E".

Upravou vztahu (7.4) nyni s pomoci Véty & 5.41 dostédvame
B=P A-P'="%EY.%A.YpY=YA
<: Mé&jme operédtor A € L(C") a dvé baze X a Y prostoru C" pro které plati
A="4 a B=YA
Potom podle Véty ¢. 5.41 plati
A=YA=YAY=VpY . V4V . *gY =P 1.B.P,
kde jsme oznaéili P = ¥*EY. Matice PP, jakoZto matice piechodu, je reguldrni. O

Podobné matice majii ,,podobné® vlastnosti. Nasledujici véta nam 1ika, ze maji
stejné spektrum a charakteristicky polynom. Naopak tedy plati, ze pokud matice A
a B nemaji stejné spektrum nebo charakteristicky polynom, tak nejsou podobné.

Véta 7.30. Méjme dvé podobné matice A, B € C™". Potom plati ndsledujici tvrzend.
1. Charakteristické polynomy obou matic jsou shodné, tj. py = pg.

2. Spektra obou matic jsou stejnd, tj. o(A) = o(B).
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Diikaz. Dle Véty ¢. 7.29 pro podobné matice A a B existuje operator A € L(C") a
dvé baze X a Y prostoru C" splitujici A = *A a B = YA. Déle z Lemmatu ¢. 7.6 pro
charakteristické polynomy matic a operatoru plati

pa(A) = pra(X) = pya(A) = ps(N)

pro kazdé A € C. Charakteristické polynomy matic A a B jsou stejné a maji proto
i stejné koteny. Tyto kofeny tvori spektra prislusnych matic, a proto jsou i spektra
matice A a B shodna. O

Priklad 7.31. Pokud dvé matice maji stejné spektrum, tak z toho jesté neplyne, Ze
jsou podobné. Jako priklad vezméme matice

Y )

a pokusme se o jejich podobnosti rozhodnout z definice. Poznamenejme, Ze pro obe

matice plati o(A) = o(B) = {1}.
=(e )

Hledame regularni matici
a b [(a+c b+d
c d) \ ¢ d |’

Tato rovnost rozepsana po slozZkach predstavuje soustavu ctyr rovnic pro ctyri ne-
znamé, kterda po jednoduché uprave a vypusténi linedrné zavislych rovnic ma tvar

spliujici P- A =B - P, tj.

Ackoliv a a b mohou byt libovolnd, tak nase matice P musi mit nulovy druhy radek
a nikdy nemize byt reguldrni. Neexistuje proto requldrni matice P, ktera by zajis-

tovala podobnost matic A a B. Tyto dve matice nejsou podobné, i kdyz maji stejné

spektrum?®®.

Priklad 7.32. Rozhodnéme o podobnosti matic
87 510 452 —1950
A= (—15 —88) B= <105 —453) ’

Pokusme overit primo podminku z definice podobnosti (Definice ¢. 7.26). Tato
podminka je ekvivalentni existenci regularni matice P splnujici

P-A=B-P. (7.5)

ZVnimavy étenaf si jisté povsimne, Ze jejich spole¢né vlastni éfslo 1 ma u obou matic algebraic-
kou nésobnost 2, ale lis{ se v geometrické ndsobnosti (pro A je tato rovna 2 a v piipadé B pouze
1).
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Oznacme proky zatim neznamé matice nasledovné

p:(g g).

Potom je pozZadavek (7.5) ekvivalentni soustavé ctyr linedrnich rovnic pro ctyri ne-
Znameé

—365a — 15b 4+ 1950¢c = 0,
510a — 5400 + 1950d = 0,

—105a + 540c — 15d = 0,
—105b + 510c + 365d = 0.

Matici této homogenni soustavy snadno prevedeme do horniho stupnovitého tvaru
pomoci ekvivalentnich uprav GEM. Dostdvdme (poradi sloupci odpovidd abecednimu
poradi proménnijch)

21 0 —108 3

0 21 —-102 -73

0 0 0 0

0 0 0 0

Tato soustava md nekonecné mnoho resent, odpovidd nekteré z nich requldrni matici
P? Zkusme zvolit napriklad

a=390, b=0, c=73, d=—102.

Tj.
390 0
P= (73 —102) '
Tato matice je jisté reqularni (det P = —39780) a z jeji konstrukce a priori vime, Ze
splnuje

P-A=B-P.

Matice A a B jsou proto podobné. Uvedeny postup jisté mizZeme aplikovat i na matice
véetsich rozméri. Budeme-li rozhodovat o podobnosti matic A,B € C™", budeme
muset Tesit soustavu n? rovnic pro n? nezndmych. To nemusi byt vidy prijemné. V
Prikladu ¢. 7.41 si ukaZeme alternationi postup vyuZivajici diagonalizace.

7.4 Diagonalizace linearniho operatoru a matice

Jak jsme jiz naznacili, pro nékteré operatory je mozné najit bazi, v niz je matice
daného operatoru diagonalni. Analogicky pojem prirozené opét mame i pro matice.

Definice 7.33. Operdtor A € L(V,,) nazveme diagonalizovatelny, jestlize existuje
bize X prostoru V, takovd, Ze matice *A je diagondlni. Matici A € C™" nazveme
diagonalizovatelnou, jestlize je podobnd diagondlni matici.

Za jakych predpokladii je mozné operator A diagonalizovat? Nejprve dokazme
pomocné tvrzeni.
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Lemma 7.34. Necht A € L(V) a Ay, ..., A\ jsou navzdjem riznd vlastni ¢isla ope-
ratoru A, a necht pro kaZdé i € k oznacuje x; vlastni vektor A prislusejici vlastnimu
cislu A;. Potom je soubor (xy,...,xx) LN.

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle délky souboru.
e Kazdy vlastni vektor je nenulovy, a proto je soubor (x;) LN.

e Méjme j € {1,2,...,k — 1} a predpokladejme linearni nezavislost souboru
(21,29, ...,x;). Ukdzeme, ze i soubor (z1,2s,...,2;,2j+1) je LN a to sporem.
Kdyby byl LZ, tak lze jeho posledni vektor (tj. x;41) vyjadiit pomoci vektort
predchozich. Existovaly by tedy konstanty ai,...,a; € C splnujici

J
Tjy1 = Z ;5.
=1

Navic alespoinl jedna z téchto konstant, napi. a;-, by byla nenulova, protoze
vektor x;41 je jakozto vlastni vektor nutné nenulovy. Aplikujeme-li na obé
strany operator A dostaneme s vyuzitim jeho linearity rovnost

J J
AZCj+1 =A (Z Oéil'i) = ZOCZAI'Z
=1 =1

Nyni si stac¢i vzpomenout, jak pusobi operator A na svych vlastnich vektorech,
¢imz dostaneme

J
)\j+1ij+1 = Z OKZAZ.TZ (76)
i=1
Na druhou stranu ovsem trividlné plati

J J
)\j+1xj+1 = /\j+1 Z a;r; = Z O-/i/\j—l—lxi- (77)
i=1

i=1
Odectenim rovnice (7.7) od (7.6) dostaneme rovnost

J
0= Z()\Z — )\j+1)aixi.

i=1

Koeficient (Aj= — Aj41)a - je ale urcité nenulovy (vlastni ¢isla jsou vzéjemné
riznd a o ¢isle aj, vime, ze je nenulové). To je ovSem spor s linearni nezavislosti
souboru (z1,...,x;). O

Nasledujici véta nejen dava nutnou a postacujici podminku diagonalizovatelnosti
operatoru, ale jeji dikaz? i ukazuje jak pak zkonstruovat bézi, vii¢i niZ je dany
operator diagonalni.

29Gtudujte dikazy!
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Véta 7.35 (O diagonalizovatelnosti). Operdtor A € L(V,) je diagonalizovatelny,
prave kdyz kazZdé z vlastnich cisel X operdtoru A md stejnou algebraickou a geomet-
rickou nasobnost, tj.

(VA € 0(A))(va(A) = v4(N)).

Diikaz. =: Predpokladejme, ze operator A € L(V,) je diagonalizovatelny. Existuje
tedy baze X prostoru V,, vici niz ma operator A diagonalni matici v blokovém tvaru

ME, © e ... ©6
0 XE, © .. ©
XA = @ @ )\3Ef3 T @
G} S} O - NEg
kde k € 1, A1,..., A\ € C jsou vzajemné rizna cisla a Ky, jsou jednotkové matice

rozméru ¢; x {;, j € k, a konetné © jsou nulové matice riznych rozmeért. Opravdu,
Jednoduchou zménou potradi bazickych vektorii baze X muzeme docilit, ze stejna
¢isla na diagondle ¥A jsou takto vedle sebe. Odtud ale ihned plyne, Ze charakteris-
ticky polynom operatoru A je

k
pa(N) = det {4 — \E) H)\—)\

a Cisla Ay, ..., \x jsou prave vlastni cisla operatoru A. Jejich algebraické nasobnosti
jsou popotadé fq,...,0,. Koneéné i jejich geometrické nasobnosti jsou poporadé
rovoy lq, ..., 0. Skutecne, k vlastnimu ¢islu Ay existuje £; LN vlastnich vektort — je

jimi pfimo prvnich ¢; vektori baze X. Podobné pro dalsi vlastni ¢isla. Ovérili jsme
tedy platnost vztahu v,(\) = v4(X\) pro libovolné A € o(A).

<: Nyni naopak predpoklddejme, ze operator A € L(V,,) ma pravé k € A vzé-
jemné ruznych vlastnich ¢isel A\q,..., A € C jejichz algebraické a geometrické né-
sobnosti pro kazdé j € k spliuji

Va(Aj) = v4(A;) =2 ;.

Oznacéme dale ;, € V,,, j € k, £ € {; linedrné nezévislé vlastni vektory piislusejici

vlastnimu ¢islu A;. To jisté lze, protoze vlastni podprostor ker(A — A, E) ma dimenzi

{;, a proto v ném lze nalézt ¢; linearné nezavislych vlastnich vektort z;, ...,z ;.
Sestavme soubor

X = (xl,h e ,.171741,332’1, R 7:['2742, e ,C(]k’h . 7£Ek7gk).

Tvori tento soubor béazi prostoru V,,? Jelikoz ¢; jsou rovny algebraickym nasobnostem
vlastnich ¢isel \;, plyne z vlastnosti kofentd polynomu py rovnost ;4o +- - -+ = n,
tedy soubor X ma ,spravny pocet prvki“ a tvori bazi V,, pravé tehdy, kdyz je LN.
Ukazme nyni jeho linearni nezavislost. Uvazme proto linearni kombinaci souboru X

davajici nulovy vektor,
¢

k
Z ijjl’j[ = 9 (78)

j=1¢=1
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Oznac¢me
¢
Uj =D Qg
=1
Tvrdime, Ze u; = 0 pro kazdé j € k. Skutecné, u; totiz patif do vlastniho podpro-
storu ker(A — A\;E) a je-li nenulovy, pak je vlastnim vektorem operatoru A prislu-

Sejicim vlastnimu ¢islu ;. Rovnost (7.8) by proto predstavovala netrividlni linedrni
kombinaci téchto vektoru davajici nulovy vektor,

k
Z U; = 0.
j=1

O nenulovych vlastnich vektorech prislusejicich riznym vlastnim ¢islim ale dle Lem-
matu ¢. 7.34 vime, Ze tvori linedrné nezavisly soubor. Ani jeden z vektort u; proto

nemuze byt nenulovy. Celkem jsme tedy pro kazdé j € k odvodili rovnost

4
uj =) e =0
=1
a z linedrni nezévislosti souboru® (z;1,...,z;,,) plynou rovnosti
Qj1 = Qjp =0 = Qg =0
pro kazdé j € k.

Protoze z definice vektort x;, plyne rovnost Az;, = A\;x;, je matice A vzhledem
k bazi X rovna

ME, © e .. ©6
e XE, o6 ... 0
YA = S} 0 ME, --- ©
S} S} 0 - NEg
a je tedy diagonalni. O

Dusledek 7.36. Necht A € L(V,,) a (YA € 0(A))(ve(N) = 1), potom je A diagona-

lizovatelny).

Diikaz. Vzpomente si na vztah mezi nasobnostmi. Geometricka nasobnost vlastniho
¢isla A splnuje 1 < v, () < v,(A). Proto v uvazovaném pripadé plati v,(\) = v,(\) =
1. O

Shrnme si v nasledujici poznamce jak diagonalizovat diagonalizovatelny operator.
Staci jen extrahovat postup z druhé c¢asti dikazu Véty ¢. 7.35.

30Tak jsme tento soubor konstruovali.
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Poznamka 7.37 (Diagonalizace operatoru). Méjme operdtor A € L(V},) s vlastnimi
Gisly My, ..., e (kde k € 1) s ndsobnostmi £; = va(\;) = v,(\;) pro kaZdé j € k.
Ke kazdému vlastnimu cislu \; (j € ]%) prislusi LN soubor vlastnich vektori, ten
oznacme stejné jako drive (xj1,%jz,...,%y,). Potom vzhledem k bdzi

X = (ZELl, Ce ,$17g1,$2’1, Ce ,I27g2, Ce 717@,17 Ce 7xk:,€k)

md operdtor A matici zobrazeni v diagondlnim tvaru

ME, © O .. @
© ME, © - ©
g | © O ME, o
© © 6 - MNE,

Jinak receno, sestavime-li bazi tvorenou vlastnimi vektory operdtoru A (to nelze
vZdy, viz podminku diagonalizovatelnosti), pak matice operdtoru A vzhledem k této
bizi je diagondlni a na diagondle md vlastni ¢isla operdatoru A. Navic poradi vlastnich
cisel na diagondle odpovidd poradi prislusnich vektori v této bazi. Vlastni cislo se
na diagondle matice *A opakuje tolikrdt, kolik je jeho algebraickd ndsobnost.

Tento postup muzeme prirozené aplikovat i na problém diagonalizace matice.

Poznamka 7.38 (Diagonalizace matice). Méjme matici A € C™" s vlastnimi cisly
M,y A, kde k € 7, ndsobnostmi U; = va(Nj) = v,(\;) pro kaZdé j € k. Oznacme
prislusné linedrné nezdvislé vlastni vektory x,, € C", £ € EA] aj e k.

Muzeme zavést operdtor A, ktery na prostoru C" piusobi dle predpisu

Ar=A-z, xeC".
Odtud ihned plyne, Ze matice A vzhledem ke standardni bazi £ prostoru C" je prdavé

matice A, tj. €A = A. Nyni miZeme postupovat dle predchozi pozndmky. Utvorime
bazi C™ tvorenou vlastnimi vektory operdtoru A,

X = (Xl,h ey X1 0, X210 X gy e, X T, 7Xk75k)

Jiz vime, Ze wvzhledem k této bdzi md operator diagondlni matici zobrazeni, ozn.
B := *A. Ddle vime, Ze

]B:XAngX~SA-XE5ZEEX‘A~XE5.
Oznacime-li konecné P := *E€ pak B =P~'- A -P. Matice A je tedy podobnd diago-
nalni matici B a requldrni matice P zarucugjici podobnost je praveé matice prechodu

z baze X do E. Je to tedy matice, kterd md ve sloupcich poporade vlastni vektory
matice A,

f— T . . T T . . o T .« . o T . e T
P= (Xl,l X106, Xon X205 X1 Xk,ﬁk) .

226



Priklad 7.39. Rozhodnéte o diagonalizovatelnosti matice

-6 —10 34
A=[18 22 —-64
3 5 =17

Pokud je diagonalizovatelnd, zkonstruujte matici P prevdadéjict ji na diagondlni tvar.
Nejprve spoctéme charakteristicky polynom

—6-X —10 34 —6-X —10 34
pa(A)=| 18 22—X 64 |=| 0 —8—X\ 38+6A|=
3 5 —17—A 3 5 —17— A
0 5A  —A2—23\
1 5  —A—23
0 —8—A 3846) |=A| 0 =

313 5 17— A
= A=A = A+6)=-AA+3)(\—2).

Vlastnimi cisly matice A proto jsou \y = 0, \g = 2 a A3 = —3. KazZdé z nich
md algebraickou ndsobnost rovnou 1 a matice A je proto diagonalizovatelnd (viz
Duisledek ¢. 7.56).

Nyni musime najit prislusné vlastni vektory, tj. nalézt nenulovad reseni homogen-
nich soustav (A — NE) -x =60 proi = 1,2,3. Uvedeme jen struéné vysledek®!

pro Ay =0: (9,—19,—4),
pro A =2:  (2,-5,—1),
pro A3 = —3: (2,—4,-1).

Matice P, pro kterou plati

00 O
02 0|=P' AP
00 =3
proto je
9 2 2
P=1]1-19 -5 —4
-4 -1 -1

Priklad 7.40. Rozhodnéte o diagonalizovatelnosti matice

0
A:

O O =

0
31
0 3
Abychom mohli vyuzit Vetu ¢. 7.35 musime nalézt vlastni cisla matice A a jejich
algebraické a geometrické nasobnosti.

31Resen{ soustav linedrnich rovnic uz méme touto dobou v malic¢ku.
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Charakteristickym polynomem matice A je polynom

I-X 0 0
paAN) = 0 3-X 1 |=(1-NB-)~
0 0 3-2A

Vlastnimi cisly matice A proto jsou komplexni cisla
AM=1aX=3.
Ddle z faktorizace polynomu py vycteme algebraické ndsobnosti téchto vlastnich cisel,
vo(1) =1 a v,(3) = 2.

Abychom nalezli jejich geometrické ndsobnosti, musime prozkoumat prislusné
vlastni podprostory. Vlastni vektory prislusné k vliastnimu cislu \y = 1 jsou nenulova
reseni homogenni soustavy s matici

000 021
A-ME=]0 2 1|~|0 0 2],
00 2 000

tedy vektory ((1,0,0)). Za vlastni vektor prislusng k Ay = 1 tedy mizZeme zvolit prdvé
napriklad v; = (1,0,0). Geometrickd ndsobnost A\; = 1 je proto rovna 1, v,(1) = 1.
V pripade vlastniho cisla Ao = 3 musime podobné resit soustavu

—2

A—)\QEI 0
0

oS O O
o = O

Vsechna jeji Teseni ocividné jsou ((0,1,0)). Za vlastni vektor prislusny k vlastnimu
cislu Ay = 3 mizZeme volit napriklad vy = (0,1,0). Konecné geometrickd ndsobnost
tohoto vlastniho cisla je vy(3) = 1.

Shrnime si, co jsme doposud spocitali. Matice A md vlastni cisla 1 a 3. Jejich
ndasobnosti jsou

ve(1) =v,(1) =1 a 1=14(3) <1,(3)=2.
Matice A proto podle Vety ¢. 7.35 neni diagonalizovatelnd.

Priklad 7.41. Pokusme se rozhodnout o podobnosti matic

87 510 452 —1950
A_<—15 —88) ¢ B_<105 —453)‘

z Prikladu ¢. 7.32 rozhodnout pomoci diagonalizace.
Primocarym vypoctem zjistime, Ze charakteristické polynomy obou matic jsou
shodné,
pa(N) =pg(\) =22+ 2 — 6= (2 +3)(z — 2).
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Obé proto maji stejné spektrum, o(A) = o(B) = {—3,2}. Kdyby rovnost spekter
neplatila, pak by A a B nebyly podobné*. Spoctéme vlastni vektory, uvedeme jen
strucné vysledky. Pro matici A jsou vlastnimi vektory

A =-3: v = (17, -3),

o =2: v2 = (6, 1),
a pro matici B mame

)\1 =-3: uy = (30, 7),

)\2:22 U2:(13,3)

Algebraické i geometrické ndasobnosti jsou v obou pripadech shodné a obé matice jsou
diagonalizovatelné. Z predchoziho vikladu jiz vime jak obé matice diagonalizovat
(pomoct vlastnich vektori):

(‘03 8) =P' APy, =Pz' - B-Pg, (7.9)

kde matice Py a Py jsou sestavené pomoci vlastnich vektori (pozor na poradi)

17 6 30 13
Fa= (—3 —1) @ Pp= (7 3)'
Druhou rovnost z rovnice (7.9) lze ekvivalentné prepsat do tvaru (obé matice Py i
Pg jsou reguldrni)

A=(Ps-P;') B (Ps-Py)).

Matice zarucujici podobnost matic A a B proto je

_ 9 41
P=Ps-P,' = <2 9>.

Poznamka 7.42. Pokud jsou dvé matice podobné stejné diagondlni matici potom
diky Vete ¢. 7.27 jsou si podobné navzdjem. Naopak pokud matice A je podobnd
diagonalni a B neni podobnd stejné diagondlni matici (napr. lisi se spektrum, ci
ndsobnosti vlastnich cisel), potom si nemizou byti podobné.

7.5 Priklady

V této kapitole ukazeme nékolik relativné jednoduchych aplikac¢nich priklad vyuzi-
vajicich vlastni ¢isla a vlastni vektory. PTi popisu problémi ovsem nebudeme zabihat
do detailt, prilis bychom tim opustili ramec tohoto textu.

32Pokud matice nejsou podobné, pak tento postup bude pravdépodobné vyrazné jednodussi nez
ovérovani pomoci definice.
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Fibonacciho posloupnost

Ctenéfi je jisté zndma Fibonacciho posloupnost. Jde o redlnou ¢iselnou posloupnost

(F,)22,, kterd je zaddna rekurentné vztahem

Fn = n71+Fn727 n:3,4,5,... (710)

a pocatecnimi hodnotami I} = F, = 1. Pomoci téchto informaci (rekurence a dvé
pocéateéni hodnoty) jsme schopni vypocitat hodnotu £, pro libovolné n € N. Prvnich
nékolik dalsich ¢lent této posloupnosti je

Fy=1+1=2 F,=2+1=3, F,=3+2=5.

Ocividné se jednéd o ostfe rostouci posloupnost celych cisel. Lze jeji ¢leny vyjadrit
explicitné? Tj. lze se zbavit rekurence? Lze Tici, jak rychle Fibonacciho posloupnost
roste do nekoneéna®*?

Klicovym vychodiskem k zodpovézeni téchto otazek je preformulovani rekurent-

) o y . F,
ntho vztahu (7.10) do maticového tvaru. Utvorme sloupcovy vektor f, = ( r ),
n—1

n = 2,3,..., nesouci informaci o ¢lenech Fibbonaciho posloupnosti. Potom pro néj
plati vektorovy rekurentni vztah

_ Fn+1 _ Fn+Fn—l _ 11 . Fn _ .
o= ()= (V) = (o) () =

kde n = 2,3,4,... a symbolem A jsme oznacili matici
11
A= <1 0) .

Dale plati f5 = . K vypoctu vyssich a vyssich ¢lenti vektorové posloupnosti

1
1
(£,)5°, tedy staci pocitat mocninu matice A, konkrétné z vyse uvedeného vektoro-
vého rekurentniho vztahu plyne

f, = A"? G) n=2234,... (7.11)

Spoctéme vlastni éisla a vektory matice A. Pro charakteristicky polynom ma-
tice A plati

1-X 1
pA()\):|1 _)\|:)\2—)\—1.

Jeho kofeny jsou redlnd ¢isla®t

1
Ao =g (1£V5).
33Vyzyvame ¢tendie, aby na tomto misté zkusil zformulovat hypotézu o rychlosti ristu (F,)5 ;.

Roste polynomidlné, exponencialné, jako faktorial, nebo jinak?
34Cislo p = 1+T‘/5 je zndmé pod nazvem ,zlaty rez“.
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Vlastni vektor k \; je libovolné nenulové feseni homogenni soustavy s matici

1—Xy 1 N 1 =Xz
1 - o 0 /)

Zvolme napiiklad vy = (Ag, 1).
Matice A je proto diagonalizovatelna, plati pro ni

71‘ . _ AJ'_ 0
Pt A IP’_<O R

kde
ooy (A Ao T B A
P—(U+U)—<1 1 a P VAL

n—2
AT =P (AB x?—2> P

Tudiz

Kone¢né dosazenim tohoto vyjadfeni matice A do rovnice (7.11) dostavame

_ AP0 (1) 1 N0 1—A2\
ﬁ”_P'< 0 Aﬁ—2>'P <1) _\/gp'< 0 Xx2) \\—1)
—_——
At
—A
:ip. PN :i AL = AL
) T et
Odtud ihned plyne kyzeny vztah

Fy=—=(N —am). (7.12)

Sl

Vsimnéme si, ze
Ar ~ 1.61803398874989 a A_ ~ —0.618033988749895.

Proto druhy ¢len v (7.12) s rostoucim n konverguje k nule a prvni ¢len naopak di-
verguje do nekonecna. Vidime, ze Fibbonacciho posloupnost je asymptoticky ekvi-
valentni geometrické posloupnosti s kvocientem A\, (zlaty fez), tj.
L\

lim Yo =1,

n—oo
Jinak feceno, pro velkd n se hodnota Fj, priblizuje hodnoté %)\1 To je velmi ne-
trivialni tvrzeni, které ze samotné definice Fibonacciho posloupnosti neni na prvni
pohled patrné.
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0.4

Obrazek 7.1: Denni mentalni stavy Pepy Vomacky a pravdépodobnosti prechodu
mezi nimi.

Markovské retézce

Uvazme systém, ktery se miize nachazet v rtznych stavech a o némz vime, s jakou
pravdépodobnosti miize béhem jednoho ¢asového kroku prechazet z jednoho stavu
do jiného (uvazujeme diskrétni ¢as). O ¢asovém vyvoji takovéhoto systému pak mlu-
vime jako o (diskrétnim) markovském Tetézci®. Castym tikolem je pak zjistit pravdeé-
podobnosti v jakém stavu se systém bude nachézet po nekonecném (velkém) poctu
krokiu. Tj. z popisu jeho kratkodobého chovani chceme odvodit chovani dlouhodobé.

V této podkapitole nebudeme zachazet prilis do detailt a k demonstraci takové-
hoto systému pouZijeme jednoduse uchopitelny a predstavitelny pitklad®®. Uvazme
Pepu Vomacku, ktery je kazdy den bud vesely (V), smutny (S), nebo neutralni
(N). Pravdépodobnosti, ze nasledujici den prejde z daného stavu do jiného stavu,
nebo zistane ve stejném stavu, byly odhadnuty jeho psychiatrem a jsou graficky
znazornény na Obrazku ¢. 7.1.

Oznacéme si jednotlivé Pepovy nélady pomoci ¢isel: V <+ 1, N <> 2, S <> 3. Dale
sestavme tzv. matici prechodu®” P € R*? jejiz prvek P;; udava pravdépodobnost

35 Andrey Andreyevich Markov, rusky matematik, 1856-1922.

36pPyiklad je prevzat z monografie Introduction to Probability Models od S.M. Rosse. Na mar-
kovské Tetézce lze narazit i v fadé skutecné praktickych tloh.

37Neplést s matici pfechodu ve smyslu piechodu mezi bazemi, zde je o pfechod mezi jednotlivymi
kroky fetézce.
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prechodu ze stavu j do stavu i, kde 7, j € 3. V nasem p¥ipadé tedy plati*®

0.5 03 0.2
P=104 04 03
0.1 03 0.5

Méme-li vektor v = (vq,v9,v3)T udévajici pravdépodobnosti, Ze se Pepa jeden den
nachézi v uvedenych stavech, pak vektor P-v udava pravdépodobnosti, ze se v téchto
stavech nachazi druhy den.

Nasim cilem je nalézt tzv. stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti splnujici

P-v=w,
tedy vlastni vektor matice P prislusejici vlastnimu ¢islu 1, a navic splnujici
v1+ vy +uvs =1, wv1,v9,v9 > 0.

Za jistych doplnujicich predpokladu lze dokazat, ze takovyto vektor existuje a po-
pisuje pravdépodobnosti, ze ma Pepa v libovolny den prislusnou naladu. V nasem
konkrétnim ptikladé primocarym vypoctem zjistime, ze timto vektorem je vektor

v = (0.33871,0.370968, 0.290323)" .

Pepa je proto nejpravdépodobnéji v neutralni naladé. Nejméné pravdépodobné je,
ze ho nalezneme smutniciho.

Principal component analysis (PCA)

V této podkapitole si velmi struéné a pouze na intuitivni drovni* ukédZeme jednu z
technik vyuzivanych (mimo jiné) v analyze dat.

Mgjme danu sadu dat X; € R¥, j € f. Vektor X; je nyn{ vhodné si predstavovat
jako bod k-rozmérném prostoru R*. Nasim cilem je charakterizovat jakym zpiiso-
bem jsou data v tomto prostoru rozlozena a tieba této znalosti vyuzit k snizeni
dimenzionality problému (body R? se vizualizuji 1épe nez v R). Chtéli bychom
rozloZeni dat co nejvérnéji popsat pomoci elipsoidu (v R? si predstavte posunutou
a rotovanou elipsu) a odhalit ,v kterych smérech se data nejvice méni*.

Vv

Za timto ticelem si spocteme primeérnou hodnotu (tézisté mnoziny {X;}7_;)

X = Xj € Rk

1

J

n

SRS

Dale sestavime kovarianéni matici A € R** jejiz prvky spliuji

B =3 (X K) (X, - X))

38Matice P je tzv. stochastickd: jeji prvky jsou nezdporné &isla a soudet v kazdém sloupecku je
roven 1.

39To znamena, 7e nékteré ¢asti vykladu by 8lo lépe popsat pomoci pojmi z teorie pravdépo-
dobnosti a statistiky, coz je nad ramec tohoto textu a tak muze nédsledujici vyklad pusobit misty
vagné, protoze vagni je.
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Obrézek 7.2: Sada dat (modré body) a ,hlavni komponenty“ (¢ervené Sipky).

Tato realnd matice je tzv. symetrickd, tj. plati pro ni vztah AT = A. Lze ukézat, Ze
kazda symetricka matice je vzdy diagonalizovatelna, jeji vlastni hodnoty jsou vzdy
realné a vlastni vektory lze volit vzajemné kolmé.

Oznacme si vlastni ¢isla Ay € R, ¢ € k, matice A v nerostoucim poradi

M > A > 2> A

Pfislusné vlastni vektory necht jsou oznaceny ui, us, ..., ur, € RF. Bez Gjmy na
obecnosti mtiZeme piedpokladat®’, Ze vlastni vektory jsou tzv. normalizoviny na
jednicku, tj. maji délku rovnou 1.

Pojdme si uvedeny postup demonstrovat na jednoduchém prikladé graficky zna-
zornéném na Obrazku ¢ 7.2. Data tvori mnozina 1000 bodi v R% Kovariancni
matice je v tomto pripadé rovna

(500224 26829\ 5,
A= <2.6829 4.88891) € R

a priumeér je X = (1.09435,0.570682)T. P¥islugnd vlastni ¢isla sefazend podle velikosti
jsou
AL =T7.62908 a Ay = 2.26207,

a odpovidajici vlastni vektory
uy = (5.45123,5.33731)7 a  wuy = (1.58255, —1.61633)".

Vlastni vektory jsme naskalovali tak, aby mély délku rovnu pravé prislusnému vlast-
nimu ¢islu.

Vlastni vektory uvedené v predchozim odstavci jsou znézornény jako cervené
sipky na Obrazku ¢. 7.2. Vidime, jak vektor odpovidajici nejvétsimu vlastnimu ¢islu
nejlépe vystihuje dominantni smér, v kterém se data méni.

4ONenulovy nasobek vlastniho vektoru je stéle vlastni vektor pifslusejici stejnému vlastnimu
¢islu.
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7.6 Dodatek: kam dal?

Na zaveér uvedeme pouze nékolik poznamek doplnujici vyklad v této kapitole.

Poznamka 7.43 (Jordanuv kanonicky tvar). V podkapitole o diagonalizaci (Ka-
pitola ¢. 7.4) jsme si ukdzali matice, které nelze diagonalizovat. Prirozené se na-
bizi otdzka, jestli i tyto matice nelze prevést podobnostni transformaci do néjakého
Lkanonického “ tvaru, z kterého bychom mohli vycist vliastni c¢isla i s jejich ndsob-
nostmi.

Odpoved na tuto otdzku je kladnd. Kazdd matice A € C™" je podobnd matici J
v tzv. Jordanové kanonickém tvaru. Tato matice J je blokové diagondlni. Jordanovy
bloky maji tvar
Al
0 A 1
0 XA 1

0 X 1
0 X1

Pripousti se i 1 x 1. Na diagondle matice J se vyskytuji vlastni cisla matice A presné
tolikrat kolik je jejich algebraicka ndsobnost.

Konstrukce prislusné podobnostni transformace je komplikovanéjsi a jeji rozbor
by byl nad ramec tohoto textu.

Poznamka 7.44 (Singular value decomposition (SVD)). Proces diagonalizace ma-
tice lze zobecnit © na matice, které nejsou ctvercové. Mame-li matici A € C™", pak
existuji unitgrni*' matice U € C™™, V € C*" a diagondini*® matice S € C™"
spliujici®

A=U-S VT
Na tomto misté pouze zminime, Ze tento rozklad nachdzi siroké uplatnéni v mnoha

zajimavych oblastech (k IT maji nejbliZe asi rizné metody zpracovani signdlu a sta-
tistika).

41Unitarni matice je regularni matice jejiz sloupce jsou na sebe vzajemné kolmé a jsou norma-
lizované na jednicku (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu na C™).

2Pouze prvky S;; mohou byt nenulové.

43Pruh nad matici oznacuje komplexni sdruZeni viech prvka pifslusné matice.
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Kapitola 8

Skalarni soucin a ortogonalita

V této zavérecné kapitole studijniho textu BI-LIN se budeme vénovat pojmim ska-
larni soucin a ortogonalita a nékolika zajimavym navazujicim tvrzenim. V letnim
semestru 2018/19 je u zkousek vyzadovana pouze jeho Cast, a to celd podkapitola
Skalarni souc¢in a ¢astecné Ortogonalita, konkrétné po Vétu 8.15 s dikazem vcetné.
1

Co do mnozstvi textu je tato kapitola spise ,hubenégjsi“, stédiejsi rozepisovani
je v planu v pifstich letech!?

S pojmy skalarni soucin ¢i kolmost se ctihodny ¢tenar jisté setkal jiz na stredni
skole, a to pri feseni standardnich geometrickych tloh v roviné ¢i prostoru. Aniz by
védeél, naucil se tak pracovat s tzv. standardnim skaldrnim soucinem ve vektorovych
(prehilbertovyjch) prostorech R?* a R3. Slovo wvektor pritom chépal jako bod nebo
Sipku a dale pracoval s pojmy thel svirany vektory ¢ pifmkami a velikost vektoru®.
My si vsechny tyto pojmy zavedeme pékné obecné a namisto feseni geometrickych
uloh se vydame spise teoretickym smérem.

8.1 Co si z této kapitoly odneseme

1. Zavedeni pojmu skaldrni soucin a norma ve vektorovém prostoru.
2. Odvozeni nékolika jejich uzite¢nych vlastnosti, definici thlu.

3. Definici ortogonédlniho (OG) a ortonorméalniho (ON) souboru vektori a pocho-
peni, pro¢ je vyhodné pracovat s OG/ON soubory a bazemi.

4. Symetrické matice maji ON bazi tvorenou vlastnimi vektory.

8.2 Skalarni soucin

Jak jiz bylo naznaceno v uvodu, skaldrni soucin neni jen ta jedna ,stredoskolska
formulka“, jedna se o mnohem obecnéjsi pojem.

'Plati i pro studenty v LS 2020/21.
2Vzhledem k nové akreditaci asi nic takového nenastane.

PRy
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Definice 8.1. Bud' V' VP nad T C C. Zobrazeni (-,-) : V. x V. — T nazjvame
skaldarni soucin, plati-li pro kazZdé vektory x,y,z € V a kazdy skaldir o € T
nasledugjici axiomy:

1. (x,ay + 2) = a(z,y) + (z, 2), (linearita v druhém argumentu®)
2. (z,y) = (y,x),° (hermitovskd symetrie)
3. (z,x) >0 a zdroven ((33, r)=0&x= 9). (pozitivni definitnost)

Dwojici (V, (.,.)) nazgvame prostorem se skaldrnim soucinem (prehilbertiv
prostor) a znacime H.

Poznamka 8.2. Upozorniujeme ctendre na dals® zdkernost ve znacend, které se
ovsem dd jen tézko vyhnout. Spatrite-li tedy viraz typu (z,y) pro xz,y € V, méjte se
na pozoru, abyste z kontextu poznali, jednd-li se o soubor dvou vektoru nebo o jejich
skalarni soucin.

Poznamka 8.3. Je-li T =R, potom (y,x) = (y,x),” a tedy 2. axiom lze prepsat do
tvaru (z,y) = (y,z) (symetrie), neboli opruhovani je v R nadbytecné.

V libovolném vektorovém prostoru se skaldarnim souc¢inem plati nasledujici jed-
noduché vlastnosti, které 1ze dokazat primo z definice skalarniho soucinu.

Pozorovani 8.4. Pro libovolné x,y,z € H a o € T plati
1. (0w +y.2) = alw,2) + (5, 2),
2. (x,0) = (0,z) =0.

Dikaz.
1. (ax 4y, 2) a2 (z,azx + 1) axd- alz,x) + (z,9) viastnost = a(z,x) + (z,v) ax 2
a(r, z) + (y, 2).
2. (0,7) "= (2,0) = (x,(~1)z +2) "= (=1)(2,2) + (2, 2) =
L]

Konecéné si mizeme uvést nékolik prikladi skaldrnich soucint.
Priklad 8.5.
e Na T" definujeme .
(z,y) = Zlgjnj,
j=

kde x = (&1, ...,&), y = (1, ... ,mn). Tento skaldrni soucin nazgyvime stan-
dardnim skaldrnim soucinem.

4Pozorovéni 5.6 ndm déva, Ze pro libovolny vektor x je zobrazeni A(-) = (x,-) linedrni.

5Je-li z = a + bi komplexni &slo, potom komplexné sdruzené éislo Z je definovano predpisem
Z=a— bi.

6 Ano, jiz nekolikétou.

"Pro kazdé redlné ¢islo a je @ = a.
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e Pro f,g € C({(0,1)) (spojité funkce) je zobrazeni definované vztahem

(f.0):= [ Twg(a)ds

skaldrnim soucinem na VP C((0,1)).

e Dalsi priklad skalarniho soucinu je napr. zobrazeni definované na prostoru
matic C™",

e Na R? miiZeme definovat i jinyg ne? standardni skaldrni soucin, napr.

(z,y) = (51 52) : G i) : (Z;) = 25 + & + Samn + Sane,

kde x = (&1,&2), y = (01, m2).

Pomoci skalarniho souc¢inu definujeme pojem norma.

Definice 8.6. Bud H prostor se skaldrnim soucinem. Zobrazeni ||.| : H — T
definované vztahem

Ve e H:||z| :=/(z,x)
nazyvdme normou na H.

Poznamka 8.7. Mdme-li R® se standardnim skaldrnim soucinem, ||x|| je velikost
vektoru x, tj. (eukleidovskd) vzddlenost bodu x = (x1,x2, x3) od pocdtku 0. Z tohoto
pohledu lze normu vektoru chdpat jako zobecnénou velikost vektoru.

Podobné je ¢islo ||z — yl|| zobecnénou vzddlenosti vektori x a y.

Nésledujici pozorovani si peclivy ¢tenar jisté snadno dokdze sam, vystaci si s
axiomy skalarniho souc¢inu a definici normy.

Pozorovani 8.8. Pro libovolné x € H a o € T plati:
1 lz] =0,
2. |z =02 =0,
3. || = laf - |||

S trojuhelnikovou nerovnosti se student jiz pravdépodobné drive setkal v geo-
metrii, u trojihelniktt v R%2. My si dokdzeme jeji piirozené zobecnéni pro libovolny
prehilbertv prostor, spolu s dalsim dilezitym vztahem, Schwarzovou nerovnosti.

Véta 8.9. Bud H prehilbertiv prostor. Potom pro x,y € H plati:

1.
[z, )] < ||lz| - lyll, (Schwarzova nerovnost)
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|z +yl| < |lz|| + ||y, (trojihelnikovd nerovnost)

Dikaz.

1. Pro x = 0 plati ve Schwarzové nerovnosti rovnost. Uvazujme x # 6. Necht
A € T. Potom plati

0< (A —y, e —y) = [Aa® = Az, y) = (y, M) + [yl
= M|z ]* + llyll* — 2Re Az, y)

pro vSechna A € T'. Nyni volme specidlné

\ o @Y)

I I

Pro takto zvolené A mame

[ m—" 2 (2, y)?
2] + [lylI* — 2Re >0,
[ ][* ]|
a tedy®
(2, )
o - 10 5
]2

z ¢ehoz vyplyva Schwarzova nerovnost.

2. Méame

|z +y|? =@ +y,z+y) = (z,2) + (z,9) + (v, 2) + (v,9)
= [|z|* + (z,y) + (z,y) + [ly|I> = [|z]* + 2Re (z,y) + ||y||*

Nyni sta¢i na ¢len Re (z,y) pouzit odhad Rez < |z|, ktery plati pro Vz € C,
a poté Schwarzovu nerovnost, tj.

Re (z,y) < |(z,y)| < [lz[ll|yll-
Celkem dostavame
lz +yll* < ll=l® + 202/ [yl + llyl* = ()l + lyl)?,
coz po odmocnéni levé a pravé strany dava trojuhelnikovou nerovnost.

O

Pomoci skalarniho souc¢inu mizeme zobecnit pojmy tihel ptimek a vektort, které
doposud znédme z prostorit R? nebo R? (se standardnim skaldrnim souc¢inem).

2
8 Jelikoz podil I(ﬁ”ﬁl)zl je redlné ¢islo, je rovno své redlné ¢asti.
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Definice 8.10. Bud H prehilbertiv prostor’.
a) Budte 0 # x,y € H. Uhlem vektori x,y nazjvime islo

Re(x,y)
arccos ———.
Iyl

Tedy hel dvou vektori je z intervalu (0, ).
b) Budte p,q primky v H. Uhlem piimek p, q nazyvame ¢islo
R
AFCCOS | Re (sp, 3q>|’
Ispllllsql

kde s, (resp. s,) je smeérovy vektor primky p (resp. q). Tedy thel dvou primek
je z intervalu (0,m/2).

Poznamka 8.11.

1. Podle Schwarzovy nerovnosti plati
< Belwy)
[l 1]
tedy vyrazy v definici maji smysl.

2. Uhel primek nezdvisi na volbé smérovych vektori.

8.3 Ortogonalita

Nyni si zavedeme pojem ortogonalita (kolmost) souboru vektort. Mame-li R? se
standardnim skaldrnim soucinem, je ,klasickd geometrickd kolmost“ vektort z a
y ekvivalentni rovnosti (z,y) = 0. Tuto vlastnost zobecnime na soubory vektoru
libovolné délky v libovolném prehilbertové prostoru.

Definice 8.12. Necht H je prostor se skaldarnim soucinem. Vektory x,y € H nazy-
vame ortogondlni (kolmé), pravé kdyz (z,y) = 0.1

Soubor vektori (xy,...,x,) z H nazveme ortogondlni (OG), prdvé kdyz
VZ,j € fL,Z 7&] . (QZ’Z',.’L'J‘) =0.
Soubor vektori (xy,...,x,) z H nazveme ortonormdlni (ON), pravée kdyz

VZ,] eEn: (Z’Z’,Z'j) = 51']'.11

Poznamka 8.13. Z definice plyne, Ze ortonormdlni soubor je prave takovy soubor
vektori, ktery je ortogondlni a zdroven vsechny jeho vektory maji velikost 1.

9Pokud mé ¢tenaf fobii z komplexnich ¢isel a bude pracovat pouze nad télesem R, miiZze si v
této definici odmyslet realnou ¢ast Re.

10Casto se pouziva také znaceni z L y.

1 Opét uzivame Kroneckerovo delta, viz napt. Kapitola 9 - P¥ehled pouzitého znaceni.
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I v obecném prehilbertové prostoru H plati znaméa Pythagorova véta.

Véta 8.14 (Pythagorova véta). Necht (z,y) je OG soubor vektori z H. Potom

Iz +ylI* = [l2l* + llyl*

Dukaz. Plati
lz+yl* = (x+y, 2 +y) = llzl” + (z,9) + (y,2) + [lyl*

Nyni staci vyuzit, ze dle predpokladu je 0 = (z,y) = (y, ). O

Véta 8.15. OG soubor nenulovych vektoriu je LN. Specidlne, kazdy ON soubor
vektorid je LN.

Diikaz. Bud (x,...,x,) OG soubor nenulovych vektort. Uvazujme linedrni kombi-
naci
n
>z =0,
j=1

potom pro i € i plati

n

0= (z,0) = (% Zoéjﬂ?j) = Z%(»’Um%) = OéiH%'HZa
j=1

J=1

kde jsme vyuzili, ze (x;,z;) = 0 pro i # j. Protoze je podle predpokladu z; # 6, je
||zi]] # 0 a dostavame «; = 0 pro vSechna i € 7. Soubor vektoru (z1,...x,) je proto
LN. O]

Dobra tedy, kazdy ON soubor je tedy LN, Ize ale najit ON soubor, ktery je dost
velky, aby generoval cely prostor a byl tedy bazi? Algoritmus, jak najit ON bazi v
libovolném konecné dimenzionalnim prehilbertové prostoru, dava dikaz nasledujici
véty, pokud jej aplikujeme na libovolnou bazi (z1,...,x,).

Nejdrive si na obrazku demonstrujeme myslenku ortogonalizace. Mame-li dva
vektory u, v a chceme nahradit vektor v vektorem z tak, aby (u,v) = (u, z) a z bylo
kolmé na u.

u

E“’”) -u je prave ta ,Cast“ vektoru v, kterd je ,rovnobézna® s
u,u)
(u,v)

u. Pokud ji od u odec¢teme, bude vektor z = v — (Z—u) - u kolmy na w, pricemz tyto
dva nové vektory spolecné generuji stejny podprostor jako u a v.

Povsimnéme si, ze
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Véta 8.16 (Gramova-Schmidtova ortogonalizace). Uvazujme H je prehilbertiv pro-
stor. Necht X = (z1,...,x,) C H je LN soubor vektori, potom existuje ON soubor
vektori' Y = (y1,...,yn) € H takovy, Ze

pro kaZdé k € 1 je (xy,...,T5) = (Y1, -, Yk)- (8.1)
Duikaz. Polozme
21 = I
Ry = T2 — (217302)21
(ZIJ Zl)
i (21,$3) (22, 903)
Z, =2, — (Zlal‘n) L — (2271771) g — . — (Zn—laxn> Zn—1-12
(21, Zl) (22, 22) (Zn—1, 2n-1)
Ukéazeme si indukei pres k € 0, ze soubor (z,...,z2;) je OG soubor nenulovych
vektoru, ktery splnuje (x1,...,zx) = (21, ..., 2k).

Pro n =1 je zfejmé, ze z; = 7 je nenulové a (z1) = (x1) a soubor (z1) trividlné
splnuje definici pro OG.

Nyni predpokladejme, ze vztah plati pro k£ — 1, ukdzeme jeho platnost pro k.
Nejdrive si rozmysleme, ze z, # 0. Kdyby z; bylo rovno nulovému vektoru obdrzeli
bychom

g € (21, 25-1) = (X1, ..., Tp_1),

coz by byl spor s linedrni nezavislosti souboru X. Diky indukénimu predpokladu

—

vime, ze (2;,2;) = 0 pro i,j € (k —1). Pro OG souboru zbyva ukazat, ze (z;, z;) =0
proi € (k—1):

s R (thk;)z . (ZQa:L‘k‘)Z _ B (Zn—lrrk) p
(Zzy k) ( iy Lk (21’21) 1 (22,22) 2 7(Zn_1,zn_1) n—l)
— ( 79 /{,‘) (Zl, Zl) < 19 1) (227 22) ( 19 2) e . (Zn_l’ Zn_l)( (2] n—l))
= (2, x1) (Zigzi)( i 2i) = 0,

kde vyuzivame toho, ze (z;, z;) = 0 pro rtizna ¢,j € (k — 1).

Ukézeme, ze (z1,...,2,) = (x1,...,x). Diky predpokladu z; proi € (k — 1) na-
lezido (z1,...,x,_1) az definice zj plyne, 7e zx € (z1,..., 251, Tk) C (T1, ..., Tp_1,Tk).
Dohromady ziskame

(z1, ..., 25) CC(21,...,Tp).

Jelikoz z1, ...z, jsou OG a nenulové, jsou z Véty 8.15, ze je tento soubor LN, tudiz
oba prostory maji dimenzi k£ a museji se rovnat.

12Podobné jako v obrazku odstrafiujeme z xj, Casti rovnobéiné s z1,...2g_1.
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Zatim je nas soubor pouze OG. Pokud touzime po ON souboru staci jen polozit

1
Yi = o~
=il

a rozmyslet si, ze tyto vektory maji normu 1 a ze prenasobeni neovlivnilo ani jednu
z pozadovanych vlastnosti. O

Piiklad 8.17. Uvazujte R* se standardnim skaldrnim soucinem. Naleznéme ON
bdzi podprostoru P = (xy, x9, 23) CC R4, je-li

r1=(1,2,2,—-1), z2=1(1,1,-5,3), xz3=(3,2,8,—7).

Soubor (1, x9,x3) je LN, miZeme jej zortonormalizovat Gramovym Schmidtovim
procesem. Jako drive v rovnici (8.2) poloZime

21 =T = (172727 _1)

(Zl,Z'Q) —10
= 1,1,-5,3 1,2,2,—-1)=(2,3,—3,2
Z2 Ty — (21721) ( y Ly ) ) 10 ( ) ( () ’ )
2y = 1g — (21,$3) _ (22, 23) )
(21721) (22,2’2)
30 —26
2 -7 1,2,2, —1 2 -3,2)=(2.—-1,—-1,2).
(37 787 ) 10( ) ) b ) 26 ( 737 37 ) ( b b b )

Ziskali jsme OG soubor, ktery normalizujeme

21 1 Z9 1

= (1,2,2,-1) yp= _
|z1]] /10 2ol /26

Z3 1 (2
Ys = 77— = ——=\4%
Tzl T VIO

Soubor (y1,y2,ys) je potom ON bdze podprostoru P.

Y1 = (2a37 _372)

~1,-1,2)

S ortonormalni bazi se velmi dobfe pracuje. Zejména je velmi lehké pocitat sou-
radnice vuéi této bazi:

Véta 8.18. Necht X = (x1,...,x,) je ON bdze prehilbertova prostoru H, potom pro
kazdé z € ‘H plati

n

= (w2

=1
Neboli (2)x = ((21,2), (12,2), .., (20, 2)).
Diikaz. Jelikoz X je baze, lze kazdy vektor z € H napsat ve tvaru
Z = Z ;5.
i=1

Aplikujeme tento vztah, linearitu skalarniho soucinu a vlastnosti ortonormalni baze,

obdrzime
(i, 2 :(xZ,Zozjx]) Z (x4, x5) = ay, (8.3)

3

kde vyuzivame toho, ze (z;,x;) = 0 proi # j a (x;,z;) = 1, pokud i = j. O
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Poznamka 8.19. Jak je vidét z formule (8.3), pro OG bdzi plati, Ze itd souradnice
vici této bazi je rovna

(th) o (LU“Z)

(s, ;) i[>

o; =

(z2,2)
-7 <:I72,(132) " T2

4o

(:E1,Z) .
(z1,21)

X1

Obrazek 8.1: Vizualizace souradnic vektoru z vuci bazi (xy, z3).

Poznamka 8.20. Je-li v # 0, prirazeni P, definované jako

v proz € H

se nazyvd ortogondlni projekce na primku (v).
Rovnost (8.3) z Véty 8.18 lze pak prepsat do tvaru

8.4 Ortogonalita a symetrické matice

V této casti si pro fanousky linearni algebry konecné s pomoci dokazanych pro-
stredki ukazeme, ze v PCA a tedy i v obrazku 7.2 jsou ,hlavni komponenty* na
sebe kolmé. Znalosti zde obsazené nejsou vyzadovany ke slozeni zkousky, slouzi pro
lepsi pochopeni latky a jako priprava na dalsi predméty. Dale uvazujeme pouze
standardni skalarni souc¢in nad C"!

Dost casto pri feseni néjakého problému zjistime, Ze ,matice problému“ ma
néjaké specialni vlastnosti. Potom hlubsi znalost téchto specidlnich matic nam miize
uleh¢it ¢i umoznit nalezeni feseni. Ukazuje se, Ze velmi dilleZity atribut je symetrie.'?

Definice 8.21. Matice A € T™" se nazyva symetrickd, pokud

AT =AM

13Symetrickd je napiiklad matice neorientovaného grafu (BI-AAG), kovarianéni matice (MI-
SPI), matice parcidlnich derivaci (BI-VMM, MI-MPI).
14 Neboli a;; = aj; pro kazdé i,j € f.
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Zacneme s tvrzenim, ze kazda realna symetrickd matice ma realnd vlastni ¢isla,
ale nejdiive budeme potiebovat nasledujici, pro tuto sekci klicové lemma, které ndm
rika, ze symetrické matice se ,chovaji symetricky“ vici skalarnimu soucinu.

Lemma 8.22. Necht A € R™" je symetrickd matice a x,y € C", potom

(Az,y) = (z,Ay).

Diikaz. Definujme si pro B € C™" komplexné sdruzenou matici B piedpisem

(B)i; = (B);; pro i,j € n.'

Poctivy ¢tenar si snadno ale pracné ovéri primo z definice maticového nésobeni a
komplexné sdruzeného cisla platnost vztahi pro B,D € C™"

1. B =B,
2. D-B =D-B,

3. Je-li B realnd matice, potom B = B.

Konec¢né s vyuzitim definice skalarniho souc¢inu a vztahu (BD)? = DTB? obdrzime

(r,Ay) =77 (A-y) = (AT -3 .y = (AT g) -y=(A 2) -y=(Azy),

kde vyuzivime AT = A. O

Véta 8.23. Bud A € R™" symetrickd matice, potom
1. o(A) CR,
2. vlastni vektory A prislusejici dvema rizngm vlastnim cislim jsou vzajemné

kolmé.

Diikaz. 1. Necht A € o(A) a x € C" prislusny vlastni vektor, tedy = # 0 a
Az = \x. Potom s pomoci Lemmatu 8.22 ziskdme

Mz||? = (z,Mz) = (z,Ar) = (Az,2) = (\z,2) = Nz

Protoze ||z|| # 0, je A = X, odkud plyne X € R.

2. Necht A\, € R jsou dvé raznd vlastni ¢isla A s odpovidajicimi vlastnimi
vektory x,y, tedy
Ar=X a Ay=puy.

Potom

Wz, y) = (v, py) = (z,Ay) = (Az,y) = (Ar,y) = AMz,9),

5Prvky komplexné sdruzené matice B jsou tedy jsou komplexné sdruzend ¢&isla k odpovidajim
prvkium puvodni matice B.
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odkud mame
(1= A)(x,y) = 0.

Protoze pu # A, musi platit (x,y) = 0.
O

Pozorovani 8.24. Ma-li matice A € R™" redlné vlastni cislo, pak lze jeho vlastni
vektory zvolit redlné.

Presnéji: Je-li A € R™ a Ay € o(A), \g € R, potom ezistuje baze vlastniho
podprostoru prislusejiciho Ao '°, kterd je sloZena z vektori ndleZicich R™.

Diikaz. Soustava (A — A\gE|f) obsahuje pouze redlnd ¢isla. Algoritmus GEMu 1.32
pouziva pouze (G1) a (G3), kde ode¢itame redlné nasobky redlného prvniho radku.
Tyto kroky zachovaji vsechny radky realné, tedy jeho aplikaci ziskame soustavu v
HST, kterda ma vsechny prvky realné.

Zbyva si jen uvedomit, ze pokud zvolime do prislusnych volnych proménnych
realnou bazi'”, vazané proménné pak budou také realné. O

Nésleduje tvrzeni o tom, ze kazda redlna symetricka matice je diagonalizovatelna.

Véta 8.25. Necht A € R™" je symetrickda matice, potom pro kazZdé vlastni cislo
Ao € 0(A) je vg(Ao) = va(No).

Diikaz. Necht pro spor plati k := v,(A\o) < v4(X\o). Z definice geometrické nasobnosti
potom existuje k¢lennd baze vlastniho podprostoru prislusejici vlastnimu ¢islu Ag (tj.
reseni soustavy (A — A\E|#)), ozna¢me si ji (z1,...2,). Doplnime tento soubor na
(x1,...x,) tak, aby tvofil bazi celého C".

Diky Gramové-Schmidtové ortogonalizaci (Véta 8.16) ji nahradime za ON bézi
Y = (y1,-.-,Yn), kterd splnuje (y1,...,yx) = (x1,...,zx). Tedy yi1,...,yr je ON
baze vlastniho podprostoru prislusejici \g, specialné jsou to tedy vlastni vektory
patiici \g.

S pomoci Lemmatu 8.22 si povSimneme, ze vektory Ay; jsou kolmé na y; pro
ie{l,...k},je{k+1,...n}k

(i, Ay;) = (Ays, y;5) = (Nowir y5) = Xo(ys, y5) = 0. (8.4)

Jako difve uvazujme o A jako o zobrazeni A(x) := A -z. Pro i € k jsou y; vlastni
vektory k Mg, proto (Ay;)y = (Aovi)y = Aeei. Z Véty 8.18 a vztahu (8.4) vime, ze
prvnich k£ soufadnic Ay; vaci bazi Y je rovno 0.

Proto m4 matice zobrazeni A vzhledem k béazi ) tvar

MEL O
Yy 0k kn—k n,n
A= <@n_k7k B > e C"",

kde B je néjaka matice z Cr—Fn=F,

16T jest baze feseni homogenni soustavy (A — \E|0).
"T¥eba standardni bazi.
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Jelikoz A i A maji stejné spektrum vcetné nasobnosti, obdrzime

Ao —NEr  Opn

Rozvojem determinantu podle prvnich k sloupct obdrzime, ze

pa(N) = (Mo = X)* pa(N).
Z predpokladu je ndsobnost A\g v pa () vétsi nez k, tudiz \g musi byt kofenem pg(A).

Tedy Ao je vlastnim ¢islem B a existuje vlastni vektor u = (upyq,...,u,) € C*°F,
tak ze u # 0 a Bu = A\gu.
Polozme

n

T = Z U;Y;

j=k+1
potom
& (Y, k) a ()y =(0,...,0,Upg1y ..oy Up).

Z Véty 5.27 a vlastnosti maticového nasobeni obdrzime

(A)y =¥A- @)y = Y (()y) Au = 3 b,

=1 i=k+1
0 0
0 0 (Aoz)y
B-u Aol

Proto plati Az = Ax = Agz. Neboli = je dalsi vlastni vektor prislusejici \g, coz je
spor s tim, ze geometrickd nasobnost A\ je k. O]

Uz teda vime, Ze pro realnou symetrickou matici existuje baze C™ slozena z jejich
vlastnich vektort. Plati dokonce silngjsi tvrzeni. Tato baze mize byt navic zvolena

ON!

Véta 8.26. Necht A € R™" je symetrickd. Potom existuji vlastni vektory yi, ... yn
takové, Ze soubor (y1,...,Yyn) je ON bize C".

Dikaz. Necht A ma razné vlastni cisla A, ..., A\x. Nalezneme bazi vlastniho pod-
prostoru prislusejici vlastnimu ¢islu A; s geometrickou nasobnosti /;. Diky Gramove-
Schmidtové ortogonalizaci (Véta 8.16) miuzeme predpokladat, ze tato béze podpro-

storu je ON. Oznacémé si ji (¢, ..., z] ). Nase hledania ON baze bude
1 1 k k
(Ty, e Ty Y, T )

Diky predchozi vété vime, ze tento soubor obsahuje n vektori. Z konstrukce je
zrejmeé, ze
(zf,2})=1a (:v;,:rzm) —0proiek,jmel.
Jelikoz ué a ul, jsou vlastni vektory pifslusejici riznym vlastnim ¢isliim obdrzime
z Véty 8.23:
(x;,:cfn) =0 proi,t ek, jmel.

Dohromady jsme ovérili, Zze tento soubor je ortonormalni O]
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Pozorovani 8.27. Je-li X = (z1,...,x,) ON bdize C" potom
(¥E%)" . ¥Ef =E.

Neboli
(YEE)l = EpY = WT_IS

Specidlne, pokud jsou xq,...,x, redlné vektory mame
(XES)—I — EEX — (XEE)T'LQ

Pokud dédme vSechny predchozi ¢asti dohromady, findlné dostaneme, Ze realna
symetrickd matice je ,hezky“ diagonizovatelna.

Disledek 8.28 (Spektralni véta). Bud A € R™" redlnd symetrickd matice. Potom
je A podobnd diagondlni matici D € R™"™, navic reqularni matici P € R™™ z relace
podobnosti lze volit takovou, e P~ = PT. Tedy plati

A =P'DP.

Dikaz. 7 Véty 8.23 vime, ze vlastni ¢isla jsou redlna, diky Pozorovani 8.24 mtuzeme
volit i vlastni vektory realné. Diky dikazu Véty 8.26 vime, Ze lze volit vlastni vektory
ON.

V dikazu se uzila Gram-Schmidtova ortogonalizace. Povsimnéme si, ze pokud
byly ptvodni vektory realné, potom budou po ortonormalizaci i vysledné vektory
budou realné. Proto existuje ON baze vlastnich vektorl, nazveme ji X.

Uvazujme zobrazeni A(x) = A - z. Potom obdrzime

A=fA="E*. YA . ° Y.
Nyni staéi polozit D = ¥ A a P = ¢ B .20 Diky Pozorovani 8.27 ziskdme, Ze
T
pT — (SEX)T _ ((XEE)T) _Xpe

]

Poznamka 8.29. V celé této casti jsme potrebovali jen Lemma §.22, kde jsme v
dikazu potrebovali pouze, Ze

AT = A

Maticim, které splnuji tento vztah, se 1ikd hermitovské c¢i také samosdruzené ma-
tice.

Vasnivy ctendr si snadno ovéri, Ze ve vsech vétach v této cdsti, lze predpoklad
LA € R™ je symetrickd matice“ nahradit za obecnéjsi ,A € C™" je hermitovskd
matice “ a ziskat analogie predchozich vét.

.. . v s A — =T vz s 22 .
BMaticim, které spliiuji A~' = A", se k4 unitérni matice.
Maticim, které spliiuji A=t = AT, se {k4 ortogonalni matice.
20Rozmyslete si, ze D je diagonalni matice, kterd obsahuje na diagonale vlastni &isla.
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Kapitola 9

Prehled pouzitého znaceni

V této casti pridavame pro lepsi orientaci v textu prehled pouzitého znaceni, véetné
jeho prvniho vyskytu. Cislo XX znamené, Ze byl poprvé uzit na strané XX. Zkratkou
dXX myslime, Ze symbol byl uzit v definici, kterd zac¢ind na strané XX (a symbol se
muze vyskytovat na dalsi strance, pokud byla definice moc dlouhd).

symbol zaveden vyznam

= definice, symbol na levé strané je definovan vyra-
zem na pravé strané

1] mnozina prazdna
A B,C,M,N mnoziny
A, Be L(P,Q) d143 linedrni zobrazeni z P do Q
#A pocet prvki v mnoziné A
min A nejmensi prvek v mnoziné A
ACB A je podmnozinou B
ACB A je vlastni podmnozinou B, tj AC Ba A# B
A+ B d19 soucet mnozin A a B

163 soucet zobrazeni A a B
aA d19 anasobek mnoziny A

163 anasobek zobrazeni A
A® B d71 direktni soucet mnozin A a B
a+ A d19 soucet ¢isla/vektoru a a mnoziny A
Ax 143 obraz vektoru x
A1 inverzni zobrazeni k A
AB 143 slozeni zobrazeni A a B
d(A) d150 defekt zobrazeni A
h(A) d150 hodnost zobrazeni A
ker A d150 jadro zobrazeni A
YA d160 matice zobrazeni A vzhledem k X, X, tj. ¥ A%
XAy d160 matice zobrazeni A vzhledem k X', )
E d143 identicky operator
XY d166 matice piechodu od baze X k bazi )
Gk d113 generujici matice kédu
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V,P,Q
PccVv
V’m Pn7 Qn
dim V'
w
Z(W)
dim W
HST
GEM
LZ

LN

oG

ON

di113
di13
di15
d57

d18

d18
d185
d43

d48

d74

d65
d100
d100
d100

24

29

d53, d56
d53, d56
d240
d240

44

33

d17
d12

d36
37

37

d12
d12
d12
d13
d13
d14
ds4
245
d14
d13

kontrolni matice kodu

kod

minimalni vzdalenost kodu

linearni obal mnoziny vektort

reseni soustavy Ax = b

reseni homogenni soustavy Ax = 6
permutace mnoziny {1,...,n}

vektorovy prostor

P je podprostor V'

vektorovy prostor dimenze n € N
dimenze vektorového prostoru V

varieta

zaméreni variety

dimenze variety

horni stupnovity tvar

Gaussova eliminace

linearné zavisly

linedrné nezavisly

ortogonalni

ortonormalni

vektorovy prostor

mnozina prirozenych ¢isel N = {1,2/...}
mnozina celych ¢isel

mnozina {0, ...,n — 1} vybavena operacemi +,, -,
téleso racionalnich c¢isel

téleso realnych cisel

mnozina (0, 0o)

mtice realnych ¢isel, ztotoznujeme s jednorozmér-
nou maticf R™*

realnd matice s m radky a n sloupci
téleso komplexnich ¢isel

téleso

mtice Cisel z télesa T', ztotoznujeme s jednorozmer-
nou matici 7!

matice s m tadky a n sloupci, jejiz prvky patii do
télesa T'

matice

1ty radek matice

jty sloupec matice

anasobek matice A

soucet matic A a B

transpozice matice A

inverzni matice k matici A

sdruzena matice k matici A

sou¢in matice A a B

anasobek matice A
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adj A
det A, |A]
h(A)
Ak, 0)

A~B
(A ] D)

E, En

0 eR”

Op
a,b,c,...x,y, 2
f9,h
1,7, k., l,m,n
n

s,t

T, Y, 2, U,V

z
Rez

Im 2

d203
d189
d78

d200

d78
d18
d18
ds3
d18

d17

d53, d120
44

d128, d130
83

d113
d208, d215
d213, d216
d210, d216
d130

d185

d187

d208

d215

d187

d43

d17

147

44

d24

142

142

142

210, d211
d215

adjungovand matice k matici A

determinant matice A

hodnost matice

matice vzniklda z A vynechanim ktého tadku a
(tého sloupce

A lze prevést pomoci GEM na B

matice soustavy Ax = b

vektor T, nejcastéji vektor pravych stran
jednotkova matice, jednotkova matice z T™"
vektor, nejcastéji vektor neznamych

soucet prvki x1,x2...2, =1+ 29+ -+,
soucin prvka x1,Te... X, = T1-Tg - - Ty
nulova matice v 7" tzn. vsechny jeji prvky jsou
rovny nule

linearni (n, k)-kod

skalary, tj. prvky z télesa T

dekoédovani

Kroneckerovo delta

kédovani

vlastni ¢islo

algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla A
geometricka nasobnost vlastniho ¢isla A

pivot slova u

permutace

znaménko permutace m

spektrum operatoru A

spektrum matice A

transpozice Cisel ¢ a j

nulovy vektor

0=1(0,...,0)

nulovy vektor prostoru P
vektory

zobrazeni

nejcastéji prirozend/celd ¢isla
mnozina {1,...,n}

nejcastéji realna cisla
také slozky vektoru
(z,9,2,u,v) € R®
komplexné sdruzené ¢islo, a + bi = a — bi

realnd cast komplexniho ¢isla, Rea + bi = a
imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla, Ima + bi = b
obraz mnoziny M pri zobrazeni f

vzor prvku y pri zobrazeni f

vzor mnoziny N pii zobrazeni f
charakteristicky polynom operatoru A
charakteristicky polynom matice A

(r,y,2) € R3 resp
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8 B
-
“% “H
E/ E/

N M

<3

BACTEEEE
e
Som
£

=

52
52
d8.1
ds7
d75
145
d75
145
d115
d125
d238
d110
d110

57
64
237
d143
d143

vektor z T" se souradnicemi zq, ..., T,
soubor vektort z V' délky n

skalarni soucin vektoru z H

linearni obal souboru vektort
souradnice vektoru vuci bazi X
souradnicovy izomorfismus

114 soutadnice vektoru vici bazi X
1ty souradnicovy funkcional
Hammingova vzdalenost slov u, v
Hammingova vaha slova u

norma vektoru u

abeceda

mnozina slov délky n nad abecedou A
v Kap. 4 abeceda, jinak baze
standardni baze T™

standardni baze matic 7"
prehilbertv prostor

mnozina linearnich zobrazeni z P do ()
mnozina operatoru na V'

soubor vektori
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Rejstrik

uhel, 240
radek matice, 12
reseni, 8
mnozina FeSeni, 18
homogenni soustavy, 18
partikularni, 91

abeceda, 110
algebraicka nasobnost, 213, 216

baze, 62
standardni, 65

bod, 101

charakteristicky polynom
matice, 215
operatoru, 211

chyba
objevovani chyb, 116
opravovani chyb, 117

defekt zobrazeni, 150
dekédovani, 128

standardni, 130
determinant, 189
diagondla, 83
dimenze

variety, 100

vektorového prostoru, 65

funkcional, 143
soufadnicovy, 75, 145

Gaussova eliminace (GEM), 27, 29

geometricka nasobnost, 210, 216

Gramova-Schmidtova ortogonalizace, 242

grupa, 35
Abelova, 35

hodnost

matice, 78
zobrazeni, 150
horni stupnovity tvar, 24
hyperkrychle, 132

inverze v permutaci, 187
izomorfismus, 143
souradnicovy, 145

jadro zobrazeni, 150

kod, 113
(n, k)-kod, 120
binarni, 132

binarni Hammingtv, 133

koktavy, 118
linearni, 120
MDS, 138
opakovaci, 111
paritni, 114
systematicky, 119
kédovani, 113
kodimenze variety, 100
Kroneckerovo delta, 83

lemma
Steinitzovo, 67
linearni kombinace, 53
trivialni, 53
linedrni obal
mnoziny, 57
souboru, 57
linedrné nezavisla/y (LN)
mnozina, 56
soubor vektort, 53
linedrné zavisla/y (LZ)
mnozina, 56
soubor vektort, 53



matice, 12
¢tvercova, 15
adjungovana, 203
determinant, 189
diagondla, 83
diagonalni, 83
diagonizovatelné, 222
generujici, 120
hodnost, 78
horni trojuhelnikova, 22
inverzni, 84
jednotkova, 83
kontrolni, 120
nulova, 17
prechodu, 166
podobné, 219
regularni, 84
rozsitend, 18
singularni, 84
soustavy, 18
symetricka, 244
transpozice, 14
zobrazeni, 160

mnozina
linedrné zavisla (LN), 56
linedrné zavisla (LZ), 56

nasobeni
¢isla a mnoziny, 19
modulo, 33
nadrovina, 101
neparametrické rovnice, 103
nerovnost
Schwarzova, 238
trojuhelnikova, 239
norma, 238

operator, 143

charakteristicky polynom, 211

diagonizovatelny, 222
identicky, 143
spektrum operatoru, 208

primka, 101
parametrické rovnice, 103
permutace, 185

inverze v permutaci, 187

znaménko, 187
pivot, 128, 130
podprostor, 48

trivialni, 49

vlastni, 49

vlastni prislusejici vlastnimu ¢islu,
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prehilbertuv prostor, 237
proménna
vazana, 93
volna, 93
prvek
inverzni, 35
jednotkovy, 36
neutralni, 35
nulovy, 36

rovina, 101

skalar, 43
skalarni soucin, 237
standardni, 237
sloupec
hlavni, 25
matice, 12
vedlejsi, 25
slovo
kédové, 113
soucet
direktni, 71
mnozin, 19
modulo, 33
soufadnice vektoru, 75
souradnicovy funkcional, 75
soubor vektori, 52
generuje, 62
linedrné nezavisly (LN), 53
linedrné zavisly (LZ), 53
ortogonalni, 240
ortonormalni, 240
soustava rovnic
homogenni, 8, 18
maticovy zapis, 18
nehomogenni, 8, 27
pridruzena homogenni, 18
spektrum, 208
matice, 215



syndrom, 131

téleso, 37
tabulka
dekoédovaci, 130
syndromova, 131
transpozice
Cisel, 187
matice, 14

vaha
Hammingova, 125
véta
1. o dimenzi, 72
2. o dimenzi, 153
Frobeniova, 90
Pythagorova, 241
Singletontv odhad, 119
varieta, 100
dimenze, 100
kodimenze, 100
neparametrické rovnice, 103
parametrické rovnice, 103
zameéreni, 100
vektor, 43
uhel vektoru, 240
norma vektoru, 238
nulovy v R™, 17
v R", 17
neznamych, 18
nulovy, 43
opacny, 45
posunuti, 100
pravych stran, 18
smeérovy, 100
soutradnice vektoru, 75
soubor vektori, 52
vektorovy prostor, 43
vlastni cislo, 208
algebraicka nasobnost, 213, 216
geometricka nasobnost, 210, 216
matice, 215
vlastni vektor, 208
matice, 215
vzdalenost
Hammingova, 115
minimalni kédu, 115
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zameéreni variety, 100
znak

informacni, 118
kontrolni, 118

zobrazeni, 142

bijektivni, 143
defekt, 150
hodnost, 150
identické, 143
injektivni, 142
inverzni, 143
jadro, 150
linearni, 143
na, 142
prosté, 142
slozené, 143
surjektivni, 142
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