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Hlavni vysledky této prednasky

@ Orientace mezi ¢iselnymi mnozinami, osvézeni pojmu télesa.
o Chapani rozdilu mezi racionalnimi Q a redlnymi &isly R (axiom dplnosti).
@ Zavedeni rozsitené realné osy R a algebraické operace na ni.

@ Zavedeni pojmu okoli bodu a € ¥ a pojmu hromadného bodu mnoziny
M CR.

@ Povédomi o rozdilnosti mezi redlnymi Cisly a jejich reprezentaci v pocitaci.

\,:‘
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a a axiom Gplnosti sa, okoli bodu a hromadny bod

Pfipomenuti: mnozinova notace

Nez se pustime do hlavniho vykladu, upozornéme na notaci pouzivanou nap¥ic
timto predmétem.
e To, ze néjaké x patfi do mnoziny M, zna¢ime ,.x € M. Symbol € je
stylizované ¢, resp. e. Casto také ¥ikame, %e ,x je elementem mnoziny M*".
o Je-li P(x) néjaky vyrok o prvku x z univerza U, pak mnozinu M vsech
x €U, pro které je P(x) pravdivé, znacime

M={zcl]|Px)}

pripadné
M={zeU: P(x)}.

@ Symbol C pouzivdme pro neostrou inkluzi, tj. ,A C B" pFipousti i rovnost
obou mnozin. Pokud chceme v inkluzi rovnost explicitné vyloudit, pak
pouzijeme symbol C, nebo (a Iépe) tuto moznost explicitné slovné
zdiraznime.

® Maximum, resp. minimum, mnoziny M C R je prvek y € M splniujici y > =z,
resp. y < x, pro vSechna x € M. Znacime ho max M, resp. min M. Pro
kazdou mnozinu M nemusi existovat.
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Pripomenuti: ¢iselné mnoziny

Z predchoziho studia jisté znate nasledujici ¢iselné mnoziny:
e prirozend &isla N = {1,2,3,...},
e prirozena &isla s nulou Ny = {0,1,2,...},
eceldtislaz=1{..,-2,-1,0,1,2,...},
o racionalni &isla Q = {# |p € Z a q €N jsou nesoudélna},
@ redlna Cisla R.

Mezi témito mnozinami platf inkluze N C Z C Q C R.

Vybavime-li Q, resp. R, obvyklymi binarnimi operacemi s¢itani a nasobeni, pak
tvoti téleso (viz (3'BI-LA1; anglicky field).
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a a axiom Gplnosti

Pripomenuti: ¢iselné mnoziny

Z predchoziho studia jisté znate nasledujici ¢iselné mnoziny:
e prirozend &isla N = {1,2,3,...},
e prirozena &isla s nulou Ny = {0,1,2,...},
eceldtislaz=1{..,-2,-1,0,1,2,...},
o racionalni &isla Q = {# |p € Z a q €N jsou nesoudélna},
@ redlna Cisla R.

Mezi témito mnozinami platf inkluze N C Z C Q C R.

Vybavime-li Q, resp. R, obvyklymi binarnimi operacemi s¢itani a nasobeni, pak
tvoti téleso (viz (3'BI-LA1; anglicky field).

Tj.: trojice (T, +,-) tvoFi téleso, pravé kdyz (T, +) je Abelovsks grupa

s neutralnim prvkem 0, (T ~ {0},-) je Abelovska grupa s neutralnim prvkem 1
a nasobeni je distributivni vici scitani.

My budeme v tomto predmétu pracovat prakticky vyhradné s télesem realnychj
Cisel R.
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Pripomenuti: redlna cisla tvori téleso, tj.:

Na mnoZiné redlnych &isel existuji dvé vyznamné binarni operace (tedy zobrazenf)
nazyvané scitani a nasobeni,

+:RxR—>R a -:RxR-R,

spliujici zndmé komutativni, asociativni a distributivni zakony:

a+b =b+a, a-b=b-a,
(a+b)+c =a+ (b+0), (a-b)-¢c =a-(b-c),
a-(b+c¢) =(a-b)+(a-c), pro kazdé a,b,c € R.

@

5
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7

Pripomenuti: redlna cisla tvori téleso, tj.:

Na mnoZiné redlnych &isel existuji dvé vyznamné binarni operace (tedy zobrazenf)
nazyvané scitani a nasobeni,

+:RxR—>R a -:RxR-R,

spliujici zndmé komutativni, asociativni a distributivni zakony:

a+b =b+a, a-b=b-a,
(a+b)+c =a+ (b+0), (a-b)-¢c =a-(b-c),
a-(b+c¢) =(a-b)+(a-c), pro kazdé a,b,c € R.

V reélnych ¢islech mame k dispozici Cisla 0 a 1 splfiujici

0+a=a+0=a, prolib.aeR, 1-a=a-1=a, prolib. a € R.
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Pripomenuti: redlna cisla tvori téleso, tj.:
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Pro kazdé a € R existuje —a € R spliiujici a + (—a) = —a + a = 0.
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Pro kazdé a € R existuje —a € R spliiujici a + (—a) = —a + a = 0.

Pro kazdé nenulové a € R existuje a=* = 1 € R spliujicia-a™ ' =a™' -
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Pripomenuti: usporadani realnych Cisel

Reélna Cisla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje mezi nimi relace Gplného
usporadani (viz Z'BI-DML):

a < b (a je mensinez b), resp. a <b (aje mensi nebo rovno b).

et
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Ptripomenuti: usporadani realnych cisel

a axiom Gplnosti

Reélna Cisla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje mezi nimi relace Gplného
usporadani (viz Z'BI-DML):

a < b (a je mensinez b), resp. a <b (aje mensi nebo rovno b).

Toto usporadani je dplné a diky tomu si mnozinu redlnych Cisel geometricky
predstavujeme jako body na pfimce (tzv. realna ¢ ¢iselna osa).
a < b
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Ptripomenuti: usporadani realnych cisel
Reélna Cisla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje mezi nimi relace Gplného
usporadani (viz Z'BI-DML):
a < b (a je mensinez b), resp. a <b (aje mensi nebo rovno b).
Toto usporadani je dplné a diky tomu si mnozinu redlnych Cisel geometricky
predstavujeme jako body na pfimce (tzv. realna ¢ ¢iselna osa).

a < Q

i R

Pokud chceme zdiiraznit tento geometricky pohled, mluvime o = € R také jako

o bodech.
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Ptripomenuti: usporadani realnych cisel

Reélna Cisla Ize srovnavat podle velikosti, tj. existuje mezi nimi relace Gplného
usporadani (viz Z'BI-DML):

a < b (a je mensinez b), resp. a <b (aje mensi nebo rovno b).
Toto usporadani je dplné a diky tomu si mnozinu redlnych Cisel geometricky

predstavujeme jako body na pfimce (tzv. realna ¢ ¢iselna osa).
a < b

° ) R
Pokud chceme zdiiraznit tento geometricky pohled, mluvime o x € R také jako

o bodech.
Relace usporadani je svazana s operaci scitani a nasobeni znamymi pravidly pro

pocitani s nerovnicemi. P¥ipomerime je zde explicitné:

a<bacelR = a+c<b+c,
a<bac>0 = a-c<b-c,
a<bac<0 = a-c>b-c.
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Pripomenuti: intervaly redlnych Cisel

Pomoci usporadani definujeme specialni podmnoziny mnoziny R, a to intervaly.
Pro a,b € R, a < b, klademe:
= J;ER|a<x<b},

otevreny interval: b) == {

a,b) = {x€R|a§x§b},
b) = {
b) = {

uzavreny interval:
= x€R|a§a}<b},
= xER{a<x§b}.

polootevfeny (polouzavieny) interval:

analogicky

[ IS
=0

f \\L‘
PG
e

(0}S]
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Pripomenuti: intervaly redlnych Cisel

Pomoci usporadani definujeme specialni podmnoziny mnoziny R, a to intervaly.
Pro a,b € R, a < b, klademe:
otevreny interval: (a,b) :=
uzavreny interval: (a,b) :={zeR|a<a< b}
polootevfeny (polouzavieny) interval: (a,b) :==
(a,b) :=

analogicky

A neomezené intervaly

(¢, +00) == {z € R|c <}, (=00, +00) =R,
(—00,¢) :={zeR|a<c}, atd.

Ve vSech téchto intervalech je a tzv. pocatecni bod a b tzv. koncovy bod
pfislusného intervalu.

b

(0}S]
(0]
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Pripomenuti: absolutni hodnota redlného cisla
Zavadime absolutni hodnotu redlného y = |zl
éisla a predpisem
a, pro a > 0,
la| :=
—a, proa <O0.
I T
@ )
IAEAO
ﬁé@
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Pripomenuti: absolutni hodnota realného cisla

Zavidime absolutni hodnotu reilného y = |z
éisla a predpisem

al a, pro a > 0,
al =
—a, proa <O0.

Vzdalenost dvou reédlnych Cisel a,b € R na Ciselné ose |ze poté pomoci absolutni
hodnoty vyjadit jako |a — b| = [b — a.

| ‘a_b‘ |
>

\,:‘
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[racionalni Cisla

@ Mnozina iracionélnich &isel je ponékud ,,magicka”. Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

[JEC
ﬂ// e f §
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[racionalni Cisla

@ Mnozina iracionélnich &isel je ponékud ,,magicka”. Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

@ Definovat iracionalni Cisla jakoZto realna Cisla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho Cisla na definici redlného &isla.

V tomto kurzu se konstrukci redlnych Cisel explicitné nevénujeme a vystacime
si s geometrickou predstavou realnych Cisel jakoZto bodi na Ciselné ose.
Racionalni Cisla Q i realna Cisla R spliuji algebraické vlastnosti télesa
uvedené dfive. Cim se tedy vlastné /isi?

o &
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[racionalni Cisla

@ Mnozina iracionélnich &isel je ponékud ,,magicka”. Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

@ Definovat iracionalni Cisla jakoZto realna Cisla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho Cisla na definici redlného &isla.

V tomto kurzu se konstrukci redlnych Cisel explicitné nevénujeme a vystacime
si s geometrickou predstavou realnych Cisel jakoZto bodi na Ciselné ose.
Racionalni Cisla Q i realna Cisla R spliuji algebraické vlastnosti télesa
uvedené dfive. Cim se tedy vlastné /isi?

@ Ze svého dfivéjsiho studia jisté znate nékolik iraciondlnich &isel (napf.
Ludolfovo &islo 7, Eulerovo &slo e, odmocnina ze dvou v/2,..). V jistém
smyslu je ale iracionalnich Cisel podstatné vice nez racionalnich.
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[racionalni Cisla

@ Mnozina iracionélnich &isel je ponékud ,,magicka”. Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

@ Definovat iracionalni Cisla jakoZto realna Cisla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho Cisla na definici redlného &isla.
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uvedené dfive. Cim se tedy vlastné /isi?

@ Ze svého dfivéjsiho studia jisté znate nékolik iraciondlnich &isel (napf.
Ludolfovo &islo 7, Eulerovo &slo e, odmocnina ze dvou v/2,..). V jistém
smyslu je ale iracionalnich Cisel podstatné vice nez racionalnich.

@ Pouzijeme-li intuitivniho geometrického znazornéni R jako primky, pak lze
pozadovat, aby pfimka nebyla nikde ,pfetrzend”, jinymi slovy mnoZzina
redlnych Cisel ,,neobsahuje diry", tvofi ,,kontinuum®,
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[racionalni Cisla

@ Mnozina iracionélnich &isel je ponékud ,,magicka”. Nelze ji popsat nijak
jednoduse.

@ Definovat iracionalni Cisla jakoZto realna Cisla, kterd nejsou racionalni,
prevadi problém charakterizace iracionalniho Cisla na definici redlného &isla.

V tomto kurzu se konstrukci redlnych Cisel explicitné nevénujeme a vystacime
si s geometrickou predstavou realnych Cisel jakoZto bodi na Ciselné ose.
Racionalni Cisla Q i realna Cisla R spliuji algebraické vlastnosti télesa
uvedené dfive. Cim se tedy vlastné /isi?

@ Ze svého dfivéjsiho studia jisté znate nékolik iraciondlnich &isel (napf.
Ludolfovo &islo 7, Eulerovo &slo e, odmocnina ze dvou v/2,..). V jistém
smyslu je ale iracionalnich Cisel podstatné vice nez racionalnich.

@ Pouzijeme-li intuitivniho geometrického znazornéni R jako primky, pak lze
pozadovat, aby pfimka nebyla nikde ,pfetrzend”, jinymi slovy mnoZzina
redlnych Cisel ,,neobsahuje diry", tvofi ,,kontinuum®,

@ Objasnéme tento zatim vagni pozadavek na nasledujicim pfikladu.
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Iracionalita v/2

Priklad.

Existuje kladné ¥edeni rovnice z2 = 2, které oznatujeme symbolem /2.

f
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Iracionalita v/2

Priklad.

Existuje kladné ¥edeni rovnice z2 = 2, které oznatujeme symbolem /2.

o Motivaci, ¢i geometrickou interpretaci, této tlohy miZe byt problém nalezen{
délky Ghlopticky ve Ctverci o strané délky 1.

1 1

g
I'YTs
e
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Iracionalita v/2

Priklad.

Existuje kladné ¥edeni rovnice z2 = 2, které oznatujeme symbolem /2.

o Motivaci, ¢i geometrickou interpretaci, této tlohy miZe byt problém nalezen{
délky Ghlopticky ve Ctverci o strané délky 1.

1 1

0 V2

s v

@ DokaZzme (pomoci sporu na tabuli), Ze takovéto = nemiize byt racionélni &islo.

Jo\
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Iracionalita v/2

Priklad.

Existuje kladné ¥edeni rovnice z2 = 2, které oznatujeme symbolem /2.

o Motivaci, ¢i geometrickou interpretaci, této tlohy miZe byt problém nalezen{
délky Ghlopticky ve Ctverci o strané délky 1.

1 1

0 V2

s v

@ DokaZzme (pomoci sporu na tabuli), Ze takovéto = nemiize byt racionélni &islo.

@ Pravy koncovy bod vySe zkonstruované Cervené dsecky odpovida Cislu z,
které neni raciondlni. Jak tedy zformulovat obecny poZzadavek , bezd&rovosti
realné osy? 4
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Rozsitena realna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci
00000000

PHipomenutf Iracionalita a axiom Gplnosti
00000000

0000000 [e]e]e] lo}

Iracionalita v/2
I

®
[\
s

e Uréité musi byt = € I := (1,2) (proc?).
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PHipomenutf Iracionalita a axiom Gplnosti Rozsifend realna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v pocitadi
0000000 00080 00000000 00000000

Iracionalita v/2

I

o —e —
1 €T 3 R
2

e Uréité musi byt = € I := (1,2) (proc?).

e Rozpillenim intervalu I; zjistime, 7e x € I, := (1, 3).

zmj §
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alna osa, okoli bodu a hromadny bod

sel v poéitadi

Pfipomenuti Iracionalita a axiom Gplnosti
[e]e]e] lo}

Iracionalita v/2

lon
&
NJw
=

e Urcité musi byt = € I := (1,2) (proc?).

o Rozpilenim intervalu I; zjistime, Ze z € I := (1, 3).

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervall jsou
racionalni ¢isla |ze postup libovolné opakovat a dostdvame tak intervaly I,,,
n € N, uvnitf kterych musi leZzet x. Pro tyto intervaly je I,,41 C I,, a délka

n-tého intervalu je 2"%1 Nas pozadavek, aby redlna osa neméla diru v bodé
x = /2 v tomto p¥ipadé znamena, e

F]OI,,,,: {\/5}
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alna osa, okoli bodu a hromadny bod

PHipomenut Iracionalita a axiom Gplnosti sel v poéitadi

[e]e]e] lo}

Iracionalita v/2

1,
- oo o —

11 T
8

N
=

e Urcité musi byt = € I := (1,2) (proc?).

o Rozpilenim intervalu I; zjistime, Ze z € I := (1, 3).

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervall jsou
racionalni ¢isla |ze postup libovolné opakovat a dostdvame tak intervaly I,,,

n € N, uvnitf kterych musi leZzet x. Pro tyto intervaly je I,,41 C I,, a délka
n-tého intervalu je 2"%1 Nas pozadavek, aby redlna osa neméla diru v bodé

x = /2 v tomto p¥ipadé znamena, e

F]OI,,,,: {\/5}
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alna osa, okoli bodu a hromadny bod

sel v poéitadi

Pfipomenuti Iracionalita a axiom Gplnosti
[e]e]e] lo}

Iracionalita v/2

I5
~ oo SN
11 x23 R
8 16

e Urcité musi byt = € I := (1,2) (proc?).

o Rozpilenim intervalu I; zjistime, Ze z € I := (1, 3).

@ Pokracujeme nadale pilenim intervali. Protoze konce intervall jsou
racionalni ¢isla |ze postup libovolné opakovat a dostdvame tak intervaly I,,,
n € N, uvnitf kterych musi leZzet x. Pro tyto intervaly je I,,41 C I,, a délka

n-tého intervalu je 2"%1 Nas pozadavek, aby redlna osa neméla diru v bodé
x = /2 v tomto p¥ipadé znamena, e

F]OI,,,,: {\/5}
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PHipomenutf Iracionalita a axiom Gplnosti
0000000 [e]e]ele] ]

Axiom Uplnosti

Rozsitena realna osa, okoli bodu a hromadny bod
00000000

Reprezentace ¢&isel v poéitaci
00000000

Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry” mizZeme presné formulovat

jako tzv. axiom uplnosti:

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT)

BI-MA1

LS 2024/2025
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom Gplnosti Rozsitena realna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaé
0000000 [e]e]e]e] ] 00000000 00000000

Axiom Uplnosti

Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry” mizZeme presné formulovat
jako tzv. axiom uplnosti:
Kazdy smrstujici se systém uzavrenych intervali, jejichz délky jsou libo-
volné malé, ma neprazdny prinik.

\,:‘
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sel v poéitadi

osa, okoli bodu a hromadny bod

Iracionalita a axiom Gplnosti
[e]e]e]e] ]

Axiom Uplnosti
Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry” mizZeme presné formulovat

Pfipomenuti

jako tzv. axiom uplnosti:
Kazdy smrstujici se systém uzavrenych intervali, jejichz délky jsou libo-

volné malé, ma neprazdny prinik.
Ptesnéji, pokud jsou I,,, n = 1,2,..., uzaviené intervaly spliujici

[, DI, 1 prokazdé n=1,2,...,
@ pro kazdé ¢ > 0 existuje n tak, Ze délka I,, je mensi nez ¢,

pak
oo
ﬂh¢ﬂ
n=1
O
78]
BI-MA1 LS 2024 /2025 15/31
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Iracionalita a axiom Gplnosti
[e]e]ele] ]

Axiom Uplnosti

Pozadavek aby mnozina redlnych Cisel ,,neméla diry” mizZeme presné formulovat
jako tzv. axiom uplnosti:
Kazdy smrstujici se systém uzavrenych intervali, jejichz délky jsou libo-
volné malé, ma neprazdny prinik.

Presnéji, pokud jsou I,,, n =1,2,..., uzaviené intervaly spliujici
[, DI, 1 prokazdé n=1,2,...,
@ pro kazdé ¢ > 0 existuje n tak, Ze délka I,, je mensi nez ¢,
pak

[e.9]

ﬂh¢ﬂ
n=1

R vs. Q

Mnozina R realnych cisel axiom Gplnosti spliuje. Mnozina racionalnich Cisel Q ho
nesplnuje.

R je nespoletnd mnoZina, kdeZto Q je spofetnd mnoZina (viz G'BI-DML).
Chybégjicich iracionalnich Cisel je tedy vice nez racionalnich &isel ve smyslu
mohutnosti mnozin.
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom Gplnosti Rozsitend redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace cisel v pocitaci
0000000 00000 @0000000 00000000

Hlavni body

Rozsifena readlna osa, okoli bodu a hromadny bod
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PHipomenutf Iracionalita a axiom Gplnosti Rozéitena realné osa, okolf bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v pocitadi
0000000 00000 0®000000 00000000

Rozsirena realna osa

Pro budouci Gvahy tykajici se limit je vyhodné formalné rozsitit redlnou osu o dva

dalsi symboly ,,+00" a ,,—00":

Definice (Rozsitena realna osa / extended real number line):

MnoZinu  := R U {400, —00} nazyvdme rozsifenou realnou osou.

Kazdy prvek mnoziny R je tedy bud redlné &islo, nebo jeden ze symbolil +o0,
—o00. Na tyto body se mlizeme divat jako na idealizované , konce" Ciselné osy
(., kompaktifikace").

@ uﬁ

\\ '\’%Q
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom dplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci
0000000 00000 0O®@000000 00000000

Rozsirena realna osa

Pro budouci Gvahy tykajici se limit je vyhodné formalné rozsitit redlnou osu o dva

dalsi symboly ,,+00" a ,,—00":

Definice (Rozsitena realna osa / extended real number line):

MnoZinu  := R U {400, —00} nazyvdme rozsifenou realnou osou.

Kazdy prvek mnoziny R je tedy bud redlné &islo, nebo jeden ze symbolil +o0,
—o00. Na tyto body se mlizeme divat jako na idealizované , konce" Ciselné osy
(., kompaktifikace").

Na [® prirozen& zavadime usporadani nasledujicim zpiisobem: a < +oo pro kazdé
a € RU{—o0} a —00 < a pro kazdé a € RU {+o0}.
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom dplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod sel v pocitaci

0O®@000000

Rozsirena realna osa

Pro budouci Gvahy tykajici se limit je vyhodné formalné rozsitit redlnou osu o dva

dalsi symboly ,,+00" a ,,—00":

Definice (Rozsitena realna osa / extended real number line):

Mnozinu  := R U {+00, —00} nazyvdme rozsitenou realnou osou.

Kazdy prvek mnoziny R je tedy bud redlné &islo, nebo jeden ze symbolil +o0,
—o00. Na tyto body se mlizeme divat jako na idealizované , konce" Ciselné osy
(., kompaktifikace").

Na [® prirozen& zavadime usporadani nasledujicim zpiisobem: a < +oo pro kazdé

a € RU{—o0} a —00 < a pro kazdé a € RU {+o0}.

P¥i pocitani limit budeme chtit provadét algebraické operace nejen s redlnymi

Cisly, ale i s nékterymi vyrazy obsahujicimi tyto symboly nekonecen.

Proto musime rozsitit i algebraické operace sc¢itani a nasobeni, tim se zabyva ., g
nasledujici slide... 4
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Iracionalita a axiom dplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Rep

00®00000

Algebra|cke operace na R

e &isel v potital

Definice (Algebraické operace na R):

Necht a € [?, v zavislosti na jeho hodnot& klademe
proa > —o0 : a+ (+o00) = +a = 400,
)=

pro a < +00 : a+ (—oo +a = —o0,

proa > 0: a-(+o00) = (+oo) = +00
proa < 0: a- (+00) = (+00) - a 1= —00,
proa > 0: a-(—00) =(—00) a:=—o0,
proa < 0: a-(—00) =(—0)-a:=+00
Dale klademe - = —- := 0. Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (=),

podil ¥ :=a- % pouze v pripadé, Ze vyraz na pravé strané je ma smysl jakozto

operace mezi redlnymi ¢isly nebo je definovan vyse. Koneéné pak —(+00) := —o0,
—(—00) := +00, | + 00| = | — 00| := 400 a {/+00 := 400 pro libovolné k € N. §

TR
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom Gplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod

0000000 00000 0O00@e0000

Algebraické operace na R

Priklad.
Specialné tedy napfiklad plati

4+ (4+00) = +o0,
101010

— 00

:0’

00000000

Reprezentace &isel v poéitadi
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PHipomenutf Iracionalita a axiom Gplnosti Rozsitena realné osa, okolf bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v pocitadi

0000000 00000 0O00@e0000 00000000

Algebraické operace na R

Priklad.
Specialné tedy napfiklad plati

4+ (400) = 400, -2 (—00) = 400,
101010
=0, +00 — (—00) = +00.
—0

v

Pozor! Mnozina [? vybavena operacemi uvedenymi na predchozim slidu jiz netvofi
téleso. Algebraické operace jsme totiz (z dobrych divodi, jak uvidime pozdéji) ani

nedefinovali pro vSechny argumenty.

Nedefinovany ziistavaji vyrazy

+o00

_ _ 0-(+ -

+00 — (+00), 400+ (—00), (£o0), oo’
—00 — (—o0), —00 + (+00), % pro a € I,

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025
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PHipomenutf Iracionalita a axiom Gplnosti Rozéitena realné osa, okolf bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v pocitadi
0000000 00000 0000@e000 00000000

Okoli bodu a € R

Pomoci intervalli déle zavadime pojem okoli; ktery budeme intenzivné vyuzivat
k vyjad¥eni ,blizkosti* bodii na (rozsifené) redlné ose.

Definice (Okoli bodu a € R / neighborhood):

Necht a € R a € € R, € > 0. Otevreny interval (a — €, a + €) nazyvdme c-okolim
bodu a a znacime ho U,(e).

g
I'YTs
e
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PHipomenutf Iracionalita a axiom Gplnosti Rozéitena realné osa, okolf bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v pocitadi
0000000 00000 0000@e000 00000000

Okoli bodu a € R

Pomoci intervalli déle zavadime pojem okoli; ktery budeme intenzivné vyuzivat
k vyjad¥eni ,blizkosti* bodii na (rozsifené) redlné ose.

Definice (Okoli bodu a € R / neighborhood):

Necht a € R a € € R, € > 0. Otevreny interval (a — €, a + €) nazyvdme c-okolim
bodu a a znaéime ho U, (e).

Je-liaeRae >0, pak x € U,(¢e), pravé kdyz plati nerovnost |z — a| < €. Tedy
Use) ={x e R | |x —a| <e}.

@)
e
AT
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PHipomenutf Iracionalita a axiom Gplnosti Rozéitena realné osa, okolf bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v pocitadi
0000000 00000 0000@e000 00000000

Okoli bodu a € R

Pomoci intervalli déle zavadime pojem okoli; ktery budeme intenzivné vyuzivat
k vyjad¥eni ,blizkosti* bodii na (rozsifené) redlné ose.

Definice (Okoli bodu a € R / neighborhood):

Necht a € R a e € R, € > 0. Otevreny interval (a — ¢, a + €) nazyvdme e-okolim
bodu a a znaéime ho U, (e).

Je-liaeRae >0, pak x € U,(¢e), pravé kdyz plati nerovnost |z — a| < €. Tedy
Use) ={x e R | |x —a| <e}.

Definice (Pravé a levé okoli bodu a € R):

Necht a« € R a € € R, € > 0. Polouzavfeny interval (a, a + ¢), resp. (a — ¢, a),
nazyvadme pravym, resp. levym, c-okolim bodu a a zna&ime U, (¢), resp. U, ().
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom dplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci
0000000 00000 0O000@000 00000000

Okoli bodu a € R

Pomoci intervalli déle zavadime pojem okoli; ktery budeme intenzivné vyuzivat
k vyjad¥eni ,blizkosti* bodii na (rozsifené) redlné ose.

Definice (Okoli bodu a € R / neighborhood):

Necht a € R a e € R, € > 0. Otevreny interval (a — ¢, a + €) nazyvdme e-okolim
bodu a a znaéime ho U, (e).

Je-liaeRae >0, pak x € U,(¢e), pravé kdyz plati nerovnost |z — a| < €. Tedy
Use) ={x e R | |x —a| <e}.

Definice (Pravé a levé okoli bodu a € R):

Necht a« € R a € € R, € > 0. Polouzavfeny interval (a, a + ¢), resp. (a — ¢, a),
nazyvadme pravym, resp. levym, c-okolim bodu a a zna&ime U, (¢), resp. U, ().

O mnozinich UZ(¢) nékdy téZ mluvime jako o jednostrannych okolich, a o U,(e)
jako o oboustranném okoli bodu a € R.
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PHipomenut Iracionalita a axiom Gplnosti Rozéitena realné osa, okolf bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v pocitadi
0000000 00000 0000@e000 00000000

Okoli bodu a € R

Pomoci intervalli déle zavadime pojem okoli; ktery budeme intenzivné vyuzivat
k vyjad¥eni ,blizkosti* bodii na (rozsifené) redlné ose.

Definice (Okoli bodu a € R / neighborhood):

Necht a € R a e € R, € > 0. Otevreny interval (a — ¢, a + €) nazyvdme e-okolim
bodu a a znaéime ho U, (e).

Je-liaeRae >0, pak x € U,(¢e), pravé kdyz plati nerovnost |z — a| < €. Tedy
Use) ={x e R | |x —a| <e}.

Definice (Pravé a levé okoli bodu a € R):

Necht a« € R a € € R, € > 0. Polouzavfeny interval (a, a + ¢), resp. (a — ¢, a),
nazyvadme pravym, resp. levym, c-okolim bodu a a zna&ime U, (¢), resp. U, ().

O mnozinich UZ(¢) nékdy téZ mluvime jako o jednostrannych okolich, a o U,(e)
jako o oboustranném okoli bodu a € R.

U,(e S ' 7=t
a(®) a—e a a+e¢

o Ut(e
e R p (€)
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom Gplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci
0000000 00000 0O0000e00 00000000

Okoli bodd +00 a —o0

Definice:

Necht ¢ € R. Otevreny interval (¢, +00), resp. (—o0, ), nazyvdme okolim bodu
+00, resp. —oo, a znaéime ho Ui (c), resp. U_oo(c).

U*W(d) Utoolc)

o

IS0

R
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Fu omenuti \ cionalita a axiom dplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod
O )( ) 0O0000e00

Okoll bodu +00 a —

Definice:

Necht ¢ € R. Otevfeny interval (¢, +00), resp. (—oo, ¢), nazyvdme okolim bodu
+00, resp. —oo, a znaéime ho Ui (c), resp. U_oo(c).

Usoo(c)

U—oo(d)

o

d R
@ Neni-li potfeba specifikovat velikost okoli, piseme zkracen& U,, U, U,
Uy nebo U_,, a mame na mysli néjaké okoli uvedeného bodu.

@ Okoli bodu a jsme definovali pro libovolné a € I, aviak tato mnozina je vzdy
podmnozinou R. Specidlné tedy nikdy neobsahuje symboly 400 a —oco

@ Pismenko U k oznaceni okoli se pouziva tradi¢né a pochazi z némeckého
vyrazu die Umgebung pro ,,0koli*. Pokud budeme potfebovat rozliSovat mezi
vice okolimi budeme pouzivat i pismenko V, W, ¢ H.
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Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel
O00000e0 00000000

Pfipomenuti Iracionalita a axiom Gplnosti

0000000 00000

Hromadny bod mnoziny

Pomoci pojmu okoli mizeme formalizovat uzitecny jev ,hromadéni se” prvki
mnoziny. Tento pojem bude zasadni pro pozdéjsi definici limity
funkce/posloupnosti.

Definice (Hromadny bod / cluster point):

Bod o € ¥ nazyvame hromadnym bodem mnoziny M C R, pravé kdyz
v kazdém okoli U, bodu « lezi néjaky prvek mnoziny M rizny od a.

v poéitaci

1Dikaz.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025
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PHipomenut Iracionalita a axiom Gplnosti Rozéitena realné osa, okolf bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v pocitadi
0000000 00000 00000080 00000000

Hromadny bod mnoziny

Pomoci pojmu okoli mizeme formalizovat uzitecny jev ,hromadéni se” prvki
mnoziny. Tento pojem bude zasadni pro pozdéjsi definici limity
funkce/posloupnosti.

Definice (Hromadny bod / cluster point):

Bod a € [¥ nazyvdme hromadnym bodem mnoziny M C IR, pravé kdyz
v kazdém okoli U, bodu « lezi néjaky prvek mnoziny M rizny od a.

Jako ilustraéni ptiklad uvazme mnozinu M = {i/n | n € N}. Tato mnoZina ma
hromadny bod a to oo = 0.

—((CENee-—90—0 — 06— 00—
0 1 R

N [=

11
4 3

ot

1Dikaz.
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Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Repreze
O00000e0 (e]e]

Fru:nvfmrwtr \Vscw)mrrrwtr a axiom uplnosti
Hromadny bod mnoziny
Pomoci pojmu okoli mizeme formalizovat uzitecny jev ,hromadéni se” prvki

mnoziny. Tento pojem bude zasadni pro pozdéjsi definici limity
funkce/posloupnosti.

Definice (Hromadny bod / cluster point):

Bod a € R nazyvdme hromadnym bodem mnoziny M C R, pravé kdyz
v kazdém okoli U, bodu « lezi néjaky prvek mnoziny M rizny od a.

gisel v potitadi

Jako ilustraéni ptiklad uvazme mnozinu M = {i/n | n € N}. Tato mnoZina ma
hromadny bod a to oo = 0.

—((CENee-—90—0 — 06— 00—
0 1 R

N [=

11
4 3

ot

Skutedn&!, je-li Uy () okoli bodu 0 o poloméru & > 0, pak % € M lezi v tomto
okoli pro libovolné n > 1.

1Dikaz.
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a a axiom dplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod
O00000e0

Hromadny bod mnoziny

Pomoci pojmu okoli mizeme formalizovat uzitecny jev ,hromadéni se” prvki
mnoziny. Tento pojem bude zasadni pro pozdéjsi definici limity
funkce/posloupnosti.

Definice (Hromadny bod / cluster point):

Bod a € R nazyvdme hromadnym bodem mnoziny M C R, pravé kdyz
v kazdém okoli U, bodu « lezi néjaky prvek mnoziny M rizny od a.

Jako ilustraéni ptiklad uvazme mnozinu M = {i/n | n € N}. Tato mnoZina ma

hromadny bod a to oo = 0.

—((CENee-—90—0 — 06— 00—
0 1 R

N [=

11
4 3

ot

Skutedn&!, je-li Uy () okoli bodu 0 o poloméru & > 0, pak % € M lezi v tomto
okoli pro libovolné n > 1.
Je 0 jedinym hromadnym bodem M7

1Dikaz.
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom dplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci
0000000 00000 O000000e 00000000

Hromadny bod mnoziny: priklady

Priklad.
Rozmyslete nasledujici situace:
o Kazdy bod mnoziny (0,1) je hromadnym bodem mnoziny M = (0, 1).
@ Mnozina M = N mé pravé jeden hromadny bod, +oc.
@ Mnozina M = 7Z ma pravé dva hromadné body, +0o0 a —oc.
@ Mnozina M = R m4 jako hromadny bod libovolny prvek z .

@ Mnozina M = {1} nema ani jeden hromadny bod. Podobné kazdd mnozina
M s konecnym pocltem prvki nema ani jeden hromadny bod.
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom Gplnosti Rozsitena redlna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace Cisel v pocitaci
0000000 00000 00000000 @0000000

Hlavni body

Reprezentace Cisel v poditadi
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom dplnosti Rozsitena realnd osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci
0000000 00000 00000000 0O@000000

Reprezentace disel v pocitaci

Na zavér této prednasky ucinime nékolik dllezitych poznamek k reprezentaci Cisel
v pocitacich. Je dobré uvédomit si, jaky je rozdil mezi redlnymi Cisly a ,strojovymi
&isly" (float).
Nejprve pfipomenime z BI-DML znamé poznatky:
o Ciselné mnoziny N, Z, Q i R jsou nekonecné, tj. nemaji koneény pocet prvki.
@ Mnoziny N, Z i Q jsou spocetné (maji stejnou mohutnost jako N).

@ Mnozina redlnych &isel R je nespocletnd (< Cantoriiv diagonalni argument).

Protoze pamét pocitacl je omezena je ziejmé, ze v celé obecnosti nelze ani jednu

/.

z téchto mnozin v pocitacdi reprezentovat.
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sa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci
00e00000

a a axiom Gplnosti

Prirozena, celd a racionalni cisla
Cela Cisla Ize snadno reprezentovat v binarni soustavé, tj. k € Z lze vyjadrit
napriklad ve tvaru

k=+Y k2 >0 resp. k=-1-Y k2 <0,

=0 =0
kde n je pfirozené &islo a ko, ..., k, € {0,1}.
@ Pro fixni n v paméti ukladame znaménko a kg, ..., k,. Timto zplsobem

pokryjeme jistou kone¢nou podmnozinu Z.

@ | kdybychom n neomezili (,,libovolna pfesnost™), pak pro vétsinu hodnot
narazime na konecnou pamét naseho stroje.

o Naptiklad pro 64 bitovy integer se znaménkem je nejvétsi, resp. nejmensi,
reprezentovatelna hodnota

62 62
+ Z 27 = 0223372036854 775807, resp. —1—2 27 = —9223 372036 854 775 808.
7=0 3=0

@ Algebraické operace mezi takovymito Cisly probihaji exaktné a nedochazi pti
k chybam (vyjma problému s prete¢enim a podtecenim).
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4In4 osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci

Pfipomenuti
000®0000

Iracionalita a axiom Gplnosti

Prirozena, celd a racionalni cisla

s w7

@ Racionalni ¢isla mGZeme v paméti uchovavat jakozto dvé celd Cisla.

@ Algebraické operace mezi racionalnimi Cisly vychazeji z algebraickych operaci
mezi celymi &isly a tedy i je lze vykonédvat exaktné (bez chyby).

@ Stale oviem hrozi problém nemoznosti reprezentovat pFilis velky (v absolutni
hodnoté) jmenovatel nebo Eitatel.

o Nékteré programovaci jazyky (napf. typ Rational v Julia nebo Haskellu,
<ratio> v C++, Fraction v Pythonu,..) a riizné CAS (Mathematica
a pribuzni) umoZiiuji pracovat s racionalnimi &isly timto exaktnim zpisobem.
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osa, okoli bodu a hromadny bo Reprezentace &isel v poéitaci
0000e000

Omezeni definovana ve standardu IEEE-754 jsou nasledujici:

pFesnost mantisa m  d = # bitd e parametr b
polovi¢ni (binary16, half precision) 10 bitd 5 15
jednoducha (binary32, single precision) 23 bitd 8 127
dvojita (binary64, double precision) 52 bitd 11 1023
¢tyfnasobna (binary128, quadruple prec.) 112 bitd 15 16383

Ve vsech pfipadech jesté mame jeden bit pro znaménko, s € {0,1}.

@ Pro0 <e<2?—1amklademe z = (—1)% - (1.mg)2 - 277 (tzv.
normalizované Cislo).

@ Proe=0am#0 klademe x = (—1)* - (0.mz2)2 - 2!7? (tzv. subnormalni
¢islo).

@ Proe=0,m=0as=0klademe z = 40 (pro s = 1 pak z = —0).
@ Proe=2%—1 m=0as=0 klademe z = +Inf.
@ Proe=2%—1 m=0as=1klademe z = —Inf.

e Proe=2%—1am#0 klademe z = NaN (Not a Number).
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Reprezentace &isel v poéitaci
00000800

Strojova Cisla: problémy

@ Na predchozim slidu je v rdmci standardu IEEE-754 definovano, ktera Cisla
Ize v kterém typu exaktné vyjadrit.

o Dale standard definuje, jak se zaokrouhluje pfi provadéni algebraickych
operaci a pti ukladani Cisel, ktera nejsou exaktné vyjadritelnd ve zvolené
presnosti.

@ Takrka vSechny algebraické operace jsou jiz nutné zatizeny chybou.
V disledku toho operace mezi strojovymi Cisly ztraci fadu ocekavanych
vlastnosti (jako asociativita nebo distributivita).

@ Vyhodou strojovych Cisel je samozirejmé rychlost operaci, které probihaji na
hardware. Cena za to je dana vySe zminénymi problémy.

@ Pri implementaci ,,matematického algoritmu" je proto nutné se zabyvat
i vlivem vySe uvedenych chyb. Nékteré algoritmy nejsou pro implementaci ve
strojovych Cislech z téchto divodi vhodné, napfiklad Gaussova ellmlnace
Témito problémy se (mimo jiné) zabyvad numericka matematika.
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madny bod Reprezentace &isel v poéitaci
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a a axiom Gplnosti sa, okoli bodu a hror

Strojova Cisla: Priklad 1/2 a 1/3

UvaZme v dnesni dobé standardni dvojitou pfesnost (64 bitovy float).
0), - 210221023

@ Cislo 1 je presné reprezentovatelné 2 = (+1) - (1.0---

o Cislo % uZ ne, jeho binarni rozvoj je nekoneény?:
1 1 R i1
- == = = - (1.0101010101
3711 i 1 Z( ) -1 01)2 ~

91021-1023 _ 6004799 503 160 661
© 18014398 509 481 984

=q.

Q

(+1) - (1.0101 - - - 01) -
——
52 bitd
Zde jsme zaokrouhlili smérem k nule. V poditaéi neni uloZena 1/3 presné! Pfesné je
v ném ulozeno vyse zminéné q.
@ Bez vétsiho komentafe jenom ucinme nasledujici pozorovani

1,15 1, 15011008757901653 1 8752999689475413
27376 2797 18014398500481984° 2 97 4503599627370496

kde =~ opét znazornuje, jaké Cislo bychom dostali po zaokrouhleni do strojovyc

Cisel.
2Zde lehce predbihdame k nekoneénym ¥adam, reklama na BI-MA2.
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Pfipomenuti Iracionalita a axiom dplnosti Rozsitena realna osa, okoli bodu a hromadny bod Reprezentace &isel v poéitaci
0000000 00000 00000000 O000000e

Strojova Cisla: IEEE-754

@ Zaokrouhlovani, vedle podteceni a preteCeni, neni jedinou patologii strojovych
Cisel.

@ RozloZeni téchto Cisel po Ciselné ose je silné nerovnomérné. Daleko od nuly
jsou mezery mezi Cisly pomérné velké!
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o V této prednasce jsme se striktné drzeli redlného oboru. Komplexni ¢isla
v BI-MAL1, resp. BI-MA2, nebudeme tolik vyuZzivat, tézisté je silné v redlné
analyze. Spoustu konceptil Ize ale rozsi¥it i na komplexni ¢isla, komplexni

analyzou se na FITu zabyva napfiklad predmét BI-VMM.

o Aplikace funkci komplexni proménné jsou dilezité, naptiklad rychla
Fourierova transformace, kterou vyuzivate dnes a denné, je bez komplexnich
Cisel jen tézkopadné formulovatelna.

o |IEEE-754 standard: IEEE Standard for Floating-Point Arithmetic, IEEE Std
754-2019 (Revision of IEEE 754-2008), doi:
(4'10.1109/1EEESTD.2019.8766229.

@ (Z'HI&8eni problémii (nejen) v této prezentaci.
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