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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementarnich funkei
[e]e]e} 0000 0000 000000 000000000 0000000000000 0O0O0000

Hlavni vysledky této prednasky

@ Redlna funkce jakozto specidlni pripad zobrazeni.
@ Pfipomenuti a zavedeni zakladnich vlastnosti funkci.

@ Zavedeni asymptotickych symbolid O a 0. Béhem semestru zavedeme i dalSi
symboly.

o Ptehled elementarnich funkci, aneb co bychom uz méli ovladat (z vétsiny
opakovanf; viz prvni proseminaf)!

\,:‘
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Pfipomenuti Realn funkce
oeo 0000

4 funkce redlné proménné

funkei P¥ehled elementarnich funke

Pripomenuti: zobrazenfi
V této prednésce vychazime ze znalosti ziskanych v pfedmétu (2'BI-DML.
Predpokladame znalost nésledujicich pojmii:

o (totalni) zobrazeni (mapping) mnoziny A do mnoziny B
(symbolicky f: A — B),

o defini¢ni obor D; a obor hodnot H; zobrazen,

@ riizné typy zobrazeni (prosté/injektivni, na/surjektivni,
vzajemné jednoznaéné/bijektivni),

@ inverzni zobrazeni,

@ obraz a vzor mnoziny pfi zobrazeni,

@ skladani a zazeni zobrazeni,

@ rovnost zobrazeni.

’a

Pokud v téchto pojmech tapete, doporucuji si je osvézit! Mame i odpovidajici ¢
Dodatek ve studijnim textu.
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PFipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao P¥ehled elementarnich funke
ooe 0000 0000 000000 000000000 0000000000000 0O0O0000

Pripomenuti: zobrazenfi
Pro jistotu na tomto misté zafixujme znaleni t¥i dalezitych operaci.
Definice (SloZeni zobrazeni a jeho znaceni pomoci o):
Jsou-li f: A— B, g: C — D a g(C)N A je neprazdnd mnozina, pak slozené
zobrazeni f o g je definované nasledovné
(fog)(z):= f(g9(x)), prox € Dyog:={x e C|g(x) e A}
C D B
f

S Dfog
g 9lz) A )

Definice (ZuzZeni a jeho znaceni):
Je-li f: A— B a M C A neprazdnd mnozina, pak zdzenim f na mnozinu M
méame na mysli zobrazeni f|y : M — B predpisem (f|a)(x) = f(x) pro x € M.
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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementéarnich funkci
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Hlavni body

Reélna funkce
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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementéarnich funkci
[e] le]e] 0000 000000 000000000 0000000000000 0O0O0000

Realna funkce: Gvodni poznamky

Definice (Realna funkce / real function):

Méme n € N a A C R" neprazdnou mnozinu. Zobrazeni f mnoziny A do
mnoziny R, tj. symbolicky f: A — R, nazyvame realnou funkci.

?“"f%
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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementarnich funkei
[e] le]e] 0000 000000 000000000 0000000000000 0O0O0000

Realna funkce: Gvodni poznamky

Definice (Realna funkce / real function):

Méjme n € N a A C R™ neprazdnou mnozinu. Zobrazeni f mnoziny A do
mnoziny R, tj. symbolicky f: A — R, nazyvame realnou funkci.

@ Pripomenme, ze takovéto zobrazeni f je formalné zadano jako podmnozina
kartézského soudinu A x R. Funkéni hodnoty zobrazeni f v bodé x € A
znaime standardné f(x). Defini¢ni obor funkce f: A — R znaéime
symbolem Dy (f je ve spodnim indexu).

/ “ﬁ

Z
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| elementarnich funk

P¥ipomenut Realnd funkce
0®00

né funkce realné proménné

Realna funkce: Gvodni poznamky

Definice (Realna funkce / real function):

Méjme n € N a A C R™ neprazdnou mnozinu. Zobrazeni f mnoziny A do
mnoziny R, tj. symbolicky f: A — R, nazyvame realnou funkci.

@ Pripomenme, ze takovéto zobrazeni f je formalné zadano jako podmnozina
kartézského soudinu A x R. Funkéni hodnoty zobrazeni f v bodé x € A
znaime standardné f(x). Defini¢ni obor funkce f: A — R znaéime
symbolem Dy (f je ve spodnim indexu).

@ Uveden3 definice je zdmérné obecna a zastfeSuje pojmy ,redlnd funkce redlné
proménné", redlnd posloupnost™ a ,redlna funkce vice realnych
proménnych®, s kterymi se budeme postupné podrobnéji seznamovat.
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Realna funkce
[e] le]e]

Realna funkce: Gvodni poznamky

Definice (Realna funkce / real function):

Méjme n € N a A C R™ neprazdnou mnozinu. Zobrazeni f mnoziny A do
mnoziny R, tj. symbolicky f: A — R, nazyvame realnou funkci.

@ Pripomenme, ze takovéto zobrazeni f je formalné zadano jako podmnozina
kartézského soudinu A x R. Funkéni hodnoty zobrazeni f v bodé x € A
znaime standardné f(x). Defini¢ni obor funkce f: A — R znaéime
symbolem Dy (f je ve spodnim indexu).

@ Uveden3 definice je zdmérné obecna a zastfeSuje pojmy ,redlnd funkce redlné
proménné", redlnd posloupnost™ a ,redlna funkce vice realnych
proménnych®, s kterymi se budeme postupné podrobnéji seznamovat.

@ Z programatorského pohledu zde mluvime o tzv. &isté funkci (pure
function). Vétsina ,funkci”, které p¥i programovani pouzivate, nejsou funkce
ve vySe uvedeném smyslu (i kdybychom relaxovali pozadavek na redlnou
navratovou hodnotu — jejich vystup mize byt ovlivnén i né¢im dalSim, nez
hodnotou argument(, a navic mohou mit vedlejsi efekty).
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F ipomenut Realna funkce F \n funkce realné proménné
[e]e] o]

Realna funkce: prlklady

Béhem svého studia jste jiz na spoustu funkci a zobrazeni narazili a jesté narazite.
V matematice jde o velmi dstfedni objekt zdjmu nachézejici velmi riznoroda
vyuziti.

Pro ilustraci zminme nékolik riiznorodych prikladi:
o f(x) = 1%, Dy = R~ {1}, napt. f(2) = —-2.
o g(z,y,2) =x+y*>+ 2% Dy, =R3, napt. ¢(3,2,1) = 8.
o h(k) = k¥, D;, =N, napt. h(4) = 281474976 710 656.

o Pro kazdé k € N necht p(k) oznaluje ktou cifru za desetinnou ¢arkou
v desitkovém rozvoji Ludolfova &isla . Tedy D, = N a p(1) =1, p(2) =4,
atd.

Nezavisle proménnou budeme oznacovat symboly n, k, & £ v situacich, kdy
probihaji néjakou podmnozinu celych &isel (,diskrétni proménnd*). Symboly z, y
a z pouzivame pro ,spojitou proménnou,” nebo v situaci kdy nemame blizsi
informaci o defini¢nim oboru.
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Pfipomenuti Realna funkce Realna funkce redlné proménné

[e]ele] ]

Realné funkce: Gvodni poznamky
Mezi redlnymi funkcemi Ize pfirozené provadét zakladni algebraické operace:

Definice (Nasobek, soucet, soucin a podil realnych funkci):
Méjme reélné funkce f: A — R a g: B — R a konstantu ¢ € R.
@ Potom definujeme nasobek realné funkce f konstantou c jako funkci

(ef)(z):=c- f(x), x € Dp:=A.

@ Pokud C := AN B # 0, pak definujeme souéet f + g: C — R a souéin
f-g: C — R téchto redlnych funkci predpisy

(f +9)(x) := f(z) + 9(z) a (f - g)(2) := f(2) - g() pro z € C.

@ Diéle pokud D :={z € AN B | g(x) # 0} # 0, pak definujeme jejich podil
5 : D — R predpisem

(g) (@) = ggg prox € D. b
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Pfipomenuti Reélna funkce Realna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Prehled elementarnich funkci
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Hlavni body

Realna funkce realné proménné
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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementéarnich funkci
0000 [e] lele) 000000 000000000 0000000000000 0O0O0000

Realna funkce redlné proménné

Béhem tohoto semestru se budeme soustfedit na funkce s jednou realnou
proménnou.
Definice (Realna funkce realné proménné):

Mé&jme neprazdnou mnozinu A C R. Zobrazeni f: A — R nazyvame redlnou
funkci realné proménné (pro (cely tohoto semestru zkracené funkci).

g
I'YTs
e
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| elementarnich funk

P¥ipomenut Realn funkce Realna funkce redlné proménné
0000

Realna funkce redlné proménné

Béhem tohoto semestru se budeme soustfedit na funkce s jednou realnou
proménnou.

Definice (Realna funkce realné proménné):

Mé&jme neprazdnou mnoZinu A C R. Zobrazeni f: A — R nazyvadme redlnou
funkci realné proménné (pro (cely tohoto semestru zkracené funkci).

y = f(x)

@ O defini¢nim oboru funkce, tedy
mnoziné A zminéné vyse,
pozadujeme pouze aby byla
podmnozinou R.

@ Redlné funkce redlné proménné byva fla)|-— -~ -
zvykem znézornovat pomoci grafu
funkce {(z, f(z)) € R? | x € Dy},
ktery je podmnoZinou roviny,

v které pouzijeme kartézské “
souradnice = a .

I

I

I

I

I

|

I

|
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a
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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementéarnich funkci
0000 [e]e] o) 000000 000000000 0000000000000 0O0O0000

Maximalni defini¢ni obor

Velmi Casto zadavame funkce pomoci ,vyrazu®. Jak je to poté s definicnim
oborem?

Definice (Maximalni — nékdy téz pfirozeny — defini¢ni obor):

Redlna funkce redlné proménné je Casto zadana tzv. explicitné. Tedy pouze
pomoci pfedpisu typu y = f(z). Chapeme ji pak definovdnu na maximalnim
definiénim oboru, to jest na mnoZiné vsech reédlnych z, pro které ma vyraz f(x)
smys| jakozto realné Cislo.

@

s

A\
AN

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 13 /49



F ipomenut Reélna funkce redlné proménné

[e]e] o)

MaX|maIn| defini¢ni obor

Velmi Casto zadavame funkce pomoci ,vyrazu®. Jak je to poté s definicnim
oborem?

Definice (Maximalni — nékdy téz pfirozeny — defini¢ni obor):

Redlna funkce redlné proménné je Casto zadana tzv. explicitné. Tedy pouze
pomoci predpisu typu y = f(x). Chapeme ji pak definovanu na maximalnim
definiénim oboru, to jest na mnoZiné vsech reédlnych z, pro které ma vyraz f(x)
smys| jakozto realné Cislo.

o Funkce f definovana vyrazem f(z) := Ll maximalni defini¢ni obor
(1,

00).

@ Defini¢ni obor mizeme ale explicitné vynutit. Napriklad

g(x) =z, prox € D, :=(1,+00)
je funkce s definiénim oborem (1,+00) a je tak riznd od funkce h zadané
pouhym predpisem h(x) := y/x. Funkce g je pouze jistym ziZenim funkc
kterd ma defini¢ni obor Dy, = (0, +00).
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P¥ipomenut Realn funkce Realna funkce redlné proménné v
000@ C

Inverzni funkce

Definice (Inverzni funkce / inverse function):

Necht f: Dy — R je prosta funkce. Funkci f~! : Hy — R definovanou predpisem
f~Y(z) =y, prox e H; spliujici f(y) =z, kde y € Dy,

nazyvame inverzni funkci k funkci f.

Priklad.

K nékolika prikladim inverznich funkci se dostaneme pozdéji béhem prednasky.
Zde alespon zminme jednoduché priklady a poznamky:

@ Pro f(a;‘) = :1;2’ Df — <O7 +OO), platl’ f_l(az) _ \Q/E
@ Pro f(z) =a® plati f~'(z) = ¥/=.

© Viimnéte si, Ze obecn& neplati vztah [~ (2) = 755
@ Pro prostou funkci f plati: pro kazdé « € Dy plati f~'(f(x)) = = a pro kazdé
x € Hy plati f(f~!(x)) = =. b
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Hlavni body

Vlastnosti funkci
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Vlastnosti funkei (@]

O@0000

funkee realné proménné

PFripomenut
Zakladni vlastnosti funkci

Z predchazejiciho studia zndme nasledujici zcela zakladni vlastnosti: funkce

f: Dy = Rje.
o ..prosta (injektivni), pravé kdyz pro kazda x,y € Dy z rovnosti f(x)

= f(y)

plyne rovnost = = y.
@ ..na (surjektivni), pravé kdyz Hy = R.
e ..vzajemné jednoznaéna (bijektivni), pravé kdyz je prostd i na soucasné.
Tyto vlastnosti Ize popsat i alternativnimi zptsoby, jak jisté jiz vite!
Déle zavadime pojem omezené a konstantni funkce:

o Funkci f: Dy — R nazveme omezenou, pravé kdyz existuje konstanta
K > 0 takova, Ze pro véechna = € Dy plati |f(z)| < K.

@ Funkci f: Dy — R nazveme konstantni, prévé kdyz existuje konstanta
¢ € R takova, Ze pro viechna = € Dy plati f(z) =c.
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Vlastnosti funkei
00@000

Rizné typy monotonie funkci

Definice:
Uvazme funkci f: A — R a mnozinu M C A. Potom funkci f nazyvame...

@ ..rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,zs € M spliujici
r1 < xo plati f(l?l) < f(xg)
o ..klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,zy € M spliujici
r1 < o platf f(a:l) > f(xg)
@ ..ostfe rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1, x5 € M splnujici
r1 < T platl' f(xl) < f(.l?g)
o ..ostfe klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,xo € M splniujici
r1 < To plati f(l‘l) > f(xg)
Funkci, kterd je rostouci nebo klesajici nazyvdme monotonni. Funkci, ktera je
ostfe rostouci nebo ostre klesajici nazyvdme ryze monotonni.
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Vlastnosti funkei
00@000

Rizné typy monotonie funkci

Definice:
Uvazme funkci f: A — R a mnozinu M C A. Potom funkci f nazyvame...
@ ..rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,zs € M spliujici
x1 < x9 plati f(z1) < f(x2).
o ..klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,zy € M spliujici
x1 < x9 plati f(z1) > f(x2).
@ ..ostfe rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1, x5 € M splnujici
x1 < mo plati f(z1) < f(x2).
o ..ostfe klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,xo € M splniujici
x1 < mo plati f(z1) > f(x2).
Funkci, kterd je rostouci nebo klesajici nazyvdme monotonni. Funkci, ktera je
ostfe rostouci nebo ostre klesajici nazyvame ryze monotonni.

Pokud v uvedenych pojmech vynechame ,,na mnoziné M", mame pak na mysli
funkci f, jez ma pfislusnou vlastnost na celém svém definiénim oboru.
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Vlastnosti funkei
00@000

Riizné typy monotonie funkci

Definice:
Uvazme funkci f: A — R a mnozinu M C A. Potom funkci f nazyvame...
@ ..rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,zs € M spliujici
x1 < x9 plati f(z1) < f(x2).
o ..klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1, x5 € M splnujici
x1 < x9 plati f(z1) > f(x2).
@ ..ostfe rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1, x5 € M splnujici
x1 < mo plati f(z1) < f(x2).
o ..ostfe klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1,xo € M splniujici
x1 < mo plati f(z1) > f(x2).
Funkci, kterd je rostouci nebo klesajici nazyvdme monotonni. Funkci, ktera je
ostfe rostouci nebo ostre klesajici nazyvame ryze monotonni.

Pokud v uvedenych pojmech vynechame ,,na mnoziné M", mame pak na mysli
funkci f, jez ma pfislusnou vlastnost na celém svém definiénim oboru.
N.B.: Je-li f ostfe rostouci, resp. klesajici, pak je i prosta a funkce k ni inverz

také ostte rostouci, resp. klesajici.
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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkei Oao Ptehled elementéarnich funkci
0000 0000 [e]e]e] le]e} 000000000 0000000000000 0O0O0000

Rizné typy monotonie funkci: priklady

Priklad.

o Ptikladem rostouci funkce (na R) je 2° (a také /). Nejsou omezené.

@ Funkce 2° neni na R ani rostouci ani klesajici, ale je klesajici na intervalu
(—00,0) a rostouci na intervalu (0, +c0).

@ Funkce sin je ostfe rostouci na (—n/2,7/2) i (—7/2,7/2). Je omezena.

@ Funkce —7 je zaroven klesajici i rostouci, a tak je i konstantni.

Y )
23 sin(z)

x T T
—T
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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkei Oao Ptehled elementéarnich funkci
0000 0000 [e]e]e]e] lo} 000000000 0000000000000 0O0O0000

Parita funkci: sudost a lichost

Definice (Suda a licha funkce / even and odd function):
Méjme funkci f: A — R jejiz definicni obor je symetricky vici po¢atku, tedy pro
kazdé x € D¢ je i —x € Dy. Funkci f nazyvédme..

o ..sudou pravé kdyz pro kazdé = € Dy plati f(—z) = f(x).

o ..lichou pravé kdyz pro kazdé x € Dy plati f(—z) = —f(x).

y=+Va?—1 | Y= 27

-1 1 x 1—1 1T
\ | 28
ﬁﬂ%
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Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkei Oao Ptehled elementarnich funkei
[e]e]e} 0000 0000 O0000e 000000000 0000000000000 0O0O0000

Periodi¢nost funkci

Definice (Periodicka funkce / periodic function):

Méjme funkci f: A — R, konstantu 7" > 0 a necht pro kazdé z € A je
iz+ T, x—T € A. Pokud pro kazdé xz € A plati f(x +T) = f(x), pak funkci
f nazyvame periodickou funkci s periodou 7.

y = /sin(2x)

3T —Tr _T 0 ™ i 3T x
-5 2 2 5
Poznamka:

Pozor, periodicka funkce nutné nemusi mit nejmensi periodu. Prikladem je
libovolna konstantni funkce nebo tzv. Dirichletova funkce (dava 1 racionalnim
¢islam a 0 iracionalnim &isltim).
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Hlavni body

Asymptotické chovani funkei (1. ¢ast)
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Asymptotické chovani funkci: motivace

Velmi ¢asto potfebujeme porovnavat chovani funkénich hodnot dvou funkci, kdyz
se jejich argument blizi néjaké hodnoté. Napfiklad:

@ Funkce f(x) ,klesd" v bod& a = 1 ,rychleji* k nule nez (x — 1)2.
@ Funkce g(x) ,neroste rychleji* neZ \/x pro x jdouci do nekonelna.

@ Funkce f(x) a g(x) se ,.chovaji stejné", kdyz = jde k 0.
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Asymptotické chovani funkci: motivace

Velmi ¢asto potfebujeme porovnavat chovani funkénich hodnot dvou funkci, kdyz
se jejich argument blizi néjaké hodnoté. Napfiklad:

@ Funkce f(x) ,klesd" v bod& a = 1 ,rychleji* k nule nez (x — 1)2.
@ Funkce g(x) ,neroste rychleji* neZ \/x pro x jdouci do nekonelna.
@ Funkce f(x) a g(x) se ,.chovaji stejné", kdyz = jde k 0.

Slovicka jako ,rychleji" nebo ,chovaji* jsou pomérné vagni. Co tim presné
minime? Co to znamena??

V této Casti prednasky predstavime nékolik zplsobl, jak takovéto situace presné
kvantifikovat. K tomuto tématu se ovSem vratime i pozdéji béhem semestru.
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Asymptotickd horni mez O

Definice (Asymptoticka horni mez O):

Méjme dvé funkce f, g a bod a € R takovy, Ze a je hromadnym bodem mnoziny
D¢ N Dy a existuje okoli V; spliujici (V, N Dy) \ {a} = (Vo N Dy) \ {a}.
Rekneme, 7e funkce f je asymptoticky shora omezena funkci ¢ pro z jdouci
k a, symbolicky , f(z) =O(g(x)) pro z — a“, pravé kdyz existuje kladna
konstanta ¢ € R a okoli U, bodu a tak, Ze pro vSechna = € (U, N Dy N Dy) \ {a}
platf

|f(@)] < c-lg(@)].
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Asymptotickd horni mez O

Definice (Asymptoticka horni mez O):

Mé&jme dvé funkce f, g a bod a € R takovy, ?e a je hromadnym bodem mnoziny
D¢ N Dy a existuje okoli V; spliujici (V, N Dy) \ {a} = (Vo N Dy) \ {a}.
Rekneme, Ze funkce f je asymptoticky shora omezena funkci ¢ pro = jdouci
k a, symbolicky ,,f(xz) =O(g(z)) pro z — a", pravé kdyz existuje kladna
konstanta ¢ € R a okoli U, bodu a tak, Ze pro vSechna = € (U, N Dy N Dy) \ {a}
platf

|f(@)] < c-lg(@)].

@ Modrou rovnost = v zapise vyse je potfeba chapat spiSe ve smyslu
f(z) € O(g(x)). Zapis s rovnosti je ale zdaleka nejrozsitenéjsi.
@ Pokud je g(x) nenulové, tak je podminka v definici ekvivalentni podmince

[f(@)/g9(z)] <,

Pfesnéji feCeno, pro g nenulové na okoli bodu a je f(z) = O(g(z)) pro
x — a ekvivalentni omezenosti podilu f/g na okoli bodu a (s moznou
vyjimkou bodu a).
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Asymptotickd horni mez O: ilustrace, poznamky

Naptiklad plati: 102 = O(zx) pro z — 0. Naptiklad plati: \/z = O(zx) pro z — +oo.

Skute¢né, vezmeme-li libovolné Skute¢né, vezmeme-li libovolné
x € Uo(1) = (—1,1), pak plati x € Utoo(1) = (1,400), pak plati
2
|102°| = [10z| - || < 10 - || \ﬁlz%mél-lx\.
| y |
| | y |
|
|
|
|
|
|
|
l
0 1 T .
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Asymptotickd horni mez O: priklady

@ Pomoci O vyjadfujeme ,neostrou horni mez* az na multiplikativni konstantu.
Ucinme dvé jednoducha pozorovani:

@ Mame-li funkci f, a hromadny bod Dy a libovolnou redlnou konstantu K,

pak plati
Kf(x)=0O(f(x)) pro x — a.

@ Pokud pro funkce f a bod a plati f(z) = O(1) pro © — a, pak existuje okoli
U, takové, ze funkce f|(y,np;)~{a} j& Omezena.

Priklad.
Postupné si rozmysleme nasledujici ptipady:
o L =0(1) pro x — +oo, e 100 . 2% = O(2?) pro x — +oo,
o 2= 0(a?) pro z — +o0, e 102 + z2 — 12 = O(x?) pro
o%z@(%)prox—ﬂ), T — +00,
e 10z = O(z) pro x — +o0, o 2® = O(z) pro x — 0. )§
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Striktni vé&tsi horni mez o

Definice (Striktné vétsi horni mez o):

Mé&jme dvé funkce f, g a bod a € R takovy, e a je hromadnym bodem mnoZiny
D; N Dy a existuje okoli V,, spliujici (Vo N Dy) N {a} = (Vo N Dy) N {a}.
Rekneme, ze funkce f je asymptoticky shora striktné omezena funkci g pro
x jdouci k a, symbolicky ,, f(z) = o(g(x)) pro © — a", pravé kdyz pro kazdé
kladné c € R existuje okoli U, bodu a tak, Ze pro véechna x € U, N Dy N D,
riizna od a plati

|[f(z)] <c-lg(x)].

Vsimnéte si jemnych, ale zasadnich rozdili mezi definici O a 0. Pouze jsme
zmeénili kvantifikator u konstanty ¢ a typ nerovnosti!
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Striktni vétsi horni mez o: ilustrace a poznamky

Napfiklad plati: & = o (%) pro  — +oo.  Naptiklad neplati: = = o(2z) pro  — +oc0,

i kdyz = O(2x) by v tomto p¥ipadé platilo.
Skuteéné, vezmeme-li libovolné ¢ > 0 vz x (2) by v tomto pFipadé platilo

ax €Utoo(l/c) = (1/c,+00), pak plati Skute¢n&, vezmeme-li naptiklad ¢ = 1

1
a libovolné x > 0, pak
1 1 |1/c 1
N A o = Haal 2> Hyoul
‘ = - . —|2x|.
g 4

y Opacna nerovnost tedy nemize platit na
) zadném okoli 4-oc0.

| Y

|

|

|

|

|

|

l

1 X
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Striktni vétsi horni mez o: priklady

Ptehled elementéarnich funkci
0000000000000 0O0O0000

Ptiklad.
Naptiklad plati
o 22 =o(x) proz — 0 e 22 = o(z3) pro x — +oo,
1 1
o (z-1P =o(w=LY) proz—1, © a2 =0(5) proz— +oo.
0 2 — o () proz — 0, o Jaka funkce spliiuje f(z) = o(1) pro
: - B = 4-El )
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Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1



Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementarnich funkc
[e]e]e} 0000 0000 000000 0O0000000e 0000000000000 0O0O0000

Tvrzeni: Obecné vlastnosti 0 a O

Ucinme jesté nékolik obecnych pozorovani plynoucich velmi pfimodare ptimo
z definic 0 a O. Dilkaz provedeme na tabuli.

@ Méme-li funkci f, a hromadny bod D, a libovolnou nenulovou konstantu K,
pak plati

Kf(x) =0(f(x)) a f(z) = O(K f(x)) pro z — a.
Tyto vztahy tedy ,neciti” multiplikativni konstantu.

@ Pokud pro funkce f a bod a plati f(z) = O(1) pro  — a, pak existuje okolf
U, takové, ze funkce f|y,np, je omezena.

@ Vztahy O i o jsou tranzitivni. Tj. pokud f(z) = O(g(x)) a g(x) = O(h(z))
v obou pfipadech pro  — a, pak f(z) = O(h(x)) pro x — a. Analogicky pro
o misto O.

@ Chovani viiéi souctu a soucinu: pokud f(z) = O(g(x)) a h(x) = O(g(x)) pro
z — a, pak f(z) + h(z) = O(g(z)) a f(z) - h(z) = O(g(z)?) pro x — ac.
Analogické tvrzeni plati i pro o.

Ze s
(S 7
RSV
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Hlavni body

@ Prehled elementarnich funkci
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PHipomenut Reélna funkce né funkce realné proménné funkei

Prehled elementarnich funkci

Pod terminem elementarni funkce mame na mysli
@ polynomy (mnoho¢leny),
@ odmocniny,
@ racionalni lomené funkce,
@ trigonometrické funkce,
@ exponencialni a logaritmické funkce,
@ soucty, souciny, podily a sloZeni uvedenych funkci a jejich inverzi.

V této Casti prednasky uvadime strucny prehled vlastnosti téchto funkci, které by
studenti méli znat. Navic ucinime nékolik dllezitych poznamek, ke kterym se
pozdéji béhem studia analyzy jesté vratime.

Vyklad této Casti nebude podrobny, jde o pfipomenuti predchozich znalosti.
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Polynomy

Vv i

Polynomy jsou z elementarnich funkci ty ,,nejelementarnéjsi*. K vyhodnoceni jejich
funkéni hodnoty si vystadime pouze se s¢itanim a nasobenim realnych Cisel!

Definice (Polynom — mnohoélen / polynomial):

Funkci P : R — R nazveme polynomem, pravé kdyz existuje n € Ny a konstanty
ap, a1, ..., a, takové, ze pro véechna = € R plati

P(z) = Z apzt.
k=0

@ Pokud je v definici vyse a,, # 0, pak o n mluvime jako o stupni polynomu P.

@ Polynom P(z) = 0 nazyvame nulovym polynomem a jeho stupen
nedefinujeme (polynom stupné nula nikdy nenf nulovy polynom).

@ Korenem polynomu P nazyvame libovolné realné &islo = spliujici P(xz) = 0.

@ Existuji vzorce pro kofeny polynomi stupné 1, 2, 3 a 4. Je dokazéno, ze
podobné vzorce pro polynomy stupné ostte vétsiho nez 4 neexistuji.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024 /2025 32/49



Ptehled elementéarnich funkci
O00®@00000000000O00000

PHipomenut Re3 4 funkce redlné proménné

C

Polynomy: linedrni/afinni funkce

Nulovy polynom a polynomy stupné nejvyse 1 mizeme vyjadrit ve tvaru
P(x) = ax + b pro néjaké realné konstanty a a b.

@ O takovychto funkcich mluvime jako o linearnich (nebo afinnich) funkcich.

@ Grafem linearni funkce je prfimka. Ne kazda pfimka v roviné ovSem je grafem
néjaké linedrni funkce (rozmyslete!).

Je-li f(x) = ax + b linearni funkce, pak o a mluvime jako smérnici této
primky, jejiz rovnici je y — ax — b = 0. Tato pfimka pak ma normélovy vektor
(napfiklad) (—a, 1) a smérovy vektor (1,a).
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Polynomy: kvadraticky polynom

Koreny kvadratického polynomu
P(z) = az? + bz + ¢, a # 0, umime
snadno nalézt:

ra= o (— b VB dac).

Jsou reédlné pouze pokud je diskriminant
D = b2 — 4ac nezaporny. Diky dpravé na
Ctverec,

p b\2 b2
(z) —a(x+%> +e— oo
vime, Ze vrchol paraboly (graf funkce P) —%

7z 7 v 2
se nachazi v bod& (— 2, c— &)
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Odmocniny

Uvazme k € N a zamysleme se nad existenci inverzni funkce k funkci f(z) — 2",

Musime rozlisit dva pripady:

Pokud je k = 2¢ sudé, pak funkce f neni Pokud je kK = 2¢ — 1 liché, pak je funkce

prostd, ale f|( +o0) e a jeji inverzi f prosta a jeji inverzi dostavame funkci
dostavame funkci %/z, kterd ma 2=J/x, kterd ma definiéni obor i obor
defini¢ni obor i obor hodnot roven hodnot roven R.

(0, +00).
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Racionalni funkce

Pokud navic tfidu polynomu rozsifime i o operaci déleni, dostaneme:

Definice (Racionalni funkce / rational function):

Reélnou funkci f: A — R nazveme racionalni funkci, pravé kdyz existuji dva
polynomy P a @ takové, ze Dy = {x € R| Q(x) # 0} a pro kazdé z € A plati

P(x)
flz) = :
Q(x)
‘ Y
Defini¢nim oborem takovychto funkcf jiz |
nutné nemusi byt celad redlnd osa. =
Jako piiklady uvazme \ }
4z l
= — | xr
f@) =155 |
; 1 :
z)=14+ ——. | @)
g(w) =1+ 10(2 + 2)3 | 28
} J¥rss
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PHipomenut né funkce realné proménné

Trigonometrické (také goniometrické) funkce

Mezi trigonometrické funkce
pocitame funkce sin, cos, tg,
cotg a funkce k nim inverzni.

Jejich konstrukee jiz neni
algebraicka, jako u funkci vyse,
ale vychazi z geometrie. Funkce
sin a cos definujeme pomoci
jednotkové kruznice.

Proménna x ma nyni vyznam
Ghlu méfeného od kladného
sméru vodorovné osy proti sméru
hodinovych rucicek v obloukové
mite (radidnech).
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Trigonometrické funkce: sin a cos

Funkce sin a cos maji jako defini¢ni obor celou redlnou osu. Jsou periodické
s periodou 27 a omezené, jejich obor hodnot je Hgn = Heos = (—1,1). Nejsou
prosté, ani na, ani (ostfe) rostouci ¢i klesajici (na celém svém defini¢nim oboru).

Funkce sin je lichd a funkce cos je suda.

P¥imo z definice téchto funkci plyne formulka sin?(z) + cos?(z) = 1
(Pythagoras!). Dale tyto funkce spliiuji dilezité souctové vzorce

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y),
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

a z nich plynouci vzorce pro dvojnasobny thel
sin(2z) = 2sin(z) cos(xz) a cos(2x) = cos®(x) — sin’®(x).

EXIStU_jI i daI5| vztahy, které na tomto misté vynechame. Zde uvedené povaZUJeQO

vvvvvv
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Trigonometrické funkce: sin a cos

V3echny (a dalsi) vysledky uvedené na poslednich nékolika slidech tykajici se
funkci sin a cos plynou z jejich geometrické definice pomoci jednotkové kruznice.

Vsechna uvedena tvrzeni Ize dokdzat pomoci geometrickych argumentd.

Jak pocitat funkéni hodnoty sin a cos?

Geometricka konstrukce se ale nehodi napriklad k vypoctu funkénich hodnot
pomoci kalkulacek nebo poditaci! Jednou z moznych metod vypoctu pomoci
Taylorovych polynom{ se budeme zabyvat pristi semestr v BI-MA2.

pigsl
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Trigonometrické funkce: sin a cos

Pokud si rozmyslime geometrii ve vhodné zvolenych rovnostrannych
a rovnoramennych trojlhelnicich, dostaneme funkéni hodnoty sin a cos pro
nékteré vyznacné uhly.

I I I

1l t+t—<z----- e B e -
I I I I

V3 oS N R P o
2 I 1 1 1
| | | |

V2l Nl
7 [ I [ [
I I I I
| | | |

VAT N B ol N1
PR \ ] ) ]
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
| | | |
| | | |
I I I |

0 n  x oz n T

6 4 3 2

et
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Trigonometrické funkce: tg a cotg
Funkce tg a cotg jsou odvozené od sin a cos pomoci vzorci

tg(x) = Z:;((z)) a cotg(z) =

cos(x)
sin(z)

Tyto funkce jiz nejsou definované na celém R, ale plati
Dig =R~ {n/2+kn|k€Z} a Deog=R~{kr|keZ}.

Obé jsou periodické s periodou 7, nejsou prosté ani omezené. Jsou na, jejich obor
hodnot je Hg = Heote = R. Nejsou ani (ostfe) rostouci ¢i klesajici. Obé jsou liché
funkce.
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Trigonometrické funkce: arcsin, arccos, arctg a arccotg

Trigonometrické funkce sin, cos, tg ani cotg nejsou prosté. Neexistuji k nim tedy
inverzni funkce.

Postupuje proto tak, Ze tyto funkce ziZime na vhodny interval, na kterém jiz tyto
funkce prosté jsou a inverzi maji. Standardni volba je nasledujici:

s . —1 . —1
arcsin := (sm|<_,r/2,,r/2>) , arccos := (cos |<077T>) ,
-1 -1
arctg := (tg](—r/2,7/2)) arccotg := (cotg |(0,x))
y = arcsin(z), sin(z)
s
\7 B 7\7 o 27 7777777 |
R S R/ ye
| | | |
| | | |
L Il Il Il
T _ E
-3 L g
I | I I
L,,,,ff,,,,,L,,\ J‘“&"Q
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Trigonometrické funkce: arcsin, arccos, arctg a arccotg

Trigonometrické funkce sin, cos, tg ani cotg nejsou prosté. Neexistuji k nim tedy
inverzni funkce.

Postupuje proto tak, ze tyto funkce ziZime na vhodny interval, na kterém jiz tyto
funkce prosté jsou a inverzi maji. Standardni volba je nasledujici:

. . -1 -1
arcsin := (sm |<_ﬂ/2,ﬂ/2>) , arccos ‘= (cos |<077,>) ,
1

arctg := (tg](—r/2,7/2)) arccotg := (COtg|(0,7r))71

y = arccos(x), cos(x)
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Trigonometrické funkce: arcsin, arccos, arctg a arccotg

Trigonometrické funkce sin, cos, tg ani cotg nejsou prosté. Neexistuji k nim tedy
inverzni funkce.

Postupuje proto tak, ze tyto funkce zizime na vhodny interval, na kterém jiz tyto
funkce prosté jsou a inverzi maji. Standardni volba je nasledujici:

. . ~1 -1
arcsin := (sm |<,,r/2,,7/2>) , arccos := (cos |<0’,,>) ,
-1

arctg := (tg](—r/2,7/2)) arccotg := (cotg|(0m))71

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
2
T
s ”‘L%f")
fffffffffffffffffffff -z &8
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/el
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Pfipomenuti

Exponenciala a prirozeny logaritmius

Exponencialni funkce o zakladu e (exponenciala), tj. e, je funkce s defini¢nim
oborem R, oborem hodnot (0, +00), ostfe rostouci a splujicf

TV =%, (Y)Y =e", =1,

pro kazdé x,y € R.

Inverzni funkci k exponencidle nazyvame pfirozenym logaritmem a znacime ji In.
Z vlastnosti exponencialy plynou vlastnosti pfirozeného logaritmu: jeho defini¢nim
oborem je (0, +00), oborem hodnot R, je ostfe rostouci a spliiuje vztahy

In(e®) =z, In(zy) =In(z) +In(y), In(l)=0, In(e)=1,
kde z,y >0 a z € R.

Jak je e” vlastné definovana?

Jak se pocitaji funkéni hodnoty této funkce? Timto problémem se budeme zabyvat
v BI-MA2. Uz v BI-MAL1 si ale s timto popisem e” nevystacime, jedna dilezita
vlastnost nam zde na tomto slidu chybi!
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Exponencialni funkce o zakladu a > 0

Nejprve si pripomenme umocinovani na celocéiselny exponent:

1, pro n = 0 a libovolné a € R,
Gt = daca-a pron € N a libovolné a € R,
nx
— pro zaporné celé n a nenulové a.

Rozsiteni tohoto umocnovani na readlné exponenty provedeme pomocf
exponencidly a logaritmické funkce predpisem

a®:=e"M@) 4 >0, zeR.

Definiénim oborem a® je proto R, oborem hodnot (0, +c0), je neomezend, pro
& = 0 ma hodnotu 1, je ostfe rostouci (resp. klesajici) pro a > 1 (resp. a < 1).
Pro vSechna x,y € R splnuje

In(a*) = zIn(a), a" ¥ =a"a¥ a (a:”)y =a"™.

Inverzni funkci k a®, 0 < a # 1, nazyvame logaritmem o zakladu a.
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Exponencialni funkce o zakladu a > 0: grafy
y

ﬁ\%;%?i
0 z '
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Logaritmus o zdkladu a > 0

Exponencialni funkce a” je prosta pro 0 < a # 1, existuje k ni proto inverzni
funkce, kterou nazyvame logaritmem o zakladu a a znaéime log, .

Funkce log, je definovana na (0,400), jejim oborem hodnot je R. Je prost4, ostte
rostouci (resp. klesajici) pro a > 1 (resp. a € (0, 1)).

Z vlastnosti exponencialnich funkci pomérné primocare plynou néasledujici
vlastnosti logaritmu o zakladu a:

logy, ()

log,(a) =1, log,(z) = , prox >0, a0<a,b#1,
“ )= Togy (@

log,, (zy) = log, () +log,(y), pro z,y > 0,

log, (z¥) = ylog, (), prox>0ayecR

Odtud i (mimo jiné) plyne

log, (";) = log,(z) —log,(y), proz,y>0.

v Fadé jazyki/CAS je tento znacen rovnou jako log).

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 46 /49



Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementéarnich funkci
[e]e]e} 0000 0000 000000 000000000 0000000000000 0000e00

Logaritmus o zakladu a > 0: grafy

Y

logy ()
In(z)

logs(x)

log1 (x)

logi ()

Z

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 47/49



Pfipomenuti Realna funkce Reélna funkce redlné proménné Vlastnosti funkci Oao Ptehled elementéarnich funkci
0000 0000 000000 000000000 0000000000000 00O000e0

Absolutni hodnota

Definici absolutni hodnoty jsme pfipomnéli v pfedchozi pfednasce.
Pro libovolna redlna cisla a, b plati

o <lal+18] labl=lal-Bl, |5]= 5.0 20.

S uvedenou nerovnosti se jesté mnohokrat setkdme, nazyva se trojihelnikova.

e )
e
S W)
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Absolutni hodnota

Definici absolutni hodnoty jsme pfipomnéli v pfedchozi pfednasce.

Pro libovolna redlna cisla a, b plati

o <lal+18] labl=lal-Bl, |5]= 5.0 20.

S uvedenou nerovnosti se jesté mnohokrat setkdme, nazyva se trojihelnikova.

Dikaz trojuhelnikové nerovnosti.

Maji-li obé &isla a a b stejné znaménko, dostdvame z definice absolutni hodnoty
rovnost. Predpokladejme, ze a > 0 a b < 0.

@ Jelia+b>0,pak [a+bl=a+b<a—b=|a|l+ b
@ Jellia+b<0, pak [a+b=—a—b<a—b=]a| + 10|
Zde jsme vyuzili nerovnosti z < |z| a —z < |z| platnych pro kazdé z € R. O

Absolutni hodnota je elementarni funkce ve smyslu zminéném na zacatku této¢
sekce, pro kaZdé redlné x totiz plati rovnost |z| = Vz2.
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Celé Casti a znaménko
Dolni celou ¢ast realného cisla z, kterou ze strednich skol asi znate jako ,,celou
Cast,"” definujeme jako nejvétsi celé Cislo, které je mensi nebo rovno x a znadime
lz]. Tj.

|z| :=max{k € Z | k < z}.

Horni celou cast realného Cisla x definujeme jako nejmensi celé Cislo, které je
vétsi nebo rovno x a znaéime [z]. Tj.

[] :=min{k € Z | k > z}.
Vsimnéte si, Ze pro kazdé = € R plati
lz] <z <|z]+1 a [z]-1l<z<[z]

Znaménko realného cisla x € R je definovano predpisem

1, z >0,
sgn(z) :==¢0, =0,
-1, x<0.
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Komentar

@ Predpokladame, Ze studenti a studentky se orientuji mezi elementarnimi
funkcemi a jejich vlastnostmi (polynomy, raciondini lomené, trigonometrické,
exponencialni). Tuto latku si mdZete pfipadné osvézit v £ BI-PKM. Toto
téma jako rozcvicku pouzijeme v prvnim proseminafi.

@ Elementarni funkce predstavuji jakousi minimalni sadu dilezitych funkci.
Vedle nich existuje cela fada tzv. ,specialnich funkci*, které se objevuji ve
viemoznych praktickych aplikacich (podrobny prehled elementarnich
i specidlnich funkci naleznete nap¥. v L NIST Digital Library of Mathematical
Functions).

@ V této prednasce jsme nacali téma asymptotického porovnavani funkci
zavedenim hornich mezi 0 a O. K tomuto tématu se budeme v priibéhu
semestru jesté nékolikrat vracet.

@ P¥iklady k procvitovan( této latky Ize nalézt v (£ prvni BI-MAL lekci na
MARASTu a v (' cvicebnici tamtéz.
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