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Hlavni vysledky této prednasky

@ Definice posloupnosti jakoZto specialni pfipad funkce.

@ PYipomenuti znamych posloupnosti: aritmeticka a geometricka posloupnost.

@ Vlastnosti posloupnosti (omezenost, typy monotonie, asymptotické vztahy O
a o).

@ Koncept vybrané posloupnosti.
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Posloupnosti: Gvodni poznamky

@ Intuitivné je asi zfejmé, co si pod slovnim spojenim ,,posloupnost redlnych
Cisel" predstavit: ,Cisla jdouci za sebou", vime které je prvni, druhé, atd.
Formalné toto usporadani zachytime pomoci zobrazeni.
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Posloupnosti: Gvodni poznamky

@ Intuitivné je asi zfejmé, co si pod slovnim spojenim ,,posloupnost redlnych
Cisel" predstavit: ,Cisla jdouci za sebou", vime které je prvni, druhé, atd.
Formalné toto usporadani zachytime pomoci zobrazeni.

@ Pomoci posloupnosti (ne nutné &iselnych) Ize mimo jiné vyjadfovat
a popisovat slozitost algoritm, ¢asovy pribéh riiznorodych diskrétnich
signald, iterativni FeSeni Gloh, napriklad:
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osloupnost Vybrana posloupnost

Posloupnosti: Gvodni poznamky

@ Intuitivné je asi zfejmé, co si pod slovnim spojenim ,,posloupnost redlnych
Cisel" predstavit: ,Cisla jdouci za sebou", vime které je prvni, druhé, atd.
Formalné toto usporadani zachytime pomoci zobrazeni.

@ Pomoci posloupnosti (ne nutné &iselnych) Ize mimo jiné vyjadfovat
a popisovat slozitost algoritm, ¢asovy pribéh riiznorodych diskrétnich
signald, iterativni FeSeni Gloh, napriklad:

e posloupnost aproximaci jistého nulového bodu néjaké funkce, ktery neumime
najit analyticky,

e posloupnost aproximaci vlastnich ¢isel matice, které neumime najit analyticky,

o posloupnost aproximaci lokalniho minima jisté tcelové funkce, napriklad pfi
strojovém uceni, aj.
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Posloupnosti: Gvodni poznamky

@ Intuitivné je asi zfejmé, co si pod slovnim spojenim ,,posloupnost redlnych
Cisel" predstavit: ,Cisla jdouci za sebou", vime které je prvni, druhé, atd.
Formalné toto usporadani zachytime pomoci zobrazeni.

@ Pomoci posloupnosti (ne nutné &iselnych) Ize mimo jiné vyjadfovat
a popisovat slozitost algoritm, ¢asovy pribéh riiznorodych diskrétnich
signald, iterativni FeSeni Gloh, napriklad:

e posloupnost aproximaci jistého nulového bodu néjaké funkce, ktery neumime
najit analyticky,

e posloupnost aproximaci vlastnich ¢isel matice, které neumime najit analyticky,
o posloupnost aproximaci lokalniho minima jisté tcelové funkce, napriklad pfi

strojovém uceni, aj.

o Z pedagogického hlediska Ize na posloupnostech snadno demonstrovat I|m|tn|
proces v jeho nejéistsi formé. 5
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Posloupnosti: definice

Definice (Realna ciselna posloupnost / real sequence):

Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame realna diselna posloupnost, pro
Gcely tohoto predmétu zkracené posloupnost.
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osloupnost Vybrana posloupnost

Posloupnosti: definice

Definice (Realna ciselna posloupnost / real sequence):

Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame realna diselna posloupnost, pro
Gcely tohoto predmétu zkracené posloupnost.

Poznamka (Terminologie a znaceni):

@ Jeli a: N — R posloupnost, pak funkéni hodnotu a v bodé n € D, = N,
tj. a(n), oznalujeme a,, a nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti a.
O n samotném v tomto kontextu mluvime jako o indexu.

@ Skutecnost, ze a : N — R je posloupnost, budeme vétsinou zkracené
zapisovat symbolicky takto: (a,)S2 ;.

© Vsechny nase posloupnosti maji nekonecny pocet prvki. ,Konecna
posloupnost”, tj. (a1,as,...,a,), je pro nas usporddana n-tice.
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Vybrana posloupnost

Posloupnosti: definice

Definice (Realna ciselna posloupnost / real sequence):

Zobrazeni mnoziny N do mnoziny R nazyvame realna diselna posloupnost, pro
Gcely tohoto predmétu zkracené posloupnost.

Poznamka (Terminologie a znaceni):

@ Jeli a: N — R posloupnost, pak funkéni hodnotu a v bodé n € D, = N,
tj. a(n), oznalujeme a,, a nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti a.
O n samotném v tomto kontextu mluvime jako o indexu.

@ Skutecnost, ze a : N — R je posloupnost, budeme vétsinou zkracené
zapisovat symbolicky takto: (a,)S2 ;.

© Vsechny nase posloupnosti maji nekonecny pocet prvki. ,Konecna
posloupnost”, tj. (a1,as,...,a,), je pro nas usporddana n-tice.

Takto zavedend , posloupnost” je také ,funkce” ve smyslu minulé prednasky.
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Posloupnosti: priklad

Priklad.

UvaZme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N.

f
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Posloupnosti: priklad

Priklad.

UvaZme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N.

o Napriklad tedy plati a1 = —1, as = 1, &i agez = —1.
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Posloupnosti: priklad

Priklad.
UvaZme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N. J

o Napriklad tedy plati a1 = —1, as = 1, Ci agez = —1.
@ Tuto posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zplsobem:

a=((=1"),2-

zmj §
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Posloupnosti: priklad

Priklad.
UvaZme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N. J

o Napriklad tedy plati a1 = —1, as = 1, Ci agez = —1.
@ Tuto posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zplsobem:

a=((=1"),2-

@ Oborem hodnot a je mnoZina obsahujici pouze dva prvky, {—1,1}. Tato
posloupnost ma ale nekonecny pocet Cleni.
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Posloupnosti: priklad

Priklad.

UvaZme posloupnost a : N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)", n € N. J

o Napriklad tedy plati a1 = —1, as = 1, Ci agez = —1.
@ Tuto posloupnost jsme mohli zapsat i ekvivalentnim zplsobem:

a= ((_1)71)20:1'

@ Oborem hodnot a je mnoZina obsahujici pouze dva prvky, {—1,1}. Tato
posloupnost ma ale nekonecny pocet Cleni.
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Posloupnosti: priklad
Posloupnosti mohou byt zadany i rekurentné, pomoci predchozich ¢len.
Pfiklad (Aritmeticka posloupnost s diferenci d).

Pro zadané d € R a a; € R polozme a1 := a, +d, n € N. Tj. explicitné
ap=a1+ (n—1)d, n e N.

Pfiklad (Geometricka posloupnost s kvocientem ¢).

Pro zadané ¢ € R a a; € R polozme a,+1 := qa,, n € N. Tj. explicitné
an =a1q" ' neN.

Pfiklad (Fibonacciho posloupnost).

Polozme Fy :=1, Fy :=1 adéle F,, 15 := F,,11 + F,, pron € N. Tedy F3 = 2,
Fy =3, F5 =5, Fg = 8, atd. 1
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Posloupnosti: priklad

Polozme a; = 9 (tfeba) a poté pro
n € N déle

3a, +1, a, je liché,
a. =
i an /2, a, je sudé.

Dokazete si tipnout jak se tato
posloupnost chova? Jak zavisi na
volbé a,?

Tato rekurentné zadana posloupnost je
znama jako Collatzova posloupnost
(pfipadné i s jinou pfirozené &iselnou
pocateéni podminkou).
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Posloupnosti: priklad

Zajimavé posloupnosti nemusi byt zadany explicitnim nebo rekurentnim

vzoreCkem, i pfesto s nimi miizeme pracovat a studovat jejich vlastnosti. Jako
jednoduchy priklad uvazme:

Priklad.

Pro kazdé n € N ozname a,, jako ntou cifru za desetinnou carkou v desitkovém
rozvoji Ludolfova &isla . Tj.

a1:1, (12:4, (13:1, (L4=5, (L5=9,
ag = 2, a7 = 6, ag =5, ag = 3, aip =95,
a1 =8, a2 =9, a3 =1,
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Vlastnosti posloupnosti
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Vlastnosti posloupnosti

Nékteré pojmy zavedené v predchozi prednasce se naprosto prirozené prevadéji
i na posloupnosti:
@ Omezena a konstantni posloupnost.
@ Rizné typy monotonie posloupnosti: (ostfe) rostouci, (ostie) klesa
(ryze) monoténni.
o Asymptotické vztahy O a o (pouze pro n — +00).
@ Posloupnosti také ve smyslu predchozi prednasky umime scitat, nasobit
a délit.
V této Casti prednasky ucinime nékolik konkretizujicich poznamek a uvedeme
nékolik prikladd.

.r
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Vlastnosti posloupnosti

Nékteré pojmy zavedené v predchozi prednasce se naprosto prirozené prevadéji
i na posloupnosti:

@ Omezena a konstantni posloupnost.

@ Rizné typy monotonie posloupnosti: (ost¥e) rostouci, (ostie) klesajici,
(ryze) monoténni.
Asymptotické vztahy O a o (pouze pro n — +00).
Posloupnosti také ve smyslu pfedchozi prednasky umime séitat, nasobit
a délit.
V této Casti prednasky ucinime nékolik konkretizujicich poznamek a uvedeme
nékolik prikladd.
Priklad.

@ Posloupnost ((—1)")$; je omezena: nerovnost |(—1)"| =1 < 1 plati pro

kazdé n € N.

@ Posloupnost (n)$2 ; je neomezend, rostouci i ostfe rostouci. Je i (ryze)
monotonni.

o Posloupnost (sin(1+ 2mn))™ | je konstantni. b
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Vlastnosti posloupnosti: priklad

Priklad.

Diskutujte vlastnosti posloupnosti ()52 1, (b,)52 1 a ()22 s Cleny explicitné
zadanymi nize.

f
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Vlastnosti posloupnosti: priklad

Priklad.

Diskutujte vlastnosti posloupnosti ()52 1, (b,)52 1 a ()22 s Cleny explicitné

zadanymi nize.

a, = 2
b, — 3, n<bH
6—n, n>5
cn = 3(—1)"
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Vlastnosti posloupnosti: hromadny bod posloupnosti

Nasledujici pojem vystihuje , dlouhodobé™ chovani ¢lenl posloupnosti. Jak uvidime
Vv pristi prednésce, lzce souvisi s pojmem , limity".

Definice (Hromadny bod posloupnosti / cluster point of a sequence):

Bod a € R nazyvdme hromadnym bodem posloupnosti (a,, )3, pravé kdyz
v kazdém okoli bodu « lezi nekone¢né mnoho ¢&lend posloupnosti (a, )5 ;.

g
I'YTs
e

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 14 /19



posloupnost

é posloupnost Vlastnosti posloupnosti Vybra
000e00 [e]e]e

Vlastnosti posloupnosti: hromadny bod posloupnosti

Nasledujici pojem vystihuje , dlouhodobé™ chovani ¢lenl posloupnosti. Jak uvidime
Vv pristi prednésce, tzce souvisi s pojmem , limity".

Definice (Hromadny bod posloupnosti / cluster point of a sequence):
oo

Bod a € R nazyvadme hromadnym bodem posloupnosti (a, )2, pravé kdyz

v kazdém okoli bodu « lezi nekone¢né mnoho ¢&lend posloupnosti (@, )52 .

Ptiklad.
o Konstantni posloupnost (¢)$2.; mé pravé jeden hromadny bod ¢: v kazdém
okoli U, lezi dokonce vSechny ¢leny této posloupnosti, téch je nekonecné
mnoho, jeden pro kazdé n € N.

@ Posloupnost ((—1)™)$2; méa pravé dva hromadné body a to —1 a 1.
@ Posloupnost (sin(n))$2; ma nekoneéné mnoho hromadnych bodi, které

dohromady tvofi® mnozinu (—1,1).

?Dukaz tohoto tvrzeni je nad rdamec BI-MA1, uvadime ho pro zajimavost. g
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Vlastnosti posloupnosti: hromadny bod posloupnosti

Je potreba disledné rozliSovat dva zavedené pojmy ,hromadny bod posloupnosti’
a ,hromadny bod mnoziny*“.

Tento rozdil Ize pékné ilustrovat na prikladech z predchoziho slidu.

@ Posloupnost (¢)22; méa pravé jeden hromadny bod c. MnoZina {c} nem3
hromadny bod.

@ Posloupnost ((—1)")52; méa pravé dva hromadné body 1 a —1. MnoZina

{—1,1} nem4 ani jeden hromadny bod.

@ Na druhou stranu ale tfeba posloupnost (1/n)2%; i mnozina {1/n | n € N}
maji pravé jeden hromadny bod 0.

Tato pozorovani jen ukazuji, Ze posloupnost je daleko vice, nez jen mnozina jejich
&lend. e
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Vlastnosti posloupnosti: asymptotické vztahy O a o

o Jedinym hromadnym bodem defini¢niho oboru posloupnosti je +co a proto je
pomoci O a o mlizeme porovnavat pouze pro n — +0o a proto tuto
specifikaci bodu budeme u posloupnosti ¢asto vynechavat.

o Uvazime-li tvar okoli +00 a defini¢ni obor posloupnosti, pak v pfipadé
posloupnosti (a,,)5; a (b,)$2; mizeme pozadavek v definici pfeformulovat
nasledovné

4, =0b,) € (Fc>0)3N eN)(¥neN)(n> N = |a,| < clba]),

an=o(b,) € (Ve>0)3BN eN)(¥neN)(n> N = |ay| < c|bn]).

@ Pokud jsou ¢leny b,, vySe nenulové (na okoli +oo priinik N), mize byt
vyhodné na nerovnosti vySe nahlizet jako na ";—"‘ < ¢ (pfipadné s neostrou

nerovnostf).

o N.B.: Posloupnost (a,)5%; je omezena, pravé kdyz a,, = O(1).
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Vybrana posloupnost

Na rozdil od ,funkci” umime vytvaret z posloupnosti nové posloupnosti pomoci
operace ,vybirani*.

Definice (Vybrana posloupnost / subsequence):

Necht (a,,)$2  je libovolna posloupnost a (k)52 je ostfe rostouci posloupnost
prirozenych Cisel. Pak posloupnost (akn):;l nazyvame posloupnosti vybranou
, nazyvame také podposloupnosti

8

z posloupnosti (a,)52 ;. Posloupnost (ay, )

posloupnosti (a,)22 ;.

n=
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Vybrana posloupnost

Na rozdil od ,funkci” umime vytvaret z posloupnosti nové posloupnosti pomoci
operace ,vybirani*.

Definice (Vybrana posloupnost / subsequence):

Necht (a,,)$2  je libovolna posloupnost a (k)52 je ostfe rostouci posloupnost
o0

prirozenych Cisel. Pak posloupnost (akn)nz1 nazyvame posloupnosti vybranou

z posloupnosti (a,)52 ;. Posloupnost (ay, )

posloupnosti (a,)22 ;.

8

, nazyvame také podposloupnosti

n=

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Qnp - ay a2 as Gy as Qg ar as ag a10
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Vybrana posloupnost

Na rozdil od ,funkci” umime vytvaret z posloupnosti nové posloupnosti pomoci
operace ,vybirani*.

Definice (Vybrana posloupnost / subsequence):

Necht (a,,)$2  je libovolna posloupnost a (k)52 je ostfe rostouci posloupnost
prirozenych Cisel. Pak posloupnost (akn):;l nazyvame posloupnosti vybranou
, nazyvame také podposloupnosti

8

z posloupnosti (a,)52 ;. Posloupnost (ay, )

posloupnosti (a,)22 ;.

n=

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Vybrana posloupnost

Na rozdil od ,funkci” umime vytvaret z posloupnosti nové posloupnosti pomoci
operace ,vybirani*.

Definice (Vybrana posloupnost / subsequence):

Necht (a,,)$2  je libovolna posloupnost a (k)52 je ostfe rostouci posloupnost
prirozenych Cisel. Pak posloupnost (akn):;l nazyvame posloupnosti vybranou
, nazyvame také podposloupnosti

8

z posloupnosti (a,)52 ;. Posloupnost (ay, )

posloupnosti (a,)22 ;.

n=

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

kn: 2 5 6 9
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Vybrana posloupnost

Na rozdil od ,funkci” umime vytvaret z posloupnosti nové posloupnosti pomoci
operace ,vybirani*.

Definice (Vybrana posloupnost / subsequence):

Necht (a,,)$2  je libovolna posloupnost a (k)52 je ostfe rostouci posloupnost
prirozenych Cisel. Pak posloupnost (akn):;l nazyvame posloupnosti vybranou
, nazyvame také podposloupnosti

8

z posloupnosti (a,)52 ;. Posloupnost (ay, )

posloupnosti (a,)22 ;.

n=

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

az as Qe Qg
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posloupnost

Vybrana posloupnost

Na rozdil od ,funkci” umime vytvaret z posloupnosti nové posloupnosti pomoci
operace ,vybirani*.

Definice (Vybrana posloupnost / subsequence):

Necht (a,,)$2  je libovolna posloupnost a (k)52 je ostfe rostouci posloupnost
prirozenych Cisel. Pak posloupnost (akn):;l nazyvame posloupnosti vybranou
, nazyvame také podposloupnosti

8

z posloupnosti (a,)52 ;. Posloupnost (ay, )

posloupnosti (a,)22 ;.

n=

n: 1 2 3 4 5 7 8 9 10

6
an: @ az s ar  ag ag
kn: 2 5 6 9

ag,, -

az as Qe Qg

Cleny posloupnosti (k, )22, udavaji indexy &lenti posloupnosti (a,)>2;, které Gu:9)

z posloupnosti (a,,)$2 , vybereme.
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Vybrana posloupnost: priklady

Priklad.

Posloupnost (1)52; je vybrané z ((—1)") " . Skute&n, sta&i vzit sudé &leny,
tedy k, = 2n pron € N.

f
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Vybrana posloupnost: priklady

Ptiklad.

Posloupnost (1)52; je vybrané z ((—1)") " . Skute&n, sta&i vzit sudé &leny,
tedy k, = 2n pron € N.

Ptiklad.

Uvazme posloupnost a,, = (—1)"n, n € N. Prvnich pér ¢leni tedy je
—-1,2,-3,4,...
@ Posloupnost (2n)52 ; je vybrana z (a,)22 ;. Ano, stadi volit rostouci k,, = 2n
a pak ap, = 2n.
@ Posloupnost (2)$2; neni vybrand z (a,)S2 ;. Sice plati, Ze kdyz polozime
kn = 2, pak a, =2, ale (k,)$2_; neni ostre rostouci.
Je dulezité si povSimnout, ze pii vybéru clend musime zachovat jejich poradi
v plvodni posloupnosti, proto v definici poZzadujeme aby (k)52 ; byla ostre

rostouci. §
il
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Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Tato latka je podrobné probrana ve studijnim textu ve (&' &tvrté kapitole.

@ Fibonacci je vam pravdépodobné znamy ve spojeni s posloupnosti na slidu 8.
Jeho pfinos byl ale daleko zasadnéjsi. Jeho kniha pomohla rozsi¥it
hindsko—arabsky pozi¢ni zapis &isel (Liber Abaci, 1202).

@ Posloupnost uvedena na slidu 9 je zndméa posloupnost z tzv. Collatzovy
hypotézy. Vice se o ni miZete dozvédét naptiklad (' zde.

o P¥i hledani zndmych posloupnosti miiZze byt uZite¢né pouzit (&' The On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS).
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