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Slovo Gvodem

@ Koncept , limity" podpirad dalsi navazujici partie matematiky.

@ Uplatnéni nalezne v diferencialnim poctu, integralnim poctu, Ciselnych
fadach, aj. Tedy v partiich matematiky, které budeme studovat tento a pristi
semestr.

@ Tento koncept, a vySe uvedené Casti matematiky, jsou klicem
k matematickému popisu a studiu ,zmény" a , kfivosti."

@ V SirSim pohledu a bez vétsiho prehanéni mizeme Fici, Ze bez prilomu
v téchto smérech by v 17. stoleti pravdépodobné nedoslo k nastartovani
védecké revoluce a naslednému prekotnému vyvoji, jehoz plody vyuzivdme
vsichni dnes a denné.

@ Dobré osvojeni a pochopeni pojmu limity posloupnosti proto miize velmi
usnadnit dalsi studium.
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Zakla

astnosti limit Diis|

@ Definice pojmu , limita posloupnosti,” jeho vyznam a pouziti na
jednoduchych prikladech.

@ Zobecnéni na ,limitu funkci,” chapani tohoto konceptu a jeho pouziti na
jednoduchych piikladech.

@ Zikladni vlastnosti téchto pojmi a jejich vzajemny vztah (jednoznacnost,
Heineho véta). Souvislost limit posloupnosti a hromadnych bodi.

i

@ Znalost limit jednoduchych funkci (konstantni funkce, x, ¥/, |z
komplikovanéjsi ptijdou v pFisti kapitole) a posloupnosti.

@ Koncept konvergence a divergence posloupnosti.
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Limita posloupnosti

Nejjednodussi formou konceptu , limity” je zfejmé limita posloupnosti a proto se
nejprve seznamime s ni.

Poté prejdeme k obecnéjsimu pojmu limity funkce a nasledné budeme zkoumat
vlastnosti limit a v dalsi kapitole riizné zplisoby vypoctu limit.

Wrsl
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Limita posloupnosti

tnosti limit

Nejjednodussi formou konceptu , limity” je zfejmé limita posloupnosti a proto se
nejprve seznamime s ni.

Poté prejdeme k obecnéjsimu pojmu limity funkce a nasledné budeme zkoumat
vlastnosti limit a v dalsi kapitole riizné zplisoby vypoctu limit.

Definice (Limita posloupnost / limit of a sequence):

Posloupnost (a,,)%_; m4 limitu b € R, pravé kdyZ pro kazdé okoli U, bodu b
existuje N € N takové, Ze pro libovolné prirozené n > N je a,, € Uy.
Tento fakt symbolicky zapisujeme rliznymi zplsoby

lim a, =b, lima, =05, a, —b.
n—oo
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Limita posloupnosti

Nejjednodussi formou konceptu , limity” je zfejmé limita posloupnosti a proto se
nejprve seznamime s ni.

Poté prejdeme k obecnéjsimu pojmu limity funkce a nasledné budeme zkoumat
vlastnosti limit a v dalsi kapitole riizné zplisoby vypoctu limit.

Definice (Limita posloupnost / limit of a sequence):

Posloupnost (a,,)%_; m4 limitu b € R, pravé kdyZ pro kazdé okoli U, bodu b
existuje N € N takové, Ze pro libovolné prirozené n > N je a,, € Uy.
Tento fakt symbolicky zapisujeme rliznymi zplsoby

lim a, =b, lima, =05, a, —b.
n—oo

P¥ipomefime, 7e b € R zahrnuje dvé kvalitativné rozdilné moznosti: bud b € R,
nebo b = f+00. V obou téchto prfipadech maji pfislusna okoli jiny tvar!

Slovné: Posloupnost (a,,)S%_; ma limitu b € R, pravé kdyz v kazdém okoli bodu.
lezi vechny ¢&leny posloupnosti (a,,)52 ; az na konecny pocet vyjimek.
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Limita posloupnosti: priklady

Priklad.

s P |
Pomoci definice si rozmyslete tvrzeni lim — = 0.
n—,oo N

Intuitivné by toto mélo byt ziejmé. Cim vice se zvétsuje n, tim mensi je zlomek %
a jeho hodnota tak ,tihne” k 0. Je nase definice v souladu s touto intuici?
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Limita posloupnosti: priklady

Priklad.

s P |
Pomoci definice si rozmyslete tvrzeni lim — = 0.
n—oo N

Intuitivné by toto mélo byt ziejmé. Cim vice se zvétsuje n, tim mensi je zlomek %
a jeho hodnota tak ,tihne” k 0. Je nase definice v souladu s touto intuici?

An °

e ° ° ° N.
1 2 3 4 5 6 7 g n

m

@ Méjme libovolné okoli bodu b = 0 € R, tj. mdme néjaké libovolné € > 0
alUy,=(b—g,b+e).
@ Nasim tkolem je nalézt N € N takové, aby pro kazdé pfirozené n > N bylo
an € Uy, tedy aby
1 1!
lan — b = ’ffol -1l
n n
@ Tato podminka (v podstaté nerovnost pro n parametrizovana zadanym ¢) je
ekvivalentni podmince n > 1. Tudiz sta&i volit N := [1/e] + 1.
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Limita posloupnosti: priklady

Priklad.

Pomoci definice si rozmyslete tvrzeni lim n? = +oc.
n—oo

Intuitivné by toto mélo byt zfejmé. Cim vice se zvétsuje n, tim v&tsi je hodnota n?
a navic ,preroste libovolnou zadanou mez". Je nase definice v souladu s touto
intuici?
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Priklad.

Pomoci definice si rozmyslete tvrzeni lim n? = +oc.
n—oo

Intuitivné by toto mélo byt zfejmé. Cim vice se zvétsuje n, tim v&tsi je hodnota n?
a navic ,preroste libovolnou zadanou mez". Je nase definice v souladu s touto
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tnosti limit [u

Limita posIou pnost| prlklady

Priklad.

Pomoci definice si rozmyslete tvrzeni lim n? = +oc.
n—oo

Intuitivné by toto mélo byt zfejmé. Cim vice se zvétsuje n, tim v&tsi je hodnota n?
a navic ,preroste libovolnou zadanou mez". Je nase definice v souladu s touto
intuici?

@ Méjme libovolné okoli bodu b = +00 € R, tj. i °
mame néjaké libovolné ¢ € R a Uy = (¢, +00).

@ Hleddme N € N takové, aby pro kazdé
prirozené n > N bylo a, € U,, tedy aby

2! °
an =n° > c.

@ Pokud je ¢ <0, pak trividlné mizeme volit c
N=1. *
L]
@ Pokud je ¢ > 0, pak je tato podminka o N
ekvivalentni podmince n > +/c a volime *
1 2 3 4 5
N :=T[/c] +1.
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Limita posloupnos

Poznamka (Vyvraceni ¢astého omylu I):

U minulého prikladu bylo podstatné, Ze cleny posloupnosti prerostou libovolnou
mez, pouhy ,ostry rist" nestaci k tomu, aby limita posloupnosti byla 4oc.

Naptiklad posloupnost (a,)52; s &eny a, =1 — L, n € N, nem3 limitu +oo,
ackoliv je ostre rostouci (dokazte!).
Pro¢? Ocividné plati nerovnost a,, < 1 pro kazdé n € N, tudiz napfiklad

Uit (2) = (2,400) neobsahuje ani jeden €len této posloupnosti. Tento fakt
vylucuje hypotetickou platnost tvrzeni lim a,, = +o0c.
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Limita posloupnosti: priklady

Poznamka (Vyvraceni ¢astého omylu I):
U minulého prikladu bylo podstatné, Ze cleny posloupnosti prerostou libovolnou
mez, pouhy ,ostry rist" nestaci k tomu, aby limita posloupnosti byla 4oc.

Naptiklad posloupnost (a,)52; s &eny a, =1 — L, n € N, nem3 limitu +oo,
ackoliv je ostfe rostouci (dokazte!).

Pro¢? Ocividné plati nerovnost a,, < 1 pro kazdé n € N, tudiz napfiklad
Uit (2) = (2,400) neobsahuje ani jeden €len této posloupnosti. Tento fakt
vylucuje hypotetickou platnost tvrzeni lim a,, = +o0c.

Poznamka (Vyvraceni ¢astého omylu Il):

Podobnég, k tomu, aby a,, — a pouze nestaci, aby ,se ¢leny a,, dostaly libovolné
blizko k a."

n, mn sudé .
N 7 Jeji &leny se ,, dostanou
=, nliché.

libovolné blizko" k +o00 i 0, presto +o0o ani 0 nejsou jeji limitou.

Jako ptiklad uvazte posloupnost a,, = {

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024 /2025
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Limita posloupnosti: priklady
n sudé,
—1_1 Up = e
ap=1— L' nliché.
n
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Limita posloupnosti: priklad

Priklad.

Pomoci definice si rozmyslete tvrzeni: lim (—1)" nenfi rovna 0.
n—roo

Konvergence posloupnosti

000000000
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Limita posloupnosti: priklad

Priklad.

Pomoci definice si rozmyslete tvrzeni: lim (—1)" nenfi rovna 0.
n—roo

Konvergence posloupnosti
000000000

Je sice pravda, ze v okoli Uy(2) = (—2,2) lezi dokonce viechny &leny této
posloupnosti, takze hledané N by v tomto pfipadé mohlo byt naptiklad N = 1.
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Limita posloupnosti: priklad

Pomoci definice si rozmyslete tvrzeni: lim (—1)" nenfi rovna 0.
n—roo

Priklad. J

Je sice pravda, ze v okoli Uy(2) = (—2,2) lezi dokonce viechny &leny této
posloupnosti, takze hledané N by v tomto pfipadé mohlo byt naptiklad N = 1.

Ale naptiklad pro Up(1/2) = (—=1/2,1/2) uz takové N Zidné nenajdeme. V tomto
okoli neni ani jeden z ¢lendl této posloupnosti:

1¢( 1 1).

Sotva v ném tedy mohou lezet vsechny &leny s indexem vétsim, neZ jista mez.

Slovni spojeni ,,pro kazdé okoli*, tj. obecny kvantifikator, na zacatku podmfnky .
v definici limity posloupnosti je naprosto podstatné. (<Q
1S
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Hlavni body

Limita funkce
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Limita funkce Zakladni
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posloupnosti

Definice limity funkce
V ptipadé funkci ma smysl zkoumat jejich chovani i v jinych bodech, nez v +o0.

Definice (Limita funkce / limit of a function):

Mé&jme funkci f : A — R, hromadny bod @ € R mnoZiny A a bod b € R.

Funkce f ma v bodé a limitu rovnou b, pravé kdyz pro kazdé okoli U, bodu b
existuje okoli U, bodu a takové, ze pokud z € U, N A a x # a pak f(z) € U,.

Symbolicky tento fakt zapisujeme

lim f(z) =b nebo limf=20.

Tr—ra

Podminku v definici bychom mohli symbolicky vyjad¥it pomoci nésledujici formule:
(YO, (3U,) (Vo € (U, N A) N {a}) (f(z) € Uy).

~Hromadnost” bodu a v definici zaruéuje, ze v mnoziné U, N A je vzdy néjakyg
prvek rlizny od a.
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Definice limity funkce: poznamky

Konvergence posloupnosti
000000000

V takto zavedeném pojmu limity nerozliSujeme mezi ,vlastni* a ,nevlastni*
limitou, jak byva v nékterych zdrojich zvykem. Oba tyto pojmy jsou v nasi definici
prirozené obsazeny.

Dtive zavedena definice limity posloupnosti je v predchozi definici ptirozené
zahrnuta. Defini¢ni obor kazdé posloupnosti, tj. N, ma pouze jeden hromadny
bod, konkrétné +oo.
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Limita funkce
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posloupnosti

Definice limity funkce: poznamky

V takto zavedeném pojmu limity nerozliSujeme mezi ,vlastni* a ,nevlastni*
limitou, jak byva v nékterych zdrojich zvykem. Oba tyto pojmy jsou v nasi definici
prirozené obsazeny.

Dtive zavedena definice limity posloupnosti je v predchozi definici ptirozené
zahrnuta. Defini¢ni obor kazdé posloupnosti, tj. N, ma pouze jeden hromadny
bod, konkrétné +oo.

Poznamka (¢—¢ definice limity funkce):
V ptipadé, kdy a i b jsou prvky R je podminka lim f(x) = b ekvivalentni
r—a

pozadavku: bod @ je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f a

(Ve >0)(30 >0)(Vz € Dy)(0< |z —a| <d = |f(z)—b] <e).

Analogické formulace Ize ziskat pro rtizné kombinace pripadii a,b € R nebo R.
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Limita funkce
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pnosti

Definice limity funkce: poznamky

V takto zavedeném pojmu limity nerozliSujeme mezi ,vlastni* a ,nevlastni*
limitou, jak byva v nékterych zdrojich zvykem. Oba tyto pojmy jsou v nasi definici
prirozené obsazeny.
Dtive zavedena definice limity posloupnosti je v predchozi definici ptirozené
zahrnuta. Defini¢ni obor kazdé posloupnosti, tj. N, ma pouze jeden hromadny
bod, konkrétné +oo.
Poznamka (¢—¢ definice limity funkce):
V ptipadé, kdy a i b jsou prvky R je podminka lim f(x) = b ekvivalentni

r—a
pozadavku: bod @ je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f a

(Ve >0)(30 >0)(Vz € Dy)(0< |z —a| <d = |f(z)—b] <e).

Analogické formulace Ize ziskat pro rtizné kombinace pripadii a,b € R nebo R.

Priklad (Limita konstantni funkce).

Pro konstantni funkci f(z) = ¢, € Dy = R platfi lim, ,, f(z) = c v libovolném b
a € R.
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Konvergence posloupnosti

Limita posloupnosti Limita funkce Zékladni vlas
0000000 0000000000000 000 00000000 000000000
v/
llustrace pripadu a,b € R
y=f(x)
Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025
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llustrace pripadu a,b € R

y = f(x)
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llustrace pripadu a,b € R
y=f(x)

0]
(3
0]

Uy ~ {a} x

=)
IF §
S ¥l
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llustrace pripadu a,b € R
y=f(x)

o

o—©
a Us~{a} z

et
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Limita posloupnosti Limita funkce

Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti

0000000 0O00®000000000000 00000000 0000000 000000000

llustrace pripadu a,b € R
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O
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Limita funkce: priklad

Priklad.

. 1
Pomoci definice limity funkce ukazte, Ze lim — = +oo0.
z—0 X

f
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
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Limita funkce: priklad

Priklad.

. 1
Pomoci definice limity funkce ukazte, Ze lim — = +oo0.
z—0 T

Méjme U4 oo(c) = (¢, 4+00), libovolné okoli bodu
+o0. y=

8

Pokud je ¢ < 0, pak pro vSechna nenulova
x € Up(1) = (—1,1) jist& plati 1/2% > ¢ a tedy
i1/2? € Usoo(c).

Pokud je ¢ > 0, pak podminka 1/2% > ¢ je
ekvivalentni® podmince |z| < 1/4/c. Zvolime-li
tedy d := 1/+/c pak pro kazdé nenulové

x € Up(0) je 1/22 € Usoo(c).

?Pozor na absolutni hodnotu!
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit
0000000 0000080000000 000 00000000

Limita funkce: absolutni hodnota

Priklad.

Pro kazdé a € R plati lim |z| = |a.
Tr—a

Diisledky
0000000

Konvergence posloupnosti

000000000

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1

LS 2024/2025
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
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Limita funkce: absolutni hodnota

Priklad.

Pro kazdé a € R plati lim |z| = |al.
Tr—a

Ptipad a = fo00: je snadny, doporucujeme studentiim k vlastnimu poprani se
s nim.

Poznamka:
Pro kazdé z,y € R plati ||z| — |y|| < |o — yl.

Skutec¢né, diky trojlhelnikové nerovnosti plati

lz| =yl =z —y+y|l = |yl < |z =yl +|y| = |y| = |z — 9]

a po prohozeni = za y a jednoduché Gpravé pak i |z| — |y| > —|z — y].

g
I'YTs
e
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
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Limita funkce: absolutni hodnota

Priklad.

Pro kazdé a € R plati lim |z| = |al.
Tr—a

Ptipad a = fo00: je snadny, doporucujeme studentiim k vlastnimu poprani se
s nim.

Poznamka:

Pro kazdé z,y € R plati ||z| — |y|| < |o — yl.
Skutec¢né, diky trojlhelnikové nerovnosti plati

lz| =yl =z —y+y|l = |yl < |z =yl +|y| = |y| = |z — 9]

a po prohozeni = za y a jednoduché Gpravé pak i |z| — |y| > —|z — y].

P¥ipad a € R: M&jme libovolné U}, () okoli bodu |a|. Vezmeme-li § := ¢
ax € U,(d) pak
||| —la]| < |z —a| <d=ec.
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Limita funkce: druhd odmocnina

Priklad.
Pro druhou /z odmocninu a a € (0, +00) U {400} plati li_r>n vz =+/a.

f
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 000000@000000000 00000000 0000000 000000000

Limita funkce: druhda odmocnina

Priklad.
Pro druhou /z odmocninu a a € (0, +00) U {400} plati ligl vz =+/a.

P¥ipad a = 0: mé&jme Uy () libovolné okoli bodu 0. Je-li
x € Up(0) N D sz = (0,0) nenulové, pak podminka \/x < ¢ je ekvivalentni
podmince z < £2. Sta&i proto volit § := £2.

zmj §
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Limita funkce: druhda odmocnina

Priklad.
Pro druhou /z odmocninu a a € (0, +00) U {400} plati hgl vz =+/a. J

P¥ipad a = 0: mé&jme Uy () libovolné okoli bodu 0. Je-li
x € Up(0) N D sz = (0,0) nenulové, pak podminka \/x < ¢ je ekvivalentni
podmince z < £2. Sta&i proto volit § := £2.

Pfipad a = +00: méjme U, (c) libovolné okoli bodu +co. P¥ipad ¢ < 0 je opét
trividlni. Pokud ¢ > 0 pak pro libovolné kladné z je podminka v/ > ¢ ekvivalentni
podmince z > ¢?. Pro kazdé z € U, o (c?) tedy plati /= € Uy (c).
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Limita funkce: druhd odmocnina

Prozkoumejme nyni p¥ipad a € (0, +00).
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000 e00000000 00000000 0000000 000000000

Limita funkce: druhd odmocnina

Prozkoumejme nyni pfipad a € (0,+00).Méjme € > 0 a hledejme k nému § > 0
tak, aby platila implikace

|z —al <§ = |V —+a|<e.

[JEC
ﬂ// e f §
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000 e00000000 00000000 0000000 000000000

Limita funkce: druhda odmocnina

Prozkoumejme nyni pfipad a € (0,400).Méjme € > 0 a hledejme k nému § > 0
tak, aby platila implikace

|z —al <§ = |V —+a|<e.

BUNO predpokladejme, ze § < a/2, pak pro kazdé = € U, (d) plati > a/2 a diky
monotonii odmocniny i /x > \/a/2.

28
e
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky
0000000 000000000000 000 00000000 0000000

Limita funkce: druhda odmocnina

Konvergence posloupnosti
000000000

Prozkoumejme nyni pfipad a € (0,400).Méjme € > 0 a hledejme k nému § > 0
tak, aby platila implikace

|z —al <§ = |V —+a|<e.

BUNO predpokladejme, ze § < a/2, pak pro kazdé = € U, (d) plati > a/2 a diky
monotonii odmocniny i /x > \/a/2.

Potom pro x € U,(d) plati

= Jal— |z — al ) .
VE Vil = BT < ot meh

kde ¢ = ——2—— je kladna konstanta.
\/a/2++/a

q‘m;afmgﬂ
VTS
/¥ral
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Limita funkce: druhda odmocnina

Prozkoumejme nyni pfipad a € (0,400).Méjme € > 0 a hledejme k nému § > 0
tak, aby platila implikace

|z —al <§ = |V —+a|<e.

BUNO predpokladejme, ze § < a/2, pak pro kazdé = € U, (0) plati 2 > a/2 a diky
monotonii odmocniny i /x > \/a/2.

Potom pro x € U,(d) plati

= Jal— |z — al ) .
VE Vil = BT < ot meh

kde ¢ = ——2—— je kladna konstanta.

\/a/2++/a

Vidime, zZe zvolime-li § < a/2 a souasné ¢ < /¢, pak skutecné pro x € U, (d)
-

plati |\/z — a| < e.
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0O0000000e0000000 00000000 0000000 000000000

Limita funkce: ktd odmocnina

V ptipadé kté odmocniny miZzeme postupovat naprosto analogicky. Jen
argumentace bude algebraicky narocnéjsi, protoze budeme muset pouzit vzorec

B

-1
k

e =yt =(r—y) Y ot

y.

<.
I
=)

Doporucujeme studentlim ale zkusit se poprat alespon s pfipadem treti odmocniny.

Priklad.
Necht k£ € N. Pro kazdé a € R plati

lim *Vz = *Va, ££I:£loo 2—1/x = +o0.

r—ra
Pro kazdé a € (0, +00) U {400} plati
lim ¥z = %/a. {

Tr—a
7 \evJefj
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Limita funkce
000000000 e000000

Jednostranné limity funkce

V nékterych pripadech je nutné zkoumat chovani funkce v bodé pouze ,z jedné
strany.” Pfesné k tomuto Gcelu slouzi nasledujici pojem.

Definice (Jednostranné limity funkce / one-sided limits of a function):
Bud f: A — R funkce, a € R a ozna¢me M, := AN (a,+o0)
a M_:= AN (—o0,a). Potom limitu funkce f v bodé a zprava definujeme jako
limitu zdzeni funkce f na mnozinu My a znadime ji

Jim f(r) = lim (flar, ) (@)
Podobné limitu funkce f v bodé a zleva definujeme jako limitu zizeni funkce f
na mnozinu M_ a znacime ji

lim f(z) = lim (f]n_)(2).

T—>a—

V definici vySe je implicitné obsazen pozadavek, aby bod a byl hromadnym bodem .
mnoziny M, resp. M_. V opacném pripadé uvedené limity samozrejmé neexi
N.B.: Pro a € R plati U, N (a,+o00) = UF \ {a}.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024 /2025 21/51
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llustrace pripadu a,b € R

Y
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llustrace pripadu a,b € R

Y

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 22/51
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llustrace pripadu a,b € R

Y
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Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti

Limita posloupnosti
0000000 000000000

0000000 000000000 0e00000 00000000

llustrace pripadu a,b € R

Y
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llustrace pripadu a,b € R

Y
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Jednostranné limity funkce: priklad

Priklad.

, v v e 1
Pomoci definice limity funkce ukaZzte, Zze lim — = £oo.
z—0+

Ptiklad bude proveden na proseminati.
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
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Vztah limity funkce a jednostrannych limit funkce

Véta:

Méjme funkci f : Dy — R a necht a € R je hromadnym bodem mnoziny
Dy N (a,+00) i Dy N (=00, a).

Potom limita lim f(x) existuje a je rovna b € R, pravé kdyZ existuji obé

r—a
jednostranné limity lim f(z) a lim f(x) a obé jsou rovny b.
T—raq T—a_

Dikaz.

Snadny, pfenechavame k rozmysleni. O]

[JEC
ﬂ// e f §
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Limita funkce
00000000000 0e000

Vztah limity funkce a jednostrannych limit funkce

Véta:

Méjme funkci f: Dy — R a necht a € R je hromadnym bodem mnoziny
D¢ N (a,+00) i Dy N (—00,a).

Potom limita lim f(x) existuje a je rovna b € R, pravé kdyZ existuji obé
jednostranné Igicr:iﬁéy :Eligzl_'_ f(z) a xling_ f(x) a obé jsou rovny b.

Dukaz.

Snadny, pfenechavame k rozmysleni.

Dusledek:

Necht f je funkce a bod a € R s vlastnostmi uvedenymi v predpokladech
predchozi véty. Plati-li alespon jedna z podminek

@ obé jednostranné limity funkce f v bodé a existuji a jsou rizné,
@ alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé a neexistuje,

potom limita funkce f v bodé€ a neexistuje.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024 /2025
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Jednostranna limita funkce: priklad

Priklad.

Limita
lim sgn x
z—0

neexistuje. PresvédCte se o tomto faktu studiem vhodnych jednostrannych limit.

f
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky

0000000 0000000000000 e00 00000000

Jednostranna limita funkce: priklad

Priklad.
Limita

lim sgn x
x—0

Konvergence posloupnost:

0000000 000000000

neexistuje. PresvédCte se o tomto faktu studiem vhodnych jednostrannych limit.

Pro jednostranné limity plati

lim sgnx =1,
I*}O.;.

lim sgnz = —1.
z—0_

Podle ptedchoziho diisledku oboustranna
limita nemiZze existovat (1 # —1).

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1
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Limita posloupnosti

Limita funkce
0000000

0000000000000 0e0

Limita funkce: priklad

Zakladni vlastnosti limit Diisledky

Konvergence posloupnosti
00000000

0000000 000000000

Priklad.
Pro libovolné a € R plati

limzx = lim = lim z = a.
T—a T—aq T—a_

Dale

lim =400 a lim = —oc0c.
T——+00 T—>—00
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnost
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Limita funkce: priklad

Priklad.
Pro libovolné a € R plati

limzx = lim = lim z = a.

T—a T—aq T—a_
Dale
lim =400 a lim = —oc0c.
T——+00 T—>—00

Vezmu-li libovolné okoli U, bodu a pak pro x € U, \ {a} zcela jisté plati, ze
xz e U,.
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Limita funkce: priklad

Pfiklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu
a mimo bod a.

f
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
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Limita funkce: priklad

Pfiklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu
a mimo bod a.

e Bud f(z) := sgna?. Atkoliv f(0) =0 je lirr%) f(z)=1.
T—r
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Disledky
0000000 0000000000000 00e 00000000 0000000

Limita funkce: priklad

Priklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu

a mimo bod a.
e Bud f(z) := sgna?. Atkoliv f(0) =0 je lirr%) f(z)=1.
z—

e Bud f(z) :=sgn 25, Dy = R\ {0}. Atkoliv 0 nepat¥i do Dy plati

glglg})f(m) =1L

Konvergence posloupnosti
000000000
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
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Limita funkce: priklad

Priklad (Ke vztahu limity a funkéni hodnoty).

Hodnota limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu
a mimo bod a.

e Bud f(z) := sgna?. Atkoliv f(0) =0 je lirr%) f(z)=1.
T—r

e Bud f(z) :=sgn 25, Dy = R\ {0}. Atkoliv 0 nepat¥i do Dy plati
lin}) flz)=1.
T—

Podrobnéji feceno: limita funkce v bodé a vibec nesouvisi s funkéni hodnotou
funkce f v bodé a. Bod a nemusi ani byt v defini¢nim oboru, a i kdyz je, tak
funkéni hodnota funkce f v bodé a mize byt riiznd od limity funkce f v bodé a,
existuje-li viibec.
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Hlavni body

Zakladni vlastnosti limit
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Jednoznacnost limity
Aneb kolik limit dana funkce v daném bodé miize mit?
Véta (O jednoznacnosti limity):

Funkce f ma v bodé a nejvyse jednu limitu.

»Nejvyse jednu* znamena bud zadnou, nebo pravé jednu. Tato véta zahrnuje
i limity posloupnosti.

[JEC
ﬂ// e f §
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Zakladn( vlastnosti limit
0O®@000000

Jednoznacnost limity

Aneb kolik limit dana funkce v daném bodé muizZe mit?

Véta (O jednoznacnosti limity):
Funkce f ma v bodé a nejvyse jednu limitu. J

+Nejvyse jednu” znamena bud Zadnou, nebo pravé jednu. Tato véta zahrnuje
i limity posloupnosti.
Dikaz sporem.
e Predpokladejme, ze mame funkci f, hromadny bod a jejiho defini¢niho oboru
a tato funkce ma v tomto bodé dvé rizné limity b € R a c € R.
@ Protoze body b a ¢ jsou rlizné, nutné existuji dvé jejich okoli, oznaCme si je
Uy a U,, ktera jsou disjunktni, tj. U, N U, = 0.
@ Podle definice limity funkce existuji ke kazdému z téchto okoli jista okoli bodu
a, ozna¢me si jejich prinik jako V,, tato mnozina je stale okolim bodu a.

o Potom stale dle definice pro kazdé z € (V, N Dy) \ {a} je f(z) € Uy
a soucasné f(z) € U,. To ale neni mozné, protoze tyto mnoziny jsou 1
disjunktni! O
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Ekvivalentni formulace

Pozorovani:

Budte f : A — R funkce, a € R hromadny bod jejiho defini¢niho oboru a b € R.
Potom plati nasledujici dvé ekvivalence.

o liin f(z) =0b, pravé kdyz 1i_r>n |f(z) =0 =0.
Q lim f(z) =0, pravé kdyz lim |f(z)| = 0.
r—a Tr—ra

Dukaz.

Druhy bod plyne okamZité z prvniho (b = 0).
Pro diikaz druhého si staci vzpomenout na definici limity funkce a uvédomit si, ze
za uvedenych predpokladil je pozadavek f(z) € Uy(e) ekvivalentni pozadavku
|f(z) —b] € Uy(g) pro libovolné € > 0.

25
m77 /\SQ)?
IS

/el
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Chovani limity vici zazeni

Véta (O limité zazeni):
Mg&jme funkci f a bod a € R, ktery je hromadnym bodem defini¢niho oboru Dy

funkce f. Déle uvazme mnozinu M C Dy takovou, ze bod a je stdle jejim
hromadnym bodem.

Potom pokud lim f(x) = b € R, pak i pro g := f|ar, zGZeni funkce f na mnozinu
r—ra

M, plati lim g(z) = 0.
r—a

Tato véta neni pfimo pouZitelna pro posloupnosti (jedna z nich by neméla
definiéni obor celé N, coz nepfipoustime). Analogem pro posloupnosti je véta
o limité vybrané posloupnosti, ke které se dostaneme zanedlouho.

Diikaz.
Pouhé prepsani definice a vyuZiti pozorovani: pokud néjaka vlastnost V' (z) plati
pro vsechna x € A, pak plati i pro vSechna x € B C A. ]

oS
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Heineho véta

Hlubsi souvislost mezi limitami funkci a limitami posloupnosti ale skute¢né
existuje. Pfesné ho odhaluje nasledujici véta:

Véta (Heine):
lim f(x) = b, pravé kdyz a je hromadnym bodem Dy a pro kazdou posloupnost
Tr—a

(zn)22, s limitou a a spliujici {z,|n € N} C Dy ~\ {a} plati li_)m f(zn) =0.
n—0o0

J w\hj 2
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Heineho véta

Hlubsi souvislost mezi limitami funkci a limitami posloupnosti ale skute¢né
existuje. Pfesné ho odhaluje nasledujici véta:

Véta (Heine):

lim f(x) = b, pravé kdyz a je hromadnym bodem Dy a pro kazdou posloupnost
Tr—ra

Tn)n—1 S Imitou a a spinujici {x,|n € - N qag plati lim f(z,) = 0.
% s limi Ruiici N Dy lati 1i b
n—0o0

Dikaz vynechdvame. Jeden smér jsme ale jiz dokazali ve vété o limité zlzeni
funkce (vidite ktery?). Tato implikace méa i nasledujici daleZity disledek:
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Heineho véta

Hlubsi souvislost mezi limitami funkci a limitami posloupnosti ale skute¢né
existuje. Pfesné ho odhaluje nasledujici véta:

Véta (Heine):
lim f(x) = b, pravé kdyz a je hromadnym bodem Dy a pro kazdou posloupnost
Tr—ra

Tn)n—1 S Imitou a a spinujici {x,|n € - N 1as plati lim Tp) = 0.
s limi Ruiici N Dy lati 1i b
n— oo

Dikaz vynechdvame. Jeden smér jsme ale jiz dokazali ve vété o limité zlzeni
funkce (vidite ktery?). Tato implikace méa i nasledujici daleZity disledek:

Dasledek (Vyvraceni existence limity funkce):

Necht a € R je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f. Dale necht
(2n)s21, (2n)22, jsou dvé posloupnosti s Cleny z Dy, majici limitu a a spliujici

podminky z,, # a a z, # a pro vsechna n € N.
Pokud limity lim f(z,) a lim f(z,) existuji a jsou rizné, nebo alespon jedna
n—r oo n—roo

z nich neexistuje, potom limita lim f(x) neexistuje.
r—a
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Heineho véta: pouziti

Pomoci Heineho véty, resp. véty o limité ziZzeni, mizeme snadno poditat limity
posloupnosti pomoci znalosti limity funkce v +oc.

B
IAEAO
A
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Heineho véta: pouziti

Pomoci Heineho véty, resp. véty o limité ziZzeni, mizeme snadno poditat limity
posloupnosti pomoci znalosti limity funkce v +oc.

V predchozi ¢asti prednasky jsme napfiklad odvodili, ze

lim vz = 4o0.

r—+o0

o0
Odtud ihned plyne, ze i pro limitu posloupnosti (\/ﬁ) plati
n=1
lim v/n = +o0.
n—oo

Wrsl
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Heineho véta: pouziti

Pomoci Heineho véty, resp. véty o limité ziZzeni, mizeme snadno poditat limity
posloupnosti pomoci znalosti limity funkce v +oc.

V predchozi ¢asti prednasky jsme napfiklad odvodili, ze

lim vz = 4o0.

r—+o0

o0
Odtud ihned plyne, ze i pro limitu posloupnosti (\/ﬁ) plati
n=1
lim v/n = +o0.
n—oo

Pro¢? Mame k dispozici dokonce dva zplisoby argumentace:

@ Funkci /7 jsme z0Zili na N (a ziskali tak onu posloupnost) a pouZili vétu
o limité zdzenf.

@ V Heineho vété jsme pouzili posloupnost s ¢leny z,, =n, n € N.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 33/51



Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0000000 000000000

Heineho véta: priklad

Priklad.
Limita
o1
lim sin —
x—0 ap

neexistuje. Zamyslete se nad chovanim této funkce okolo bodu 0 a své pozorovani
vyuzijte!
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Heineho véta: priklad

Priklad.
Limita
.1
lim sin —
x—0 ap

neexistuje. Zamyslete se nad chovanim této funkce okolo bodu 0 a své pozorovani
vyuZijte!

Oznalme f(z):=sin1i, tj. Dy = R\ {0} a polozme
1 1

Ty = ——, Zp = ————— ron € N.
"9 T 2mn+ % P

Tyto posloupnosti splriuji
lim z, = hm zn =0 a {x,|neN}U{z,|ne N} C Dy =R~ {0}

n— oo

Konecéné

n—o0 n—oo

lim f(x,)= lim sin(27n) =0, elbf%
Wrsl

lim f(z,) = lim sin g27m + 5) = sin~ = 1.
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1

xT

Graf funkce sin

Tato funkce se blizko u nuly chova skute¢né velmi divoce, jak je patrné
z nasledujici vizualizace:
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Hlavni body

Disledky
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@ Pojem ,limita funkce,” ktery jsme zavedli v pfedchozi sekci pFirozené
obsahuje i pojem ,limita posloupnosti“ zavedeny na zacatku této kapitoly.

@ Pfipomenme, ze posloupnost je definovana jako zobrazeni mnoziny N do
mnoziny R. Je tedy soucasné i funkci a jeji defini¢ni obor ma jediny
hromadny bod +o0.

@ Takrka vse, co doposud bylo feceno o limitach funkci je aplikovatelné i na
limity posloupnosti.

@ Posloupnost je ale samozirejmé velmi specialni pfipad funkce. A proto lze
o jejich limitach ¥ici i o néco vice, jak si ukazeme v této sekci.
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Hromadny bod mnoziny

,Hromadné” body mnoziny mizeme elegantné popsat také pomoci posloupnosti
a jejich limit.

Véta (O vztahu hromadnych bodi mnozin a posloupnosti):

Méjme mnoZinu M C R.
Bod b € R je hromadnym bodem mnoziny M, pravé kdyZ existuje posloupnost
(an)22; jejiz &leny vsechny lezi v M a jsou rizné od b a lima,, = b.

g
I'YTs
e
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Hromadny bod mnoziny

~Hromadné" body mnoziny miZeme elegantné popsat také pomoci posloupnosti
a jejich limit.

Véta (O vztahu hromadnych bodi mnozin a posloupnosti):

Mé&jme mnozinu M C R.
Bod b € R je hromadnym bodem mnoziny M, pravé kdyZ existuje posloupnost
(an)$2; jejiz Eleny vSechny lezi v M a jsou rizné od b a lima,, = b.

Dikaz pro pripad a € R.

= Pro kazdé n € N zvolme néjaké a,, € M pattici do Uy(1/n) a rtizné od b — to
Ize, b je hromadnym bodem mnoziny M. Je-li Uy(e) néjaké okoli bodu b, tak
pron > N = [1/¢] plati a,, € Up(1/n) C Uy(e). Tudiz a,, — b.

< Méjme posloupnost (a,,)22; uvedenych vlastnosti. Uvazime-li libovolné Uy,
pak jisté existuje (dokonce je jich nekone¢né mnoho) néjaké a,, € M patfici
do tohoto okoli riizné od b. Bod b je tedy hromadnym bodem mnozZiny

M. b

2

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 38/51




Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0008000 000000000

Hromadny bod posloupnosti

Vztah mezi hromadnymi body posloupnosti a vybranymi posloupnostmi popisuje
nasledujici véta.

[JEC
ﬂ// e f §
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Hromadny bod posloupnosti

Vztah mezi hromadnymi body posloupnosti a vybranymi posloupnostmi popisuje
nasledujici véta.

Véta:

Bod a € R je hromadnym bodem posloupnosti (a,, )3, pravé kdyZ existuje

vybrana posloupnost (ay, )22 ; majici limitu a € R.

zmj §
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Hromadny bod posloupnosti

Vztah mezi hromadnymi body posloupnosti a vybranymi posloupnostmi popisuje
nasledujici véta.

Véta:

Bod a € R je hromadnym bodem posloupnosti (a,, )3, pravé kdyZ existuje

vybrana posloupnost (ay, )22 ; majici limitu a € R.

Diikaz.

o «<:V kazdém okoli U, lezi nekone¢né mnoho ¢élend posloupnosti (ag, )22,
a tim padem i posloupnosti (a,)5 ;.

™=
)l
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H romad ny bod posloupnosti

Vztah mezi hromadnymi body posloupnosti a vybranymi posloupnostmi popisuje
nasledujici véta.

Véta:

Bod o € R je hromadnym bodem posloupnosti (an )32, pravé kdyZ existuje
vybrana posloupnost (ay, )22 ; majici limitu a € R.

pnosti

Diikaz.

o «<:V kazdém okoli U, lezi nekone¢né mnoho ¢élend posloupnosti (ag, )22,
a tim padem i posloupnosti (a,)5 ;.

@ Provedeme diikaz = pouze pro a € R: Uvazme okoli U, (1), existuje k;
takové, ze ay, € Uy(1). Je-lin € N, n > 1, pak pro okoli U, (1/n) existuje
kpn > kp—1 spliujici ag, € U,(1/n). Takto zkonstruovana posloupnost
(ak, )22, je vybrand z (a,)$2; a konverguje k a.
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Co lze rici o limité vybrané posloupnosti?

P¥imo z definice ihned nahlédneme (alternativné se staéf na limity divat jako na
limity funkci a vzpomenout si na vétu o limité ziZeni funkce).

Véta (O limité vybrané posloupnosti):

Necht posloupnost (a, )22, ma limitu a € R. Pak kazd4 podposloupnost vybrana
z (an,)22; mé také limitu a.

zmj §
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Limita posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000

Co lze rici o limité vybrané posloupnosti?

P¥imo z definice ihned nahlédneme (alternativné se stac¢i na limity divat jako na
limity funkci a vzpomenout si na vétu o limité ziZeni funkce).

Véta (O limité vybrané posloupnosti):
Necht posloupnost (a, )22, ma limitu a € R. Pak kazd4 podposloupnost vybrana

z (a,)2, ma také limitu a.
v

Priklad.

T 1 RO v ,
Plati n11_>ngo i 0. Posloupnost <m>n:1 je totiz vybrana posloupnost

oo 1

z (l> a jiz vime, ze lim — = 0.

") n=1 n—oo N y
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Co lze rici o limité vybrané posloupnosti?

P¥imo z definice ihned nahlédneme (alternativné se stac¢i na limity divat jako na
limity funkci a vzpomenout si na vétu o limité ziZeni funkce).

Véta (O limité vybrané posloupnosti):

Necht posloupnost (a, )22, ma limitu a € R. Pak kazd4 podposloupnost vybrana
z (a,)2, ma také limitu a.
v
Priklad.
- 1 1 Rl oy .
Plati nh_{rolo i 0. Posloupnost (m)n:1 je totiz vybrana posloupnost
oo 1
z (l) a jiz vime, ze lim — = 0.
") n=1 n—oo N )
Dasledek:
Lze-li z posloupnosti (a,)5% ; vybrat dvé podposloupnosti s ridznymi limitami, pak
limita pdvodni posloupnosti (a,)%2 ; neexistuje. ]
v
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Priklad
>
Ptiklad.
Limita posloupnosti ((—1)") " neexistuje.
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0000000 0000000000000 000 00000000
Priklad

Priklad.

Limita posloupnosti ((—1)”)20:1 neexistuje.

Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 000000000

Vybereme podposloupnosti se sudymi a lichymi indexy. Tj. polozime k,, := 2n
aly,:=2n—1pron=1,2,.... Potom obé vybrané podposloupnosti jsou

konstantni s rliznymi limitami:

akn:1—>1, agn=—1—>—1.
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Vztah limity a asymptotickych odhadl o a O

Véta:

Mé&jme dvé funkce f: A = R, g: B — R a bod a € R. Déle predpokladejme, Ze
@ Bod a je hromadnym bodem mnoziny A i B.
o Existuje okoli U, bodu a takové, ze U, N A =U, N B.

@ Pro viechna = z mnoziny U, N B riizné od a plati nerovnost g(z) # 0.

B
IAEAO
A
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Vztah limity a asymptotickych odhadl o a O

Véta:

Mé&jme dvé funkce f: A =+ R, g: B — R a bod a € R. Dale predpoklddejme, Ze
@ Bod a je hromadnym bodem mnoziny A i B.
o Existuje okoli U, bodu a takové, ze U, N A =U, N B.
@ Pro viechna = z mnoziny U, N B riizné od a plati nerovnost g(z) # 0.

Potom plati nasledujici dvé implikace:

o Pokud lim f@) € R, pak f(z) = O(g(x)) pro x — a.
z—a | g(x)
o lim fz) =0, pravé kdyz f(z) = o(g(x)) pro = — a.
z—a | g(x)

Diikaz.
V prvnim pripadé si staci uvédomit, ze existence konecné limity implikuje
omezenost funkce na okoli (argumentace na tabuli). :
V druhém pripadé pak roli ¢ v definici o hraje € v definici limity. O
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Hlavni body

Konvergence posloupnosti
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Konvergence a divergence posloupnosti

Podle ne/existence limity posloupnosti a jeji hodnoty rozliSujeme nésledujici typy
posloupnosti.

Definice (Konvergence a divergence / convergence and divergence):

Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je
prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.

Pokud limita posloupnosti existuje, pak také fikdme, Zze ,,posloupnost ma limitu®.
V tom pfipadé jeji hodnota patii do R. Konvergence vyzaduje vice, posloupnost
v tom pripadé musi mit konecnou limitu.
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Konvergence posloupnosti
0@0000000

Konvergence a divergence posloupnosti

Podle ne/existence limity posloupnosti a jeji hodnoty rozliSujeme nésledujici typy
posloupnosti.

Definice (Konvergence a divergence / convergence and divergence):

Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je
prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.

Pokud limita posloupnosti existuje, pak také fikdme, Zze ,,posloupnost ma limitu®.
V tom pfipadé jeji hodnota patii do R. Konvergence vyzaduje vice, posloupnost
v tom pripadé musi mit konecnou limitu.
Priklad.
Z predchoziho vykladu jiz vime, ze
1\ . s
@ posloupnost (ﬁ)nzl je konvergentni,
@ libovolna konstantni posloupnost je konvergentni,

@ posloupnost (n?)%2; je divergentni.

Vsechny tfi uvedené posloupnosti maji limitu.
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Pripomenuti
V Uvodni prednasce jsme konstatovali, Ze mnozina realnych cisel spliuje ...

Poznamka (Axiom dplnosti):
Kazdy smrstujici se systém vnorenych uzavrenych intervali ma neprazdny prinik.
Presnéji, pokud

(@, bp) D {ant1,bny1) pro kazdé n € N,
lim (b, — an) =0,

n—oo

pak existuje realné x lezici v kazdém z intervald (a,,b,), n € N.

Nyni tuto dilezitou vlastnost mnoziny redlnych Cisel vyuzijeme. B
/('S \77
Wi sl
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Bolzanova—Weierstrassova véta

o Kazda konvergentni posloupnost je omezend (rozmyslete!).

=)
G
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Bolzanova—Weierstrassova véta
o Kazda konvergentni posloupnost je omezena (rozmyslete!).

@ Opak neplati (viz ((—1)")22 ;). Ma kazdd omezena posloupnost alesponi
hromadny bod?
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Bolzanova—Weierstrassova véta

o Kazda konvergentni posloupnost je omezena (rozmyslete!).

@ Opak neplati (viz ((—1)")22 ;). Ma kazdd omezena posloupnost alesponi
hromadny bod?

oo

o Predstavime-li si omezenou a chaoticky se chovajici posloupnost (a,)5 4,

mize byt pfekvapivé, ze odpovéd na otazku vyse je kladna.

an =4an—1(1 —ap—1), a1 =1/3

B e T T T S e e e Y e e O 9O~ Ge e
1 e T e L e T L e, L e Y ey,
. . “ . - .
e oo e e . .
. . et e%e 6% . e es . es . e
: : b N
.o e o o o % cce LT LIS Lo ..
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0000000 0000e0000

Véta (Bolzano—\Weierstrass):

Kazda omezena &iselnad posloupnost ma hromadny bod lezici v R.

f

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 47/51



Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky
0000000 0000000000000 000 00000000

0000000

Véta (Bolzano—\Weierstrass):

Kazda omezena &iselnad posloupnost ma hromadny bod lezici v R.

Konvergence posloupnosti
0000e0000

Dukaz.

Bud (a,,)22; omezen3 posloupnost.
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Limita Limita fu Dis! Konvergence posloupnosti

0000@0000

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena &iselnad posloupnost ma hromadny bod lezici v R.

Dukaz.

Bud (a,,)22; omezend posloupnost. Jisté existuje interval (b, c1) takovy, Ze
obsahuje vSechny ¢&leny posloupnosti (a,,)5° ;. Rozdélime-li interval (b1,c;1) na
polovienf intervaly (b1, 251) a (BE€1 ¢1), pak aspofi jeden z téchto intervalii

obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenii posloupnosti (a,)22 ;, oznaéme ho (ba, c2).
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Konvergence posloupnosti
0000e0000

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena &iselnad posloupnost ma hromadny bod lezici v R.

Dukaz.

Bud (a,)22, omezena posloupnost. Jisté existuje interval (b1, c1) takovy, ze
obsahuje vSechny ¢&leny posloupnosti (a,,)5° ;. Rozdélime-li interval (b1,c;1) na
polovienf intervaly (b1, 251) a (BE€1 ¢1), pak aspofi jeden z téchto intervalii
obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenii posloupnosti (a,)22 ;, oznaéme ho (ba, c2).
Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervald (b, c,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho élend (a,,)5 ; a pro jejichz délky plati

. Lo ca—b
33 (e = Bn) = I Sy =0
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Konvergence posloupnosti
0000e0000

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena &iselnad posloupnost ma hromadny bod lezici v R.

Dukaz.

Bud (a,)22, omezena posloupnost. Jisté existuje interval (b1, c1) takovy, ze
obsahuje vSechny ¢&leny posloupnosti (a,,)5° ;. Rozdélime-li interval (b1,c;1) na
polovienf intervaly (b1, 251) a (BE€1 ¢1), pak aspofi jeden z téchto intervalii
obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenii posloupnosti (a,)22 ;, oznaéme ho (ba, c2).
Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervald (b, c,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho élend (a,,)5 ; a pro jejichz délky plati

. Lo ca—b
33 (e = Bn) = I Sy =0

Podle axiomu Gplnosti existuje redlné x patfici do kazdého z intervali (b, c,).
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Konvergence posloupnosti
0000e0000

Véta (Bolzano—Weierstrass):

Kazda omezena &iselnad posloupnost ma hromadny bod lezici v R.

Dukaz.

Bud (a,)22, omezena posloupnost. Jisté existuje interval (b1, c1) takovy, ze
obsahuje vSechny ¢&leny posloupnosti (a,,)5° ;. Rozdélime-li interval (b1,c;1) na
polovienf intervaly (b1, 251) a (BE€1 ¢1), pak aspofi jeden z téchto intervalii
obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenii posloupnosti (a,)22 ;, oznaéme ho (ba, c2).
Timto zplisobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervald (b, c,) z nichz
kazdy obsahuje nekoneéné mnoho élend (a,,)5 ; a pro jejichz délky plati

. c1— by
A (en = ba) = lim o= =0.
Podle axiomu Gplnosti existuje redlné x patfici do kazdého z intervali (b, c,).
Protoze délky intervall (b, c,) konverguji k nule, Ize pro libovolné okoli U, nalézt
n dostateéné velké na to, aby cely interval (b,,c,) patfil do U,. Proto lze v U,
nalézt nekone¢né mnoho &lenil posloupnosti (a,,)52; a z je tedy hromadnym
bodem (a,,)S°

A=)

O

n=1-
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0000000 00000e000

Limita monotonni posloupnosti
Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyz je dana posloupnost omezena.

zmj §
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0000000 00000e000

Limita monotonni posloupnosti
Disledkem Bolzanovy—\Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyz je dana posloupnost omezena.

Dukaz.

o V pfipadé, ze je zkoumana posloupnost (a,,)S2 ; neomezend, je z definice
limity zfejmé, Ze lim a,, = +00. (znaménko + pro neomezenost shora, —
n—oo

pro zdola).

ﬂ\h‘i)é‘ﬂ
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Limita

Konvergence posloupnosti
00000e000

Limita funkce Zakladni

Limita monotonni posloupnosti
Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.

Diikaz.

o V pfipadé, ze je zkoumana posloupnost (a,,)S2 ; neomezend, je z definice
limity zfejmé, ze nl;rr;o a, = £00. (znaménko + pro neomezenost shora, —
pro zdola).

o Predpokladejme, ze (a,)S2 ; je rostouci a (shora) omezend. Potom podle

Bolzanovy—Weierstrassovy véty ma posloupnost (@) ; hromadny bod,
oznacme ho z.

y
LA =
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Limita

Konvergence posloupnosti
00000e000

Limita funkce Zakladni

Limita monotonni posloupnosti
Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.

Diikaz.

o V pfipadé, ze je zkoumana posloupnost (a,,)S2 ; neomezend, je z definice
limity zfejmé, ze nl;rr;o a, = £00. (znaménko + pro neomezenost shora, —
pro zdola).

o Predpokladejme, ze (a,)S2 ; je rostouci a (shora) omezend. Potom podle

Bolzanovy—Weierstrassovy véty ma posloupnost (@) ; hromadny bod,
oznac¢me ho z. Bud U, libovolné okoli bodu .

y
LA =
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Limita

Limita fu Dis! Konvergence posloupnosti

00000000

Limita monotonni posloupnosti
Disledkem Bolzanovy—Weierstrassovy véty je nasledujici, ¢asto pouzivané, tvrzeni.

Véta (O limité monotonni posloupnosti):

Kazda redlna monotonni posloupnost ma limitu. Tato limita je konecna, pravé
kdyZ je dana posloupnost omezena.

Dukaz.

o V pfipadé, ze je zkoumana posloupnost (a,,)S2 ; neomezend, je z definice
limity zfejmé, Ze lim a,, = +00. (znaménko + pro neomezenost shora, —
n—oo

pro zdola).

e Predpokladejme, Ze (ay,)52; je rostouci a (shora) omezena. Potom podle
Bolzanovy—Weierstrassovy véty ma posloupnost (@) ; hromadny bod,
oznac¢me ho z. Bud U, libovolné okoli bodu z. Potom existuje jisté apy
patrici do U,. Do tohoto okoli ale musi patfit vSechna a,, s n > N, protoze
pro né nutné plati ay < a, < z. ng

T
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Limita posloupnosti

Limita funkce
0000000

Zakladni vlastnosti limit Dusledky
0000000000000 000

Konvergence posloupnosti
00000000

0000000 000000e00

Pfiklad (Limita posloupnosti ,,harmonickych ¢&isel*).

oo
Zkoumejme limitu posloupnosti (ZZ=1 %) .
n=1

f
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky

Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000

0000000 000000e00

Pfiklad (Limita posloupnosti ,,harmonickych ¢&isel*).

Zkoumejme limitu posloupnosti (ZZ:l %)

oo
n

=i

Tato posloupnost je ocividné rostouci. Podle véty o limité monoténni posloupnosti
tudiz existuje jeji limita. Vyberme z ni posloupnost (b,)% 4,

1
=Y 1.
k
k=1
Plati 1 1 1 1 1
N e R T J ==
b b=ty T gy 2 g Ty
Odtud .
— n—1 n
bn:b1+2(bj+1*bj)2b1+ ) :1+§.
j=1

Posloupnost (b,,)22 ;, a tedy i (a,,)22;, neni omezen4 shora. Proto

n
. 1 .
lim E 7= +00. PG&J%@”
IV T
[t )W)
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0000000 000000080

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity posloupnosti se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento
nedostatek odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka. Opét jde o disledek
Bolzanovy—-Weierstrassovy véty.

Véta (Bolzano—Cauchy):

Posloupnost (a,,)22; je konvergentnfi, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje N € N
takové, ze pro kazdé n,m > N je |a, — an| < €.
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0000000 000000080

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity posloupnosti se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento
nedostatek odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka. Opét jde o disledek
Bolzanovy—Weierstrassovy véty.

Véta (Bolzano—Cauchy):

Posloupnost (a,,)22; je konvergentnfi, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje N € N
takové, ze pro kazdé n,m > N je |a, — an| < €.

Diikaz =.

Necht ma (a,)52, limitu o € R.

TwrE]
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladnf vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0000000 000000080

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity posloupnosti se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento
nedostatek odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka. Opét jde o disledek
Bolzanovy—Weierstrassovy véty.

Véta (Bolzano—Cauchy):

Posloupnost (a,,)22; je konvergentnfi, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje N € N
takové, ze pro kazdé n,m > N je |a, — an| < €.

Diikaz =.

Necht ma (a,)52; limitu o € R. Bud e > 0 libovolné. Potom Ize nalézt N € N
takové, Ze pro kazdé n > N je |a, — af < 5.

v
T
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Konvergence posloupnosti
000000080

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci

V definici limity posloupnosti se neobejdeme bez jeji explicitni hodnoty. Tento
nedostatek odstranuje nasledujici ekvivalentni podminka. Opét jde o disledek
Bolzanovy—Weierstrassovy véty.

Véta (Bolzano—Cauchy):

Posloupnost (a,,)22; je konvergentnfi, pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje N € N
takové, ze pro kazdé n,m > N je |a, — an| < €.

Diikaz =.

Necht ma (a,)52; limitu o € R. Bud e > 0 libovolné. Potom Ize nalézt N € N
takové, ze pro kazdé n > N je |a, — af < 5. Takze pro libovolné n,m > N plati

S
|an—am|:\an—a+a—am|§\an—a|+|a—am|<§+§:5.

P¥i odhadu jsme vyuzili znalosti trojihelnikové nerovnosti. Og
v
TR =
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Limita posloupnosti Limita funkce Zakladni vlastnosti limit Diisledky Konvergence posloupnosti
0000000 0000000000000 000 00000000 0000000 00000000e

Dikaz <.

Necht (a,)$2 ; spliiuje podminku

(Ve > 0)(AN € R)(Vn,m € N)(n,m > N = |a, —am| < ¢).

el
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Limita posloupnosti

Limita funkce
0000000

Zakladni vlastnosti limit
0000000000000 000

Diisledky
00000000

Konvergence posloupnosti
0000000

00000000 e

Dukaz <.

Necht (a,)$2 ; spliiuje podminku

(Ve > 0)(AN € R)(Vn,m € N)(n,m > N = |a, —am| < ¢).

Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index N € N tak, ze

|am —an| <1 pro kazdé m > N.

gy
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Konvergence posloupnosti
00000000e

Dukaz <.

Necht (a,)$2 ; spliiuje podminku
(Ve > 0)(3N € R)(Yn,m € N)(n,m > N = |a, — am| <é).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index N € N tak, ze
|am —an| <1 pro kazdé m > N.
Jinak Yeceno, pro m > N patfi a,, do intervalu (ay — 1,any + 1) = Uy, (1).

Mimo tento interval mize lezet pouze kone¢ny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (a,,)22; je proto omezena.

T T‘d
i
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Konvergence posloupnosti
00000000e

Dukaz <.

Necht (a,)$2 ; spliiuje podminku
(Ve > 0)(AN € R)(Vn,m € N)(n,m > N = |a, — am| < €).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index N € N tak, ze
|am —an| <1 pro kazdé m > N.

Jinak feceno, pro m > N patii a,, do intervalu (ay — 1,an + 1) = Uy, (1).
Mimo tento interval mize lezet pouze kone¢ny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (a,,)22; je proto omezena. Podle Bolzanovy—\Weierstrassovy véty

existuje © € R, hromadny bod posloupnosti (a,)52 .

™ T‘d
T =)
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Konvergence posloupnosti
00000000e

Dukaz <.

Necht (a,)$2 ; spliiuje podminku
(Ve > 0)(3N € R)(Yn,m € N)(n,m > N = |a, — am| <é).
Zvolme za ¢ = 1, pak existuje index N € N tak, ze
|am —an| <1 pro kazdé m > N.

Jinak feceno, pro m > N patfi a,, do intervalu (ay — 1,an + 1) = U,y (1).
Mimo tento interval mize lezet pouze kone¢ny pocet prvki posloupnosti.
Posloupnost (a,,)22; je proto omezena. Podle Bolzanovy—\Weierstrassovy véty
existuje © € R, hromadny bod posloupnosti (a,)52 .

Bud U, (¢/2) okoli bodu z. Pro £/2 existuje N tak, ze pokud m,n > N pak plati
|an, — am| < /2. Urdité ale existuje m > N tak, ze a,, € U,(¢/2). Tudiz pro

n > N je

E €
|an—x|:|an—am+am—x\§|an—am|+|am—x\<§+§=€ ]

™ ‘T‘d
TE &)
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

@ Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o Latka obsazena v této prezentaci je dale podrobné vysvétlena ve studijnim
textu v £ Kapitole 5.

@ Limity hraji Ustredni roli v dalsim vykladu.

o Priklady k procvi¢ovani latky bude mozné nalézt v cvicebnici v MARASTu.
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