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Hlavni vysledky této prednasky

V této kapitole probereme nékolik velmi uziteCnych néstroji pro vypocet limit.
Zformulujeme je jako véty a ukdzeme si jejich pouziti. Zejména jde o nasledujici
Ctyri body:

o Véta o limité souctu, soucinu a podilu funkci/posloupnosti.
e Véta o limité seviené funkce/posloupnosti.
@ Véta o limité slozené funkce.

@ Podilové kritérium pro posloupnosti.
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Véta o I|m|te souctu, soucinu a podilu

Véta o limité slozené funkc

Pol

Nésledujl'cf véta ném umoiﬁuje na zékladé znalosti limit jednoduch}'/ch

vvvvvv

Véta (O limité souctu, soucinu a podilu):

Necht f: A— R a g: B — R jsou dvé funkce, bod a je hromadnym bodem
priniku AN B a existuji li_r>n f(z) a li_r>n g(x). Potom
x a x a

lim (f(z) + g(2)) = lim f(z +£§1}19(w),
lim (f(z) - g(2)) = lim f(=) - lim g(=),
)l f(0)

T=@ g(x) limg 4 g(z ),

pokud jsou algebraické operace na pravych stranach definovany v R.

v

V ptipadé posloupnosti a jejich limit v nekoneCnu tato véta samoziejmé plati t k&w
predpoklady o hromadnych bodech budou automaticky splnény.
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Dukaz této véty neni komplikovany, je spiSe pracny. Zejména vzhledem k nutnosti
rozebrat vSechny mozné situace. Zde v prezentaci si ukazeme alespon dva pripady.

=
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Dukaz této véty neni komplikovany, je spiSe pracny. Zejména vzhledem k nutnosti
rozebrat vSechny mozné situace. Zde v prezentaci si ukazeme alespon dva pripady.

Soucet a pripad konecnych limit.
Predpokladejme, ze lim, f =b e R alim,g =c € R. Ozn. C := Dy N D,,.

LA =)
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Véta o limité slozené funkce
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Podi

Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz
Dukaz této véty neni komplikovany, je spiSe pracny. Zejména vzhledem k nutnosti

rozebrat vSechny mozné situace. Zde v prezentaci si ukazeme alespon dva pripady.

Soucet a pripad konecnych limit.

Predpokladejme, ze lim, f =b e R alim,g =c € R. Ozn. C := Dy N D,,.
Chceme dokazat rovnost lim,(f + g) = b+ ¢ a proto provedeme néasledujici odhad
pro z € C (trojuhelnikova nerovnost)

|(f(@) + 9(x)) = (0 + )| = |[(f(2) = b) + (9(z) — )| < |f(2) = b] + [g(2) — <]

LA =)
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Dukaz této véty neni komplikovany, je spiSe pracny. Zejména vzhledem k nutnosti
rozebrat vSechny mozné situace. Zde v prezentaci si ukazeme alespon dva pripady.

Soucet a pripad konecnych limit.

Predpokladejme, ze lim, f =b e R alim,g =c € R. Ozn. C := Dy N D,,.
Chceme dokazat rovnost lim,(f + g) = b+ ¢ a proto provedeme néasledujici odhad
pro z € C (trojuhelnikova nerovnost)

|(f(@) + 9(x)) = (0 + )| = |[(f(2) = b) + (9(z) — )| < |f(2) = b] + [g(2) — <]

Méjme € > 0. Dle predpokladl pro /2 existuje U, takové, Ze pro
x € (CNU,) \{a} je f(z) € Up(e/2) a g(x) € Uc(e/2). Tudiz dle odhadu vyse
pro xz € (CNU,) ~ {a} mame

|(f(z) +g(x)) = (b+c)| < %+%:5

a tedy f(2) + g() € Upie(e). Dj
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Soucin a pripad nekonecna.
Predpokladejme, ze lim, f =b € R, b > 0, a lim, g = +00. Ozn. C := Dy N D,.

NI

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 7/39



Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piiklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000e00000 00000000000 000 00000000 00000

Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Soucin a pripad nekonecna.

Predpokladejme, ze lim, f =b € R, b > 0, a lim, g = +00. Ozn. C := Dy N D,.
Chceme dokazat rovnost lim,(f - g) = +oo.

TS
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Soucin a pripad nekonecna.

Predpokladejme, ze lim, f =b € R, b > 0, a lim, g = +00. Ozn. C := Dy N D,.
Chceme dokazat rovnost lim,(f - g) = +oo.
Méjme ¢ € R. Pottebujeme odhadnout f(z) - g(z) zespoda hodnotou c.

J
oS

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 7/39



Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Pfiklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000e00000 00000000000 [e]e]e} 00000000 00000

Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Soucin a pripad nekonecna.
Predpokladejme, ze lim, f =b € R, b > 0, a lim, g = +00. Ozn. C := Dy N D,.
Chceme dokazat rovnost lim,(f - g) = +oo.
Méjme ¢ € R. Potfebujeme odhadnout f(z) - g(x) zespoda hodnotou c.
Dle predpokladi
@ pro b/2 > 0 existuje U, takové, Zze pro z € (C NU,) \ {a} je
f(@) € Up(b/2), ti. f(z) >b/2,

&
psigsi
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Soucin a pripad nekonecna.
Predpokladejme, ze lim, f =b € R, b > 0, a lim, g = +00. Ozn. C := Dy N D,.
Chceme dokazat rovnost lim,(f - g) = +oo.
Méjme ¢ € R. Potfebujeme odhadnout f(z) - g(x) zespoda hodnotou c.
Dle predpokladi
@ pro b/2 > 0 existuje U, takové, Zze pro z € (C NU,) \ {a} je
f(@) € Up(b/2), ti. f(z) >b/2,
@ pro ¢/(b/2) € R existuje V, takové, ze pro z € (CNV,) \ {a} je
9(2) € Uoo (c/(b/2)), ti. 9(2) > ¢/(b/2).

&
Y
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: dikaz

Soucin a pripad nekonecna.
Predpokladejme, ze lim, f =b € R, b > 0, a lim, g = +00. Ozn. C := Dy N D,.
Chceme dokazat rovnost lim,(f - g) = +oo.
Méjme ¢ € R. Potfebujeme odhadnout f(z) - g(x) zespoda hodnotou c.
Dle predpokladi
@ pro b/2 > 0 existuje U, takové, Zze pro z € (C NU,) \ {a} je
f(@) € Up(b/2), ti. f(x) >b/2,
@ pro ¢/(b/2) € R existuje V, takové, ze pro z € (CNV,) \ {a} je
9(z) € Upoo(c/(b/2)), ti. g(z) > ¢/(b/2).
Polozime-li W, := U, N V,, pak pro z € (CNW,) \ {a} mame
f(@)-g(z) >

:C,

| o
vl o

tj, f(z) - g(x) € Usoolc). O

™% v“LA
e
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: komentar

o Pred pouzitim véty je typicky nutné nejprve provést vhodné algebraické
dpravy a dostat tak vyraz do tvaru, kde jsou splnény predpoklady véty.

@ Demonstrujme to na prikladu: nasledujici ,vypocet"” je nespravny, Cervena
rovnost neplyne z nasi véty, vyraz za ni neni dobre definovan

lim (—n 4 n?) = lim (—n) + lim n? = —co0 + (+00).

n—o0 n— oo n— oo

Musime nejprve vyraz upravit (=) a pak vétu pouZit (=)

-1
lim (—n 4+ n?) = lim n? <n+1> =400 (0+1) = +oc.

n—oo n—oo
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: komentar

o Pred pouzitim véty je typicky nutné nejprve provést vhodné algebraické
dpravy a dostat tak vyraz do tvaru, kde jsou splnény predpoklady véty.

@ Demonstrujme to na prikladu: nasledujici ,vypocet"” je nespravny, Cervena
rovnost neplyne z nasi véty, vyraz za ni neni dobre definovan

lim (—n 4 n?) = lim (—n) + lim n? = —co0 + (+00).

n—o0 n— oo n— oo

Musime nejprve vyraz upravit (=) a pak vétu pouZit (=)

n—oo n—oo

-1
lim (—n 4+ n?) = lim n? <n+1> =400 (0+1) = +oc.

Priklad.

Vypoctéte limity nasledujicich posloupnosti, resp. funkci:

2P —4n+5 . 222 — 4z +5 oo 2n®—4n+5
lim ———,  lim —————  lim ————.
n— o0 n — n3 T——00 xr — x3 e n — n2
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: polynomy
Pocitat limitu polynom{ je diky predchozi vété velmi jednoduché.

Priklad.
Bud P libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—a
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P¥iklady
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: polynomy

Pocitat limitu polynomi je diky predchozi vété velmi jednoduché.

Priklad.
Bud P libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—a

T—ra

Jiz jsme ukazali, ze lim x = a. Pouzijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu
a soucinu funkci, ihned dostaneme tvrzeni z naseho pfikladu.

BI-MA1 LS 2024/2025
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: polynomy
Pocitat limitu polynomi je diky predchozi vété velmi jednoduché.

Priklad.
Bud P libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—a

Jiz jsme ukazali, ze lim x = a. Pouzijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu
r—a

a soucinu funkci, ihned dostaneme tvrzeni z naseho pfikladu.

Napriklad tedy plati
lim (2 =3z +1)=2"-3-2+1=—1

z—2

i

A\
AN
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: polynomy
Pocitat limitu polynomi je diky predchozi vété velmi jednoduché.

Priklad.
Bud P libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—a

Jiz jsme ukazali, ze lim x = a. Pouzijeme-li mnohonasobné vétu o limité souctu
r—a

a soucinu funkci, ihned dostaneme tvrzeni z naseho pfikladu.

Napriklad tedy plati

lim (2 =3z +1)=2"-3-2+1=—1

z—2

Z vnéjsiho pohledu se zda, ze vypocet limity je v tomto pfipadé prakticky shodny
s dosazenim. Toto chovani zanedlouho zobecnime, tuto hezkou vlastnost maji
pravé ,spojité funkce".
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Véta o limité souctu, soucinu a podilu: priklad

Priklad.

Vypoctéte limitu funkce
fa) z* + 222 — 3
7)) = —m————
3 — 312 + 2z

vbodecha=-1,b=1,c=2ad=—.

f

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 10/39



Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Ptiklady

Podilové kritérium pro posloupnosti
0O00000e00 00000000000 [e]e]e} 00000000

00000

Véta o limité souctu, soucinu a podilu: priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu funkce
x4+ 222 —3
f@) = 5—oas
x 3zr° + 2x
vbodecha=-1,b=1,c=2ad=—.

Nejprve si vSimnéme, Ze jmenovatel Ize rozlozit na korenové Cinitele
3 2 —
x° =3z + 2z =z(x—1)(z —2),

tudiz Dy =R~ {0,1,2}. Pro vypocet limity v bodé a = —1 miizeme proto pouzit
vétu o limité podilu,

. limg_,q 2* + 222 — 3 0
lim f(z) = = =— =0.
1 3 —3x2+2 —6 .
T—a Mg yq T x + 22 e
e
/e
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Dale, pred vypoltem limity v bodé d = —oo upravme vyraz pro f(x) nasledovné
POr-%)_ 1+d-d

T) = =g — %
U (e T B S N

Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame
1

Cll_rglf(x):—oo-I = —00.
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000000080 00 00C O0C O0C 00C OC S
Dale, pred vypoltem limity v bodé d = —oo upravme vyraz pro f(x) nasledovné
4 2 3 2 3
f(x)_x(l—’_ﬁ_mj)_ 1+P7F

e e
Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame
lim f(z) = —c0- L —00.
z—d 1
Pro vypocet limit v bodech b =1 a ¢ = 2 je vhodné upravit na soudin kofenovych
Cinitell i ditatel,

L @43)E2-1) @4+ -De+D) @@ +3)@+])

= Dy.
2z -1z —-2) 2z —D)(z - w(w—2) TEYS
Tudiz, opét pomoci predeslych vét,
. 8 . -
ilir%} f(z) = /= -8, }}g}: f(z) neexistuje.

Neexistence posledni limity plyne z nerovnosti jednostrannych limit,

21 21
i f() = 5 (+00) = koo, lim f(@) = 5 - (~o0) =~
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Graf funkce z predchoziho prikladu

xt +22%2 -3
x3 — 322 + 22’

y=f(z)

flz) = Dy =R~ {0,1,2}
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Hlavni body

Nerovnosti a limity
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Nerovnosti a limity
0®000000000

Véta o limité sevrené funkce

Pouziti nasledujici véty spociva v odhadnuti ,, komplikované" funkce i
posloupnosti pomoci dvou ,, jednodussich” funkci Ci posloupnosti, které dostatecné
dobre vystihuji chovani pivodni posloupnosti a jejichz limity umime spocitat.
Véta (O limité seviené funkce):
Mé&jme t¥i funkce f, g a /» a bod a € R. Necht existuje okoli U, bodu a splfiujici
Q@ DynU, =D,NU, = D), NU,, oznatme tuto mnozinu M,
@ a je hromadnym bodem mnoziny M,
@ pro viechna x € M ~ {a} plati nerovnosti f(z) < g(z) < h(x).
Necht dale existuji limity f a /2 v bodé a majici spole¢nou hodnotu b € R, tj,

lim f(z) = lim h(x) =b.

T—ra T—ra

Potom existuje i limita g v bodé a a je také rovna b, tj. lim g(z) = b.
r—a

Prvni bod predpokladil fika, Ze definiéni obory vSech t¥i funkci jsou stejné ,,ok§

bodu a.
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Véta o limité sevrené funkce: ilustrace

Pro jednoduchost uvazme ptiklad funkci f, g a /» definovanych rovnou na néjakém
celém okoli bodu a € R. Situace popisovani v pfedchozi vété miize (ale nemusi)
graficky vypadat takto:

Y

()
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Véta o limité sevrené funkce: dikaz

Diikaz véty o limité seviené funkce.
Necht f, g, h, U, a M maji pozadované vlastnosti.

@ Méjme libovolné okoli V}, bodu b. Protoze f a h maji v a limitu rovnou b,
existuje U C U, okoli bodu a takové, Ze

fl@)eV, a h(x) eV,

kdykolivz € U, N M a x # a.

y
@ )
Y Ts
J Wie
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Véta o limité +, - a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piiklady Podilové kritérium pro posloupnosti
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Véta o limité sevrené funkce: dikaz

Diikaz véty o limité seviené funkce.
Necht f, g, h, U, a M maji pozadované vlastnosti.

@ Méjme libovolné okoli V}, bodu b. Protoze f a h maji v a limitu rovnou b,
existuje U C U, okoli bodu a takové, Ze

fl@)eV, a h(x) eV,

kdykolivz € U, N M a x # a.

e Je-liz € U, N M pak dle predpokladu g(z) lezi mezi f(z) a h(x), které jsou
v V4 a proto i g(x) lezi ve V (b).

28

Y TAS
Jef e
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Nerovnosti a limity limité slozené funkce

0O00@0000000

itérium pro posloupnosti

Véta o limité sevrené funkce: dikaz

Diikaz véty o limité seviené funkce.
Necht f, g, h, U, a M maji pozadované vlastnosti.

@ Méjme libovolné okoli V}, bodu b. Protoze f a h maji v a limitu rovnou b,
existuje U C U, okoli bodu a takové, Ze

fl@)eV, a h(x) eV,

kdykolivz € U, N M a x # a.
e Je-liz € U, N M pak dle predpokladu g(z) lezi mezi f(z) a h(x), které jsou
v V4 a proto i g(x) lezi ve V (b).
V predchozich dvou bodech vidime podminku z definici limity a tedy skutecné
existuje lim, g a je rovna b. O
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Véta o limité sevrené funkce: priklad

Priklad.

sinx

Dokazte: lim sinz =0, limcosz=1, lim =1
z—0

z—0 z—0 X

f
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Véta o limité ~a/ Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce P¥iklady
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Véta o limité sevrené funkce: priklad

Priklad.

g T of . . sinz
Dokazte: lim sinxz =0, limcosz =1, lim = 1.
z—0 x—0 z—0 X

Podilové kritérium pro posloupnosti

00000

@ Prox € (O,%) plati
1s' <x<1t
—Sinx - - Z.
2 228

Porovnejte obsahy trojihelniku OAB, vysele
OAB a trojihelniku OAC.
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Véta o limité sevrené funkce: priklad

Priklad.

g T of . . sinz
Dokazte: lim sinz =0, limcosx =1, lim = 1.
z—0 x—0 z—0 X

@ Prox e ((), %) plati

1s' <x<1t
— S1n — — .
g TS5 S5 e?

Porovnejte obsahy trojihelniku OAB, vysele
OAB a trojihelniku OAC.

@ Funkce sin je licha a tudiz

—|z| <sinz < |z|, z€ (f il E).

A’\v %))
J W N
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Véta o limité sevrené funkce: priklad

Priklad.

g T of . . sinz
Dokazte: lim sinz =0, limcosx =1, lim = 1.
z—0 x—0 z—0 X

@ Prox e (O,%) plati
1s' <x<1t
— ST - - xX.
2 2528

Porovnejte obsahy trojihelniku OAB, vysele
OAB a trojihelniku OAC.

@ Funkce sin je licha a tudiz

. T m
—|z| <sinz < |z|, z€ (f 5,5)

@ Potom lim sinz = 0. A z rovnosti
x—0

. - G “835
sin? x 4 cos®’z = 1 pak i lim cosz = 1. /&%X
z—0 AT

(Rozmyslete znaménko!)
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@ Funkce sin i tg jsou liché a proto z nerovnosti

L <m<1t 6(07T>
2s1n:l: 5 2gz, x ,

plyne nerovnost

x 1 T T
1< —x< , me(———)\{o}.
sinx  cosx

Odtud ihned dostdvame hledanou limitu

. sinz
lim =1.
z—0 I

e )
e
S W)
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Véta o limité sevrené funkce: priklad

Priklad.

TIom T 1
Vypoctéte lim x sin —.
x—0 xT

f
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Véta o limité sevrené funkce: priklad

Priklad.

o 1
Vypoctéte lim x sin —.
x—0 xT

@ Zrejmé nelze pouzit vétu o soulinu limit, limita lm%)sm — totiz neexistuje
xr—r xr

(viz pfedchozi kapitolu).
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Véta o limité sevrené funkce: priklad

Priklad.

o 1
Vypoctéte lim x sin —.
x—0 xT

oy Yoy T oy -
@ Zrejmé nelze pouzit vétu o soulinu limit, limita hn})sm — totiz neexistuje
r—r X
(viz pfedchozi kapitolu).
@ Ovsem nerovnost

f(z) = —|z| < g(z) = msin% < |z| =: h(x)

plati pro libovolné z € R ~ {0}.

[JEC
ﬂ// e f §
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Podilové kritérium pro posloupnosti

Véta o limité slozené funkce Pfiklady
00000000 00000

Nerovnosti a limity
000

Véta o limité -a
000000000 O00000e0000

Véta o limité sevrené funkce: priklad

Priklad.

Vypoctéte lim x sin —.
z—0 xT

@ Zrejmé nelze pouzit vétu o soulinu limit, limita 1in})sin — totiz neexistuje
r—r o

(viz pfedchozi kapitolu).

@ Ovsem nerovnost

f(z) = —|z| < g(z) = msin% < |z| =: h(x)

plati pro libovolné z € R ~ {0}.

@ Zvolime-li napt. U, = (—1,1) okoli bodu a = 0, pak

@ nerovnost f(z) < g(z) < h(z) plati pro kazdé z € (—1,1) ~. {0},
@ existuji lim f(z) = lim h(z) = 0.

z—0 z—0 -
Y oy . . 1 Cle
Podle véty o limité seviené funkce pak lim g(x) = lim xsin — = 0. /r“j“@
z—0 z—0 x )l
LS 2024/2025
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Véta o limité sevrené funkce: priklad

Multiplikativni faktor x u nuly ,zkroti* divokost sin %

1

y=uwsin

=)
IF §
S ¥l
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kritérium pro posloupnosti

Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce
00000000800

Véta o limité seviené posloupnosti

Pro Uplnost zde explicitné zminme i dasledek plynouci z predchozi véty pro
posloupnosti.

P¥ipomenme si, Ze vSechny nase posloupnosti jsou definovany na mnoziné N.
Proto Ize pro tento konkrétni pfipad dostat pouhym preformulovanim pfedchozi
véty nasledujici disledek.

Duasledek (Véta o limité seviené posloupnosti):
Mé&jme tFi posloupnosti (a,)52 1, (bn)22; a (¢n)52; a necht plati
@ existuje V € N takové, Ze pro vSechna n > N plati nerovnosti a,, < b, < ¢,

@ existuji limity posloupnosti (a,)5%; a (c,)3%; a jsou rovné b € R, tj.
lima,, = lime¢, = b.

Potom existuje i limita posloupnosti (b,)5 ; a je také rovna b.
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piklady Podilové kritérium pro posloupnosti

Véta o limité sevrené posloupnosti: priklad
Na nésledujici ptiklad nelze aplikovat vétu o limité podilu.

Priklad.

sinn

Vypoctéte limitu lim
n—oo n

f
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Véta o limité slozené funkce P¥iklady
00000000

Véta o limité -a Nerovnosti a limity
000000000 e0 (e]e]

Véta o limité sevrené posloupnosti: priklad

s

Na nasledujici pfiklad nelze aplikovat vétu o limité podilu

Priklad.
sinn

Vypoctéte limitu lim
n—oo n

Podilové kritérium pro posloupnosti

00000

). Tedy plati nerovnost

Funkce sin m3 obor hodnot Hg, = (
—1 <sinx <1,

pro kazdéz € R.

TudiZ pro kazdé prirozené n plati
1 sinn 1
n n n’
.1 o1 . .
Protoze ale lim — = lim — = 0 je podle predchoziho disledku
n—oo N n—oo N
. sinn o 5
lim =0. p}i%é
n—oQ n l;/ \bjfﬁj
BI-MA1 LS 2024/2025 22/39
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Véta o limité -a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Pfiklady Podilové kritérium pro posloupnost
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Vytlaceni do o0

Casto se hodi nasledujici drobna modifikace véty o limité seviené funkce.

Véta:

Méjme dvé funkce f, g a bod a € R. Necht existuje okoli U, bodu a spliujici
Q@ DsNU, = DyNU,, oznaéme tuto mnozinu M,
@ a je hromadnym bodem mnoziny M,
@ pro viechna z € M ~ {a} plati nerovnost f(z) < g(z).

Potom plati nasledujici dvé tvrzeni:

e Pokud lim, f = 400, potom i lim, g = 4oc0.

@ Pokud lim, g = —o0, potom i lim, f = —o0.
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Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce
00000000008

kritérium pro posloupnosti

Vytlaceni do o0
Casto se hodi nasledujici drobna modifikace véty o limité seviené funkce.

Véta:

Mé&jme dvé funkce f, g a bod a € R. Necht existuje okoli U, bodu a splfiujici
Q@ DsNU, = DyNU,, oznaéme tuto mnozinu M,
@ a je hromadnym bodem mnoziny M,
@ pro viechna z € M ~ {a} plati nerovnost f(z) < g(z).

Potom plati nasledujici dvé tvrzeni:

e Pokud lim, f = 400, potom i lim, g = 4oc0.

@ Pokud lim, g = —o0, potom i lim, f = —occ.
Diikaz.
Primocaré pouziti definice limity. Provedte sami! ]

AT
J s:fJ &)
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Hlavni body

Véta o limité slozené funkce
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Véta o limité -a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Pfiklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 oeo 00000000 00000

Véta o limité slozené funkce

Funkce mizeme nejen séitat, nasobit a délit, ale i skladat. Velmi se ndm proto
bude hodit nasledujici véta:

Véta (O limité slozené funkce):
Necht f a g jsou funkce, a, b, ¢ jsou prvky R a plati &tyfi podminky
Q lim g(x) =,
Tr—ra
Q lim f(x) =¢,
z—b
© bod a je hromadnym bodem mnoziny Djo,.

Q bud (3U,)(Vz € DygNU, \ {a})(g(x) # b) nebo (b € Dy a f(b) =c).
Potom ilg}l(f og)(z) =c

v

Diikaz.
Na prednésce vynechame. ]
TR
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity
000000000 00000000000

Priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

Véta o limité slozené funkce
ooce

lim1 Va2 +x+1.
xr—r

Piklady
00000000

Podilové kritérium pro posloupnosti

00000
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piklady Podilové kritérium pro posloupnosti

000000000 00000000000 ooce 00000000 00000

Priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

lim1 Va2 +z+1.
T—

Oznaéme

f@)=Vr a glz)=2>+z+1=(z+1/2)>+3/4>0.

f
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000000000 00000000000 ooce 00000000 00000

Priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

lirn1 Va2 +z+1.
z—

Ozna¢me
f@)=Vr a glz)=2>+z+1=(z+1/2)>+3/4>0.
Z predchoziho vykladu vime, ze

lim g(z) = lim2? 4+ 24+1=3 a lim z = V3.
rz—1 z—3

rz—1
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Priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

lim1 Va2 +az+1.
T—

Oznaéme
f@)=Vr a glz)=2>+z+1=(z+1/2)>+3/4>0.
Z predchoziho vykladu vime, ze
igrrig(x):igrrﬁx2+x+1:3 a 91;13%))\“/5: V3.

Déale Dyoq = R a 1 je hromadnym bodem této mnoziny. Konecné 3 patfi do
defini¢niho oboru Dy a f(3) = v/3.

g
I'YTs
e
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Priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

lim1 Va2 +az+1.
z—

Ozna¢me
f@)=Vr a glz)=2>+z+1=(z+1/2)>+3/4>0.
Z predchoziho vykladu vime, ze

limg(z) =lim2?> +z+1=3 a lim Jz= V3.
z—1 z—3

rz—1

Déale Dyoq = R a 1 je hromadnym bodem této mnoziny. Konecné 3 patfi do
defini¢niho oboru Dy a f(3) = v/3.
Dle predchozi véty proto

lim /22 + 2+ 1= V3. ((Q
r—1 \\&YJ
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Hlavni body

P¥iklady
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Priklad.
Platf

lim /n = 1.

n—oo
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Priklady
000000000 00000000000 [e]e]e}

Podilové kritérium pro posloupnosti
08000000
o
Priklad.

00000
Plati

lim /n =
n—oo

1.

Polozme h,, :

Vn—1.
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000000000 00000000000 [e]e]e} O@000000 00000

Ptiklad.
Plati

lim /n = 1.

n—oo

PoloZme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....

f
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Véta o limité +, - a /

Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce
000000000

Piklady Podilové kritérium pro posloupnosti
00000000000 000 0e000000 00000

Ptiklad.
Plati

lim /n = 1.

n—oo

PoloZme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n
n n
=(1+4h,)" = hE >1 hZ
n=(1+hn) Z(k) "> +<2> -
k=0
1%%
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Véta o limité -a/ Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce

Piiklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 000 0e000000 00000
o
Priklad.
,
Plati

lim /n = 1.

n—oo

PoloZme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n
n n k n 2
n=1+h,)" =) <k)h" > 1+ <2>hn,
k=0
a tedy pro n > 2 plati
nn—1) 4
-1 hZ.
n 5 .
.
J'%
Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1

LS 2024/2025 28/39



Véta o limité -a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Priklady
000000000 00000000000 [e]e]e} O@000000

Ptiklad.
Plati

Podilové kritérium pro posloupnosti
00000

lim ¥Yn=1.
n— o0

PoloZme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n=1+h)" =Y (Z)hij >1+ (Z)h;i
k=0

a tedy pro n > 2 plati
-1
n(n2 )hi-

Pron > 2 je vyraz w kladny a mizeme jim proto posledni nerovnost vydélit
a diky nezédpornosti h, poté i odmocnit. Po téchto Gpravach dostavame

Oghng\ﬁ.
n

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1
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kritérium pro posloupnosti

Véta o limité slozené funkce Priklady Po
[e]e]e} O@000000

Ptiklad.
Plati

lim ¥Yn=1.
n— o0

Polozme h,, := {/n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n =1,2,3,....
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n
ey =3 (D 1 (1)
k=0
a tedy pro n > 2 plati
-1
n—1> %hi

n(n—1)

Pron > 2 je vyraz ———* kladny a mizeme jim proto posledni nerovnost vydglit
a diky nezédpornosti h, poté i odmocnit. Po téchto Gpravach dostavame
2

0<hy <y/—.
n

Odtud ihned pomoci véty o sevfené posloupnosti dostdvame lim h, = 0.
n—oo
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Priklad.
Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim a=1.

n—oo
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Véta o limité -a/ Nerovnosti a limity
000000000

Véta o limité slozené funkce Priklady
00000000000 [e]e]e}

Podilové kritérium pro posloupnosti
00e00000 00000

Priklad.
Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim a=1.

n—oo

o Pf¥ipad a > 1: Pro kazdé celé n > a platf

1< Ya < ¥/n.

V predchozim prikladé jsme v8ak ukazali rovnost lim </n = 1. TudiZ podle
n—oo

véty o seviené posloupnosti lim /a = 1.

n—,oo

)
‘ J'%
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Véta o limité -a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Priklady

Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 [e]e]e} 0O0@00000

00000

Priklad.
Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim a=1.

n—oo

o P¥ipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati

1< {/a< ¥/n.

V predchozim prikladé jsme v8ak ukazali rovnost lim </n = 1. TudiZ podle
n—oo

véty o sevrené posloupnosti lim /a = 1.
n—oo

1
e Ptipad 0 < a < 1: Z predchozi bodu plyne lim 7\1/7 =1, tudiz podle véty
n—oo a
o limité podilu plati

1
lim /o= lim — =1.
n— o0 n—oo /1
a =)
=
IV
)W)
Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Priklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 [e]e]e} 000e0000 00000

Priklad.

Plati
lim V/n! = +00

n—oo
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piiklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 000 00080000 00000
o
Priklad.
,
Plati

lim ¥n! = +o0o

n—oo

P¥i vypoltu této limity vyuZijeme nasledujici trik. Cleny v soudinu dvou faktoriéli
promichame v ,zrcadlovém* poradi:

(m2=(1-2-3---n)-(1-2-3---n)
= (L) (2 (= D)3 (= 2) (1) =

= [[rtn+1-k)
k=1

.-
) %
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Véta o limité -a Nerovnosti a limity

Véta o limité slozené funkce Piiklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 000 00080000 00000
o
Priklad.
,
Plati

lim {L/H: +00

n—oo

P¥i vypoctu této limity vyuZijeme nasledujici trik. Cleny v souinu dvou faktoriali
promichame v ,,zrcadlovém" poradi:
(n!)z =(1-2-3---n)-(1-2-3---n)
= (1~n)'(2 (n — 1))(3(71—2))(711) =

n

= [[rtn+1-k)

k=1
Z grafu paraboly f(z) = x(n+ 1 — x) je zfejmé, ze y
fk) = f(1) = f(n) =n

n—+1
a proto (n!)2 > n™. Kone&ng, 2n-ta4 odmocnina dava

s

S

/r“7?@
W)

LS 2024/2025 30/39

_~°
‘;3
[ S
AN

Un! > /n — 4o0.
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Priklady
000000000 00000000000 [e]e]e} 0O000e000

Priklad (!1).

Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti ()22 plati:

Podilové kritérium pro posloupnosti
00000

0, la| <1,
1 a=1
lim a" = ¢’ ’
n—00 400, a>1,
neexistuje, a < —1.
v
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Véta o limité +, - a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 000 0000e000 00000

Priklad (!!1).

Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti ()22 plati:

0, la| <1,
1 a=1
lim a" = ¢’ ’
=62 +0o0, a>1,
neexistuje, a < —1.
v
@ Jednoduché pripady: Pokud a = 0 nebo a = 1, pak se jedna o konstantni
posloupnost jejiz limita je rovna prislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz
ukazali, e limita ((—1)") | neexistuje.
Fhay
S0
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Véta o limité +, - a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piklady Podilové kritérium pro posloupnost
000000000 00000000000 000 00000800 00000

@ Necht 0 < |a| < 1. Plati
|a”+1| = |a"| a] < |a”|.
o]
Posloupnost (|a”|)
e

Z véty o limité monotdnni posloupnosti plyne existence konecné limity,
oznac¢me ji L = lim ‘a"’.
n—oo

je tedy ostre klesajici a omezend, 0 < |a"| < |al.
1
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a limity

a o limité slozené funkce Priklady Podilové kritérium pro posloupnosti
00000800

@ Necht 0 < |a| < 1. Plati
|a”+1| = |a"| a] < ’a”|.
o]
Posloupnost (|a”|)
e

Z véty o limité monotdnni posloupnosti plyne existence konecné limity,
oznac¢me ji L = lim ‘a"’.
n—oo

je tedy ostre klesajici a omezend, 0 < |a"| < |al.
1

(oo} oo
Posloupnost <|a”+1|) je vybrana z (|a"’> a proto maji stejnou
n=1 n=1

limitu. Konec¢né

L= lim |a"™'|= lim |a|-|a"| =a|- lim |a"|=|a|- L.
n—0o0 n— oo n—oo

Diky predpokladim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.

(s T
) &)
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Ve

o limité slozené funkce Priklady Po
00000800

o limité a Nerov mity é kritérium pro posloupnosti

@ Necht 0 < |a| < 1. Plati
|a”+1| = |a"| a] < ’a”|.
o]
Posloupnost (’a”D
e

Z véty o limité monotdnni posloupnosti plyne existence konecné limity,
oznac¢me ji L = lim ‘a"’.
n—oo

je tedy ostre klesajici a omezend, 0 < |a"| < |al.
1

(oo} oo
Posloupnost <|a”+1|) je vybrana z (|a"’) a proto maji stejnou
n=1 n=1

limitu. Konecné
L= lim |a"™'|= lim |a|-|a"| =a|- lim |a"|=|a|- L.
n— o0 n—oo n—oo
Diky predpokladim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.
o Ptipad a > 1: Podobné jako v pfedchozim pripadé ukazeme, ze (a”)zoz1 je
ostfe rostouci posloupnost zdola omezena napr. Cislem 1. Existuje proto limita

L= lim a".
n— oo
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o limité slozené funkce Priklady Po
00000800

o limité a Nerov mity é kritérium pro posloupnosti

@ Necht 0 < |a| < 1. Plati
@] = a7 Ja < ]
o]
Posloupnost (’a”D
Z véty o limité monoténni posloupnosti plyne existence kone¢né limity,

oznac¢me ji L = lim ‘a”’.
n—oo

je tedy ostre klesajici a omezend, 0 < |a"| < |al.
1

(oo} oo
Posloupnost <|a”+1|) je vybrana z (|a"’) a proto maji stejnou
n=1 n=1

limitu. Konecné
L= lim |a"™'|= lim |a|-|a"| =a|- lim |a"|=|a|- L.
n— o0 n—oo n—oo
Diky predpokladim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.
o Ptipad a > 1: Podobné jako v pfedchozim pripadé ukazeme, ze (a”):;1 je
ostfe rostouci posloupnost zdola omezena napr. Cislem 1. Existuje proto limita

L = lim a". Protoze posloupnost roste, musi nutné byt L > a. Navic plati
n—oo

L=1lm ad"*=a- lima"=a-L.
n—oo n—o0

Protoze ale L > a > 1 miZe tato nerovnost platit pouze v pripadé L =
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Véta o limité +, - a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 000 00000080 00000

o0
e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (61,2”)20_1 = ((a2)n> nyni
- n=1

podle predchoziho bodu plati lim a?® = 400, protoze a® > 1.
n—oo

=

@ )
/e
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Véta o limité +, - a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piklady Podilové kritérium pro posloupnost
000000000 00000000000 000 00000080 00000

o0
e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (aQ”):o_l = ((a2)n> nyni
- n=1

podle predchoziho bodu plati lim a?® = 400, protoze a® > 1.
n—oo

Limitu vybrané posloupnosti (a?"*1)™  snadno spotteme

lim ¢* ™ =qa- lim ¢®" =a- (+00) = —00.
n—oo n—oo
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a limity

a o limité slozené funkce Priklady Podilové kritérium pro posloupnosti
O00000e0

o0
e P¥ipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (a2”):°_1 = ((aQ)n> nyni
- n=1

podle predchoziho bodu plati lim a?® = 400, protoze a® > 1.
n—oo

Limitu vybrané posloupnosti (a?"*1)™  snadno spotteme

lim ¢* ™ =qa- lim ¢®" =a- (+00) = —00.
n—oo n— oo

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti s rliznymi limitami. Pivodni limita, tj.

lim a", tedy neexistuje.
n—oo

(s T
) &)
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Véta o limité +, - a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 000 0000000 00000

Shrnuti: Znamé posloupnosti a jejich limity

posloupnost limita
+o00, a >0,
(na)fr)LOZI 17 a = 07
0, a < 0.

(Vnl)3e, +00
0, la| <1,
') 1, a = 1,
(a™) =1
n= ~+00, a>1,

neexistuje, a < —1.

’ , v o o v . . @ )
Vysledky v této tabulce povazujeme za zndmé, netfeba je v pisemce odvozovaﬂ?%é@f
J \\Mf =
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 000 00000000 @0000

Hlavni body

Podilové kritérium pro posloupnosti
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Véta o limité -a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Pfiklady
[e]e]e} 00000000 0®000

000000000 00000000000

Podilové kritérium

Podilové kritérium pro posloupnosti

0 1 a véty o limité seviené posloupnosti

Z nynf jiz zndmé limity posloupnosti (a™)%2
dostaneme pro ¥adu vypoctl dalezité podilové kritérium.

Véta (Podilové kritérium / ratio test for sequences):

Bud (a,,)22, posloupnost kladnych Cisel a necht existuje limita

g Ap+41
lim —F ,

n—oo @y,

oznacme jeji hodnotu symbolem ¢. Potom

@ pokud g < 1, pak lim a, =0,

n—oo

Q pokud ¢ > 1, pak lim a, = +oo0.
n— oo
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce
000000000 00000000000 [e]e]e}

Podilové kritérium

Diikaz.
Dokazme prvni bod.

Piklady
00000000

Podilové kritérium pro posloupnosti

[e]e] lele}

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1

LS 2024/2025

37/39



Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piiklady Podilové kritérium pro posloupnosti

000000000 00000000000 [e]e]e} 00000000 [e]e] lele}

Podilové kritérium

Dikaz.

Dokazme prvni bod. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r splnujici ¢ < r < 1. Diky

tomu pak i
lim Gnt1

n—oo G,

<r
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Véta o limité -a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Pfiklady Podilové kritérium pro posloupnosti

000000000 00000000000 [e]e]e} 00000000 [e]e] lele}

Podilové kritérium

Diikaz.

Dokazme prvni bod. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r splnujici ¢ < r < 1. Diky

tomu pak i
lim Gnt1

n—oo  Qp

<r

Ptimo z definice plyne existence N € N takového, Ze nerovnost

Ap+41
i<r
Qp

plati pro vSechna n > N. Diky nezdpornosti ¢lenl posloupnosti pak plati
i nerovnost a,4+1 < ra, pro libovolné n > N.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025
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Podilové kritérium pro posloupnosti

[e]e] lele}

Podilové kritérium

Dukaz.

Dokazme prvni bod. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r splnujici ¢ < r < 1. Diky

tomu pak i
. a
lim —tt

n—oo  Qp

<r

Ptimo z definice plyne existence N € N takového, Ze nerovnost

An+1
— <7
QA

plati pro vSechna n > N. Diky nezapornosti ¢lenl posloupnosti pak plati
i nerovnost a1 < ra, pro libovolné n > N. Tudiz pro n > N je

0<a, <r"Nay.

Protoze 0 < r < 1, je limita pravé strany nerovnosti rovna nule.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025
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Podilové kritérium pro posloupnosti
00e00

Podilové kritérium

Dukaz.

Dokazme prvni bod. Protoze ¢ < 1 urcité existuje r splnujici ¢ < r < 1. Diky

tomu pak i
. a
lim —tt

n—oo  Qp

<r

Ptimo z definice plyne existence N € N takového, Ze nerovnost

An+1
— <7
QA

plati pro vSechna n > N. Diky nezapornosti ¢lenl posloupnosti pak plati
i nerovnost a1 < ra, pro libovolné n > N. Tudiz pro n > N je

0<a, <r"Nay.

Protoze 0 < r < 1, je limita pravé strany nerovnosti rovna nule. Z véty o limité

seviené posloupnosti tak dostavame vysledek lim a, = 0.
n— o0 5

Druhy bod se dokaze obdobné. O
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Priklady
000000000 00000000000 [e]e]e} 00000000

Podilové kritérium

Priklad.

n

1
Vypoctéte lim i

n—oo n!

Podilové kritérium pro posloupnosti

[e]e]e] o}
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce P¥iklady
000000000 00000000000 [e]e]e} 00000000

Podilové kritérium

Priklad.

n
Vypoctéte lim ——.
n—oco n!
Protoze se jedna o posloupnost kladnych Cisel a

10! 10
lim D i —0<1
n—oo S n—oon 4+ 1

je plvodni zkoumana limita rovna taktéz 0.

Podilové kritérium pro posloupnosti

[e]e]e] o}
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Véta o limité -a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Pfiklady
000000000 00000000000 [e]e]e} 00000000

Podilové kritérium

Priklad.

n
Vypoctéte lim ——.
n—oco n!
Protoze se jedna o posloupnost kladnych Cisel a

10! 10
lim D — i —0<1
n—oo S n—oo n 4+ 1

je plivodni zkoumana limita rovna taktéz 0.

Podilové kritérium pro posloupnosti
00000

Odtud ihned vidime (bez zevrubnéjsiho zkoumani nerovnosti z definice), Ze

10" =o(n!) a 10" = O(n!) pro n — +oo.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Priklady
000000000 00000000000 [e]e]e} 00000000

Podilové kritérium

Priklad.

10
Vypoctéte lim —.
yp niigo 107

Podilové kritérium pro posloupnosti

[e]e]e]e] ]
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Véta o limité +, - a / Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Piiklady Podilové kritérium pro posloupnosti

000000000 00000000000 [e]e]e} 00000000 [e]e]e]e] ]

Podilové kritérium

Priklad.
10

Vypoctéte lim —.
Protoze se jedna o posloupnost kladnych &isel a

(n+1)*° 10
ot 1 1 1
lim%zlim <1+—> —=—x<1
n

n—oo I _ n—00
10

je plvodni zkoumana limita rovna 0.
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Véta o limité -a Nerovnosti a limity Véta o limité slozené funkce Pfiklady Podilové kritérium pro posloupnosti
000000000 00000000000 [e]e]e} 00000000 [e]e]e]e] ]

Podilové kritérium

Priklad.

10
Vypoététe lim —.

ypoctéte M
Protoze se jedna o posloupnost kladnych &isel a

(n+1)*° 10
TontT 1 1 1
lim 122 — Jim <1+—> —=—<1
o n

n—oo I _ n—00
10

je plvodni zkoumana limita rovna 0.

Odtud ihned vidime (bez zevrubnéjsiho zkoumani nerovnosti z definice), ze
n'® =0(10") a n!®=0O(10") pro n — +oo.

@)
frd
ATy
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

@ Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Dikaz véty o limité slozené funkce podavame ve studijnim textu. Z dikazu je
i jasny vyznam 4. predpokladu této véty.

@ Podilové kritérium pro posloupnosti je jedno z mnoha podobnych kritérii
(napf. Cauchyho, Raabeovo, aj.). Pro nase Gcely bude oviem dostadujici.

e Upozoriiujeme, Ze véta o limité souctu/soucinu a podilu nic nefikd o limitach
funkef tvaru f(z)9(®), témi se budeme zabyvat teprve pozdéji.
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