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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
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Hlavni vysledky této prednasky

@ Vyznam a definice riznych typl spojitosti funkce.
o Dusledky spojitosti (zejména metoda bisekce).
@ Odvozeni spojitosti elementarnich funkci.

@ Vypocet limit s vyuzitim spojitosti.

et
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Hlavni body

Definice a kritéria spojitosti
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Spojitost funkce v bodé

Na zékladé vztahu funkéni hodnoty a limity funkce v jistém bodé zavadime
nasledujici pojmy.

Definice (Spojitost funkce v bodé / continuity at point):

Necht f je redlné funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, ze
funkce f je..

@ ..spojita v bodé a, pravé kdyz lil)n f(z) = f(a).

@
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Definice a kritéria spojitosti Diisledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
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Spojitost funkce v bodé

Na zékladé vztahu funkéni hodnoty a limity funkce v jistém bodé zavadime
nasledujici pojmy.

Definice (Spojitost funkce v bodé / continuity at point):

Necht f je redlna funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, ze
funkce f je..

@ ..spojita v bodé a, pravé kdyz liin f(z) = f(a).

o ..spojita v bodé a zprava, pravé kdyz lim+f(x) = f(a).
r—ra
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Spojitost funkce v bodé

Na zékladé vztahu funkéni hodnoty a limity funkce v jistém bodé zavadime
nasledujici pojmy.

Definice (Spojitost funkce v bodé / continuity at point):

Necht f je redlna funkce redlné proménné a necht bod a € Dy. Rekneme, ze
funkce f je..

@ ..spojita v bodé a, pravé kdyz liin f(z) = f(a).
x a
o ..spojita v bodé a zprava, pravé kdyz 1_i>m+f(x) = f(a).

@ ..spojita v bodé a zleva, pravé kdyz l_i>rn f(z) = f(a).
x a—
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e—0 formulace spojitosti v bodé

@ Je-li f funkce a a € Dy, pak a i f(a) jsou prvky R. Dostdvame proto
alternativni formulaci definice, kterou lze vyuzit pri ovéfovani spojitosti:

g
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e
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e—0 formulace spojitosti v bodé

@ Je-li f funkce a a € Dy, pak a i f(a) jsou prvky R. Dostdvame proto
alternativni formulaci definice, kterou lze vyuzit pri ovéfovani spojitosti:

e—0 formulace spojitosti funkce v bodé

Funkce f definovana v bodé a € Dy, ktery je hromadnym bodem Dy, je spojita
v bodé a, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje > 0 tak, ze pro kazdé x € Dy
spliujici |z — a| < d plati |f(x) — f(a)] < e.
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e
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Definice a kritéria spojitosti
00@00000

tarnich funkei

e—0 formulace spojitosti v bodé

@ Je-li f funkce a a € Dy, pak a i f(a) jsou prvky R. Dostdvame proto
alternativni formulaci definice, kterou lze vyuzit pri ovéfovani spojitosti:

e—0 formulace spojitosti funkce v bodé

Funkce f definovana v bodé a € Dy, ktery je hromadnym bodem Dy, je spojita
v bodé a, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje > 0 tak, ze pro kazdé x € Dy
spliujici |z — a| < d plati |f(x) — f(a)] < e.

o V dalsim textu i dalSich kapitolach se budeme uz Casto vénovat funkcim,
které jsou definované na intervalech.

@ Tj. specialné, pokud se budeme bavit o ,spojitosti v bodé", tak typicky nase
funkce budou definovany na celém (jednostranném) okoli takovéhoto bod
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti
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Spojitost elementarnich funkci
00000000

Vlastnosti funkci spojitych v bodé

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
000e0000 000000000 00000000 00000 00000

Vlastnosti funkci spojitych v bodé

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Véta (O vztahu riznych typa spojitosti):
Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy je spojita v bodé a, pravé kdyz je
spojitd v bodé a zleva i zprava.
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Definice a kritéria spojitosti
000e0000 000000000

Disledky spojitosti

Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
00000000 00000 00000

Vlastnosti funkci spojitych v bodé

Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Véta (O vztahu riznych typa spojitosti):

Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy je spojita v bodé a, pravé kdyz je

spojitd v bodé a zleva i zprava.

Véta (O spojitosti souctu, soucinu a podilu funkci):

Soucet a soucin dvou funkci f a g definovanych na okoli bodu a a spojitych
v bodé a je funkce spojitd v bodé a. Pokud navic g(a) # 0, pak podil 5 je funkce

spojita v bodé a.
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Vlastnosti funkci spojitych v bodé
Nasledujici tvrzeni jsou bezprostfednimi disledky vlastnosti limity funkce:

Véta (O vztahu riznych typa spojitosti):

Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy je spojita v bodé a, pravé kdyz je
spojitd v bodé a zleva i zprava.

Véta (O spojitosti souctu, soucinu a podilu funkci):

Soucet a soucin dvou funkci f a g definovanych na okoli bodu a a spojitych
v bodé a je funkce spojitd v bodé a. Pokud navic g(a) # 0, pak podil § je funkce
spojita v bodé a.

Véta (O spojitosti slozené funkce):

Budte g funkce definovana na okoli bodu a a spojitd v bodé a a f funkce
definovand na okoli bodu g(a) a spojita v bodé g(a). Potom slozena funkce f o g
je spojita v bodé a.

e
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Priklad: Spojitost polynomfi

Priklad.
V predchozi prednasce jsme ukazali, ze pro libovolné redlné a a libovolny polynom
P(z) plati

lim P(z) = P(a).

Tr—a

Kazdy polynom je proto spojitou funkci v kazdém bodé a € R.

.-
) %
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Priklad
.
Ptiklad.
Zkoumejte spojitost funkee f(z) =z — |
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Priklad

Priklad.
Zkoumejte spojitost funkce f(z) =2 — |z]. J

PYirozenym defini¢nim oborem funkce f je Dy = R. Funkce f je spojitd v kazdém
bodé a € R\ Z. V bodech a € Z je spojitd zprava, ale ne zleva.

| | | | | | | |
S o 28
I I I I I I I I a[J gj
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Spojitost (na intervalu)

Spojitost elementarnich funkci
00000000

Typy nespojitosti
00000

Nyni do této doby lokalni pojem spojitosti rozsitime na celé intervaly.
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Spojitost (na intervalu)
Nyni do této doby lokalni pojem spojitosti rozsitime na celé intervaly.
Definice (Spojita funkce (na intervalu) / continuous function):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f|J (f ztzeno na J) je spojita
v kazdém bodé intervalu J.

Funkci f nazyvame spojitou, pravé kdyz je f spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru. Mnozinu vsech spojitych funkci definovanych na intervalu J
znaéime C(J).

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 10/38



Definice a kritéria spojitosti
00000000

Spojitost (na intervalu)
Nyni do této doby lokalni pojem spojitosti rozsitime na celé intervaly.
Definice (Spojita funkce (na intervalu) / continuous function):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f]J (f ztzeno na J) je spojita
v kazdém bodé intervalu J.

Funkci f nazyvame spojitou, pravé kdyz je f spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru. Mnozinu vsech spojitych funkci definovanych na intervalu J
znaéime C(J).

Poznamka:
Specialné tedy pro funkci f plati:
® f je spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a,b).
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Definice a kritéria spojitosti
00000000

Spojitost (na intervalu)
Nyni do této doby lokalni pojem spojitosti rozsitime na celé intervaly.
Definice (Spojita funkce (na intervalu) / continuous function):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f]J (f ztzeno na J) je spojita
v kazdém bodé intervalu J.

Funkci f nazyvame spojitou, pravé kdyz je f spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru. Mnozinu vsech spojitych funkci definovanych na intervalu J
znaéime C(J).

Poznamka:
Specialné tedy pro funkci f plati:
® f je spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a,b).

@ f je spojitd na intervalu {(a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé a je spojita zprava.
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Definice a kritéria spojitosti
00000000

Spojitost (na intervalu)
Nyni do této doby lokalni pojem spojitosti rozsitime na celé intervaly.
Definice (Spojita funkce (na intervalu) / continuous function):
Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f]J (f ztzeno na J) je spojita
v kazdém bodé intervalu J.
Funkci f nazyvame spojitou, pravé kdyz je f spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru. Mnozinu vsech spojitych funkci definovanych na intervalu J
znaéime C(J).

Poznamka:
Specialné tedy pro funkci f plati:
® f je spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a,b).
@ f je spojitd na intervalu {(a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé a je spojita zprava.
@ f je spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé b je spojita zleva.
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Definice a kritéria spojitosti
00000000

Spojitost (na intervalu)

Nyni do této doby lokalni pojem spojitosti rozsitime na celé intervaly.

Definice (Spojita funkce (na intervalu) / continuous function):

Funkce f je spojita na intervalu J, pravé kdyz f]J (f ztzeno na J) je spojita
v kazdém bodé intervalu J.

Funkci f nazyvame spojitou, pravé kdyz je f spojita v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru. Mnozinu vsech spojitych funkci definovanych na intervalu J
znaéime C(J).

Poznamka:
Specialné tedy pro funkci f plati:
® f je spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a,b).
@ f je spojitd na intervalu {(a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé a je spojita zprava.
@ f je spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé = € (a, b)
a v bodé b je spojita zleva.
@ f je spojita na intervalu {(a,b), pravé kdyz f je spojitd v kazdém bodé z € (a,b),
KkavMa ROEIS @i SPQJIEA zprava a v bodé bsje.spojita zleva. LS 2024/2025 10/3
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Spojitost (na intervalu): priklad

<
Il
8=

Priklad.
Funkce f(z) =1 je..

@ ..spojitd v kazdém bodé mnoziny
R~ {0} = (—00,0)U(0, +00) = Dy.
..Spojita na intervalu (—o0,0).

..Spojita na intervalu (0, +00).
..Spojita.

..neni spojitd v bodé a = 0.

..neni spojitd na intervalu (—1,1).
v

et
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Hlavni body

Disledky spojitosti
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a spojitosti Disledky spojitosti Spojitost
000000000 O
\4 Ve -
Reseni rovnic

K

tarnich funkci

Typy nespojitosti

Radu problémii Ize formulovat jako hledani feSeni rovnice

f(z)=0.

V této Casti ukazeme jednoduchou postacujici podminku pro existenci feseni
takovéto rovnice a algoritmus hledajici alespon jedno z moznych feSeni.

Priklad.

y=f(z)
x
Vypoditat numerickou hodnotu v/2 znamené Yesit
rovnici
flz)y=2>-2=0
pro neznamou z € Dy = R.
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Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Véta (Metoda pileni intervalu / bisection method):

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a necht f(a)- f(b) < 0.
Potom existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.
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Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky

Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti
00000 00000

00000000 00@000000 00000000

Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Véta (Metoda paleni intervalu / bisection method):

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a necht f(a)- f(b) <O.
Potom existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.

Dikaz: Polozme a1 := a a by := b. Protoze znaménka f(ay1) a f(b1) jsou rizna,
nastane pravé jedna ze tf moZznostf

o /(=5™) =0,
@ znaménka f(a1) a f (“£) jsou riznd,

© znaménka f (‘“241’1) a f(by) jsou riizna.
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Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Véta (Metoda paleni intervalu / bisection method):

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a necht f(a)- f(b) <O.
Potom existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.

Dikaz: PoloZzme a; := a a by := b. Protoze znaménka f(a;) a f(b1) jsou rizna,
nastane pravé jedna ze tf moZznostf

ai+b _
@ f(=3™) =0,
@ znaménka f(a1) a f (“£) jsou riznd,
© znaménka f (‘“241’1) a f(by) jsou riizna.
Daéle postupujeme podle toho, kterd z téchto moznosti nastala:
@ Hledanym bodem c je ‘“TH” a véta je dokazana.
@ Polozme as :=a; a by := ‘“QLbl.

@ Polozme ag := m aby =b.

Pokud nenastala prvni moznost, provedme stejnou (ivahu s ay a by misto a; al by
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Definice a kritéria spojitosti

Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei
00000000

Typy nespojitosti Diisledky
000@00000 00000000 00000 00000

Timto zplisobem postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém

z krokii nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (%24%) = 0), pak je véta
dokazana.
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a spojitosti Disledky spojitosti Spoj
000e00000

mentarnich funkei Typy nespojitosti

Timto zplisobem postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém

z krokii nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (%24%) = 0), pak je véta
dokazana.

V opacném pfipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,)5 1, (b,)5% splfiujici

anabn6 <aab>7 aéanéanJrl <bn+1 Sbngb; bn_anzﬁv

pro kazdé n € N.
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledk
00000000 000e00000 00000000 00000 00000

Timto zplisobem postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém

z krokii nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (%24%) = 0), pak je véta
dokazana.

V opacném pfipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,)5 1, (b,)5% splfiujici

n=11

anabn6 <a,b>, aéanéanJrl <bn+1 Sbngb; bn_anzﬁv

pro kazdé n € N.

Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich konecné limity,
an, = a a b, — B pfi n — oo. Navic

. . b—a
fm o= g lon = on) = [0, e

=0.

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, oznaéme ji ¢ := a = 8 € {(a, b).
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Disledky spojitosti
000e00000

arnich funkci

Timto zplisobem postupné konstruujeme dalsi ag, b3, atd. Pokud v nékterém
z krokii nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (%24%) = 0), pak je véta
dokazana.
V opacném pfipadé jsme zkonstruovali posloupnosti (a,)5 1, (b,)5% splfiujici
anabn€<aab>7 aéanéan+1<bn+1§bn§b bn_anzﬁv
pro kazdé n € N.

Obé posloupnosti jsou monotdnni a omezené, tudiz existuji jejich konecné limity
an, = a a b, — B pfi n — oo. Navic

. b—a
fm o= g lon = on) = [0, e

=0.
Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, ozna¢me ji ¢ := a = § € (a,b)
Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ a Heineho véty nyni plyne

lim f(a,) = hm f(bn) = f(c).

n— oo

Ale protoze vechny f(a,) maji riizné znaménko od f(
rovnosti nastat pouze v pfipadé ze f(c) = 0.
Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000080000 00000000 00000 00000

llustrace metody pileni intervalu
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000080000 00000000 00000 00000

llustrace metody pileni intervalu
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000080000 00000000 00000 00000

llustrace metody pileni intervalu

<
=
S

Flag) |

flar) |-

[JEC
ﬂ// e f §

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 16 /38



Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000080000 00000000 00000 00000

llustrace metody pileni intervalu
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti
00000000 000080000

Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
00000000 00000 00000

llustrace metody pileni intervalu
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
00000000 0O0000e000 00000000 00000 00000

Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Poznamka:

Predpoklad spojitosti v predeslé vété je naprosto podstatny. Jako p¥iklad uvazme
funkci
1, T € <0, %) ,
f(:E) = 1
-1, ze€ (5, 1>

na intervalu (a,b) = (0, 1). Slce f(0)- f(1) = —1 < 0, ale neexistuje bod
x € (0,1) spliujici f(x) =

1-»—0‘ :

x

: : HJN

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 17/38
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itéria spojitosti Disledky spojitosti
000000800

arnich funkci Typy nespojitosti

Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Poznamka (Komentat k dikazu):

e V dikazu jsme vyuzili celou Fadu vysledki z predchozich prednések (véta
o limit& monoténni posloupnosti, Heineho véta, spojitost, aj.)

o Dikaz predchazejici véty je konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci Cisla ¢, jsme
dokazali jeho konstrukci.

o Algoritmus pouzity v diikazu se nazyvd metoda pileni intervalu (bisection
method) a lze ho prakticky pouzit k hledani feseni rovnice f(x) = 0.

@ Algoritmus kontroluje i presnost vypoctu, v kazdém kroku iterace plati
nerovnosti a, < c <b,, n=1,2,3...Vime proto kdy vypocetni smycku
ukondit.
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Disledky spojitosti
000000800

Reseni rovnic: metoda pilleni intervalu

Poznamka (Komentat k dikazu):

e V dikazu jsme vyuzili celou Fadu vysledki z predchozich prednések (véta
o limit& monoténni posloupnosti, Heineho véta, spojitost, aj.)

o Dikaz predchazejici véty je konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci Cisla ¢, jsme
dokazali jeho konstrukci.

o Algoritmus pouzity v diikazu se nazyvd metoda pileni intervalu (bisection
method) a lze ho prakticky pouzit k hledani feseni rovnice f(x) = 0.

@ Algoritmus kontroluje i presnost vypoctu, v kazdém kroku iterace plati
nerovnosti a, < c<b,, n=1,2,3...Vime proto kdy vypocetni smycku
ukondit.

Predchozi véta ma fadu dilezitych disledki. Prvni, takrka evidentni, je nasledujici
(dikaz sporem snadny):

Dusledek:

Bud' f spojitd funkce na intervalu J a necht plati f(z) # 0 pro vSechna z € J.
Potom pro vSechna = € J plati bud f(z) > 0 nebo f(z) <0
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000080 00000000 00000 00000

Dalsi dusledek

Nasledujici tvrzeni ukazuje pékné chovani spojitych funkci. Navic ho vyuzijeme
pozdéji v semestru pfi studiu extrém funkci.
Véta:

Bud f funkce spojitd na intervalu J. Potom obraz f(.J) intervalu J je bud
interval, nebo jednoprvkovd mnozina.

g
I'YTs
e
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tarnich funkei

De itéria spojitosti Disledky spojitosti

Dalsi dasledek

Nasledujici tvrzeni ukazuje pékné chovani spojitych funkci. Navic ho vyuzijeme
pozdéji v semestru pfi studiu extrém funkci.

Véta:

Bud f funkce spojitd na intervalu J. Potom obraz f(.J) intervalu J je bud
interval, nebo jednoprvkovad mnozina.

Diikaz.

f(J) je jednoprvkovd mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve
zbytku dikazu predpokladejme, Zze f neni konstantni.
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Disledky spojitosti
000000080

Dalsi dusledek

Nasledujici tvrzeni ukazuje pékné chovani spojitych funkci. Navic ho vyuzijeme
pozdéji v semestru pfi studiu extrém funkci.
Véta:

Bud f funkce spojitd na intervalu J. Potom obraz f(.J) intervalu J je bud
interval, nebo jednoprvkovad mnozina.

Diikaz.

f(J) je jednoprvkovd mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve
zbytku dikazu predpokladejme, Zze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tfeba ukézat, ze pro libovolné dva prvky
a,B € f(J), a# B, lezi vSechna v mezi o a B také v f(J).
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Disledky spojitosti
000000080

Dalsi dusledek

Nasledujici tvrzeni ukazuje pékné chovani spojitych funkci. Navic ho vyuzijeme
pozdéji v semestru pfi studiu extrém funkci.
Véta:

Bud f funkce spojitd na intervalu J. Potom obraz f(.J) intervalu J je bud
interval, nebo jednoprvkovad mnozina.

Diikaz.
f(J) je jednoprvkovd mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve
zbytku dikazu predpokladejme, Zze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tfeba ukézat, ze pro libovolné dva prvky
a,B € f(J), a# B, lezi vSechna v mezi o a B také v f(J).
Jist& existuji a,b € J, f(a) = a, f(b) = 8 a BUNO a < b. Polozme

g(x) := f(x) — ~. Funkce g je spojitd na (a,b), g(a) = a —~v a g(b) = 8 — ~y jsou
nenulova s rozdilnym znaménkem. Podle véty existuje ¢ € (a,b) takové, Ze :

g(c) =0, tj. f(c) =1. O
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkcf Typy nespojitosti Diisledky
00000000 00000000 00000000 00000 00000

Spojitost inverzni funkce

Véta (O inverzni funkci):

Bud f ryze monotdénni a spojita funkce na intervalu Dy = I. Potom k nf inverzn{
funkce f~1 je také ryze monoténni a spojitd na intervalu J := f(I).

?“"f%
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei
00000000 00000000 00000000

Spojitost inverzni funkce

Véta (O inverzni funkci):

Typy nespojitosti Disledky

00000

Bud f ryze monotdénni a spojita funkce na intervalu Dy = I. Potom k nf inverzn{
funkce f~1 je také ryze monoténni a spojitd na intervalu J := f(I).

Diikaz.

f~! existuje a je ryze monoténni. J je dle predchozi
véty interval. BUNO predpokladejme, Ze funkce f je
ostve rostouci. Ukazme, 7e f~! je spojita zprava

v kazdém bodé b € J, ktery neni pravym koncovym
bodem. Ozn. a := f~'(b), tj. f(a) = b.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost element

00000000 0O0000000e 00000000

Spojitost inverzni funkce

Véta (O inverzni funkci):

rnich funkei Typy nespojitosti Diisledk
00000 00000

Bud f ryze monotdénni a spojita funkce na intervalu Dy = I. Potom k nf inverzn{
funkce f~1 je také ryze monoténni a spojitd na intervalu J := f(I).

Diikaz.

f~! existuje a je ryze monoténni. J je dle predchozi
véty interval. BUNO predpokladejme, Ze funkce f je
ostve rostouci. Ukazme, 7e f~! je spojita zprava

v kazdém bodé b € J, ktery neni pravym koncovym

bodem. Ozn. a := f~'(b), tj. f(a) = b.

Bud € > 0. Potom pro § := f(a+¢)—b

ay € (b,b+9) plati

b<y<b+d=fla+e)
o= <) <a+e

Tedy f~'(y) € Ha(e), a = f~"(b). Podobn& pro
spojitost zleva. O

v
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 00000000 00000 00000

Hlavni body

Spojitost elementérnich funkci
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti
00000000 000000000

Trigonometrické funkce

Priklad.

Spojitost elementérnich funkef
0®000000

Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

Typy nespojitosti
00000

Diisledky
00000

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT)
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti
00000000 000000000 0®000000 00000

Trigonometrické funkce

Priklad.
Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

Diisledky
00000

Pfipomenme znamé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsinz =0 a limcosz =1.
x—0 x—0

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 0®000000 00000 00000

Trigonometrické funkce

Priklad.
Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R. J

Pfipomenme znamé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsinz =0 a limcosz =1.
x—0 x—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati

sinz = sin ((z — a) + a) = sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)

.-
) %
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 0®000000 00000 00000

Trigonometrické funkce

Priklad.
Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R. J

Pfipomenme znamé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsinz =0 a limcosxz =1.
x—0 x—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati
sinz = sin ((z — a) + a) = sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)
Tudiz podle véty o limité sloZené funkce a soucinu/souctu limit plati
;ig}lsinx =0-cos(a) +1-sina =sina.

Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky.

e )
e
S W)
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 0®000000 00000 00000

Trigonometrické funkce

Priklad.
Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R. J

Pfipomenme znamé, v minulé prednasce vypoctené, limity

limsinz =0 a limcosxz =1.
x—0 x—0

Podle souctového vzorce pro funkci sin plati
sinz = sin ((z — a) + a) = sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)
Tudiz podle véty o limité sloZené funkce a soucinu/souctu limit plati

lim sinz = 0 cos(a) + 1 -sina = sina.
T—ra

Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky.

Dusledek:

Z tohoto prikladu a z véty o spojitosti podilu dvou funkci ihned plyne, zZe funkce
tg a cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 00e00000 00000 00000

Trigonometrické funkce

Priklad.

Protoze uz vime, ze funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svych defini¢nich
oborech, a vhodné z(zené jsou i ryze monoténni, ihned odtud dostavame spojitost
inverznich funkci

arcsin =

arctg =

(s g
oo,

(

(

—1
arccotg = cotg‘ ) .
(0,m)

V.
Ty
fed
AN
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Definic a spojitosti edky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti

0O00@e0000

Exponenciala

Jak jsme uz zminili na zacatku semestru, jednu vlastnost exponencialni funkce

o z4kladu e (exponencidly) budeme muset v tento okamzik postulovat, neZ tuto

funkci v pristim semestru korektné zavedeme.

Navic k ,,algebraickym" vlastnostem e” pridavame nasledujici vlasnost, kterou nynf

bereme jako soucast axiomatické definice e”:

Dopliujici vlastnost e”
Exponenciala e” spliuje nasledujici vztah
e’ —1

lim —— = 1.
x—0 ap

V pristi prednasce vysvétlime vyznam této podminky, v podstaté zde
predepisujeme pozadavek na derivaci funkce e*.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024 /2025
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti
00000000 000000000

Exponenciala

Priklad.

Spojitost elementérnich funkef
0000@e000

Funkce e” je spojita v kazdém bodé a € R

Typy nespojitosti
00000

Diisledky
00000

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT)

BI-MA1

LS 2024/2025
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 0000@e000 00000 00000

Exponenciala

Priklad.
Funkce e” je spojita v kazdém bodé a € R J

Argumentace v tomto pripadé sleduje podobné kroky jako u trigonometrickych

funkei:

@ Spojitost v 0: Nejprve ukdzeme rovnost lir% e® = 1. Pro libovolné £ > 0 ze
T—r

vztahu

.oet—1
lim =
z—0 x

plyne existence § > 0, BUNO § < 152 takového, Ze pro x € Uy(d) # {0}
plati |(e* — 1)/x — 1] < ¢ a pro tato x pak i

e’ —1

1

e =1/ =

‘-|x|<(1+6)-6<(1—|—5)-

/AN
/gl
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledk
00000000 000000000 0000@e000 00000 00000

Exponenciala

Priklad.
Funkce e” je spojita v kazdém bodé a € R J

Argumentace v tomto pripadé sleduje podobné kroky jako u trigonometrickych
funkei:
@ Spojitost v 0: Nejprve ukidzeme rovnost lim e = 1. Pro libovolné ¢ > 0 ze

z—0
vztahu .
lim == =1
z—0 xT
plyne existence § > 0, BUNO § < 152 takového, Ze pro x € Uy(d) # {0}
plati |(e* — 1)/x — 1] < ¢ a pro tato x pak i

e’ —1

le” — 1| = < (Q+e)-d<(1+e)- €.

T+e
@ Spojitost v a € R: Nyni staéi pouzit zakladni vlastnosti exponencidly a vétu
o limité soucinu. Pro libovolné z € R plati

at+xr—a a a

lim e* = lim e =e?lime* % =¢e%-1=0¢e"
r—a r—a Tr—a
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledk
00000000 000000000 00000000 00000 00000

Exponenciala

U exponenciély se jesté na chvili zastavme a zformulujme nékolik poznamek.
o Exponencialni funkci o zakladu a € R™ \ {1} jsme definovali pfedpisem
a® :=e*!"(®) € R. Proto ndm véta o limit& slozené funkce déva

lim @ = lim e* (@) = ebIn(@) — b
r—b T—b

a i funkce a” je spojita v kazdém bodé b € R.

Wrsl
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Spojitost elementarnich funkci
00000000

Exponenciala
U exponenciély se jesté na chvili zastavme a zformulujme nékolik poznamek.

o Exponencialni funkci o zakladu a € R™ \ {1} jsme definovali pfedpisem
a® :=e*!"(®) € R. Proto ndm véta o limit& slozené funkce déva

lim @ = lim e* (@) = ebIn(@) — b
r—b T—b

a i funkce a” je spojita v kazdém bodé b € R.
@ Pro limity v nekoneénech plati (stejné pro ziklad a > 1, opaéné pro a < 1)

lim e =+0c0 a lim e =0.
xr—r+00 T—r—00

K tomu je potfeba si pfipomenout nasledujici fakta, stru¢né:
o Dle axiomatické definice e” plati e! > e’ =1ae™ =e---e (nkrit).
o Limity geometrickych posloupnosti pocitat umime, konkrétné

lim e" =400 a lime " =0.

e Vyuzijeme-li navic zndmou monotonii €” dostaneme dokazované tvrzeni.
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti
00000000 000000000

Logaritmus

Priklad.

Spojitost elementérnich funkef
00000080

Funkce In je spojitéd v kazdém bodé a € RT.

Typy nespojitosti
00000

Diisledky
00000
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 00000080 00000 00000

Logaritmus

Priklad.
Funkce In je spojitd v kazdém bodé& a € RT. J

Jiz vime, Ze exponenciéla je spojita funkce v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru. Navic vime, Ze je ostfe rostouci (tedy i ryze monotonni).

[JEC
ﬂ// e f §
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 00000080 00000 00000

Logaritmus

Priklad.
Funkce In je spojitd v kazdém bodé& a € RT. J

Jiz vime, ze exponenciala je spojita funkce v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru. Navic vime, Ze je ostfe rostouci (tedy i ryze monotonni).

Z véty O inverzni funkci ihned plyne spojitost logaritmu In v libovolném bodé
jejiho defini¢niho oboru.

e )
e
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00000000 000000000 00000080 00000 00000
Logaritmus

Priklad.

Funkce In je spojitd v kazdém bodé& a € RT. J

Jiz vime, ze exponenciala je spojita funkce v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru. Navic vime, Ze je ostfe rostouci (tedy i ryze monotonni).

Z véty O inverzni funkci ihned plyne spojitost logaritmu In v libovolném bodé
jejiho defini¢niho oboru.

Plati tedy
limlnz =Ina,
r—a

pro kazdé a € (0, +00). Navic

lim Inzx = —0c0 a lim Inz = +o0.
z—04 T—>+00 S

%
Z
(&
(A7

SV

S
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00000000 000000000 0000000e 00000 00000

Spojitost /= a ||

o Z drivéjsich prednasek plyne okamzité plyne spojitost odmocnin a absolutni
hodnoty.

zmj §
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 0000000e 00000 00000

Spojitost /= a ||

o Z drivéjsich prednasek plyne okamzité plyne spojitost odmocnin a absolutni
hodnoty.

@ Vime, ze plati
r—a

lim ¥z = ¥a a lim Yz =0
oc—>0+

proa>0ak=23,... atedy {/x je spojitd na intervalu (0, +00).

@)
frd
ATy
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 0000000e 00000 00000

Spojitost /= a ||

o Z drivéjsich prednasek plyne okamzité plyne spojitost odmocnin a absolutni
hodnoty.

@ Vime, ze plati

T—ra

lim ¥z = ¥a a lim Yz =0
ac—>0+

proa>0ak=23,... atedy {/x je spojitd na intervalu (0, +00).

@ Obdobnég, protoze
lim |z| = |a]
r—a

pro a € R, plati, Ze |z| je spojitd na R.
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Hlavni body

Typy nespojitosti
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mentarnich funkei Typy nespojitosti
o) 0e000

Definic kritéria spojitosti Disledky spojitos: Spoj

Typy nespojitosti: odstranitelna nespojitost
Zamysleme se jakym zpiisobem miize spojitost funkce v bodé ,selhat".

Poznamka (Odstranitelna nespojitost):

Méjme funkci f, kterad je definovana na okoli bodu a € R vyjma bod a, ale

lim f(z) =ceR.

F=d . 7 Ve 7 v
Potom se takovéto nespojitosti miizeme zbavit dodefinovanim této funkce v bodé
a hodnotou ¢, tj. nova funkce

g(w) . {f(.r), z € Dy,

c, T = a,

s defini¢nim oborem D, = D U {a} je jiz spojitd v bodé a a f = g[p,.
Funkce g je tzv. spojité rozsiteni funkce f v bodé a.
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Definice a kritéria spojitosti
00000000

Disledky spojitosti
000000000

Spojitost elementarnich funkci

00000000

Typy nespojitosti: odstranitelna nespojitost

Priklad.

Typickym prikladem funkce
s odstranitelnou nespojitosti je funkce

f@) = sin(x) ’

T

Dy =R~ {0}.

Tato funkce nenfi spojitd v bodé 0.
Z predchoziho vykladu jiz vime, ze

lim w =1.
x—0 ap
Proto funkce
sin(z) 0
sinc(z) = = ©70
1, w =0

je jiz spojita na celém Dy = R.

=VA1

Typy nespojitosti
00e00

Diisledky
00000

y = sinc(x)

Fa\ .

VY z _
@)
ﬁ‘}&' /,] )

28
J “ngj
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mentarnich funkef Typy nespojitosti Diisledk

[e]e]e] lo}

<ritéria spojitosti Disl

Typy nespojitosti: , konecny skok"”

Poznamka (Koneény skok):

Opét méjme funkci definovanou na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a
samotného. Nyni ovSem predpokladejme, Ze existuji jednostranné limity v bodé a,
ale

cy = lim f(z) #c_ = lim f(z).

r—ra+ T—a—

Takovouto funkci jiz nelze spojité dodefinovat, pfipadné predefinovat, v bodé a.
Zadanim funkéni hodnoty v bodé a bychom maximalné mohli ziskat funkci
spojitou v bodé a zprava, nebo zleva.

y = sen(z) N arctg(l/x)
—

(E—. \
b
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Diisledky
00000000 000000000 00000000 [e]e]ele] ] 00000

Typy nespojitosti: ,,nekonecny skok”, neexistence limity
Dale mize spojitost selhat nasledujicimi dvéma zplisoby.

Poznamka (,,Nekoneény skok*):

Méjme opét funkci f definovanou na okoli bodu a s moznou vyjimkou budu a
samotného.

Funkce f ma limitu (alespori zleva nebo zprava) v bodé a rovnou 400 nebo —cc.
Naptiklad L v nule.

Poznamka (Neexistence limity):

Méjme opét funkci f definovanou na okoli bodu a s moznou vyjimkou budu a
samotného.

Funkce f nemé limitu (alespori zleva nebo zprava) v bodé a.

Naptiklad sin(L) v nule.
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Definice a kritéria spojitosti Dausledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
00000000 000000000 00000000 00000 @0000

Hlavni body

B Disledky
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Definice a kritéria spojitosti Dausledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
00000000 000000000 00000000 00000 [¢] lele]e}

Logaritmus

. -
Vedle timit Tim 22— 1 5 3im € =1 1 bude dalesitou roli hrt i nésledujicr:
z—0 x x—0 x
Lemma:
Plati i .
im 2@ +1)
x—0 x

f
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Dasledky

00000000 000000000 00000000 00000 0000
Logaritmus
si e —1
Vedle timit Tim 22— 1 5 3im € =1 1 bude dalesitou roli hrt i nésledujicr:
x—0 x x—0 €T

Lemma:
Plati ! .

jim @D

x—0 x

V.

Dukaz.

Nejprve zkoumany vyraz vhodné upravme,

In(z+1) In(z+1) 1
- _ T eln(z+1)_1 "
o z+1-1 G

Ze spojitosti logaritmu vime, Ze lir% In(z + 1) = 0. Véta o limité slozené funkce
z—
. e’ =1 PRV
a znalost lim —— =1 davaji kyzeny vysledek. O
z—0 €T 2
T
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Dasledky

00000000 000000000 00000000 00000 0e000
Logaritmus
. @
Vedle timit Tim 22— 1 5 3im € =1 1 bude dalesitou roli hrt i nésledujicr:
x—0 x x—0 €T
Lemma:
Plati ! .
Jim 2E+D
x—0 x
v
Diikaz.
Nejprve zkoumany vyraz vhodné upravme,
In(z+1) In(z+1) 1
- _ - In(z+1) _1 °
T z+1-1 eln(m—ﬂ)

Ze spojitosti logaritmu vime, Ze lirr%) In(z + 1) = 0. Véta o limité slozené funkce
T—r

et -1 LS
a znalost lim —— =1 davaji kyzeny vysledek. O
z—0 x )g
TWrss

A odtud dale plyne..
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Definice a kritéria spojitosti

Diisledky spojitosti
00000000 000000000
Lemma:

,
Plati

T—>+00

1
lim (1+—
T

Spojitost elementarnich funkci
00000000

e a

Typy nespojitosti
00000

=
-
+
|
[

€.
T——00

Diisledky
00e00
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei

Typy nespojitosti Dasledky
00000000 000000000 00000000 00000 0000
Lemma:
,
Plati

1\” 1\°
lim (1 + —> =e a lim (1 + —) =e.
r—r—+00 T T—>—00 €T

Diikaz.

Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (dle definice a” o zékladu jiném nez e),
@+3)° = oin(1+1),

TTKalVeda & Patak (KAMFITCVUT)
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky

00000000 000000000 00000000 00000 0000
Lemma:
Plati
1\* 1\*
lim (1—1——) —e a lim <1+—) =e
z—+00 x T—>—00 xz
v

Dukaz.

Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (dle definice a” o zékladu jiném nez e),
1\ _ xln(1+1
(1 + ;) =€ ( )
Diky spojitosti exponencidly staci zkoumat limitu jejiho argumentu. Pro ten vsak
In(1+1
plati zln (1 + 1) = i_—)
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Diisledky
00e00

Lemma:
Plati

. 1\* . 1\*
lim (1+—) =e a Im (1+—) =e.
x——+00 xT T—>—00 €T

Diikaz.

Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (dle definice a” o zékladu jiném nez e),
(1+1)° =¢° In(1+1)

Diky spojitosti exponencidly staci zkoumat limitu jejiho argumentu. Pro ten vsak
platf on (1 + 1) = 2(H2).

O funkci % vime, ze ma 7imitu v 400 i v —oo rovnou 0. Z predchoziho lemmatu
a véty o limité slozené funkce pak ihned dostavame

In(1+1 In(1+41
W BOED L mey
T—>+00 P T—r—00 P
Tudiz
: 1\ 1 q I\* 1 b
Iim (1+—) =e =€ a lim (1+—) =e =e. O
x— 400 x T—>—00 X

. o
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkei Typy nespojitosti Disledky
00000000 000000000 00000000 00000

[e]e]e] lo}
Disledek:
Pro libovolnou posloupnost (a,,)2° ; spliiujici lim, o |a,| = +oo plati
1\
lim {14+ — =&
n—00 an
1 n
Specidlné plati lim (1+— ] =e.
n— o0 n
v
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
00000000 000000000 00000000 00000 00080
Dausledek:
Pro libovolnou posloupnost (a,,)22 ; splfiujici lim,, . |an| = +oo plati
1\
lim (1+ — =e.
n— 00 Qn,
1 n
Specidlné plati lim (1+— ] =e.
n— o0 n
v

Dukaz: V disledku predchoziho lemmatu a Heineho véty dostavame

|an| _lanl
. 1 . 1
Iim [1+— =e¢ a lim (1+— =e.
n— 00 |an| n—00 _la‘n|
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Definic

a spojitosti

edky

ojitosti

Dusledek:

Spojitost

tarnich funkci

Typy nespojitosti

Pro libovolnou posloupnost (a,,)22 ; splfiujici lim,, . |an| = +oo plati

1\
lim (1 aF )
n— o0

Qn

e.
Specialné plati lim

1 n
<1+) =
n—00 n

€.

Diisledky
00080

Dukaz: V disledku predchoziho lemmatu a Heineho véty dostavame

1 |an|
lim (1 + ) e a lim (1 +
n—oo n— o0

—lan|
) —e.
—lan|
Vezméme nyni libovolné ¢ > 0. Z platnosti predchozich limit plyne existence
N; € N a Ny € N takovych, Ze pro kazdé n > N; plati

|an|

|an|

( 1 )lanl
14— —e| <e
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Definice a kritéria spojitosti Dausledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
00000000 000000000 00000000 00000 [e]e]e]e] ]

a pro kazdé n > Ny plati

1 *|‘1n‘

—lan|
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Definice a kritéria spojitosti

Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
00000000 000000000 00000000 00000 [e]e]ele] ]
a pro kazdé n > Ny platf

1 —lan|
14+ —— —e| <e.
—lan|

Polozme N := max(Ny, Ns). Pro kazdé n € N je a,, = |a,| nebo a,, = —|an]|.
o)
Joas
A
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Definice a kritéria spojitosti Disledky spojitosti Spojitost elementarnich funkci Typy nespojitosti Disledky
00000000 000000000 00000000 00000 [e]e]e]e] ]

a pro kazdé n > N plati

—lan|
1
(1+=n)  —e<e
—lan|

Polozme N := max(Ny, Ns). Pro kazdé n € N je a,, = |a,| nebo a,, = —|an]|.

Tudiz pro kazdé n > N dostavame

(o)

¢imz je platnost limitniho vztahu dokazéana z definice. [

<e,
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

@ Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Drobny vylepSenim metody bisekce pro hledani nulovych bodil funkce f je metoda
regula falsi. Viz nap¥. tento ('blog post na MARASTu. V priibéhu semestru se
setkdme s jesté jednou metodou zaméFenou na tento problém (Newtonova metoda).
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Dodatek
oe

Komentar

@ Drobny vylepSenim metody bisekce pro hledani nulovych bodil funkce f je metoda
regula falsi. Viz nap¥. tento ('blog post na MARASTu. V priibéhu semestru se
setkdme s jesté jednou metodou zaméFenou na tento problém (Newtonova metoda).

@ Shriime na tomto misté axiomatickou definici e*. Tato funkce splnuje

o Doz =R, He= = (0,4+00), je ostfe rostouct, e? = 1.
o Pro kazdé z,y € R plati e”T¥ = e"e¥, (e”)¥ = ™Y,

o lim &1 1.
x—0 X
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Dodatek
oe

Komentar

@ Drobny vylepSenim metody bisekce pro hledani nulovych bodil funkce f je metoda
regula falsi. Viz nap¥. tento ({'blog post na MARASTu. V prilbéhu semestru se
setkdme s jesté jednou metodou zaméFenou na tento problém (Newtonova metoda).

@ Shriime na tomto misté axiomatickou definici e*. Tato funkce splnuje

o Doz =R, He= = (0,4+00), je ostfe rostouct, e? = 1.
o Pro kazdé z,y € R plati e”T¥ = e"e¥, (e”)¥ = ™Y,

o lim &1 1.
x—0 X

@ Limita {\n
lim (1 + 7> =e
n— 00 n
se Casto bere jako definice Eulerova &isla e. Lze i ukazat, ze pro kazdé prirozené n
plati odhad
1\" 1 n+1
(1+—) <e< (1+7)
n n

a Eulerovo ¢&islo tak miizeme teoreticky spoditat v libovolné presnosti.
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Dodatek
oe

Komentar

@ Drobny vylepSenim metody bisekce pro hledani nulovych bodil funkce f je metoda
regula falsi. Viz nap¥. tento ({'blog post na MARASTu. V prilbéhu semestru se
setkdme s jesté jednou metodou zaméFenou na tento problém (Newtonova metoda).

@ Shriime na tomto misté axiomatickou definici e*. Tato funkce splnuje

o Doz =R, He= = (0,4+00), je ostfe rostouct, e? = 1.
o Pro kazdé z,y € R plati e”T¥ = e"e¥, (e”)¥ = ™Y,

o lim &1 1.
x—0 X

@ Limita {\n
lim (1 + f) =e
n

n—o0

se Casto bere jako definice Eulerova &isla e. Lze i ukazat, ze pro kazdé prirozené n

plati odhad
1\" 1 n+1
(1+—) <e< (1+7)
n n

a Eulerovo ¢&islo tak miizeme teoreticky spoditat v libovolné presnosti.

@ PYisti semestr si ukdZeme elegantnéjsi definici Eulerova ¢&isla i exponencidlni funke “@
pomoci Ciselnych ¥ad.
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