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Hlavni vysledky této prednasky
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@ Definice derivace funkce.
@ Vlastnosti derivace funkce a jeji vypocet.

@ Derivace elementarnich funkci.
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Motivace: rychlost (mira zmény)

vzdalenost [km], d
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e Tento graf zachycuje vzdalenost urazenou télesem (napf. vozidlem)
v zavislosti na Case. UraZena vzdalenost télesa d je tedy funkci Casu t.
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@ Priimérna rychlost télesa mezi okamziky t; < t2 je dana podilem

d(t2) —d(t1)  celkové vzdalenost

ta — 11 celkovy cas B
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Motivace: rychlost (mira zmény)

vzdalenost [km], d

0 1, 2

as [h], t

o Cim jsou t; a tp navzajem blize, tim Iépe priimérna rychlost odpovida
okamzité rychlosti vozidla. V Case t; se tedy téleso pohybuje okamzitou

rychlosti
o d(t2) —d(t) -~
tzh—rf%l to — 11 ) /ﬁgj%%@f
Jeie

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 5/41



Rychlost a hledani te¢ny ~ Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementérnich funkci: prehled a priklady — Derivace vy3sich Fada
ooe 0000000000000 00000O0O0O0000O0O 00000

Motivace: tecna ke grafu funkce (geometrie)
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Rychlost a hledani tecny  Derivace funkce Vlastnosti derivace
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Definice derivace funkce
Nasledujici definice by méla byt nyni pomérné prirozena:

Definice (Derivace funkce v bodé / derivative):
Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R. Pokud existuje limita

i £@) = (@)
T—a Tr—a

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé a a oznaéime f'(a). Pokud je
tato hodnota kone¢na (tj. f’'(a) € R) fekneme, ze funkce f je diferencovatelna

v bodé a.

Q,
A
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Definice derivace funkce
Nasledujici definice by méla byt nyni pomérné prirozena:

Definice (Derivace funkce v bodé / derivative):
Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R. Pokud existuje limita

i £@) = (@)

z—a Tr—a

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé a a oznaéime f'(a). Pokud je
tato hodnota kone¢na (tj. f’'(a) € R) fekneme, ze funkce f je diferencovatelna
v bodé a.

Definice (Derivace funkce):

Bud f funkce s defini¢nim oborem Df. Necht M oznacuje mnoZinu viech a € Dy
takovych, Ze existuje koneéna derivace f’(a). Derivaci funkce f nazyvdme funkci
s defini¢nim oborem M, ktera kazdému z € M pfitadi f’(x). Tuto funkci zna&ime
symbolem f’. J
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Definice derivace funkce

Poznamka (Znaceni |):
Derivace funkce f v bodé a se z rliznych historickych divodi znadi i nasledujicimi
ekvivalentnimi zptsoby

df

e (a).
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Definice derivace funkce

Poznamka (Znaceni I):
Derivace funkce f v bodé a se z rliznych historickych divodi znadi i nasledujicimi
ekvivalentnimi zptsoby

df

r@, f@, L.

Poznamka (Znaceni Il):
V pripadé funkci zadanych vyrazem Casto pouzivame zkracené znaceni. Naptiklad
pod (22)" mame na mysli derivaci funkce f(x) = z2, tj. f’, pfipadné derivaci této
funkce v bodé z, tj. f'(z).
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Definice derivace funkce

Poznamka (Znaceni I):

Derivace funkce f v bodé a se z rliznych historickych divodi znadi i nasledujicimi
ekvivalentnimi zptsoby
df

i (a).

Poznamka (Znaceni Il):
V pripadé funkci zadanych vyrazem Casto pouzivame zkracené znaceni. Naptiklad
pod (22)" mame na mysli derivaci funkce f(x) = z2, tj. f’, pfipadné derivaci této
funkce v bodé z, tj. f'(z).

.
Poznamka (Alternativni vyjadfeni):
Limitu v definici derivace |ze ekvivalentné prepsat do tvaru, ktery je nékdy
vyhodnéjsi pro vypocty,
h) —
limf(a+ ) f(a). ;
h—0 h )
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Tecna ke grafu funkce

Definice (Te¢na / tangent line):
Necht existuje f/(a). Te€nou ke grafu funkce f v bodé a nazyvime

@ ptimku s rovnici z = a je-li funkce f spojitd v bodé a a f/(a) = 400 nebo
7'(a) = ~co.
@ primku s rovnici y = f(a) + f'(a)(z — a) je-li f'(a) € R.

y=vr—1+1

Ukazka funkce f(z) = ¢z —1+1.

@)
e
AT
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Tecna ke grafu funkce

Definice (Te¢na / tangent line):
Necht existuje f/(a). Te€nou ke grafu funkce f v bodé a nazyvime
@ ptimku s rovnici z = a je-li funkce f spojitd v bodé a a f/(a) = 400 nebo
f'(a) = —oo.
@ pfimku s rovnici y = f(a) + f/'(a)(z — a) je-li f'(a) € R.

y=vr—1+1

Ukazka funkce f(z) = ¢z —1+1.

@ Proa =1 plati f/(1) = 400
(vypoltéte!), te¢nou zde je zz = 1.

Wl

@ Proa=2plati f(2) =
(vypocltéte!), te¢nou zde je
y=2+ 3(z—2).

—

i

I\
A
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Derivace konstantni funkce je rovna 0 v kazdém bodé.

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Derivace konstantni funkce je rovna 0 v kazdém bodé.

Je-li f(z) =c € R pro kazdé z € R, pak
f(z) — f(a) c—c

lim = lim =1lim0=0
T—a Tr—a rT—=al —Q T—a

pro kazdé a € R.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025

11/41



Rychlost a hledani tecny  Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady — Derivace vyssich Fada
[e]e]e} 0000@00000000 OOO0OOOOOOOOOOOO 00000 e]e]

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace konstantni funkce je rovna 0 v kazdém bodé. J

Je-li f(z) =c € R pro kazdé z € R, pak
f(z) — f(a) c—c

lim = lim =1lim0=0
T—a Tr—a rT—=al —Q T—a

pro kazdé a € R.

Poznamka:

Pozor, v tomto pFipadé graf funkce f(z) = ¢ splyvd s tecnou ke grafu funkce této
funkce v libovolném bodé y =c+0- (z —1) =c.
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = 2" plati f'(z) =nz""!, kde n € N a z € Dy. Plati
totiz
" — g™
lim — =na
T—a T —a

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = 2" plati f'(z) =nz""!, kde n € N a z € Dy. Plati
totiz
" — g™
lim ——— =na
T—a T — Q

Nejprve vhodné upravme zkoumany vyraz,

" —a® 1 n—1 n—2 n—2 n—1
- zx_a-(x—a)(:z: +2" Pa+ - Fxa"?+ a7t

:xn—l +xn—2a+“_+xan—2+an—1-

n Clend

zmj §
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) = 2" plati f'(z) =nz""!, kde n € N a z € Dy. Plati

totiz
" —a"
lim ——— =na
r—a T — Q

Nejprve vhodné upravme zkoumany vyraz,

" —a” 1
— .(x_a)(l,nfl +xn72a+“_+xan72+anfl)
xr—a r—a
_ xn—l +xn—2a+. +xan—2 +an—1
n clend
Tudiz
" —a”

lim — =na"" . e
r—=a T — Q ﬁ;\?%
[{ w\hj 2
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Derivace funkce: priklady

parabola

N

Lze-li danou funkci derivovat, pak umime zkonstruovat jeji te¢ny v libovolnych_ ..
bodech! Pojdme nyni derivovat elementarni funkce. ﬁ%ﬁ%&é
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Derivace funkce sin x je funkce cos z a derivace funkce cosx je funkce —sinz.

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace funkce sin x je funkce cosz a derivace funkce cosx je funkce —sinz. J

Pomoci souctového vzorce pro sin dostavame

sin(x) — sin(a) sin(z — a + a) — sin(a)

lim = lim =
T—a T —a z—a Tr—a
_ sin(x — a) cos(a) + cos(x — a)sin(a) —sin(a)
= xli;l’}; p— =
in(z — —a)—1
= cos(a) lim sin( — a) + sin(a) lim coslw—a) ~ 1 =

T—=a T —a T—a T —a

cos(a) - 1+ sin(a) - 0 = cos(a).

Vyuzili jsme znalosti jiz spoétenych limit a véty o limité slozené funkce.

B
IAEAO
A
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace funkce sin x je funkce cosz a derivace funkce cosx je funkce —sinz. J

Pomoci souctového vzorce pro sin dostavame

sin(x) — sin(a) sin(z — a + a) — sin(a)

lim = lim =
T—a T —a z—a Tr—a
_ sin(x — a) cos(a) + cos(x — a)sin(a) —sin(a)
= xll}'}l p— =
in(z — —a)—1
= cos(a) lim sin( — a) + sin(a) lim coslw—a) ~ 1 =

T—a T —a T—a T —a
= cos(a) - 1 +sin(a) - 0 = cos(a).
Vyuzili jsme znalosti jiz spoétenych limit a véty o limité sloZzené funkce. Podobnym
zplsobem mizeme odvodit
cos(z) — cos(a)

lim . = —sin(a),

pro kazdé a € R.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 14 /41



Rychlost a hledani tecny  Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementérnich funkci: prehled a priklady — Derivace vy3sich Fada
[e]e]e} 00000000@0000 0OOO0O0OOOOOOOOOO 00000 e]e]

Derivace funkce: priklady

Poznamka:

Ve vypoctu vyse jsme pouzili znalost limity

. sinh
S
a jejiho disledku
lim cosh—l_hm cos’h — 1 1 _
hs0  h G h cosh+1
. sin?h h 0
= — lim =1l -

. = =0
h—0 h2  cosh-+1 1+1
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Derivace funkce: priklady

y = cos(x), — sin(x)
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivaci funkce f(z) = e” plati f/(x) = e®. Pro kazdé a € R plati

et —e”
hrn —_— = ea.
r—a T — Qa

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivaci funkce f(z) = e” plati f/(x) = e®. Pro kazdé a € R plati

Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementérnich funkci: prehled a priklady — Derivace vy3sich Fada
e]e]

et —e”
lim —— =e“.
rx—a T — Q
V minulé pfednasce jsme zminili axiom
.oet—1
lim —— = 1.
z—0 xT
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivaci funkce f(z) = e” plati f/(x) = e®. Pro kazdé a € R plati

. et —e
lim —— =e“.
rx—a T — Q
V minulé pfednasce jsme zminili axiom
.oet—1
lim —— =1.
x—0 xT

Podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkci plati

xT a r—a
. et —e . e -1
lim ——— =lime* - ———— =¢% -1 =¢%

T—=a T — Q T—a T —a ~
)
J¥Hrs
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) =Inz plati f'(z) = 1, 2 € Dy = (0, +00). Pro kazdé
kladné a € (0, +o00) plati
In(z) —In(a) 1

lim ——— = —
r—a Tr—a a

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) =Inz plati f'(z) = 1, 2 € Dy = (0, +00). Pro kazdé
kladné a € (0, +o00) plati
In(z) —In(a) 1

lim ——— = —
r—a Tr—a a

V minulé pfednasce jsme odvodili vztah

i A2
z—0 xT
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce f(z) =Inz plati f'(z) = 1, 2 € Dy = (0, +00). Pro kazdé
kladné a € (0, +o00) plati
In(z) —In(a) 1

lim ——— = —
r—a Tr—a a

V minulé pfednasce jsme odvodili vztah

In(1
i B )
x—0 X

Podobné jako v predchozim prikladu nyni

In(x) — In(a) Iz  Im(1+%-1) 1

lim = lim

1
z—a T —a T—=a X — @ T—a a(%fl) a a C‘i\?f%{
L /i
HJ§
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Grafy funkel f(z) =In(z) a g(z) = % pro z > 0.
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Hlavni body

Vlastnosti derivace
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Véta (O vztahu diferencovatelnosti a spojitosti):

Je-li f funkce diferencovatelnd v bodé a, pak je spojitad v bodé a. Tj. plati

fl(a)eR = lim f(z) = f(a).

r—a
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Véta (O vztahu diferencovatelnosti a spojitosti):

Je-li f funkce diferencovatelnd v bodé a, pak je spojitad v bodé a. Tj. plati
Fl@eR = lm f(2)= f(a).
Diikaz.
Elementarni Gpravou a pouZitim véty o limité souctu/soudinu
. L _ o f@) = f(a) _
lim f(z) = lim (f(z) - f(a) + f(a)) = lim —=————-(z-a)+ f(a) =
_ o f@) = fla) _ _
= lim === lim (¢ —a) + f(a) = f'(a) - 0+ f(a) = f(a).
Tedy li_r}n f(z) = f(a). Poznamenejme, Ze , diferencovatelnost” znamené
x a
f'(a) € R a vyraz na konci vypoctu proto ma smysl. Dj
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Poznamka:

Obracené tvrzeni neplati. Pfesnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji
diferencovatelnost v bodé a.
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Poznamka:
Obracené tvrzeni neplati. Pfesnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji
diferencovatelnost v bodé a. )
Priklad.
Funkce f(z) = |x| nema derivaci v bodé 0.

v

f
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Poznamka:
Obracené tvrzeni neplati. Pfesnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji
diferencovatelnost v bodé a. )
Priklad.
Funkce f(z) = |x| nema derivaci v bodé 0.

v

Pro z # 0 = a platf
f(z) = fla) _ |a]

= — =sgnz.
T —a

8]

Tudiz f'(0) opravdu neexistuje.
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Vztah spojitosti a diferencovatelnosti

Poznamka:

Obracené tvrzeni neplati. Presnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji

diferencovatelnost v bodé a.

Priklad.

Funkce f(z) = |z| nema derivaci v bodé 0.

Pro z # 0 = a platf
f(z) = fla) _ |a]

= — =sgnz.
T —a x

Tudiz f'(0) opravdu neexistuje.

Lze definovat derivaci funkce f v bodé a zleva i zprava jako limity

fi(a) = lim f(@) = fla) a fl(a)= lim M.

r—a+ r—a T—a— r—a

Pak by v ptipadé f(z) = |z platilo f{(0) =1a f (0) = —
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Nastroje pro vypocet derivaci

Véta (Derivace souctu, soucinu a podilu):

Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a. Potom plati
° (f+9)(a)=f'(a) +4'(a)
° (f-9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

£\ _ f(a)g(a) - fla)g'(a)
° <§> (a) = (07 , pokud g(a) # 0.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 23/41



Rychlost a hledani te¢ny ~ Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementérnich funkci: prehled a priklady — Derivace vy3sich Fada

[e]e]e} 0000000000000 000e00000000000 00000 e]e]

Nastroje pro vypocet derivaci

Véta (Derivace souctu, soucinu a podilu):

Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a. Potom plati
° (f+9)(a)=f'(a) +4'(a)
° (f-9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

£\ _ f(a)g(a) - fla)g'(a)
° (5) (a) = ()2 , pokud g(a) # 0.

Diikaz vzorce pro soucet.

P¥imocary vypocet s vyuzitim véty o limité souctu,

T—a T —a
T—ra xr—a r—a T —a

Za uvedenych predpokladi plati f/(a),¢’(a) € R a uvedenou vétu lze pouZit.
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Nastroje pro vypocet derivaci

Duikaz vzorce pro soucin.

PouZijeme vétu o limité souctu/soudinu a déle vyuZijeme existence
lim f(z) = f(a) € R plynouci z diferencovatelnosti f v bodé a:
Tr—ra

o 9@ —f@)gla) + ()gla) = (f - g)(a) _
- iy (o280, S 1))
= f(a)g'(a) + f'(a)g(a).
Za uvedenych predpokladi maji vSechny operace smys| v R. ]

Dikaz vzorce pro podil na prednasce vynechavame.
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Nastroje pro vypocet derivaci

Poznamka:

Pravidlo pro derivaci soucinu se nékdy téz nazyva Leibnizovo pravidlo. Plati tedy
napriklad

(sin(z) cos(z))’ = cos(z) cos(z) — sin(x) sin(x) = cos(2z),

(zsin(z))’ =1 -sin(z) + z - cos(z)
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[e]e]e} 0000000000000 000000e00000000 00000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivace funkci tg a cotg plati

1 m
tg'(m)zm, xeR\{§+k7r’k‘€Z},

1
cotg' () = ——5—

n2(z)’ r RN {k7r|k € Z}.
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivace funkci tg a cotg plati
1 m
) — : R {— k ‘k Z},
g'(z) T r € RN 2+ 7|k €
cotg'(z) = — v e R~ {kn|k € Z}.

sin?(z)’

Pomoci pravidla pro derivaci podilu dostavame vztahy

) — sin(z)\"  cos?(z) +sin?(z) 1
te (@) = (cos(x)) B cos?(x) ~ cos?(x)’
cote! (2) — cos(z)\’ _ —sin?(x) — cos?(x) 1
e (z) <sin(1‘)) sin?(z) sin?(zx)’

platné na prislusnych defini¢nich oborech.
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Derivace slozené funkce

Véta (Derivace slozené funkce):

Necht g je funkce diferencovatelna v bodé a, f je diferencovatelnd v bodé g(a).
Potom funkce f o g je diferencovatelnad v bodé a a plati

(fog)(a) = f'(g(a)) - g'(a).

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 27/41



Rychlost a hledani te¢ny  Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady
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Derivace slozené funkce

Véta (Derivace slozené funkce):

Necht g je funkce diferencovatelna v bodé a, f je diferencovatelnd v bodé g(a).

Potom funkce f o g je diferencovatelnad v bodé a a plati

(fog)(a) = f'(g(a)) - g'(a).

Derivace v:

e]e]

y$Sich fadi

Diikaz.

Na okoli bodu a polozme

flg(x))— f(g(a))
h(a:) — { 9(@)—g(a) g(ﬂ:) ;ég(a)

f'(g(a)), g(x) = g(a).

Potom plati

Flo@) = Fo(@) _ o 9() —gla)

r—a T —a

Podle véty o limité slozené funkce plati h(z) — f'(g(a)) kdyz = — a a tedy

i podle véty o limité soudinu (f o g)'(a) = f'(g(a)) - ¢'(a). O
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Plati tedy napriklad:

(eIQ), =e® -2z, (sin (cos(x)))l = cos (cos(z)) - ( —sin(z)).

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Plati tedy napriklad:

(e””2>, =e® -2z, (sin (cos(x)))l = cos (cos(z)) - ( —sin(z)).

Priklad.

Derivace funkce h(z) = 2% = >0 a a € R, je opét h/(z) = az®~L.

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Plati tedy napriklad:

(e’”Q), =e® -2z, (sin (cos(x)))l = cos (cos(z)) - ( —sin(z)).

Priklad.

Derivace funkce h(z) = 2% = >0 a a € R, je opét h/(z) = az®~L.

e Vime, ze pro kladné z > 0 plati 2@ = e*™"® Oznaéme f(x) = ¢
funkci a g(x) = aln(x) vnitfni funkci, tedy 2® = f(g(z)).
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Plati tedy napriklad:

(exz), =e® -2z, (sin (cos(x)))l = cos (cos(z)) - ( —sin(z)).

Priklad.

Derivace funkce h(z) = 2% = >0 a a € R, je opét h/(z) = az®~L.

@ Vime, ze pro kladné z > 0 plati 2@ = e*™"® Oznaéme f(x) = e vn&jsi
funkci a g(x) = aln(x) vnitfni funkci, tedy 2® = f(g(z)).
@ Potom podle véty o derivaci slozené funkce mame
/ / / alnz & a @ a—1
(fog)(z)=f(9(2)) - g'(2) =e*™* - — =2 —=az®"", 2>0, 5
MJ a
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace funkce f(z) = a®, z € R, kde a > 0 je f/'(z) = a” Ina.

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace funkce f(z) = a®, z € R, kde a > 0 je f/'(z) = a” Ina.

e Plati h(x) = e*!"%. Ozna&me vn&j§i funkci f(z) = e® a vnitni funkci
g(z) =zlna.

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Derivace funkce f(z) = a®, z € R, kde a > 0 je f/'(z) = a” Ina. J

e Plati h(x) = e*!"%. Ozna&me vn&j§i funkci f(z) = e® a vnitni funkci
g(z) =zlna.

o Potom
W(z)=f'(g9(x)) ¢ (x) = "™ Ina=a"lna.
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Derivace elementérnich funkei: prehled a piiklady
000
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Derivace inverzni funkce

Derivace vyssich fadi
e]e]

Véta (Derivace inverzni funkce):

Budte f spojitd a ryze monoténni na intervalu I = (a,b) a bod ¢ € I. Ma-li

inverzni funkce f~! kone&nou nenulovou derivaci v bod& f(c), potom mé f
derivaci v bodé c a plati

.-
) %
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Derivace inverzni funkce

Derivace vyssich fadi

Véta (Derivace inverzni funkce):

Budte f spojitd a ryze monoténni na intervalu I = (a,b) a bod ¢ € I. Ma-li
inverzni funkce f~! kone&nou nenulovou derivaci v bod& f(c), potom mé f
derivaci v bodé c a plati

Diikaz: Ozna¢me d = f(c). VSimnéme si, Ze pro « € I, x # c plati

f@) = f(o) _ (fl(f z)) f1<d>>
d

—1

(
T Ty =
kde
d , proxz € f(I), x #d.
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Derivace inverzni funkce

Podle predpokladu je ale )
lim g(x) = (f7') (d)

z—d

kone¢na nenulova, lii)n f(x)=da f(x) #d pro x # c.
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Derivace inverzni funkce

Podle predpokladu je ale )
lim g(w) = (£7)'(d)

koneéna nenulova, lim f(z) =d a f(z) # d pro z # c.
Tr—c

Podle véty o limité slozené funkce pak tedy

fx) = f(e) 1

lim =

T—c T —cC (ffl)l(d).
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Jiz vime, Ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e”. Ovérme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.

?“"f%
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Jiz vime, Ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e”. Ovérme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.

Chceme derivovat f(z) = In(x) na intervalu I = (0,+00). Tato je spojita, ryze
monoténni a jeji inverzni funkci je f~1(z) = e®.

g
I'YTs
e
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Jiz vime, Ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e”. Ovérme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.

Chceme derivovat f(z) = In(x) na intervalu I = (0,+00). Tato je spojita, ryze
monoténni a jeji inverzni funkci je f~1(z) = e®.

Je-li x € I, pak pro derivaci f=1 v bod& f(z) plati

(f_l)/(f(x)) =@ =g el

i

A\
AN
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Derivace elementérnich funkci: prehled a priklady — Derivace vy3sich Fada

Rychlost a hledani te¢ny  Derivace funkce Vlastnosti derivace
e]e]

[e]e]e} 0000000000000 0000000000000 0 00000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Jiz vime, Ze derivace In je funkce % In je ale inverzni funkce k funkci e”. Ovérme
si vztah pro derivaci znovu pomoci véty o derivaci inverzni funkce.

Chceme derivovat f(z) = In(x) na intervalu I = (0,+00). Tato je spojita, ryze
monoténni a jeji inverzni funkci je f~1(z) = e®.

Je-li x € I, pak pro derivaci f=1 v bod& f(z) plati

(f_l)/(f(x)) =@ =g el
Podle nasi véty tedy je

n'(z)=f(z) = ——F— = 1’

Q,
A
02

coz jsme ocekavali. AR
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arcsin plati arcsin’(z) = A TE (—1,1).

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
1

Pro derivaci funkce arcsin plati arcsin’(z) = A TE (—1,1).

Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin ziZené na interval <—g, 5)- Tj.
—1 s v 1z TN v s v ,
f~' =sin |< . Pro kazdé z € (-3, §) jiz vime, Ze plati

(f_l)/(w) = cosz # 0.

-5.%)

?“"f%
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[e]e]e} 0000000000000 0000000000000 e0 00000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
1

Pro derivaci funkce arcsin plati arcsin’(z) = A TE (—1,1).

Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin ziZené na interval <—g, 5)- Tj.
I v o1z TN v s v .
f~  =sin |<_ . Pro kazdé z € (-3, §) jiz vime, Ze plati

(f_l)/(x) =cosz # 0.
Podle véty o derivaci inverzni funkce mame pro kazdé = € (—1,1) rovnost
1 1
arcsin’(z) = f'(z) = =

(f=1)(f(z))  cos(arcsin(z))

3:%)

J w\hj 2
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[e]e]e} 0000000000000 0000000000000 e0 00000

Derivace funkce: priklady

Ptiklad.
. . . . . o 1
Pro derivaci funkce arcsin plati arcsin’(z) = A TE (—1,1).
Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin ziZené na interval <—g7 5)- Tj.
f~t=sin |<_I 5 Pro kazdé z € (=5, 5) jiz vime, Ze platf
272

(f_l)/(x) =cosz # 0.
Podle véty o derivaci inverzni funkce mame pro kazdé = € (—1,1) rovnost
1 1
arcsin’(z) = f'(z) = =

(f=1)(f(z))  cos(arcsin(z))

Proz € (—1,1) je ale

cos (arcsin(z)) = \/1 — sin? (arcsin(z)) = V1 — a2 # 0,

a tudiz

1 Y=Y
arcsin’(z) = ——, z € (-1,1). el
== e s

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 33/41



Rychlost a hledani te¢ny  Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady — Derivace vyssich Fada
[e]e]e} 0000000000000 0000000000000 0e OO00O e]e]

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arctg plati

1

arctg’ ()

f
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arctg plati

1

:m, z € R.

arctg’ ()

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténnni. Jeji inverzn{
funkce je f~1 ztg‘( x x

272
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Pro derivaci funkce arctg plati

1
arctg’(z) = 102 %€ R.

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténnni. Jeji inverzn{
funkce je f~1 =tg ‘(72 = Pro kazdé z € I plati
272

(/) (@) = t&’ (arctg(x)) = ;) 40,

cos? (arctg(z)

protoZe arctg(z) € (— 5 %)

[JEC
ﬂ// e f §
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arctg plati

1
arctg’(z) = 102 %€ R.

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténnni. Jeji inverzni

funkce je f~! =tg ‘(73 = Pro kazdé z € I plati
272

(F7) (@) = te (arctg(a) = 1) 40,

cos? (arctg(z)
protoze arctg(z) € (f 5 g) Navic je

cos? (arctgz) 1 1

) B _
cos (arctg x) iy (arctg 3:) T cos? (arctg x) o 1+tg? (arctg :c) 1422
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Pro derivaci funkce arctg plati

1
arctg’(z) = 102 %€ R.

Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojitd a monoténnni. Jeji inverzni
funkce je f~! =tg ‘(72 »+. Pro kazdé x € I plati
5

)
2
—1\/ —t ’ " _ ].
(/) (@) = te' (arctg(z)) = —F——— (arcte (@) #0,
protoze arctg(z) € (f 5 g) Navic je
2 (arctg ) — cos? (arctgz) B 1 1
o8 AraeT) = G2 (arctgz) + cos? (arctg z) o 1+tg? (arctgz) 142
arctg’(z) = qu?’ z €R. J}Q@
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Hlavni body

Derivace elementéarnich funkci: prehled a priklady
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Rychlost a hledani te¢ny  Derivace funkce

Vlastnosti derivace

Derivace elementérnich funkei: prehled a piiklady

[e]e]e} 0000000000000 00000O0O0O00O000O 0000

Rekapitulace

Tabulka zatim znamych derivaci:

f(z)

f'()

¢, 2° 0 ¢ nezavisld na x
" nz" 1 zeER, neN
x" nz" 1 rzeR~{0},n=-1,-2,...
¢ aze~t r>0aaelR
e’ e reR
a” a®lna zeR, a>0

In(z) 1 x>0

sin(z)  cos(x) zeR

cos(x) —sin(z) reR

tg(x) COS%(Z) r# 5+ km kel

cotg(x) bmf}( ) x#kr, kel

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT)

BI-MA1

Derivace vyssich fadi
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[e]e]e} 0000000000000 00000O0O0O00000O 00800

Rekapitulace

Pokracovani...

f(z) f'(x)

arcsin(z) 11_12 z e (-1,1)
arccos(z) —ﬁ z € (-1,1)
arctg(zx) Tlﬁ reR

arccotg(x) —ﬁ zeR

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1

LS 2024/2025
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Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

1
f(z) =arctg | — | +arctgz, x #0.
x

f
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Rychlost a hledani te¢ny  Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementérnich funkci: prehled a priklady

[e]e]e} 0000000000000 00000O0OO0O00000O 0000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

f(z) = arctg <l> +arctgz, x # 0.
x

Derivace vyssich fadi
e]e]

Postupné pouzijeme:

@ derivace souctu,

1 /
arctg — | + arctg’(z)
x

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1

LS 2024/2025
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[e]e]e} 0000000000000 00000O0OO0O00000O 0000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

f(z) = arctg <l> +arctgz, x # 0.
x

Postupné pouzijeme:
@ derivace souctu,
@ 2znalost derivace funkci arctg(z), =1 a derivace sloZené funkce,

2 1 1 1

/ —_— . —_— — —
f'(@) 1+ L 2 +1+x2

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025
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[e]e]e} 0000000000000 00000O0OO0O00000O 0000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

f(z) = arctg (l> +arctgz, x # 0.
x

Postupné pouzijeme:
@ derivace souctu,
@ 2znalost derivace funkci arctg(z), =1 a derivace sloZené funkce,
@ algebraické Gpravy.
!
2 1 1 1 3

- . - - O
1+ L 2 +1+x2

1
#(z) = | arctg ]t arctg’(z)

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Naleznéte derivaci funkce
flx)=2% z>0.

f
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Rychlost a hledani te¢ny  Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementérnich funkci: prehled a priklady

[e]e]e} 0000000000000 00000O0O0OO00O00O 0000

Derivace funkce: priklady

Priklad.
Naleznéte derivaci funkce

Derivace vyssich fadi
e]e]

Postupné pouzijeme:
@ lprava vyrazu pred samotnou derivaci,

#(z) 1 (ezlnz)l

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1

LS 2024/2025
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Naleznéte derivaci funkce
flx)=2% z>0.

Postupné pouzijeme:
@ lprava vyrazu pred samotnou derivaci,
@ derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €%,

f(x) - (ewln“D)I 2 ezhe, (xln:r)/

=)
G
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Derivace funkce: priklady

Priklad.

Naleznéte derivaci funkce
flx)=2% z>0.

Postupné pouzijeme:
@ prava vyrazu pred samotnou derivaci,
@ derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €%,

© derivace soucinu a znalost derivace Inx, resp. z,

2 zlnx '3 zlnz 1
=e -(gcln:r) =e {1-Inz+z-—
T

fl(.%') 1 (ea: lnz)

zmj §
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[e]e]e} 0000000000000 00000O0O0OO00O00O 0000 e]e]

Derivace funkce: priklady

Priklad.

Naleznéte derivaci funkce
flx)=2% z>0.

Postupné pouzijeme:
@ lprava vyrazu pred samotnou derivaci,
@ derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €%,
© derivace soucinu a znalost derivace Inx, resp. z,

@ algebraické Gpravy.

4 1
Flz) = (e’““’“) éezln"-(9clnx)lie””h””~ l-Inz+z- = éﬂc””(l—i—lmac).
T

g
I'YTs
e
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[e]e]e} 0000000000000 00000O0O0O0000O0O 00000 e0

Hlavni body

B Derivace vyssich radi
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Rychlost a hledani te¢ny  Derivace funkce Vlastnosti derivace Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady — Derivace vyssich Fadi
[e]e]e} 0000000000000 00000O0O0O0000O0O 00000 oe

Derivace vyssich radi

Definice (Derivace vyssich fadi):

Derivaci funkce f dostidvame novou funkci f’, jejiz defini¢ni obor ovsem miiZe byt
mensi nez pavodni D¢. Nyni mizeme znovu derivovat f’, tj. sestrojit f”.
Rekurzivné tedy definujeme

fO@) = f), ™) =" (@), n>1

[JEC
ﬂ// e f §
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Derivace vyssich radi

Definice (Derivace vyssich fadi):

Derivaci funkce f dostidvame novou funkci f’, jejiz defini¢ni obor ovsem miiZe byt
mensi nez pavodni D¢. Nyni mizeme znovu derivovat f’, tj. sestrojit f”.
Rekurzivné tedy definujeme

fO@) = f), ™) =" (@), n>1

Priklad.
Naptiklad pro f(z) = 2% — 22 + 4 mame

fll@)=32>-2, f'(x)=6z, f"(x)=6, fM(@)=0n>4.

zmj §
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[ 1o}

Hlavni body

@ Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o Cela rada fyzikalnich zékon( je popsana formou soustav diferencialnich
rovnic. Tedy rovnic, kde neznamé jsou funkce a ve kterych se typicky
vyskytuji jejich prvni a druhé derivace.

@ Napf. Newtoniiv pohybovy zdkon popisujici pohyb hmotného bodu
o hmotnosti m v trojrozmé&rném prostoru se soufadnicemi (z,y, z) € R pod
vlivem sily F' = (F,, F,, F,) € R? zn{

m.’L‘H(t) = F:r(x(t)a y(t)’ Z(t)v t)a
my” (t) = Fy(x(t),y(t), 2(t), 1),
mz"(t) = Fo(z(t), y(t), 2(t), 1)
s pocatecni polohou v &ase 0 rovnou (z(0), y(0), z(0))

@ Pojem derivace pFisti semestr zobecnime i na funkce vice proménnych.
Budeme muset specifikovat, podle které proménné derivujeme a ziskdme tak
pojem parcialni derivace.
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