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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Dissledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 00000000

Hlavni body

Lagrangeova véta o prirdstku funkce
Disledky pro monotonii funkce
Dasledky pro konvexnost/konkavnost
I'Hospitalovo pravidlo

f
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 00000000

Hlavni vysledky této prednasky

o Lagrangeova véta o prirlstku funkce a jeji disledky.
@ Vztah prvni derivace a monotonie funkce.
@ Vztah druhé derivace a konvexity/konkavity funkce.

@ L'Hospitalovo pravidlo.
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Lagrangeova véta o prirtistku funkce Disledky pro monotonii funkce Disledky pro konvexnost/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
®0000000 0000 0000000 00000000

Hlavni body

Lagrangeova véta o prirdstku funkce
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce

Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
0e000000 0000

0000000 00000000

Definice (Lokalni extrémy funkce):
Rekneme, e funkce f mavbodéaec Dy

@ lokalni maximum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé Dy jednostranné) U, C D bodu a tak,
ze (poporadé)

@ pro viechna z € U, plati f(x) < f(a),
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledk

0O@000000 0000 0000000

Definice (Lokalni extrémy funkce):
Rekneme, ¥e funkce f mavbodéaec Dy

@ lokalni maximum,

@ lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé Dy jednostranné) U, C D bodu a tak,

ze (poporadé)
@ pro viechna z € U, plati f(x) < f(a),
@ pro viechna z € U, plati f(x) > f

pro konvexnost,/konkévnost

I'Hospitalovo pravidlo

00000000
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Lagrangeova véta o priristku funkce

Dissledky pro monotonii funkce
0@000000 0000

Definice (Lokalni extrémy funkce):
Rekneme, e funkce f ma v bod& a € Dy
@ lokalni maximum, © ostré lokalni maximum,

Q lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé Dy jednostranné) U, C D bodu a tak,
ze (poporadé)

@ pro viechna z € U, plati f(x) < f(a),
@ pro viechna = € U, plati f(z) > f(a),
@ pro vsechna z € U, \ {a} plati f(z) < f(a),
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Lagrangeova véta o priristku funkce
0e000000

ky pro monotonii funkce

Definice (Lokalni extrémy funkce):

Rekneme, e funkce f ma v bod& a € Dy

@ lokalni maximum, © ostré lokalni maximum,

Q lokalni minimum, @ ostré lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé Dy jednostranné) U, C D bodu a tak,
Ze (poporadé)

@ pro viechna z € U, plati f(z) (
@ pro viechna = € U, plati f(z) (
@ pro vsechna z € U, \ {a} plati (sc) < f(a),
@ pro viechna z € U, \ {a} plati f(z) > f

a),

= =

<
>
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00@00000 0000 0000000 00000000

Lokalni extrémy funkce

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom bud f’(a) = 0, nebo derivace
v bodé a neexistuje.

f
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00@00000 0000 0000000 00000000

Lokalni extrémy funkce

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom bud f’(a) = 0, nebo derivace
v bodé a neexistuje.

Dukaz.

Provedeme sporem.
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00@00000 0000 0000000 00000000

Lokalni extrémy funkce

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom bud f’(a) = 0, nebo derivace
v bodé a neexistuje.

Diikaz.

Provedeme sporem. Kdyby nap¥. f'(a) = lim —f(:z:a)j = e

a
0 > 0 tak, Ze pro vSechna z € (a — 4, a+ 0) \ {a} plati

f(z) = f(a)

r—a

> 0, potom lze nalézt

> 0.
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo

00@00000 0000 0000000 00000000

Lokalni extrémy funkce

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému):

Necht funkce f ma v bodé a lokalni extrém. Potom bud f’(a) = 0, nebo derivace

v bodé a neexistuje.

Diikaz.
Provedeme sporem. Kdyby napt. f'(a) = ligl w > 0, potom lze nalézt
0 > 0 tak, Ze pro vSechna z € (a — 4, a+ 0) \ {a} plati
f) ~ f@) _
zT—a

Tudiz
o f(x) > f(a) pro x € (a, a+9),
o f(z) < f(a) pro x € (a — 0,a).

Funkce f tedy v a nema lokalni extrém. Podobné Ize postupovat v ptipadé
f'(a) <O.
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
000e0000 0000 0000000 00000000

Pozorovani

=
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Lagrangeova véta o priristku funkce exnost,/konkévnost

000e0000

ky pro monotonii funkce

Pozorovani

- R

Pro ,péknou” funkci, majici v krajnich bodech jistého intervalu stejné funkéni
hodnoty, existuje uvnitf tohoto intervalu bod, kde ma jeji graf teCnu rovnobéznou
s osou Z.

Formalné tento postfeh vystihuje Rolleova véta.
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Lagrangeova véta o pfiriistku funkce Disledky pro monotonii funkce Disledky pro konvexnost/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
0O000@000 0000 0000000 00000000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):
Necht funkce f splfiuje podminky

f
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Dissledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00008000 0000 0000000 00000000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
Q f je spojitd na intervalu (a,b),

f
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00008000 0000 0000000 00000000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky
Q f je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),
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Lagrangeova véta o pririistku funkce Dissledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost/konkavnost I'Hospitalovo pravidio
00008000 0000 0000000 00000000
v

Rolleova véta
Véta (Rolleova):
Necht funkce f spliuje podminky

Q f je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),

Q f(a) = f(b).

v
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost

0O000@000 0000 0000000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
Q f je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),
Q@ f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

I'Hospitalovo pravidlo
00000000
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo

0O000@000 0000 0000000 00000000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
Q f je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),
Q f(a) =1 (b).

Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Nacrt dikazu.

Pokud je funkce f konstantni na intervalu (a,b), pak Ize za ¢ volit libovolné &islo

z intervalu (a, b).
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Lagrangeova véta o priristku funkce
00008000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
Q f je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),
Q f(a) = f(b).

Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Nacrt dikazu.

Pokud je funkce f konstantni na intervalu (a,b), pak Ize za ¢ volit libovolné &islo
z intervalu (a,b).

V ptipadé, ze f neni konstantni na (a,b), pak je f({(a,b)) = (A, B) uzavfeny
interval (plyne ze spojitosti f). Existuji tedy «, 8 € (a,b) tak, Ze

A=f(a) < f(5) =B.
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Lagrangeova véta o priristku funkce
00008000

Rolleova véta

Véta (Rolleova):

Necht funkce f spliuje podminky
Q f je spojitd na intervalu (a,b),
@ f ma derivaci v kazdém bodg intervalu (a, b),
Q f(a) =1 (b).

Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Nacrt dikazu.

Pokud je funkce f konstantni na intervalu (a,b), pak Ize za ¢ volit libovolné &islo
z intervalu (a,b).

V ptipadé, ze f neni konstantni na (a,b), pak je f({(a,b)) = (A, B) uzavfeny
interval (plyne ze spojitosti f). Existuji tedy «, 8 € (a,b) tak, Ze

A=f(a) < f(5) =B.

Protoze f(a) = f(b) lezi alespori jeden z bodi «, 8 uvnitf (a,b). Oznaéme tento
bod c. Funkce f ma v bodé ¢ lokalni extrém, a proto f’(c) = 0. Skuteéné, funkce
f ﬂlédatQFiZKdgKli/MaQVUTkaidém bodé intesvalu (a7 b)- LS 2024/2025 @3




Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000e00 0000 0000000 00000000

Pozorovani
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Lagrangeova véta o piiriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
0O0000e00 0000 0000000 00000000
Pozorovani

I
|
L
C

a
Prirastek funkce f na intervalu (a,b) je roven hodnoté f(b) — f(a). Lze ho
vyjadfit pomoci derivace funkce f7?

Existuje te¢na se stejnym sklonem jako pfimka prochézejici body (a, f(a))

a (b, f(0))?

Tento problém Yesi Lagrangeova véta (O pfiriistku funkce).
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Lagrangeova véta o prirtistku funkce Disledky pro monotonii funkce Disledky pro konvexnost/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000080 0000 0000000 00000000

Véta o prirlistku funkce

Véta (Lagrangeova, O piiristku funkce):
Necht funkce f splnuje podminky

f
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000080 0000 0000000 00000000

Véta o prirlistku funkce

Véta (Lagrangeova, O piiristku funkce):
Necht funkce f splnuje podminky
Q [ je spojitd na intervalu (a,b),

f
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000080 0000 0000000 00000000

Véta o prirlistku funkce

Véta (Lagrangeova, O piiristku funkce):
Necht funkce f splnuje podminky

Q [ je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

?“"f%
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000080 0000 0000000 00000000

Véta o prirlistku funkce

Véta (Lagrangeova, O piiristku funkce):
Necht funkce f splnuje podminky

Q [ je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

1) = fla)

Potom existuje bod ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = —
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo

00000080 0000 0000000 00000000

Véta o prirlistku funkce

Véta (Lagrangeova, O prirastku funkce):
Necht funkce f splnuje podminky

Q [ je spojitd na intervalu (a,b),

@ f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

1) = fla)

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) =

b—a
v
Diikaz.
b) —
Polozme g(z) := f(x) — it I)) f(a) (x — a).
—a

e o
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000080 0000 0000000 00000000

Véta o prirlistku funkce

Véta (Lagrangeova, O prirastku funkce):
Necht funkce f splnuje podminky

Q [ je spojitd na intervalu (a,b),

@ [ ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

1) = fla)

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = o

Diikaz.

(x — a). Tato funkce je spojitd na (a,b), ma

Polozme g(z) := f(x) — w

derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b) a navic g(a) = g(b) = f(a).

LA =)
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost

00000080 0000 0000000

Véta o prirlistku funkce

Véta (Lagrangeova, O prirastku funkce):
Necht funkce f splnuje podminky

Q [ je spojitd na intervalu (a,b),

@ [ ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

1) = fla)

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = o

I'Hospitalovo pravidlo

00000000

Diikaz.

Polozme g(z) := f(x) — w

derivaci v kazdém bodg intervalu (a,b) a navic g(a) = g(b) = f(a). Proto podle

Rolleovy véty existuje ¢ € (a, b) tak, ze

(x — a). Tato funkce je spojitd na (a,b), ma
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Lagrangeova véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
0000000e 0000 0000000 00000000

Véta o prirlistku funkce: komentéar

@ Rovnost )
f/(C): f( z:ﬁ(a)

v Lagrangeové vété lze prepsat do tvaru
f) = fla) = f'(c)(b - a).

P¥irtistek funkce f na intervalu (a,b) tak mame vyjadfen pomoci délky
daného intervalu a hodnoty derivace funkce f.

@ Tvrzeni Lagrangeovy véty je existencni, o ¢ pouze vime, ze lezi nékde
v intervalu (a, b).
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Lagrangeova véta o priristku funkce
0000000e

Véta o prirlistku funkce: komentéar

@ Rovnost )
f/(C): f( Z:i(a)

v Lagrangeové vété lze prepsat do tvaru

f) = fa) = f'(c)(b - a).

P¥irtistek funkce f na intervalu (a,b) tak mame vyjadfen pomoci délky
daného intervalu a hodnoty derivace funkce f.

@ Tvrzeni Lagrangeovy véty je existencni, o ¢ pouze vime, ze lezi nékde
v intervalu (a, b).

o Lagrangeova véta nam umoznuje z vlastnosti prvni derivace odvozovat
vlastnosti funkce samotné. Napfiklad: pokud bychom védéli, ze derivace
f'(z) je kladnd na (a,b), pak i f'(c) > 0 at uz je ¢ jaké chce a tudiz
f(b) > f(a)!

@ Toto (a analogickd) pozorovani budou mit dalezité dasledky pro monotoniii
a konvexitu/konkavitu funkce. Systematicky se jimi budeme zabyvat ve
zbytku této prednasky.
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Dissledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 @000 0000000 00000000

Hlavni body

Disledky pro monotonii funkce
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Diisledky pro konvexnost,/konkavnost

Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce
[e] le]e} 0000000

00000000

Monotonie funkce: véta
Zavedme nejprve jesté jeden pomocny pojem.

Definice (Vnitfek intervalu):

I'Hospitalovo pravidlo

00000000

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme

otevieny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Vztah derivace a rliznych typ monotonie funkce popisuje nasledujici véta.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 [e] le]e} 0000000 00000000

Monotonie funkce: véta
Zavedme nejprve jesté jeden pomocny pojem.

Definice (Vnitfek intervalu):

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevieny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Vztah derivace a rliznych typ monotonie funkce popisuje nasledujici véta.

Véta (O derivaci a typech monotonie):

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni:
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 [e] le]e} 0000000 00000000

Monotonie funkce: véta
Zavedme nejprve jesté jeden pomocny pojem.

Definice (Vnitfek intervalu):

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevieny interval (a,b). Znaéime ho J° = (a,b).

Vztah derivace a rliznych typ monotonie funkce popisuje nasledujici véta.

Véta (O derivaci a typech monotonie):

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni:

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
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konvexnost/konkavnost

va véta o pHiriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisle
00 [e] le]e} [e]e]e

Monotonie funkce: véta
Zavedme nejprve jesté jeden pomocny pojem.

Definice (Vnitfek intervalu):

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevieny interval (a,b). Zna¢ime ho J° = (a,b).

Vztah derivace a rliznych typ monotonie funkce popisuje nasledujici véta.

Véta (O derivaci a typech monotonie):

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni:

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
Q (Vo € J°)(f'(x) <0) = f je Klesajici na J,
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a véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diis
00 [e] le]e}

Monotonie funkce: véta
Zavedme nejprve jesté jeden pomocny pojem.

Definice (Vnitfek intervalu):

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevieny interval (a,b). Zna¢ime ho J° = (a,b).

Vztah derivace a rliznych typ monotonie funkce popisuje nasledujici véta.

Véta (O derivaci a typech monotonie):

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni:

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
Q (Vo € J°)(f'(x) <0) = f je Klesajici na J,
Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je ostfe rostouci na J,
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a véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diis
00 [e] le]e}

Monotonie funkce: véta
Zavedme nejprve jesté jeden pomocny pojem.

Definice (Vnitfek intervalu):

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevieny interval (a,b). Zna¢ime ho J° = (a,b).

Vztah derivace a rliznych typ monotonie funkce popisuje nasledujici véta.

Véta (O derivaci a typech monotonie):

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni:

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,

Q (Vo € J°)(f'(x) <0) = f je Klesajici na J,

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je ostfe rostouci na J,
o ( ) (f'(z) < 0)

Vo € J°)(f'(x) < 0) = f je ostFe klesajici na J,
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o pririistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Dis
[e] le]e}

Monotonle funkce: véta
Zavedme nejprve jesté jeden pomocny pojem.

Definice (Vnitfek intervalu):

Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnittkem intervalu J nazveme
otevieny interval (a,b). Zna¢ime ho J° = (a,b).

Vztah derivace a rliznych typ monotonie funkce popisuje nasledujici véta.

Véta (O derivaci a typech monotonie):

Necht f je spojita na intervalu J a necht pro kazdé = € J° existuje f/(z). Potom
plati nasledujicich pét tvrzeni:

Q@ (Vz € J°)(f'(x) > 0) = f je rostouci na J,
Q@ (Vz e J°)(f'(z) <0)
Q@ (VzeJo)(f'(z)>0)
Q@ (Vz € J°)(f'(x) <0) = f je ostFe klesajici na J,
Q@ (VzeJ°)(f'(z)=0)

= f je klesajici na J,

= f je ostfe rostouci na J,

= f je konstantni na J, §
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 [e]e] e} 0000000 00000000

Monotonie funkce: diukaz

Dokéazeme jenom jedno z tvrzeni, ostatni se dokazi naprosto stejné, jen staci
upravit znaménko nerovnosti, resp. rovnosti.

Dukaz 1. tvrzeni.

Budte z1,22 € J takova, Ze x; < x5. Podle Lagrangeovy véty o prirlistku funkce
aplikované na interval (z1,x2) existuje ¢ € (z1,x2) tak, ze

f/(c) _ f(ll?Q) — f(xl)

T2 — T1

ProtoZe ¢ € J°, je f'(c) > 0. Navic zo — z1 > 0. TudiZ

f(x2) — f(z1)

T2 — I1

>0 =  f(z2)—f(z1) >0 = f(21) < f(22).

Celkem jsme pro libovolna x1,z9 € J spliujici z1 < x5 ukazali, Ze f(z1) < f(z2)
a f je proto rostouci na J. O
Ters)
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 oooe 0000000 00000000

Monotonie funkce: priklad

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak
o tom zda roste/klesd rozhoduje znaménko jeji derivace.
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 oooe 0000000 00000000

Monotonie funkce: priklad

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak
o tom zda roste/klesd rozhoduje znaménko jeji derivace.

Uvazme funkci

9
f(z) == 22° — 92 + 122 — 5

AN
1\2/96

J w\hj 2
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 oooe 0000000 00000000

Monotonie funkce: priklad

Poznamka:

Hlavnim vysledkem predchozi véty tedy je: Je-li funkce f diferencovatelna, pak
o tom zda roste/klesd rozhoduje znaménko jeji derivace.

Uvazme funkci
9
f(z) == 22° — 92 + 122 — 5
pro jejiz derivaci plati

f'(x) = 62% — 18z + 12
1\><2/ z =6(z —1)(z —2).

J w\hj 2
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 00000000

Hlavni body

Dasledky pro konvexnost/konkavnost
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a véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost
0C 0000000

Konvexnost a konkavnost funkce
Nejprve zavedeme dva nové pojmy, o kterych tato ¢ast prednasky pojednava.

Definice (Konvexnost/konkavnost v bodé):

Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé a € Dy. Pokud existuje okoli U, bodu
a takové, ze pro vSechna z € U, \ {a} lezi body (z, f(x)) nad (resp. pod) te¢nou
funkce f v bodé aq, tj.

f(@) > f(a) + f'(a)(z — a), (resp. f(z) < f(a) + f'(a)(z — a)),

pak f nazveme ryze konvexni (resp. konkavni) v bodé a.
Pokud pro body (z, f(x)) vySe pfipustime moznost lezet na te¢né (tj. pfipustime
neostré nerovnosti), pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.
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Diisledky pro konvexnost /konkavnost
0®00000

Konvexnost a konkavnost funkce
Nejprve zavedeme dva nové pojmy, o kterych tato ¢ast prednasky pojednava.

Definice (Konvexnost/konkavnost v bodé):

Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé a € Dy. Pokud existuje okoli U, bodu
a takové, ze pro vSechna z € U, \ {a} lezi body (z, f(x)) nad (resp. pod) te¢nou
funkce f v bodé aq, tj.

f(@) > fa) + f'(a)(z — a), (resp. f(z) < f(a) + f'(a)(z — a)),

pak f nazveme ryze konvexni (resp. konkavni) v bodé a.
Pokud pro body (z, f(x)) vySe pfipustime moznost lezet na te¢né (tj. pfipustime
neostré nerovnosti), pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.

Definice (Konvexnost/konkavnost):

Funkci f nazveme (ryze) konvexni (resp. konkavni) na intervalu J, pravé kdyz
je na tomto intervalu spojitd a je (ryze) konvexni (resp. konkavni) v kazdém bodé
intervalu J°.

A=)
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 00e0000 00000000

Konvexnost a konkavnost funkce: ilustrace

Konvexnost Konkavnost

Poznamka (Jazykova vsuvka):

V latiné znamena convexum udoli a concavum vydut.
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 00e0000 00000000

Konvexnost a konkavnost funkce: ilustrace

Konvexnost Konkavnost

Poznamka (Jazykova vsuvka):

V latiné znamena convexum udoli a concavum vydut.
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 000e000 00000000

Konvexnost a konkavnost funkce: poznamky

@ Funkce f je konkavni na intervalu J, pravé kdyz —f je konvexni na intervalu
J. Stadi se tedy soustfedit naptiklad na konvexni funkce.

o Pozadavek spojitosti v definici konvexity/konkavity na intervalu oSetfuje
pripadné krajni body intervalu J.

o Konvexita/konkavita mé (vedle ocividného geometrického vyznamu) i pro
vySetfovani extrémi funkci. Touto souvislosti se budeme zabyvat v dalSich
prednaskach.
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000e00 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Véta (Kritérium pro konvexnost):

Bud f funkce spojita na intervalu J, kterd ma druhou derivaci v kazdém bodé J°.
o f”(x) > 0 pro kazdé = € J°, pravé kdyz f je konvexni na intervalu J.
e Jeli f(z) > 0 v kazdém bod& x € J°, pak je f ryze konvexni na J.

zmj §
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000e00 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Véta (Kritérium pro konvexnost):

Bud f funkce spojita na intervalu J, kterd ma druhou derivaci v kazdém bodé J°.
o f”(x) > 0 pro kazdé = € J°, pravé kdyz f je konvexni na intervalu J.
o Je-li f”(x) > 0 v kazdém bodé = € J°, pak je f ryze konvexni na J.

Poznamka:

@ Stejna véta plati i pro konkavni funkce. V tomto pfipadé je znaménko druhé
derivace (jejiz existence je predpokladem véty) zéporné.

@ Funkce f(x) = 2 je ryze konvexni na R, ale f(0) = 0. Implikaci v druhém
bodé véty nelze obratit.
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000080 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Dikaz = (>, > stejné).
Z predpokladu f”(x) > 0, « € J° plyne, ze f’ je rostouci na J°.

f
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000080 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Dikaz = (>, > stejné).

Z predpokladu f”(z) > 0, x € J° plyne, ze f' je rostouci na J°. Méme a € J°
ax € J° takové, ze x > a.
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000080 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Dikaz = (>, > stejné).
Z predpokladu f”(z) > 0, x € J° plyne, ze f’ je rostouci na J°. Méjme a € J°
a x € J° takové, ze x > a. Potom dle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (a, z) takové,

f@) = f(a)+ f(c)(x —a) = f(a) + f'(a)(z — a).

Skuteéné: a < ¢ a proto f'(a) < f'(¢) az —a > 0.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025



Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000080 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Dikaz = (>, > stejné).
Z predpokladu f”(z) > 0, x € J° plyne, ze f’ je rostouci na J°. Méjme a € J°
a x € J° takové, ze x > a. Potom dle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (a, z) takové,
ze
f(@) = f(a) + f'()(x = a) = f(a) + f'(a)(z — a).

Skuteéné: a < ¢ a proto f'(a) < f'(¢) az —a > 0.

Mame-li z € J° takové, Ze x < a, pak existuje ¢ € (x,a) takové, ze

f(@) = f(a) + f'()(x = a) = f(a) + f'(a)(z — a).
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000080 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Dikaz = (>, > stejné).
Z predpokladu f”(z) > 0, x € J° plyne, ze f’ je rostouci na J°. Méjme a € J°
a x € J° takové, ze x > a. Potom dle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (a, z) takové,
ze
f(@) = f(a) + f'()(x = a) = f(a) + f'(a)(z — a).

Skuteéné: a < ¢ a proto f'(a) < f'(¢) az —a > 0.

Mame-li z € J° takové, Ze x < a, pak existuje ¢ € (x,a) takové, ze

f(@) = f(a) + f'()(x = a) = f(a) + f'(a)(z — a).

Skute¢né: ¢ < a a proto f'(c) < f'(a) a f'(c)(x — a) > f'(a)(z — a), nebot nyni
z—a<0. O
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 000000e 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Dukaz <.

Postupujme sporem. Predpokladejme, ze f je konvexni na J a soucasné existuje
bod a € J° splfiujici f”(a) = lim,_,, S@=S1a) <
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pra
00000000 0000 000000e 00000000

Konvexnost, konkavnost a druha derivace

Dikaz <.
Postupujme sporem. Predpokladejme, ze f je konvexni na J a soucasné existuje
bod a € J° spliiujici f”(a) = lim,_,, Z@=S) < q,
Existuje tedy Us(a) C J takové, ze
f'(x) = f'(a)
x—a

Celkem tedy f’(a) > f'(x) kdykoliv z € (a,a + 9).

<0 kdykolivz € Us(a) \ {a}.

vidlo
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o pririistku funkce Disledky pro monotonii funk Diisledky pro konvexnost /konkavnost
[e] o] 000000e

Konvexnost konkavnost a druha derivace

Dukaz <.

Postupujme sporem. Predpokladejme, ze f je konvexni na J a soucasné existuje
bod a € J° spliujici f”(a) = lim,_,, £@=I2) ~ ¢
Existuje tedy Us(a) C J takové, ze

M < 0 kdykolivz € Us(a) \ {a}.

r—a

Celkem tedy f’(a) > f'(x) kdykoliv z € (a,a + 9).
Z Lagrangeovy véty aplikované na interval (a,x) a funkci f plyne existence ¢
takového, ze

f(@) = f(a) + f()(x — a) < f(a) + f'(a)(z — a)

pro libovolné = € (a,a + §), coz je ve sporu s konvexitou f v bodé a.
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Dissledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 90000000

Hlavni body

I'Hospitalovo pravidlo
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exnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
0@000000

véta o priristku funkce ky pro monotonii funkce Disl

I'Hospitalovo pravidlo

Pro nasledujici vétu je vzité oznaceni ,pravidlo® Jde ale o matematickou vétu jako
kazdou jinou.

Nékdy se uvadi i jako ,I'Hopitalovo pravidlo®.

Guillaume Francois Antoine, Marquis de I’Hépital byl francouzsky matematik
zijici v sedmnactém stoleti.

Véta (I'Hospitalovo pravidlo):

Necht pro funkce f a g a bod a € R plati

v
TR
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st,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
0@000000

véta o priristku funkce Diisledky pro monotonii funkce

I'Hospitalovo pravidlo

Pro nasledujici vétu je vzité oznaceni ,pravidlo® Jde ale o matematickou vétu jako
kazdou jinou.

Nékdy se uvadi i jako ,I'Hopitalovo pravidlo®.

Guillaume Francois Antoine, Marquis de I’Hépital byl francouzsky matematik
zijici v sedmnactém stoleti.

Véta (I'Hospitalovo pravidlo):

Necht pro funkce f a g a bod a € R plati
Q lim f =lim g = 0, nebo lim |g| = 400,
a a a

v
TR
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st,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
0@000000

ky pro monotonii funkce

véta o prirGstku funkce

I'Hospitalovo pravidlo

Pro nasledujici vétu je vzité oznaceni ,pravidlo® Jde ale o matematickou vétu jako
kazdou jinou.

Nékdy se uvadi i jako ,I'Hopitalovo pravidlo®.
Guillaume Francois Antoine, Marquis de I’Hépital byl francouzsky matematik
zijici v sedmnactém stoleti.
Véta (I'Hospitalovo pravidlo):
Necht pro funkce f a g a bod a € R plati

Q lim f =lim g = 0, nebo lim |g| = 400,

a a a
@ existuje okoli U, bodu a splfiujici Uy \ {a} C Dy;g N Dy /g,

v
TR
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I'Hospitalovo pravidlo

véta o pHiriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
0000000 00000000

Pro nasledujici vétu je vzité oznaceni ,pravidlo® Jde ale o matematickou vétu jako

kazdou jinou.

Nékdy se uvadi i jako ,I'Hopitalovo pravidlo®.

Guillaume Francois Antoine, Marquis de I’Hépital byl francouzsky matematik

zijici v sedmnactém stoleti.

Véta (I'Hospitalovo pravidlo):
Necht pro funkce f a g a bod a € R plati
Q lim f =lim g = 0, nebo lim |g| = 400,
a a a
@ existuje okoli U, bodu a splfiujici Uy \ {a} C Dy;g N Dy /g,

!/
Q existuje lim =
a g

Potom existuje lim S a plati lim S =1l
a g a g

v
T T
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 00e00000

I'Hospitalovo pravidlo: diikaz

Dikaz pFipadu 9.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme pfedpokladat, ze f(a) = g(a) =0, tj. f a g jsou
spojité v 0.

J¥rs
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 00e00000

I'Hospitalovo pravidlo: dikaz

Dikaz pFipadu 9.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme pfedpokladat, ze f(a) = g(a) =0, tj. f a g jsou
spojité v 0.

Oznaéme b = lim, 17 3 uvagme libovolné Uy, okoli bodu b. K nému existuje

V, C U, okoli bodu a takové, Ze je-li x € V, \ {a}, pak f'(z)/g'(z) € Us.

Q

AAG
)l
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onvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo

) véta o prirGstku funkce Dusledky pro monotonii funkce Daus
00@00000

I'Hospitalovo pravidlo: dikaz

Dikaz pFipadu 9.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme pfedpokladat, ze f(a) = g(a) =0, tj. f a g jsou
spojité v 0.

Oznaéme b = lim, ch—,/ a uvazme libovolné Uj, okoli bodu b. K nému existuje

V, C U, okoli bodu a takové, Ze je-li x € V, \ {a}, pak f'(z)/g'(z) € Us.

Pro libovolné = € V,, x > a, definujme funkci h(t) := f(t) — g(x)g( ) (N.B.:
g(z) # 0). Potom h je spojitd na (a, z), pro jeji derivaci na (a,x) plati
W(t) = f'(t) — L8 g'(t) a navic h(a) = h(z) =0
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I'Hospitalovo pravidlo
00e00000

I'Hospitalovo pravidlo: dikaz
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V, C U, okoli bodu a takové, Ze je-li x € V, \ {a}, pak f'(z)/g'(z) € Us.

Pro libovolné = € V,, x > a, definujme funkci h(t) := f(t) — ﬁg( ) (N.B.:
g(z) # 0). Potom h je spojitd na (a, z), pro jeji derivaci na (a,x) plati

W(t) = f'(t) — L8 g'(t) a navic h(a) = h(z) =0

Podle Rolleovy véty existuje bod ¢ € (a,x) takovy, Ze h/(c) = 0, tj.

@) _ £
9@ — g0 € Vb
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I'Hospitalovo pravidlo
00e00000

I'Hospitalovo pravidlo: dikaz
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V, C U, okoli bodu a takové, Ze je-li x € V, \ {a}, pak f'(z)/g'(z) € Us.

Pro libovolné = € V,, x > a, definujme funkci h(t) := f(t) — ﬁg( ) (N.B.:
g(z) # 0). Potom h je spojitd na (a, z), pro jeji derivaci na (a,x) plati

W(t) = f'(t) — L8 g'(t) a navic h(a) = h(z) =0

Podle Rolleovy véty existuje bod ¢ € (a,x) takovy, Ze h/(c) = 0, tj.

M = f/(C) c Ub-

g(z) = g'(c)
/
Celkem jsme ukazali, ze lim f@ = lim f, i . Diitkaz limity zleva se provede
z—ay g(x T—a g x)
analogicky. ]
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo

00000000 0000 0000000 000@0000

I'Hospitalovo pravidlo: priklady

Priklad.
Vypoctéte limitu
arcsin(z)
im ———=
z—0  sin(z)

Pomoci I'Hospitalova pravidla

. 1
arc‘sm(:z:) Mo Vi
=0  sin(x) z—0 cos(x)
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 00000000

I'Hospitalovo pravidlo: priklady

Priklad.
Vypoctéte limitu
arcsin(z)
im ——=
-0 sin(x)

Pomoci I'Hospitalova pravidla

. 1
ar(?sm(x) o Ve
=0  sin(x) z—0 cos(x)
Priklad.
Vypoctéte limitu lim z1n(x).

m—>0+

Nejprve musime vyraz upravit do tvaru kdy Ize aplikovat I'Hospitalovo pravidlo.

1 . 1
lim zln(z) = lim n(lac) "B lim = lim (—x) = 0. D
z—04 r—04 > r—04 -2z z—04 y// s
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Dissledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 0000e000

I'Hospitalovo pravidlo: priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

T—r+00 1‘2

f
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 0000e000

I'Hospitalovo pravidlo: priklad

Priklad.
Vypoctéte limitu

T—>+00 $2

Nyni je treba I"Hospitalovo pravidlo pouzit dvakrat,

€T .er R
lim — lim — lim — = 4o0.
T—r—+00 x2 z—+oo 21 r—+oo 2

[
[
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I'Hospitalovo pravidlo
00000800

I'Hospitalovo pravidlo: poznamky

Pfiklad (Dulezitost predpokladi).

P¥i pouziti I'Hospitalova pravidla je nutné zkontrolovat predpoklady. Slepym
pouzitim formule miZeme dostat Spatny vysledek:

2z + sin(x) 12 + cos(z) 2

— sin(x)
- 1m N
z—+oo x +sin(x) @400 14 cos(x) a—+oo —sin(x)

=1.
Chyba v tomto vypoctu je dvojnasobna:
@ Neni splnén 2. ani 3. predpoklad |'Hospitalova pravidla.
@ Limita napravo od L viibec neexistuje. Nema tedy smys| pokracovat ve
vypoctu.

Limitu lze snadno spodist bez |'Hospitalova pravidla,

. 2z + sin(z) ) 2+ %
lim —F = lim —2%—
z—+oo ¢ +sin(z)  e—+oo ] 4 sinl@) 5
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Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Diisledky pro konvexnost,/konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 00000080

I'Hospitalovo pravidlo: poznamky

Pfiklad (Bludny kruh).

V nasledujicim pripadé sice vSechny predpoklady plati, ale ani opakované pouZziti

nevede k cili

Po druhém pouziti dostaneme stejny vyraz s kterym jsme zacinali.

Tuto limitu mdzeme snadno spocitat bez pouziti I'Hospitalova pravidla,

. &g o lge™
llm —_— = hm — =
r—+oco ¥ — e~ T z—+too 1 — 2T

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025

e )
e
S W)

29/30



Lagrangeova véta o pHriistku funkce Diisledky pro monotonii funkce Dissledky pro konvexnost /konkavnost I'Hospitalovo pravidlo
00000000 0000 0000000 0000000e

I'Hospitalovo pravidlo: poznamky

about to send me to

me who used I'hﬂpi;[al's
rule to prove sin(x)/x =1
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Dodatek
@000

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
[e] le]e]

Komentar

@ Konvexnost a konkavnost, geometrickou kvalitu grafu funkce, Ize vyjadfit
i bez teny a derivace.

@ V nasem pojeti napriklad funkce |z| neni konvexni na R. V pojeti uvedeném
na nasledujicich slidech uz je.
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Dodatek
[e]e] o]

Konvexnost a konkavnost funkce

Definice (Zobecnéni konvexnosti/konkavnosti):

Funkci f definovanou na intervalu J nazveme konvexni (resp. konkdvni') na
intervalu J, pravé kdyz pro kazdé x1,x2,x3 € J splnujici 1 < x2 < 3, lezi bod
(2, f(z2)) budto pod (resp. nad) p¥imkou spojujici body (1, f(z1))

a (x3, f(x3)), nebo na ni.

Definice (Zobecnéni ryzi konvexnosti/konkavnosti):

Funkci f definovanou na intervalu J nazveme ryze konvexni (resp. ryze konkdvni’)
na intervalu J, pravé kdyz pro kazdé z1,xo,x3 € J spliujici 1 < zo < x3, lezf
bod (z2, f(x2)) pod (resp. nad) pfimkou spojujici body (z1, f(x1)) a (z3, f(x3)).
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Dodatek
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Konvexnost a konkavnost funkce: ilustrace
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