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xtrémy funkce Kr o hledani extrémii funkce

LokalInf extrémy funkce Maximum /minimum a supremum/infimum

Optimalizace

o Rada zajimavych a praktickych tloh spociva v hledani maxim (&i minim)
jistych funkci, v tzv. optimalizaci. Naptiklad:

e Jak distribuovat objednané zbozi mezi zakazniky co nejefektivnéji, tj. s co
nejmensimi naklady na dopravu?

o Jak sestavit jidelnicek spliujici zadané dietologické podminky a minimalizovat
pri tom naklady?

o Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a soucasné
maximalizovat protivnikovy ztraty?
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Optimalizace

o Rada zajimavych a praktickych tloh spociva v hledani maxim (&i minim)
jistych funkci, v tzv. optimalizaci. Naptiklad:

e Jak distribuovat objednané zbozi mezi zakazniky co nejefektivnéji, tj. s co
nejmensimi naklady na dopravu?

o Jak sestavit jidelnicek spliujici zadané dietologické podminky a minimalizovat
pri tom naklady?

o Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a soucasné
maximalizovat protivnikovy ztraty?

o Optimalizace se déle vyuziva ve strojovém uceni. V fadé metod z této

40

oblasti (napf. rozpoznavani) pod terminem ,uceni* nenajdeme nic jiného nez
hledani (pfiblizného) maxima/minima jisté komplikované funkce.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024 /2025 3/24



Optimalizace

o Rada zajimavych a praktickych tloh spociva v hledani maxim (&i minim)
jistych funkci, v tzv. optimalizaci. Naptiklad:

e Jak distribuovat objednané zbozi mezi zakazniky co nejefektivnéji, tj. s co
nejmensimi naklady na dopravu?

o Jak sestavit jidelnicek spliujici zadané dietologické podminky a minimalizovat
pri tom naklady?

o Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a soucasné
maximalizovat protivnikovy ztraty?

o Optimalizace se déle vyuziva ve strojovém uceni. V fadé metod z této

oblasti (napf. rozpoznavani) pod terminem ,uceni* nenajdeme nic jiného nez
hledani (pfiblizného) maxima/minima jisté komplikované funkce.

@ Zde v BI-MAL se pfi hleddni maxim a minim omezime na realné funkce realné
proménné. Rada zavadénych konceptli se ovsem déle pouziva i v pfipadé
funkci vice proménnych, ¢emuz se budeme vénovat v BI-MA2.
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Hlavni body

Lokalni extrémy funkce
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce

Kritéria pro hledani extrémii funkce
oeo 000000 00000 0000000

P¥ipomenuti z minulé prednasky:

Definice (Lokalni extrémy funkce):
Rekneme, e funkce f mdvbodéac Dy

@ lokalni maximum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé Dy jednostranné) U, C Dy bodu a tak,
ze (poporadé)

@ pro viechna z € U, plati f(x) < f(a),
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce
oeo 000000 00000

P¥ipomenuti z minulé prednasky:

Definice (Lokalni extrémy funkce):
Rekneme, e funkce f mdvbodéac Dy

@ lokalni maximum,

Q lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé Dy jednostranné) U, C Dy bodu a tak,

ze (poporadé)
@ pro vsechna z € U, plati f(z) <
@ pro viechna z € U, plati f(x) >

(a),
(),

Kritéria pro hledani extrémii funkce

0000000
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Lokalni extrémy funkce Y

m/minimum a supremum/infimum
oeo O

extrémy funkce

edani extrémi funkce

P¥ipomenuti z minulé prednasky:

Definice (Lokalni extrémy funkce):

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € Dy

@ lokalni maximum, © ostré lokalni maximum,
Q lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé Dy jednostranné) U, C Dy bodu a tak,
ze (poporadé)

@ pro vsechna z € U, plati f(z) < f(a),
@ pro viechna = € U, plati f(z) > f(a),
@ pro viechna z € U, \ {a} plati f(z) < f(a),
Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1

LS 2024 /2025 5/24



Lokalni extrémy funkce
oeo

P¥ipomenuti z minulé prednasky:

Definice (Lokalni extrémy funkce):

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € Dy

@ lokalni maximum, © ostré lokalni maximum,

Q lokalni minimum, Q ostré lokalni minimum,
pravé kdyz existuje okoli (v krajnim bodé Dy jednostranné) U, C Dy bodu a tak,
ze (poporadé)

@ pro viechna z € U, plati f(x) < f(a),
@ pro viechna = € U, plati f(z) > f(a),

@ pro viechna z € U, \ {a} plati f(z) <
fz) >

f(a),
f(a).

@ pro vsechna z € U, \ {a} plati
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Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce

Lokalni extrémy funkce Maximum /minimum a supremum/infimum
00000 0000000

ooe 000000

Lokalni extrémy funkce: priklady a poznamky

Priklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

Uvazme funkci f(z) := |x|. Funkce f ma jisté ostré
lokalni minimum v bodé 0 (ovéfte pomoci definice!), ale
jeji derivace v bodé 0 neexistuje.
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
ooe 000000 00000 0000000

Lokalni extrémy funkce: priklady a poznamky

Priklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

Uvazme funkci f(z) := |x|. Funkce f ma jisté ostré
lokalni minimum v bodé 0 (ovéfte pomoci definice!), ale
jeji derivace v bodé 0 neexistuje.

Pfiklad (Bod nulové derivace bez extrému).

Funkce f(z) := 2 m4 v bodé& 0 nulovou derivaci, y=z
f(0) = 0, avsak nenabyva v ném lokalniho extrému. Je
dokonce rostouci na celém R. )

J w\hj 2

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 6/24



Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce

ooe 000000 00000

Kritéria pro hledani extrémii funkce
0000000

Lokalni extrémy funkce: priklady a poznamky

Priklad (Extrém v bodé s neexistujici derivaci).

Uvazme funkci f(z) := |x|. Funkce f ma jisté ostré
lokalni minimum v bodé 0 (ovéfte pomoci definice!), ale
jeji derivace v bodé 0 neexistuje.

Pfiklad (Bod nulové derivace bez extrému).

Funkce f(z) := 2 m4 v bodé& 0 nulovou derivaci,
f(0) = 0, avsak nenabyva v ném lokalniho extrému. Je
dokonce rostouci na celém R.

Poznamka:

Nulovost nebo neexistence derivace v bodé je pouze
nutnad podminka pro existenci lokalniho extrému.
Umoznuje nam tvrdit, kde lokalni extrém nenastava.
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Lokalni extrémy funkce Maxi /mini a sup /infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémi funkce
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Hlavni body

Maximum /minimum a supremum /infimum

f
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Kritéria pro hledani extrémii funkce

/minimum a sup /infimum Globalni extrémy funkce
00000 0000000

O@0000

Lokalni extrémy funkce

Pripomenuti: Maximum a minimum mnoziny

Definice (Maximum a minimum mnoziny):
Bud M C R. Cislo a € M nazveme
@ maximem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati z < a.
@ minimem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna z € M plati o < z.
Maximum, resp. minimum, mnoziny M zna¢ime max M, resp. min M.

BI-MA1 LS 2024/2025
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Lokalni extrémy funkce Maxi /minimum a sup /infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} O@0000 00000 0000000

Pripomenuti: Maximum a minimum mnoziny

Definice (Maximum a minimum mnoziny):

Bud M C R. Cislo @ € M nazveme
@ maximem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati z < a.
@ minimem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna z € M plati o < z.

Maximum, resp. minimum, mnoziny M znacime max M, resp. min M.

Napriklad rozmyslete:
e max{1,2,3} =3,
e min(—1,1) = —1.
o Nékteré mnoziny M C R nemusi mit minimum ani maximum. Napriklad

otevreny interval M = (0,1). Cisla 0 a 1 nejsou minimem/maximem, nebot
0,1¢ M. i)

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 8/24



edani extrémi funkce

ni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum
[e]e] le]e]e]

ni extrémy funkce

Supremum mnoziny M C R

Problém neexistence maxima mnoziny M = (0, 1) odstranime zavedenim
obecnéjsiho pojmu. Intuitivné: prvky mnoziny M se mizeme priblizit libovolné
blizko k 1, ale nikdy ji nedosahneme.

Definice (Supremum mnoziny):
Bud M neprazdna shora omezena podmnozina mnoziny realnych &isel. Cislo
« € R nazveme supremem mnoziny M, zna¢ime sup M, pravé kdyz
@ pro kazdé x € M plati z < «, (« je horni zavora M)
@ pokud 5 € R také spliuje predchozi bod, pak o < .
(v je nejmensi horni zdvora M)

Pokud mnozina M neni shora omezend, pak klademe sup M := +oc0. Pro
prazdnou mnozinu klademe sup () := —o0.
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Lokalni extrémy funkce Maxi /minimum a sup /infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000e00 00000 0000000

Infimum mnoziny M C R

Definice (Infimum mnoziny):
Bud M neprazdna zdola omezena podmnoZina mnoZiny redlnych &isel. Cislo
« € R nazveme infimem mnoziny M, znadime inf M, pravé kdyz

@ pro kazdé z € M plati o < z, (o je dolni zavora M)

@ pokud 5 € R také splnuje predchozi bod, pak 8 < a.

(« je nejvétsi dolni zavora M)

Pokud mnozina M neni zdola omezend, pak klademe inf M := —co. Pro
prazdnou mnoZinu klademe inf () := +oo0.
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edani extrémi funkce

ni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum
000e00

ni extrémy funkce

Infimum mnoziny M C R

Definice (Infimum mnoziny):
Bud M neprazdna zdola omezena podmnoZina mnoZiny redlnych &isel. Cislo
« € R nazveme infimem mnoziny M, znadime inf M, pravé kdyz

@ pro kazdé z € M plati o < z, (o je dolni zavora M)

@ pokud 5 € R také splnuje predchozi bod, pak 8 < a.

(« je nejvétsi dolni zavora M)

Pokud mnozina M neni zdola omezena, pak klademe inf M := —o0. Pro
prazdnou mnoZinu klademe inf () := +oo0.

Véta:
Bud M podmnozina mnoziny reélnych &isel. Potom existuje jeji infimum (inf M)
a supremum (sup M).
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Maximum /minimum a supremum/infimum
000800

Infimum mnoziny M C R

Definice (Infimum mnoziny):
Bud M neprazdna zdola omezena podmnoZina mnoZiny redlnych &isel. Cislo
« € R nazveme infimem mnoziny M, znadime inf M, pravé kdyz

@ pro kazdé z € M plati o < z, (o je dolni zavora M)

@ pokud 5 € R také splnuje predchozi bod, pak 8 < a.

(« je nejvétsi dolni zavora M)

Pokud mnozina M neni zdola omezena, pak klademe inf M := —o0. Pro
prazdnou mnoZinu klademe inf () := +o0.

Véta:

Bud M podmnozina mnoziny reélnych &isel. Potom existuje jeji infimum (inf M)
a supremum (sup M).

Diikaz.
Na prednasce vynechavame, plyne z Axiomu Gplnosti mnoziny redlnych cisel. [
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Lokalni extrémy funkce Maxi ini a supl /infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000080 00000 0000000

Supremum a infimum: priklady

Priklad.
Plat{ inf(1,2) = 1.
Dolni zavory: (—o0, 1)

1 2
| R

Cislo 1 je skute¢né nejvétsi dolni zavora mnoziny (1,2).
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Lokalni extrémy funkce Maxi /minimum a sup /infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000080 00000 0000000

Supremum a infimum: priklady

Priklad.
Plat{ inf(1,2) = 1.
Dolni zavory: (—o0, 1)

1 2
| R

Cislo 1 je skute¢né nejvétsi dolni zavora mnoziny (1,2).

Ptiklad.
Pro interval J = (—2,1) plati

maxJ =1, supJ =1, min J neexistuje, inf J = —2.
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Lokalni extrémy funkce Maxi /minimum a sup /infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} O0000e 00000 0000000

Supremum a infimum: znacenf

Pro funkci f: Dy — R a mnozinu M C Dy klademe
111\}[ff = zlél{/[f(x) =1inf{f(z) |z € M},

sup f = sup f(z) == sup{f(x) | = € M}.
M reM
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/minimum a sup /infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
L] 00000 0000000

Lokalni extrémy funkce Maxi
[e]e]e} 00000

Supremum a infimum: znacenf

Pro funkci f: Dy — R a mnozinu M C Dy klademe
1Ir\}lff = 112{/[]0(33) =1inf{f(z) |z € M},

sup f = sup f(z) == sup{f(x) | = € M}.
M zeM

A dale
max f = max f(z) := max{f(z) | + € M},
mj\}nf = gélz\r/}f(x) :=min{f(z) | z € M},

za predpokladu, Ze uvedend maxima a minima existuji. Pfipomenme, Ze jejich
existence je zarucena napt. pokud f je spojitd a M je uzavieny interval.
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Lokalni extrémy funkce Maximum /minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémi funkce
[e]e]e} 000000 @0000 0000000

Hlavni body

Globalni extrémy funkce
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémi funkce
[e]e]e} 000000 0@000 0000000

Globalni extrémy funkce

Definice (Globalni extrém funkce):

Méjme funkci f a mnozinu M C Dy. Globalnim maximem (resp. minimem)
funkce f na mnoziné M nazyvame hodnotu ml\z}xf (resp. n}/i[n 1), existuji-li.

Pokud vynechdme specifikaci mnoziny M, pak mame na mysli pfipad M = Dy.

B
IAEAO
A
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Lokalni extrémy funkce Maximum /minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 0@000 0000000

Globalni extrémy funkce

Definice (Globalni extrém funkce):
Méjme funkci f a mnozinu M C Dy. Globalnim maximem (resp. minimem)
funkce f na mnoziné M nazyvame hodnotu ml\z}xf (resp. n}/i[n 1), existuji-li.

Pokud vynechdme specifikaci mnoziny M, pak mame na mysli pfipad M = Dy.

V této definici zdarazniujeme funkéni hodnotu, maximalni/miniméalni hodnota
mize byt nabyta ve vice bodech.

Q,
A
02

SV
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Globalni extrémy funkce
0@000

Globalni extrémy funkce

Definice (Globalni extrém funkce):

Méjme funkci f a mnozinu M C Dy. Globalnim maximem (resp. minimem)
funkce f na mnoziné M nazyvame hodnotu mﬂ%xf (resp. n}/i[n 1), existuji-li.

Pokud vynechdme specifikaci mnoziny M, pak mame na mysli pfipad M = Dy.

V této definici zdarazniujeme funkéni hodnotu, maximalni/miniméalni hodnota
mize byt nabyta ve vice bodech.

Priklad.
Rozmyslete si nasledujici jednoducha tvrzeni o funkci f(z) = 2x:
o Funkce f nemé globalni maximum ani minimum (nema globalni extrém).

@ Na mnoziné M = (—1,+00) ma f globalni minimum v bodé —1 s hodnotou
—2 a nema globalni maximum.

@ Na mnoziné (—1,2) nemd f globalni minimum a mé globalni maximum

v bodé 2 s hodnotou 4. j
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 [e]e] le]e} 0000000

Globalni extrémy funkce
Jiz jsme zminili, Ze pro spojitou funkei plati f({a,b)) = (A4, B). Odtud dostdvame:

Véta (Globalni extrém spojité funkce na uzavieném intervalu):

Funkce f spojitd a definovana na uzavieném intervalu (a,b) mé globalni maximum
i minimum na tomto intervalu. Tyto globalni extrémy mohou byt nabyty v krajnich
bodech a, b a v bodech, kde je derivace funkce f rovna 0 nebo neexistuje.

@)
frd
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce

[e]e]e} 000000

[e]e] le]e} 0000000

Globalni extrémy funkce

Jiz jsme zminili, Ze pro spojitou funkei plati f({a,b)) = (A4, B). Odtud dostdvame:

Véta (Globalni extrém spojité funkce na uzavieném intervalu):

Funkce f spojitd a definovana na uzavieném intervalu (a,b) mé globalni maximum
i minimum na tomto intervalu. Tyto globalni extrémy mohou byt nabyty v krajnich
bodech a, b a v bodech, kde je derivace funkce f rovna 0 nebo neexistuje.

y=(z-1(-2)

2 4

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT)
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1 92 T

Jako priklad uvazme funkci

f(@) = (@ -1)(z-2)

na intervalu (0,2). Derivace je nulové v bodé 3,
porovnanim funkénich hodnot

FO)=2, f(%)=-Y1, f(2)=0

uzavirdme ze globalni maximum je v bodé 0s hodnotou 2

a globélni minimum je v bod& 2 s hodnotou —1/4. | %@

2
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Lokalni extrémy funkce Maximum /minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 [e]e]e] lo} 0000000

Globalni extrémy funkce: priklad

Priklad.

Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, ze
vystfihneme ze vSech Ctyr rohi stejné ctverce. Krabi¢ka bude mit vySku rovnou
strané tohoto Ctverce. Naleznéte délku strany Ctverce, pti niz bude objem krabicky

nejvetsi.

L ]l
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minimum a supremum /infimum Globalni extrémy funkce edani extrémii funkce

[e]e]e] lo}

Lokalni extrémy funkce Ma

Globalni extrémy funkce: priklad

Priklad.

Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, ze
vystfihneme ze vSech Ctyr rohi stejné ctverce. Krabi¢ka bude mit vySku rovnou
strané tohoto Ctverce. Naleznéte délku strany Ctverce, pti niz bude objem krabicky
nejvetsi.

L ]l

Oznaéme stranu vystfihnutych ¢tvercl symbolem x. Pro
objem krabi¢ky O(z) plati

8 O(z) = z(8 — 22)(3 — 2x) = 42> — 222 + 24z,

kde x € (0,3/2).
Derivace O(x) je nula pouze v bodech 3 a 2/3, oviem

oo pouze 2/3 € (0,3/2). V tomto bodé nastava i maximum
-4 - O(2/3) = 200/27 cm?, protoze O(0) = O(3/2) = 0.
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémi funkce
[e]e]e} 000000 [e]e]e]e] ] 0000000

Globalni extrémy funkce: priklad

Priklad.

Uzavrenost intervalu v predchozi vété je podstatna. Jako priklad uvazme funkci

1
r x—4

spojitou na otevieném intervalu J = (0,4). Tato funkce neméa na J ani maximum
ani minimum.

zmj §
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 [e]e]e]e] ] 0000000

Globalni extrémy funkce: priklad

Priklad.
Uzavrenost intervalu v predchozi vété je podstatna. Jako priklad uvazme funkci
1
z)=— 1+
spojitou na otevieném intervalu J = (0,4). Tato funkce neméa na J ani maximum
ani minimum. )
Yy l
Skuteéné, plati totiz 1
. 1 l
lim f(z) =400 — - = +o0, !
ZL’*}O+ 4 1
i 1 0 4
Jm f(z) =+ (-00) = —co. o
v \23%
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Lokalni extrémy funkce Maximum /minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 00000 ®000000

Hlavni body

Kritéria pro hledani extrémi funkce
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 00000 0@00000

Vztah monotonie a extrému

Vedle definice mizeme k hledani extrémi vyuzit i dvé kritéria, kterd si v zavéru
této prednasky ukazeme.

J w\hj 2
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum xtrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce

0@00000

Vztah monotonie a extrému

Vedle definice mizeme k hledani extrémi vyuzit i dvé kritéria, kterd si v zavéru
této prednasky ukazeme.

Véta:
Méjme funkci f a bod a € Dy takové, ze f je spojitd v bodé a. Potom pokud

o f je (ostfe) rostouci na néjakém levém okoli bodu a a (ostte) klesajici na
néjakém pravém okoli bodu a, potom ma v f v bodé (ostré) lokalni
maximum.

o f je (ostre) klesajici na néjakém levém okoli bodu a a (ostfe) rostouci na
néjakém pravém okoli bodu a, potom ma v f v bodé (ostré) lokalni minimum.

v

Dukaz.

P¥imocaré ovéreni definice. O

v Shap
S(©)

o &
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ni extrémy funkce Ma

um/minimum a supremum /infimum

alni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
00 0@00000

Vztah monotonie a extrémi
Vedle definice mizeme k hledani extrémi vyuzit i dvé kritéria, kterd si v zavéru
této prednasky ukazeme.

Véta:
Méjme funkci f a bod a € Dy takové, ze f je spojitd v bodé a. Potom pokud

o f je (ostfe) rostouci na néjakém levém okoli bodu a a (ostte) klesajici na
néjakém pravém okoli bodu a, potom ma v f v bodé (ostré) lokalni
maximum.

o f je (ostre) klesajici na néjakém levém okoli bodu a a (ostfe) rostouci na
néjakém pravém okoli bodu a, potom ma v f v bodé (ostré) lokalni minimum.

Dukaz.

P¥imocaré ovéreni definice. O

Dusledek:

Méjme funkci f diferencovatelnou na okoli bodu a € D¢. Pokud derivace funkce f
v bodé a méni znaménko, potom méa v bodé a ostry lokalni extrém.

o
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Kritéria pro hledani extrémii funkce

Globalni extrémy funkce
00e0000

Maximum/minimum a supremum/infimum
00000

Lokalni extrémy funkce
000000

Vztah monotonie a extrémd: priklady

Priklad.
Pozadavek spojitosti v predchozi vété je podstatny. Napriklad funkce

f(z) = |x| + sgn(x) je ostfe rostouci na (0,+0c0) a ostfe klesajici na (—o0,0), ale

v bodé 0 nema (ostré) lokalni minimum.

y = |z[ + sgn()

14

BI-MA1
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Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
000@000

Maximum/minimum a supremum/infimum
00000

Lokalni extrémy funkce
000000

Vztah monotonie a extrémd: priklady

Ptiklad.
Na funkci f(z) = |z| je uz predchozi véta aplikovatelna:
o [ je spojitd (jisté i v bodé 0),
@ pro x >0 je f/(x) =1 a je proto ostfe rostouci na (0, +00),
e pro x < 0 je f'(z) = —1 a je proto ostre klesajici na (—o0, 0)
Funkce f v bodé 0 ostré lokalni minimum (coz ale vime i jednoduseji pfimo

z definice).

BI-MA1 LS 2024/2025
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce

[e]e]e} 000000 00000

Vztah monotonie a extrémd: priklady

Priklad.

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z) = ze=22".

Kritéria pro hledani extrémii funkce

0000e00

Pro derivaci této spojité funkce plati

fl(z) = (1 - 4a?)e 2",

5

Proto je f'(z) > 0 pro |z| < 1/2

a f'(z) <0 pro |z| > 1/2. _

N

Funkce f je proto ostfe klesajici na
intervalech (—oo0, —1/2) a (1/2,+00)
a ostfe rostouci na (—1/2,1/2).

M3 proto ostré lokalni maximum v bodé 1/2
a ostré lokalni minimum v bodé —1/2.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1

LS 2024/2025
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 00000 00000e0

Vztah konvexnosti a extrému

Véta:
Necht pro funkci f plati f/(c) = 0.
@ Pokud je f konvexni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni minimum.

o Pokud je f konkavni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé c lokalni maximum.

[JEC
ﬂ// e f §
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 00000 00000e0

Vztah konvexnosti a extrému

Véta:
Necht pro funkci f plati f/(c) = 0.
@ Pokud je f konvexni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni minimum.

o Pokud je f konkavni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé c lokalni maximum.

Dikaz.
Stadi si uvédomit, Ze te¢na v bodé ¢ je dana pfimkou y = f(c) a vyuzit definici
konvexity/konkavity funkce f v bodé c. O
v
i
J w\hj 2
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Lokalni extrémy funkce Ma

minimum a supremum /infimum extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce

00000e0

Vztah konvexnosti a extrémt

Véta:
Necht pro funkci f plati f/(c) = 0.
@ Pokud je f konvexni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé ¢ lokalni minimum.

o Pokud je f konkavni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé c lokalni maximum.

Dukaz.

Stadi si uvédomit, Ze te¢na v bodé ¢ je dana pfimkou y = f(c) a vyuzit definici
konvexity/konkavity funkce f v bodé c. OJ

v

Poznamka:

@ Pokud bychom pozadovali ryzi konvexitu/konkavitu, pak dostaneme ostréa
lokalni minima/maxima.

@ Tato véta se Casto pouziva pokud vime, Zze f ma kladnou (nebo zapornou)
druhou derivaci na okoli bodu c.

LA =5}
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Lokalni extrémy funkce Maximum/minimum a supremum/infimum Globalni extrémy funkce Kritéria pro hledani extrémii funkce
[e]e]e} 000000 00000 000000e

Vztah konvexnosti a extrémii: priklad

K zorientovani se mezi rGznymi znaménky derivaci a souvislosti s monotonii, resp.
konvexitou /konkavitou, mize pomoci jednoduchy priklad zndmé funkce.

Funkce f(x) = 2% m4 prvni derivaci y=2
f(x) = 2x, kterd je kladnd pro z > 0
a zaporna pro x < 0 a nulova pro z = 0.

Druhd derivace [ (x) = 2 je vzdy
kladna.

Funkce f je ostfe rostouci na (0, +00)

a ostfe klesajici na (—o0,0). V bodé

0 ma ostré lokalni minimum. Je konvexni
na celém R.

\,:‘

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 24 /24



Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ V tento okamzik uz mame skoro vse k tomu, abychom dokazali kvalitativné
spravné kreslit grafy funkci. Tomu se budeme vénovat v pFisti pfednasce.

o Ptiklady k procvi¢ovani hledani extrém funkci naleznete v CviCebnici na
MARASTu.

@ Prakticky skute¢né zajimavé optimalizacni dlohy vyzaduji pouziti vice
proménnych a proto se jim budeme vénovat v BI-MA2 p¥i studiu funkci vice
proménnych.

e Rada konceptii ale bude shodnych & podobnych jako zde u funkei jedné
proménné. Je proto dobré se s nimi zevrubné sezndmit uz zde.
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