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Hlavni vysledky této prednasky

@ Inflexni body a asymptoty.

o Uloha ,vySetfovani priibéhu funkce".

@ Demonstrace poznatkl z poslednich prednasek na prikladech.
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Inflexni body, asymptoty
Dalsimi zajimavymi jevy v pribéhu funkce mohou byt inflexni body a asymptoty.

Definice (Inflexni bod):

Necht f je spojitd v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 0 > 0 takové, Ze f je ryze konvexni na intervalu (¢ — 6, c) a ryze
konkavni na intervalu (¢, ¢+ ¢), nebo naopak.
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Inflexni body, asymptoty
Dalsimi zajimavymi jevy v pribéhu funkce mohou byt inflexni body a asymptoty.

Definice (Inflexni bod):

Necht f je spojitd v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 0 > 0 takové, Ze f je ryze konvexni na intervalu (¢ — 6, c) a ryze
konkavni na intervalu (c,c + d), nebo naopak.

Definice (Asymptoty):

o Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € R asymptotu z = a, pravé kdyz
lim f(z) nebo lim f(z) existuje a je rovna +00 nebo —oo.
r—a+ T—a—
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Inflexni body, asymptoty
Dalsimi zajimavymi jevy v pribéhu funkce mohou byt inflexni body a asymptoty.

Definice (Inflexni bod):

Necht f je spojitd v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem funkce f, pravé
kdyz existuje 0 > 0 takové, Ze f je ryze konvexni na intervalu (¢ — 6, c) a ryze
konkavni na intervalu (c,c + d), nebo naopak.

Definice (Asymptoty):

o Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € R asymptotu z = a, pravé kdyz
lim f(z) nebo lim f(z) existuje a je rovna +00 nebo —oo.
r—a+ T—a—

o Rekneme, Ze piimka y = kx + ¢ je asymptotou funkce f v oo, resp.

v —00, kdyz
Jim (f(2) —kx—q) =0resp. lim (f(z) — ke —q) =0. ]

v
TR

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 5/20



Inflexni body a asymptoty Prabéh funkce: shrnutf Piklady
00e000 000 00000000

Inflexni body, asymptoty

Varovani
Neplette si teCny s asymptotami! J
\d %%
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Hledani asymptot

o Ma-li byt ptimka y = kx + g asymptotou funkce f v 400, pak nutné
Q@ 0= lim M: lim <f(x)—k> a proto

r— 400 x T— 400 T

k= lim —f(x) .
r—+00 a
@ Podobné
g= lim (f(z)—kx),

x—+o00

kde k jsme spocetli v predchozim bodu.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 7/20



Inflexni body a asymptoty Priibéh funkce: shrnuti Piklady
000e00 000 00000000

Hledani asymptot

o Ma-li byt ptimka y = kx + g asymptotou funkce f v 400, pak nutné
Q@ 0= lim M: lim <f(x)—k> a proto

r— 400 x T— 400 T

k= lim 7f(:c)
r—+00 a

@ Podobné
g= lim (f(z)—kx),

x—+o00

kde k jsme spocetli v predchozim bodu.

@ Neni tézké si rozmyslet, ze pokud ¢ a k splnuji vySe uvedené rovnosti, pak
pfimka y = kx + ¢ je asymptotou funkce f v +o0.

@ P¥ipad —oo se osetfi podobné.
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Ptiklad.
2
. x° + 2
Naleznéte asymptoty funkce f(x) = T + 1
B —
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Ptiklad.
2
. x° + 2
Naleznéte asymptoty funkce f(x) = T + 1
W —

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a hIIll f(x) = 4o00. Tudiz pfimka z =1 je
r—14
asymptotou f v bodé 1.
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Priklad.

2
2
Naleznéte asymptoty funkce f(z) = % + 1.
=

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a lir{1 f(x) = 4o00. Tudiz pfimka z =1 je
r—14
asymptotou f v bodé 1.
@ Hledejme asymptotu v +o0,

242 1

k= lim 1) _ ml%i— g
r—+oco I r—+o00 4 — I X
x2+2

g= lim f(z)—kr= lim

T—+00 z—+o0 1 — 1

2
f1-1-z= lim “F% 119

z—+oo . — 1

J w\hj 2
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Priklad.

2
2
Naleznéte asymptoty funkce f(z) = % + 1.
=

@ Bod z =1 nepatfi do Dy a lir{1 f(x) = 4o00. Tudiz pfimka z =1 je
r—14
asymptotou f v bodé 1.
@ Hledejme asymptotu v +o0,

242 1

k= lim 1) _ ml%i— g
r—+oo I r—+o00 4 — X x
x2+2

1= S ke = e

2
f1-1-z= lim “F% 119

z—+oo . — 1

@ Podobné, pro asymptotu v —oo mame

242 1
b dim 1O gy, T2
r——00 I rz——o00 —x4 + x €T
2
2
g= lim f(z)—kx vt

r—r—00
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Graf funkce z prikladu
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Priabéh funkce

P¥i vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:
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Priabéh funkce

P¥i vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),
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Priabéh funkce

P¥i vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekone¢nech,
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oeo

P¥i vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekone¢nech,

@ existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globalni extrémy,
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Inflexnf

Priabéh funkce

P¥i vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekone¢nech,

@ existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globalni extrémy,

@ existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,
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Priabéh funkce

P¥i vySetfovani pribéhu funkce zkoumame:

@ defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost,
periodicita),

@ spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich
bodech/nekone¢nech,

@ existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globalni extrémy,
@ existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,

@ na zakladé téchto vysledkli nacrtneme graf funkce f.
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y = f(x)
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Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT)

BI-MA1

LS 2024/2025

Piklady
00000000



Inflexni body a asymptoty
000000

Priibéh funkce: shrnuti
ooce

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT)

LS 2024/2025

Piklady
00000000



Inflexni body a asymptoty Pribéh funkce: shrnutf Piklady
000000 000 00000000

Hlavni body

P¥iklady

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 13/20



Inflexni body a asymptoty Pribéh funkce: shrnuti Piklady
000000 000 0e000000

Pribéh exponencialy a logaritmu

Ptiklad.
Vysetrete priibéh funkce f(z) = e®. J
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Inflexni body a asymptoty
000000

Pribéh exponencialy a logaritmu

Priklad.
Vysettete pritbéh funkce f(z) = e*

Piklady
0e000000

Protoze f'(z) = f"(x) > 0 pro kazdé = € R je funkce f(z) rostouci a konvexni

na celém R. Asymptota funkce existuje pouze v —co a jeji rovnici je y = 0.

BI-MA1
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Pribéh exponencialy a logaritmu
Priklad.
Vysettete pribéh funkce f(z) = Inz. J
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Pribéh exponencialy a logaritmu

Ptiklad.
Vysettete pribéh funkce f(z) = Inz. J

Nyni Dy = (0,+00) a f'(z) =1 >0a f’(z) = =% <0 pro kazdé = > 0. Tudiz
f je rostouci a konkavni, jedinou asymptotou je pfimka = = 0.
y=Inz

lim Inz =400
Tr—r+0o0

lim Inx = —

I—)O+ /g“( 5
zmj §
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Ukazkovy priklad

Priklad.
Vysettete priibéh funkce f(z) = v/3x2 — z3.

f
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Ukazkovy priklad

Priklad.
Vysettete priibéh funkce f(z) = v/3x2 — z3. J

@ Odmocnina je licha, tedy Dy = R. Prisecik s osou y je f(0) = 0. Praseciky
S osou x jsou feSenim rovnice

flz)=0 & 22B3-2)=0 < z;=0azy =23

Odtud ihned plyne, ze funkce nemuize byt sud4, lichd ani periodicka (ve vSech
téchto pfipadech by muselo byt prisecikem i © = —3).

28
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Ukazkovy priklad

Priklad.
Vysettete priibéh funkce f(z) = v/3x2 — z3. J

@ Odmocnina je licha, tedy Dy = R. Prisecik s osou y je f(0) = 0. Praseciky
S osou x jsou feSenim rovnice

f)=0 <« 2)B-2)=0 < =z =0ax,=23.
Odtud ihned plyne, ze funkce nemuize byt sud4, lichd ani periodicka (ve vSech

téchto pfipadech by muselo byt prisecikem i © = —3).
@ Funkce je spojitd na celém R. Zkoumejme existenci asymptot v oo,

E= lim f@) _ lim 3§—1:—1

)

z—+oo I z—+o0 €T
g= lim (f(z)—kz)= lm V/322—-2+z=1
r—+oo T—Foo

P¥imka y = —x + 1 je tedy asymptotou v 400 i —oo0.
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Ukazkovy priklad

© Pro derivaci funkce f platf

2
mﬁ%v $#0,3,

/

f(x) = —00, x =3,

neexistuje, x =0.
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Ukazkovy priklad
© Pro derivaci funkce f platf
20 —q? T 7& 07 37

[322—z3[2/3 "

f/(.T) = —0Q, T = 37
neexistuje, x =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).
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Ukazkovy priklad
© Pro derivaci funkce f platf
20 —q? T ;é 0737

[322—z3[2/3 "

fl(z) = —0Q, T = 37
neexistuje, x =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,400)
znaménko f’ — + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa

Vsude ostfe i na uzavienych intervalech.
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© Pro derivaci funkce f platf
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000 00008000

.2
‘33./22{%7 T # 07 37
fl(z) = —0Q, T = 37
neexistuje, x =0.
Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,400)
znaménko f’ — + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa

Vsude ostfe i na uzavienych intervalech.

Spojitost funkce na celém R implikuje lokalni minimum v bodé 0 (f(0) = 0)
a maximum v bodé 2 (f(2) = V/4).
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Ukazkovy priklad

© Pro derivaci funkce f platf

2

‘33;22{%7 $#073,
!
f (‘T) = —0Q, T = 37

neexistuje, x =0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0
(derivace neexistuje) a 2 (derivace je 0).

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,400)
znaménko f’ — + - -
monotonie f klesa roste  klesa klesa

Vsude ostfe i na uzavienych intervalech.

Spojitost funkce na celém R implikuje lokalni minimum v bodé 0 (f(0) = 0)
a maximum v bodé 2 (f(2) = V/4).

Navic ze spojitosti na R a z limit  lim f(x) = Foo plyne Hy = R.
r—+oo
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Ukazkovy priklad

@ Pro druhou derivaci v bodech x # 0,3 dostavame
21.—4/3

1) = e

(z—3)°

Znaménko zavisi pouze na znaménku jmenovatele (Citatel je kladny),

interval (—00,0) (0,3) (3, +00)

znaménko f” - - +

(ryze) konkdvni  konkavni  konvexn{
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Ukazkovy priklad

@ Nyni mizeme nalrtnout graf funkce f.
. Y

® [ok. maximum
® [ok. minimum
® inflexni bod

J o\

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 19/20



Inflexni body a asymptoty Priibéh funkce: shrnuti Piklady
000000 000 0000000

Priklad

Velmi ¢asto miZeme narazit (a béhem semestru jesté narazime) na Glohy, které
nejsou explicitné zadané jako ,Glohy na vysSetfovani prabéhu funkce", ale které na
tuto dlohu pfimocare vedou.

Priklad.
Dokazte nerovnost In(1 + z) < z platnou pro > —1. J

Ty
fed
AN
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Priklad

Velmi ¢asto miZeme narazit (a béhem semestru jesté narazime) na Glohy, které
nejsou explicitné zadané jako ,Glohy na vysSetfovani prabéhu funkce", ale které na
tuto dlohu pfimocare vedou.

Priklad.
Dokazte nerovnost In(1 + z) < z platnou pro z > —1.

Zkoumana nerovnost je ekvivalentni nerovnosti f(z) := z —In(1 + ) > 0. Tj.
otazkou je, jak vypada obor hodnot funkce f, resp. jaké minimalni hodnoty mize
f nabyvat.

Funkce f je spojitéd na (—1,+00). Pro jeji derivaci plati f'(z) =1 — 37 = £
Funkce f je proto ostfe klesajici na (—1,0) a ostfe rostouci na (0,+00). V bodé
0 ma tato funkce ostré lokalni minimum s hodnotou f(0) = 0.

Odtud ihned plyne, ze pro kazdé x > —1 plati f(x) > 0, coz jsme méli dokaza
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 1/2



Dodatek
oe

Komentar

o Ptiklady k procvi¢ovani této tématiky naleznete v Cvicebnici na MARASTu.

@
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