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Hlavni vysledky této prednasky

@ Aplikace doposud vybudované teorie, zajimavé ukazky.

o Newtonova metoda: numerické hledanf feseni rovnic f(z) = 0.
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llustraéni priklad /c

Vzpomenme si na metodu pileni intervalu a problém hledani feSeni rovnice

f(z) = 0.V této prednisce se zaméfime na konkrétni pfipad:

Priklad.

Vypoctéte tireti odmocninu z kladného reélného &isla c. J
P ©
i
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llustraéni priklad /c

Vzpomenme si na metodu pileni intervalu a problém hledani feSeni rovnice
f(z) = 0.V této prednisce se zaméfime na konkrétni pfipad:

Priklad.

Vypoctéte tireti odmocninu z kladného reélného &isla c. J

o Jak feSeni nalézt, mame-li k dispozici kalkulator umoznujici pouze scitat,
nasobit a délit ¢isla?
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llustraéni priklad /c

onova metoda: problém:

Vzpomenme si na metodu pileni intervalu a problém hledani feSeni rovnice
f(z) = 0.V této prednisce se zaméfime na konkrétni pfipad:

Priklad.

Vypoctéte tireti odmocninu z kladného reélného &isla c. J

o Jak feSeni nalézt, mame-li k dispozici kalkulator umoznujici pouze scitat,
nasobit a délit ¢isla?

@ Treti odmocnina patii mezi ¢asto pouzivané funkce, najdete ji i ve vétsiné
jednoduchych kapesnich kalkulatord.
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Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Ozna¢me hledanou t¥eti odmocninu symbolem z, tj. © = ¥/c.

Ekvivalentné to znamen4 ¥edit rovnici 2> = c.

et
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Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Ozna¢me hledanou t¥eti odmocninu symbolem z, tj. © = ¥/c.

Ekvivalentné to znamen4 ¥edit rovnici 2> = c.

3

e Oznadime-li f(z) := z® — ¢, je ndmi hledané ¢&islo x Fesenim rovnice

f(@) =0.
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Newtonova metoda
0O0@000000

Analyza problému

@ Bud ¢ > 0. Ozna¢me hledanou t¥eti odmocninu symbolem z, tj. © = ¥/c.

Ekvivalentné to znamen4 ¥edit rovnici 2> = c.

3¢, je nami hledané cislo x Fesenim rovnice

f(@) =0.

e Oznalime-li f(z) :==x

@ Tuto rovnici bychom se mohli pokusit Yesit ndm jiz zndmou metodou puleni
intervalu (jaké dva pocateéni body byste zvolili?). Nyni si v§ak ukazeme dalsi
zpUsob, tzv. Newtonovu metodu.
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Newtonova metoda: myslenka

Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (x,,)2

aproximujici feSeni rovnice f(z) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

y = f(x)
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Newtonova metoda: myslenka

Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (x,,)2

aproximujici feSeni rovnice f(z) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

@ Je dano z,. y=f(z)
@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,

Y= fln) + (@) - (@ — 20).
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Newtonova metoda: myslenka

Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (x,,)2

aproximujici feSeni rovnice f(z) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

@ Je dano z,. y= f(z)
@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,

y=flan) + (@) - (@ — ).
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© Prilsecik te¢ny s osou = necht je !
dalsi ¢len posloupnosti, :

Tptl = Tn — f/(i]'] )
n

Tn+1
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Newtonova metoda: myslenka

Myslenka Newtonovy metody spoéiva v konstrukci posloupnosti (x,,)2

aproximujici feSeni rovnice f(z) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

@ Je dano z,.

@ Sestroj te¢nu funkce f v bodé z,,

y=flan) + (@) - (@ — ).

© Prilsecik te¢ny s osou = necht je
dalsi ¢len posloupnosti,

Tptl = Tn — f/(i]'] )
n

Tn+1

© Opakuj s z, 11 misto x,,.
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Newtonova metoda: otazky
Z predchoziho obrazku se mize zdat, Ze vSe je jasné. Avsak:

Poznamka (Otazky):
@ Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?
@ Ma rovnice f(x) = 0 vibec feSeni?
o Konverguje takto zkonstruovand posloupnost (x,)%2 ;7
o Co kdyz f'(z,,) = 0 pro néjaké n € N?
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Newtonova metoda: otazky
Z predchoziho obrazku se mize zdat, Ze vSe je jasné. Avsak:

Poznamka (Otazky):

Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?
Ma rovnice f(z) = 0 vibec feseni?

Konverguje takto zkonstruovana posloupnost ()5 ;7

Co kdyz f'(z,,) = 0 pro néjaké n € N?

Odpovédi na tyto otazky se v obecném pFipadé nebudeme zabyvat. Vratme se
k nasemu konkrétnimu pfipadu s tfeti odmocninou, kde uvidime jak na nékteré
z nich odpovédét.
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Ptiklad /c

Newtonova metoda pro f(z) = 23 — ¢

Je dano ¢ > 0 a funkce f(z) = 23 — c. Newtonova metoda tudiz davé rekurentni

vztah 5
T x> —c 2 @
;L’nJrl ::xn_M:x’n_—:_xn'i_

F'(@n) 322 37" 32
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Newtonova metoda
[e]e]e}

Ptiklad /c

Newtonova metoda pro f(z) = 23 — ¢

Je dano ¢ > 0 a funkce f(z) = 23 — c. Newtonova metoda tudiz davé rekurentni

vztah () 5
. f(xn) T, —c 2 c
Tl I T ey T T ez 3T

V nasem pripadé si Ize snadno vSimnout, ze:
@ Funkce f je prosta, f((O, +oo)) = (—¢,+00) a tudiz existuje pravé jedno
kladné FeSeni rovnice f(x) = 0.

g
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e
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Newtonova metoda pro f(z) = 23 — ¢

Je dano ¢ > 0 a funkce f(z) = 23 — c. Newtonova metoda tudiz davé rekurentni

vztah () 5
. f(@n) T, —c 2 c
Tl I T ey T T ez 3T

[e]o]e]e)

V nasem pripadé si Ize snadno vSimnout, ze:
@ Funkce f je prosta, f((O, +oo)) = (—¢,+00) a tudiz existuje pravé jedno
kladné FeSeni rovnice f(x) = 0.
o Konverguje-li posloupnost (x,,)22 ; ke kone¢né kladné limité a, potom

a= lim z = lim gx —|—L —ga+i
B e " BERRET

n— 00 n—oo \ 3 31‘%
TudiZ a je hledané feseni,
a®=c, neboli f(a)=0.
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Ptiklad /c

Véta (Vlastnosti (2,,)% ,):

Bud ¢ > 0 a (z,)52,; posloupnost kladnych realnych &isel spliujici rekurentn{
vztah

+1 =z - pro vsech eN
X T AF O vsechna n o
Potom tato posloupnost konverguje ke konecné kladné limité.

J w\hj 2
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Ptiklad /c

Véta (Vlastnosti (2,,)% ,):

Bud ¢ > 0 a (z,)22; posloupnost kladnych readlnych &isel splriujici rekurentni
vztah

c v

Tntl = 5%n + 55, Pro véechna n € N.
3 3z

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limité.

Duikaz.

Polozme g(x) := 2z + 35 pro « > 0. VySetfenim priib&hu zjistime, Ze g(z) > /¢, kde
rovnost nastdva pravé tehdy, kdyz z = /c. Tudiz:
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Ptiklad /c

Véta (Vlastnosti (2,,)% ,):

Bud ¢ > 0 a (z,)22; posloupnost kladnych readlnych &isel splriujici rekurentni

vztah
2 n c
x =—-x —
nH T T T g2
Potom tato posloupnost konverguje ke konecné kladné limité.

pro vSechna n € N.

Duikaz.

Polozme g(x) := %m + 32 pro z > 0. VySetfenim pribéhu zjistime, ze g(x) > /c, kde
rovnost nastdva pravé tehdy, kdyz z = /c. Tudiz:

@ Pokud z1 = {/c, potom z,, = ¥c pro véechna n € N.

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 10/19



Newtonova metoda
0O00000e00
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Véta (Vlastnosti (2,,)% ,):

Bud ¢ > 0 a (z,)22; posloupnost kladnych readlnych &isel splriujici rekurentni

vztah
2 n c
x =—-x —
nH T T T g2
Potom tato posloupnost konverguje ke konecné kladné limité.

pro vSechna n € N.

Duikaz.

Polozme g(x) := %a: + 32 pro z > 0. VySetfenim pribéhu zjistime, ze g(x) > /c, kde
rovnost nastdva pravé tehdy, kdyz x = ¥/c. Tudiz:
@ Pokud z1 = {/c, potom z,, = ¥c pro véechna n € N.

@ Pokud z1 > {/c, potom z,, > ¥/c pro libovolné n € N. Navic posloupnost (z,)52;
je ostre klesajici:

=a7

3
(&
Tnt1 — Tn = 52+ <0,
n

a zdola omezend &islem ¢/c. Tudiz je konvergentni s koneénou limitou.
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Véta (Vlastnosti (2,,)% ,):

Bud ¢ > 0 a (z,)22; posloupnost kladnych readlnych &isel splriujici rekurentni

vztah
2 n c
x =—-x —
nH T T T g2
Potom tato posloupnost konverguje ke konecné kladné limité.

pro vSechna n € N.

Duikaz.

Polozme g(x) := %a: + 32 pro z > 0. VySetfenim pribéhu zjistime, ze g(x) > /c, kde
rovnost nastdva pravé tehdy, kdyz x = ¥/c. Tudiz:
@ Pokud z1 = {/c, potom z,, = ¥c pro véechna n € N.

@ Pokud z1 > {/c, potom z,, > ¥/c pro libovolné n € N. Navic posloupnost (z,)52;
je ostre klesajici:

=a7

3
(&
Tnt1 — Tn = 52+ <0,
n

a zdola omezend &islem ¢/c. Tudiz je konvergentni s koneénou limitou.

@ Pokud 0 < z1 < /¢, pak 22 > /c a mlzeme pouzit predchozi bod. O
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Véta (Odhad chyby):
Je-lic>1az > e, potom

Tnp1 = Ve < (wn— ¥0)°, neN

a
3
Tnt1 — Ve < 2(Tpy1 —Tn), mEN. )
Diikaz.
Vynechéme. O
v
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Ukazky

0000
Véta (Odhad chyby):
Je-lic>1az > e, potom
2
xn-i—l_%g(mn_%)v n€N
a
Tnt1 — Ve < 2(Tpy1 —Tn), mEN. )
Dikaz.
Vynechame. ]
v
Poznamka:
@ Z prvni &asti tvrzeni plyne: je-li chyba n-tého &lenu napiiklad 107, pak
chyba dal3iho &lenu je jiz pouze 10~ '" (tzv. kvadraticka konvergence)!
o
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Newtonova metoda
000000080

Véta (Odhad chyby):
Je-lic>1auz > /c, potom

xn+l_%§($n_\3/6)27 neN

a
Tnt1 — V€ < 2(@pg1 — Tn), neN.
Diikaz.
Vynechéme. ]
Poznamka:

@ Z prvni &asti tvrzeni plyne: je-li chyba n-tého &lenu napiiklad 107, pak
chyba dal3iho &lenu je jiz pouze 10~V (tzv. kvadraticka konvergence)!

@ Toto je pro praktické Gcely velmi dilezity vysledek. Pomoci dvou naposledy
vypoctenych ¢lenli posloupnosti mizeme odhadnout chybu mezi poslednim
&lenem a skutednou hodnotou /c (tu nezndme!) a tim dodrZet poZadovanou :
presnost.
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llustrace iterace (v/7, 36 cifer)

Clen posloupnosti Hodnota

1 7.0

T2 4.71428571428571428571428571428571429

x3 3.24784642966461148279330097511915694

T4 2.38643130490037593935668895758001112

x5 2.00066641679591817635777458039226767

Z6 1.91672239561208699369932626267864600

x7 1.91293867672049370288664833049651171

xs 1.91293118280174664702280424145342154

) 1.91293118277238910119956738659641893

Z10 1.91293118277238910119911683954876030

7 1.91293118277238910119911683954876028 ?j;%
J Yf‘%ﬁ

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 12/19



Newtonova metoda
0O0000000e

Newtonova metoda: problémy

[e]e]e}

llustrace iterace (v/7, 36 cifer)

Clen posloupnosti Hodnota

1 7.0

T2 4.71428571428571428571428571428571429
x3 3.24784642966461148279330097511915694
T4 2.38643130490037593935668895758001112
x5 2.00066641679591817635777458039226767
Z6 1.91672239561208699369932626267364600
x7 1.91293867672049370288664833049651171
xs 1.91293118280174664702280424145342154
Tg 1.91293118277238910119956738659641893
Z10 1.91293118277238910119911683954876030
A 1.91293118277238910119911683954876028
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Newtonova metoda: problémy
oeo

Problémy

@ Zasadnim problémem, na ktery obecné neni jednoduché odpovéd, je volba
prvniho ¢lenu rekurentni posloupnosti. Je vzdy potreba vyuzit znalost
vlastnosti dané funkce.

@ P¥i Spatné volbé prvni aproximace se mize posloupnost chovat velmi divoce!

@ Na rozdil od metody plleni intervalu nemame iterace ,,pod kontrolou®,
nemusi byt monoténni.

@ | presto ale stoji za to Newtonovu metodu zkusit opatrné pouzit. , Typicky"
konverguje podstatné rychleji nez napf. metoda pdleni intervalu.
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Problémy

Priklad.
Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na
p(z) = 2° — 2* — x + 2's potateénim bodem z1 = 2.

Ukazky
[e]o]e]e)

Rekurentni vzorec Newtonovy metody
v tomto pfipadé zni

5 4
T) — T, — Ty + 2

Tntl = Tn = 5z — 423 —1
n n
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Problémy

Priklad.
Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na
p(z) = 2° — 2* — x + 2's potateénim bodem z1 = 2.

Ukazky
[e]o]e]e)

Rekurentni vzorec Newtonovy metody
v tomto pfipadé zni

5 4
T) — T, — Ty + 2

Tntl = Tn = 5z — 423 —1
n n
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Newtonova metoda: problémy

Uka:

zky

’goc}ggc;ojgéow ooe 0000
Problémy
Priklad.
Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na
p(z) = 2° — 2* — x + 2's potateénim bodem z1 = 2.
Rekurentni vzorec Newtonovy metody
v tomto pfipadé zni
20—t 42
Tp+l = Tp — 1 3
dxp — 4wl — 1
/ x5 T4T3T2T1 o m
iels
I *@
15/19
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Newtonova metoda: problémy

Ukazky

000000000 ooe 0000
Ve
Problémy
Priklad.
Zkoumejme chovani Newtonovy metody aplikované na
p(z) = 2° — 2* — x + 2 s pocatednim bodem z; = 2.
Rekurentni vzorec Newtonovy metody
v tomto pfipadé zni
Yy
20—t 42
Tpnyl = Tp — 1 3
dri —4dz) —1
2.
2 1.6595744680851063
3 1.3729685700681316
4 1.0686067391904803 /
5  —0.5293373794223353 / >—%/
6 169.52057927559713 f T T
5 T423T2 71 L
7 135.65665311569666 ﬁk;zquﬁ
IV TAS
S ¥l
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Hlavni body

Ukazky
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Newtonova metoda Newtonova metoda: problémy Ukazky
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Naivni obecna Python implementace (1/2)

def newton(f, df, x0, eps=le-12, maxiter=1000):
xnew, xold = x0 - £(x0) / df (x0), x0
k=1

while abs(xnew - xold) > eps and k < maxiter:
xnew, xold = xnew - f(xnew) / df (xnew), xnew
k += 1

if k == maxiter:

raise Exception("Maximum number of interation reached!")
else:

return xnew
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Newtonova metoda Newtonova metoda: problémy Ukézky
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Naivni obecnd Python implementace (2/2)

Pak naptiklad ziskame:

print (newton(lambda x: x**2 - 2, lambda x: 2 * x, 1.0))
# => 1.414213562373095

print (newton(lambda x: x**3 - 3, lambda x: 3 * x**2, 1.0))
# => 1.4422495703074083

from math import sqrt
print (newton(lambda x: sqrt(x) - 2,

lambda x: 1 / (2 * sqrt(x)), 3.0))
#=>4.0

Python se na takovéto numerické vypocty ptilis nehodi, volime ho vzhledem

Vv

k itelnosti (takika pseudokdd). Smysluplnéjsi by bylo pouZit napriklad Julia,

FORTRAN nebo C. /@7}%%
[{ WJN
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Newtonova metoda Newtonova metoda: problémy Ukézky
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Fast inverse square root

Nasledujici kéd pochazi z 3D FPS Quake Il Arena a slouzi k rychlému vypoctu
funkénich hodnot \/LE pouzivanych pfi normalizaci vektori. (Cenzurovano.)

float Q_rsqrt( float number )
{
long 1i;
float x2, y;
const float threehalfs = 1.5F;

x2 = number * 0.5F;
number;
* ( long * ) &y; // evil floating point bit level hacking
0x5£3759df - ( i > 1 ); // what the f**k?
* ( float * ) &i;
=y * ( threehalfs - ( x2 * y *xy ) ); // 1st iteration
/ y =1y * ( threehalfs - (22 * y xy ) ); // 2nd iteration,
// this can be removed

return y; f‘ﬁf%
} /J
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