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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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Hlavni vysledky této prednasky

@ Vysvétleni problému interpolace.
@ Konkrétni ukdzka linearni a kubické interpolace.

@ Zobecnéni do 2D: Bézierovy kfivky.
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Interpolace: ukazka

Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Vétsinou

nejjednodussim zplisobem: tzv. linearni interpolaci.

Postup je jednoduchy: pro vykresleni f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n vzorkovacich bodt z; = —1 + % (i—=1),i=1,...,n,
Q vypoctéme vzorky f(z;),i=1,...,n,

@ spojme sousedni body (x;, f(z:)) a (zit1, f(xit1)), 1=1,2,...,n—1,
tseckou.

Vv

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci m¥izku dostatecné hustou.

T
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Interpolace K
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Interpolace: ukazka

Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Vétsinou
nejjednodussim zplsobem: tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresleni f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n vzorkovacich bodt z; = —1 + % (i—=1),i=1,...,n,
Q vypoctéme vzorky f(z;),i=1,...,n,
@ spojme sousedni body (x;, f(z:)) a (zit1, f(xit1)), 1=1,2,...,n—1,
tseckou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci m¥izku dostatecné hustou.

T
n==~6
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Interpolace K
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Interpolace: ukazka

Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Vétsinou
nejjednodussim zplsobem: tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresleni f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n vzorkovacich bodt z; = —1 + % (i—=1),i=1,...,n,
Q vypoctéme vzorky f(z;),i=1,...,n,
@ spojme sousedni body (x;, f(z:)) a (zit1, f(xit1)), 1=1,2,...,n—1,
tseckou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci m¥izku dostatecné hustou.

T
n =10
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Interpolace Kubicka
0000

Interpolace: ukazka

Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Vétsinou
nejjednodussim zplsobem: tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresleni f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n vzorkovacich bodt z; = —1 + % (i—=1),i=1,...,n,
Q vypoctéme vzorky f(z;),i=1,...,n,
@ spojme sousedni body (x;, f(z:)) a (zit1, f(xit1)), 1=1,2,...,n—1,
tseckou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci m¥izku dostatecné hustou.

T
n = 20
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Interpolace Kubicka
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Interpolace: ukazka

Jak v téchto prezentacich vlastné vykreslujeme grafy funkci? Vétsinou
nejjednodussim zplsobem: tzv. linearni interpolaci.
Postup je jednoduchy: pro vykresleni f(z) := 1 — 22 na intervalu (—1,1)
@ zvolme n vzorkovacich bodt z; = —1 + % (i—=1),i=1,...,n,
Q vypoctéme vzorky f(z;),i=1,...,n,
@ spojme sousedni body (x;, f(z:)) a (zit1, f(xit1)), 1=1,2,...,n—1,
tseckou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci m¥izku dostatecné hustou.

T
n =30
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Interpolace: obecné

@ Formalné Ize Glohu interpolace popsat pro nase cely nasledovné:

e M&me mnozinu n € N, n > 2, bodii v roving {(z;,v;) € R? | i € A}
takovych, ze x; < z;y1 pro kazdé i =1,2,...,n — 1. Ukolem je nalézt
spojité funkce f;, j =1,2,...,n — 1, spliujici

fl(xl) =11, fn—l(xn) = Yn,
fi(xj) = fita(z;) = vy, proj=2,3,...,n—1.
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Interpolace Kubicka interpolace Kivk Bé
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Interpolace: obecné

@ Formalné Ize Glohu interpolace popsat pro nase cely nasledovné:

e M&me mnozinu n € N, n > 2, bodii v roving {(z;,v;) € R? | i € A}
takovych, ze x; < z;y1 pro kazdé i =1,2,...,n — 1. Ukolem je nalézt
spojité funkce f;, j =1,2,...,n — 1, spliujici

f1($1)=y17 fn—l(xn):yna
filz;) = fivi(z;) = vy, proj=2,3,...,n—1.
@ Sestrojime-li pak funkci f s Dy = (x1,x,) predpisem
f(z) :== fj(x) pokud z € (z;,z;11),

pak je tato funkce spojita a jeji graf prochazi vsemi body (z;,y;),
i1=1,2,...,n.
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Interpolace Kubicka interpolace Krivk
00@0 0000

Interpolace: obecné

@ Formalné Ize Glohu interpolace popsat pro nase cely nasledovné:

e M&me mnozinu n € N, n > 2, bodii v roving {(z;,v;) € R? | i € A}
takovych, ze x; < z;y1 pro kazdé i =1,2,...,n — 1. Ukolem je nalézt
spojité funkce f;, j =1,2,...,n — 1, spliujici

fl(xl) =11, fn—l(xn) = Yn,
fi(xj) = fita(z;) = vy, proj=2,3,...,n—1.

@ Sestrojime-li pak funkci f s Dy = (x1,x,) predpisem
f(z) :== fj(x) pokud z € (z;,z;11),

pak je tato funkce spojita a jeji graf prochazi vsemi body (z;,y;),
i1=1,2,...,n.

@ Samozfejmé existuje celd Fada zpiisobii, jak tuto Glohu vyfesit. Typicky
musime specifikovat jaké funkce f uvaZujeme a doplnit dalsi pozadavky.
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Interpolace: linearni

@ Spojit dva body v roviné pfimkou je jednoduché. P¥imka je totiz jednoznacné
zadana dvéma body.
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Interpolace Kubicka interpolace Kfivk Bé
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Interpolace: linearni

@ Spojit dva body v roviné pfimkou je jednoduché. P¥imka je totiz jednoznacné
zadana dvéma body.

@ Pro zadané (x;,y;), i € i, n > 2, proto hledame konstanty aj, bj, definujici
funkci fj(z) =ajz+0b;, j=1,2,...,n— 1, spliujici

a1y + by = y1,
ajri+b;=y;, proj=23,...,n—-1,
a’j+1xj+bj+1:yj7 proj:2,37...,n—1,

Ap—1Tpn + bn—l = Yn-
To je ovSem soustava (n — 1) 4+ (n — 1) linearnich rovnic pro

(n—1) 4+ (n — 1) nezndmych (konkrétné a;, b;, i =1,2,...,n — 1), kterou
umime Fesit nastroji Linearni algebry.
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Hlavni body

Kubicka interpolace
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Kubicka interpolace KFivk
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Interpolace: kubicka (spline)

@ Misto linearnich funkci se pri interpolaci ¢asto vyuziva polynom( tretiho

vV

inflexni bod.

@ Polynom 3. stupné je, na rozdil od linearni funkce, jednoznaéné zadan Ctyimi
parametry. Jak je volit? O&ividné nyni mame vice nezndmych neZ rovnic!

@ Této volnosti vyuzijeme k nakladeni dalSich podminek, k ziskani , hez¢iho*
vysledku. Budeme chtit, aby ,Svy"“ byly nejen spojité, ale aby na sebe
jednotlivé interpolaéni funkce navazovaly se stejnou derivaci (tedy sklonem).
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Kubické interpolace
0000

Interpolace: kubicka (spline)

@ Misto linearnich funkci se pri interpolaci ¢asto vyuziva polynom( tretiho

vV

inflexni bod.

@ Polynom 3. stupné je, na rozdil od linearni funkce, jednoznaéné zadan Ctyimi
parametry. Jak je volit? O&ividné nyni mame vice nezndmych neZ rovnic!

@ Této volnosti vyuzijeme k nakladeni dalSich podminek, k ziskani , hez¢iho*
vysledku. Budeme chtit, aby ,Svy"“ byly nejen spojité, ale aby na sebe
jednotlivé interpolaéni funkce navazovaly se stejnou derivaci (tedy sklonem).

o Jako ukazkovy priklad si popisSeme zplisob jak interpolovat mezi ¢tyfmi
predem zadanymi body (které jsme mohli ziskat napf. vzorkovanim pfedem
dané funkce).
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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Necht jsou zadany body (21,41), (22,¥2), (3,y3), (24,Ya)-

Ieral
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Interpolace Kubicka interpolace KFivky Bézierovy kFivky
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Body spojime tfemi kubickymi polynomy y = f1(z) = a12% + b2 + c17 + dy
a podobné pro y = fa(x), y = f3(x). Tj. je tfeba uréit 12 nezndmych. }
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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Chceme, aby kfivka byla ,co nejhladsi*. Zfejmym pozadavkem tedy je (6 rovnic)

Ji(z1) = y1, fi(w2) = fa(x2) = yo, fa(x3) = f3(23) = y3 a f3(24) = ya.
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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Dale pozadujeme, aby na sebe kfivky navazovaly se stejnym sklonem, tj.
fi(x2) = fo(x2) a fi(x3) = f4(x3), a konvexitou/konkavitou fi'(z2) = f4 (x2)
a f3(x3) = fi(x3) (4 rovnice).
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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Y
Y2 t .
7 \\
4 ~
’ N
4 \\
Ya . N .
1/*]‘\(')/,’ y = fa(z) > e
’ \\ . — £ ()
y3 | ,,/ \.’ ,[/ ./»’)('I )
/7
4
/
4
Y1t .
X1 ) I3 T4 xz

Dale mizeme po uZivateli pozadovat predepsani sklonl na krajich, tedy hodnoty
f1(z1) a f4(z4) (2 rovnice), zde pfichdzi v Gvahu vice moznych podminek. }
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Interpolace Kubické interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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llustracni priklad

y = sin(x)

g
I'YTs
e
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Interpolace Kubické interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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llustracni priklad

y = sin(x)
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llustracni priklad

y = sin(z)
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Interpolace Kubické interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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llustracni priklad

y = sin(z)
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0000 0000 @0000 000000

Hlavni body

Krivky
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Krivky
(o] lelele]

KF¥ivka

Jistym nedostatkem predchozich Gvah je nutnost nahlizet na body jako na vzorky
néjaké funkce (zleva doprava, ve vhodném soufadném systému). Obecnéji miizeme
chtit pouze néjakym zpiisobem spojit dva (a vice bodi) v roviné , k¥ivkou".
Definice (K¥ivka / curve):

Budte f a g dvé spojité funkce na intervalu {(a,b). Potom zobrazen{

F : {a,b) — R? definované predpisem

F(t) = (f(t)’ g(t))’ S <a7b>a

nazyvame kfivkou v R2.
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Krivky
(o] lelele]

KF¥ivka

Jistym nedostatkem predchozich Gvah je nutnost nahlizet na body jako na vzorky
néjaké funkce (zleva doprava, ve vhodném soufadném systému). Obecnéji miizeme
chtit pouze néjakym zpiisobem spojit dva (a vice bodi) v roviné , k¥ivkou".
Definice (K¥ivka / curve):

Budte f a g dvé spojité funkce na intervalu {(a,b). Potom zobrazen{
F : {a,b) — R? definované predpisem

F(t) = (f(t)’ g(t))’ S <a7b>a

nazyvame kfivkou v R2.

Poznamka:

Symbol v definici predstavuje usporadanou dvojici dvou redlnych &isel (bod v R?).
Zobrazeni F tedy kazdému ¢ € (a,b) pfitadi F(t), bod v roving R?.

™ 3
/el &l

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024 /2025 13/22



Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kfivky
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K¥ivka: priklady

Priklad.

Jednoduchym ptikladem miiZe byt tise¢ka spojujici dva body A, B € R2. Tu Ize
snadno parametrizovat predpisem

Fit)y=A+ (B- Ay, te(0,1).

Zde B — A je smérovy vektor prislusné primky prochazejici obéma body. Plati
F(0)=AaF(1)=B.

Priklad.

Jako dalsi priklad uvazme zndmou jednotkovou kruznici, kdy (a,b) = (0, 27)
a F(t) = (cos(t),sin(t)).

T
J ﬁaﬁ
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kFivk
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K¥ivka: tecny vektor

o Kazdy graf spojité funkce f nad uzavienym intervalem J C Dy lze ptirozené
chapat jako kfivku s parametrizaci

F(t)y=1(, f(t), ted

o Naopak, ne kazd4 k¥ivka predstavuje graf néjaké funkce (viz predchozi pfiklad
kruznice).
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Krivky
[e]e]e] o]

K¥ivka: tecny vektor

o Kazdy graf spojité funkce f nad uzavienym intervalem J C Dy lze ptirozené
chapat jako kfivku s parametrizaci

F(t) = (£ (1), te

o Naopak, ne kazd4 k¥ivka predstavuje graf néjaké funkce (viz predchozi pfiklad
kruznice).

@ Misto tecny miZeme pro nékteré kfivky zavést koncept te¢ného vektoru:

Definice (Te¢ny vektor):

Mame-li kfivku F(t) = (f(t),g(t)), t € (a,b) a jsou-li f a g na intervalu (a, b)
diferencovatelné (v krajich bereme jednostranné derivace), pak pokud je vektor

F'(t) = (f'(t),g'(+), € (a,b)

nenulovy, tak ho nazyvdme te€nym vektorem kfivky F' v bodé F'(¢). b

L =)
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kFivk
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K¥ivka: tecny vektor

Ukazme si predchozi definici teCného vektoru na konkrétnim ptipadé jednotkové
kruznice. Tu jsme parametrizovali predpisem

F(t) = (cos(t),sin(t)), ¢ e (0,2m).

Potom mame
F'(t) = (—sin(t),cos(t)), t € (0,2m).

£'(0)
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kFivk
0000 0000 [ee]e]e] ] 000000

K¥ivka: tecny vektor

Ukazme si predchozi definici teCného vektoru na konkrétnim ptipadé jednotkové
kruznice. Tu jsme parametrizovali predpisem

F(t) = (cos(t),sin(t)), ¢ e (0,2m).

Potom mame
F'(t) = (—sin(t),cos(t)), t € (0,2m).

"(7/4)
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kFivk
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K¥ivka: tecny vektor

Ukazme si predchozi definici teCného vektoru na konkrétnim ptipadé jednotkové
kruznice. Tu jsme parametrizovali predpisem

F(t) = (cos(t),sin(t)), ¢ e (0,2m).

Potom mame
F'(t) = (—sin(t),cos(t)), t € (0,2m).

F'(27/3)
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Interpolace Kubické interpolace Krivky Bézierovy kiivky
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Hlavni body

Bézierovy krivky
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Kubicka interpolace Kivt Bézierovy kiivky
0000 080000

Bézierovy krivky

@ Znamym prikladem kfivek jsou Bézierovy kfivky. V této sekci se s nimi kratce
seznamime.

@ Asi jste s nimi pracovali v néjakém grafickém editoru v nasledujici jednoduché
formé: Jsou zadany dva body A a B v roving, které chceme spojit kfivkou
a dalsi dva body C' a D, které udavaji te€ny vektor s kterym bod A
opoustime (C') a pod kterym do B vstupujeme (D):

C
F(t) B

A D

e Timto zpiisobem je predepsdno osm redlnych hodnot (dva body R? a dva
vektory R?). Je proto prirozené hledat slozky F(t) jako kubické polynomy
(osm realnych koeficient(i). Opét se tak dostavame ke kubické interpolaci;
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kiivky
0000 0000 00000 00e000

Bézierovy krivky
Bézierovy krivky Ize systematicky popsat nasledujicim obecnym zplisobem.
Definice (Bernsteiniiv polynom):

Pro n € Ny a celociselné i splnujici 0 < ¢ < n definujeme Bernsteiniv polynom
B; ., predpisem

g
I'YTs
e
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Kubicka interpolace Kfivk Bézierovy kiivky
00000 008000

Bézierovy krivky
Bézierovy krivky Ize systematicky popsat nasledujicim obecnym zplisobem.
Definice (Bernsteiniiv polynom):

Pro n € Ny a celociselné i splnujici 0 < ¢ < n definujeme Bernsteinliv polynom

B; ., predpisem

n
i

Bin(t) = ( )ti(1 )"t teR.

N.B.: Bz’n(O) = 51"(] a Bl’n(l) = 57;’»”.
Definice (Bézierova kfivka):

Pro n 4+ 1 kontrolnich bodli Py, Py, ..., P, € R? definujeme k¥ivku C' predpisem
C(t) =Y PiBin(t), te(0,1),
i=0

a nazyvame ji Bézierovou ktivkou s kontrolnimi body Py, P, ..., P,.

gaipsi
N.B.: C(0) = Py a C(1) = P,. S
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Interpolace Kubicka interpolace Krivky Bézierovy kiivky
0000 0000 00000 000800

Kvadraticka Bézierova krivka

Uvazme napfriklad tfi body

50
PO = (1’2>7 P1 = (_2’ _1)? P2 = (L _1)
Potom
C(t)=Py(1 —t)> + Py - 2t(1 — t) + Pyt® =
- (1—6t—|—6t2, 2—6t—|—3t2).
Py
P e e

kde ¢t € (0,1).

HJN
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Interpolace Kubické interpolace Krivky Bézierovy kiivky
0000 0000 00000 0000e0

Bézierovy krivky v TrueType Fontech

Extrakt z DejaVuSans.ttf, pismeno ,a":

<TTGlyph name="a" xMin="123" yMin="-29" xMax="1069" yMax="1147"/>
<contour>
<pt x="702" y="563" on="1"/>
<pt x="479" y="563" on="0"/>
<pt x="307" y="461" 01’1="0"/>
<pt x="307" y="338" on="1"/>

<pt x="885" y="563" on="1"/>
</contour>
<contour>
<pt x="1069" y="639" on="1"/>
<pt x="1069" y="0" on="1"/>
<pt x="885" y="0" on="1"/>

<pt x="1069" y="895" on="0"/>

</contour> :
</TTGlyph> ﬁ@ﬁé
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Interpolace Kubické interpolace Krivky Bézierovy kiivky
0000 0000 00000 00000e

Bézierovy krivky v TrueType Fontech
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f

Kalvoda & Patsk (KAM FIT EVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 1/2



Dodatek
oe

Komentar

@ Tématu interpolace jsme zde jen lehce dotkli.

o Napf. Mathematica ve vychozim nastaveni pouziva pfi vykreslovani kubickou
interpolaci navzorkovanych bodd.

@ Dalsim nastrojem, ktery se k interpolaci ¢asto pouziva, jsou tzv.
(£ Lagrangeovy interpolaéni polynomy.

o &
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https://mathworld.wolfram.com/LagrangeInterpolatingPolynomial.html
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