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Hlavni vysledky této prednasky

@ Dalsi zplisoby porovnavani chovani posloupnosti pomoci €2, w, © a ~.

@ Ukazky popisu slozitosti algoritmd.
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Dalif asymptoticka porovnani
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Dalsi asymptoticka porovnani: proc¢?

@ V jedné z predchozich prednasek jsme se seznamili s hornimi asymptotickymi

mezemi o0 a O.

e Vztah a, = O(n) spinf jak a,, = n, tak i a,, = \/n nebo a,, = 0.

BI-MA1 LS 2024/2025

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT)



Dalif asymptoticka porovnani
00000000000

Dalsi asymptoticka porovnani: proc¢?

@ V jedné z predchozich prednasek jsme se seznamili s hornimi asymptotickymi
mezemi o a O.

e Vztah a, = O(n) spinf jak a,, = n, tak i a,, = \/n nebo a,, = 0.

@ P¥i porovnavani chovani posloupnosti bychom prirozené chtéli mit moznosti
byt presné;jsi!

@ Pro konkrétnost se v této pfednasce uZ vétSinou omezime pouze na
posloupnosti, i kdyz bychom mohli definovat tyto vztahy i pro funkce.
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Dolni asymptoticka mez: {2

Definice (Asymptoticka dolni mez 2):

Mg&jme dvé posloupnosti (a,)2%; a (b,)S%,. Rekneme, Ze posloupnost (a,)>,
je asymptoticky zdola omezena posloupnosti (b,,)22 ;, symbolicky

n = Q(by) pro n — 00", pravé kdyz existuji kladn konstanta ¢ € R a pfirozené
N € N tak, ze pro vsechna n > N plati

lan| > ¢ |bpl-

e
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Dolni asymptoticka mez: {2

Definice (Asymptoticka dolni mez 2):

Mg&jme dvé posloupnosti (a,)2%; a (b,)S%,. Rekneme, Ze posloupnost (a,)>,
je asymptoticky zdola omezena posloupnosti (b,,)22 ;, symbolicky

wan = Q(by,) pro n — 00", pravé kdyz existuji kladna konstanta ¢ € R a prirozené
N € N tak, Ze pro vSsechna n > N plati

lan| > ¢ |bpl-

Q) je Yecké velké pismenko omega. Z definice ihned plynou nasledujici pozorovani:
@ a, = Q(by), pravé kdyz b, = O(ay,).
® a, = Qap).
@ Pokud jsou ¢leny posloupnosti (b,)22; nenulové a pokud lim dn 0,

n— 00 n

potom a,, = Q(b,).

@ Vztah  je tranzitivni.
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Dolni asymptotickd mez: 2

Priklad.
Plati n = Q(y/n):

Skuteén&, pro ¢ = 1 a kazdé pfirozené n platin = /n-/n>1-/n.

Ptiklad.
Plati 2" = Q(n?):

Skutec¢né: Protoze

2"+ /(n 4 1)2 1 1
lim =— """ —92Qim —— =2.——_ =92>1,
nooo 21 /n? nooo (1+ 1)2 1107
pak podle podilového kritéria lim — = +oo.
n—oo N

i
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Dolni striktni asymptotickd mez: w

Definice (Striktné mensi dolni mez w):

Mg&jme dvé posloupnosti (a,)2%; a (b,)S%,. Rekneme, Ze posloupnost (a,)>,
je asymptoticky zdola striktné omezena posloupnosti (b,)5° ;, symbolicky

wan = w(by,) pro n — o0, pravé kdyz pro kazdé kladné ¢ € R existuje N € N
tak, ze pro vsechna n > N plati

|an| > c- |bpl-
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Dolni striktni asymptotickd mez: w

Definice (Striktné mensi dolni mez w):

Mg&jme dvé posloupnosti (a,)2%; a (b,)SS,. Rekneme, 7e posloupnost (a, )%

algoritmi

1

je asymptoticky zdola striktné omezena posloupnosti (b,)5° ;, symbolicky

wan = w(by,) pro n — o0, pravé kdyz pro kazdé kladné ¢ € R existuje N € N
tak, Ze pro vsechna n > N plati

|an| > c- |bpl-

w je malé fecké pismenko omega. Z definice ihned plynou nasledujici pozorovani:

an, = w(by), pravé kdyz b, = o(a,).
Pokud a,, = w(by), pak a, = Q(by,).

Qn

n— 00 n
potom a,, = w(by).

@ w je tranzitivni.
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Asymptoticka tésnd mez: ©

Definice (Asymptoticka tésna mez ©):

Mg&jme dvé posloupnosti (a,)3%; a (b,)S%,. Rekneme, Ze posloupnost (a,,)>
je téhoz fadu jako posloupnost (b,,)22 ;, symbolicky ,a, = O(b,) pro n — 0",
pravé kdyz existuji kladné konstanty c;,co € R a N € N tak, ze pro vSechna

n > N plati

C1|bn| S |a'n| S 62|bn|- )
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Asymptoticka tésnd mez: ©

Definice (Asymptoticka tésna mez O):

Mg&jme dvé posloupnosti (a,)3%; a (b,)S%,. Rekneme, Ze posloupnost (a,,)>
je téhoz fadu jako posloupnost (b,,)22 ;, symbolicky ,a, = O(b,) pro n — 0",
pravé kdyz existuji kladné konstanty c;,co € R a N € N tak, ze pro vSechna

n > N plati

Cl|bn| < |a'n| < c2|bn|-

O je velké fecké pismenko theta. Z definice ihned plynou nasledujici pozorovani:
e a, = O(by,), pravé kdyz b, = O(ay,).

@ Tento vztah vlastné kombinuje O a 2.
Ptesnéji: a, = O(by,), pravé kdyz a, = Q(b,) a a, = O(by,).

@ O je tranzitivni.
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Asymptoticka tésna mez: ©

Priklad.
Napfiklad plati (rozmyslete!):

e n +sin(n) = O(n),

e n +sin(n) = O(n + 10),
e n +sin(n) = O(n — 10),
e n+sin(n) = ©(10n).

Uz ale treba neni pravda, Ze
e n+sin(n) = O(n?).

Popis slozitosti algoritmii
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Dalsi asymptoticka porovnani: komentar

o Vidime, Ze nové zavedené vztahy w, €2 a O jsou v podstaté odvozené od
0 a O, kterym jsme vénovali vice Casu.

@ MiZe pomoci se na porovnavani posloupnosti pomoci w, €2, ©, O a o divat

jako na analogii porovnavani cisel:

SECHORORS
ANIN IV V

@ Tento zplisob porovnavani funkci byva Casto pripisovan Edmundu
Landauovi (némecky matematik, 1877 — 1938). Diky své obecnosti nachazi
vyuziti v matematice, fyzice, informatice...
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Asymptoticka ekvivalence: ~

Tento vztah definujeme i pro funkce, definice ale pfirozené zahrnuje i pripad
posloupnosti.

Definice (Asymptoticka ekvivalence ~):

Mé&jme dvé& funkce f, g a bod a € R takovy, Ze a je hromadnym bodem mnoziny
D¢ N Dy a existuje okoli V,, spliujici® (V, N Dy) N {a} = (Vo N Dy) \{a}.
Rekneme, Ze funkce f je asymptoticky ekvivalentni funkci g pro = jdouci k a,

symbolicky ,, f(z) ~ g(x) pro x — a*, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a
a funkce u definovand na U, a spliiujici lim u(z) = 1 tak, ze pro vsechna
r—a

x €U, NDyN Dy rizné od a plati

2Definiéni obory obou funkci vypadaji na okoli a stejné.

Na nésledujicim slidu rozebereme nékolik postreht.
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Asymptoticka ekvivalence: ~

Tento asymptoticky vztah ~ je v jistém smyslu nejpfesnéjsi.

Vztah ~ je symetricky, tranzitivni a reflexivni, jde skute¢né o ekvivalenci.

Pokud a,, ~ b, pro n — oo, pak i a, = O(b,) pro n — co. Naopak nutné ne!

f(x)

Pokud plati lim =——= =1, pak f(z) ~ g(z) pro x — a. Naopak nutné ne!

@ Opaéna implikace nutné neplati, kvili pripadnym nuldm. Nejnazornéji asi
v tomto pfipadé: 0 ~ 0 pro x — a je pravda, ale limitu % nema viibec smysl
pocitat.
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Asymptotické vztahy: obecné poznamky

Uvedme nékolik notaénich poznamek (platné i pro dalsi symboly a i funkce):

o Nékdy narazite na zapis tvaru ,,O(a,) = O(b,)" Tim ma autor na mysli, ze
kazda posloupnost (¢, )52, spliujici ¢,, = O(ay,), spliiuje i ¢, = O(by,).

e Napfiklad plati O(n) = O(n?), nebo o(n) = O(n). Tento zplisob z4pisu
miiZze byt potencidlné matouci, nejde zde o skutecnou rovnost, vzdy je
potfeba ho interpretovat zleva-doprava.

@ Obcas se mizete setkat i se zapisem tvaru ,a, = O(no(b")) “. Tim se mysli,

Ze ona posloupnost (a,,)22; spliiuje a, = O(n"), kde ()52, je néjaka
posloupnost spliiujici ¢, = O(by,).
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Problémy a algoritmy

o Vypocetni problém P: (kol zpracovat/transformovat vstupni data I na
vystupni data O s pozadovanymi vlastnostmi.

@ Algoritmus A: vypocetni postup feseni problému P, &ili posloupnost
vypocetnich krokd, ktera z vstupnich dat vyprodukuje vystupni data

pozadovanych vlastnosti.

o Instance problému: problém s konkrétnimi daty potfebnymi pro jeho feseni.
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Problémy a algoritmy
o Vypocetni problém P: (kol zpracovat/transformovat vstupni data I na
vystupni data O s pozadovanymi vlastnostmi.
@ Algoritmus A: vypocetni postup feseni problému P, &ili posloupnost
vypocetnich krokd, ktera z vstupnich dat vyprodukuje vystupni data
pozadovanych vlastnosti.

o Instance problému: problém s konkrétnimi daty potfebnymi pro jeho feseni.

Definujeme-li ,velikost" vstupnich dat I, pak mizeme zkoumat chovani daného
algoritmu A z riznych ahli pohledu:

@ Priimérny/minimalni/maximalni/fadovy (asymptoticky) polet ,elementarnich
operaci”, nutnych k ziskani vystupu v zavislosti na velikosti vstupu.

@ Pramérnad/minimalni/maximalni/faddova (asymptoticka) ,pamétovi
naroénost”, nutna k ziskani vystupu v zavislosti na velikosti vstupu.
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Problém tridéni

@ Vstup: mnozina {x1,...,x,} a Gplné usporadani < mezi jejimi prvky.
Velikosti vstupu rozumime jednoduse pocet prvkil vstupu.

e Vystup: usporadana n-tice (zg,,..., ok, ), kde (k1,...,k,) je permutace
mnoziny {1,...,n} a plati z, <--- <y, .

o Elementarni operace: porovnani dvou prvkl pomoci <.

v Shap
S(©)

o &
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Bublinkovy algoritmus (Bubble sort)

procedure bubbleSort(A : array of length n)
for k in n-1 to 1 do
sorted = true
for i in 1 to k do
if A[i] > A[i+1] then
swap( A[i], A[i+1])
sorted = false
end if
end for
if sorted then return A
end for
return A
end procedure
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Bublinkovy algoritmus (Bubble sort)

o Celkovy pocet porovnani mize byt nejhife
n—1)
(n—1)+(n-—2)+-- +2+1—Zk—7
@ Pokud je na vstupu jiz setfidény seznam, pak algoritmus provede (n — 1)

porovnani (nejlepsi varianta).

Poznamka (Slozitost Bubble sort):

Miizeme tedy shrnout, Ze pro operaéni sloZitost Bubble sort je t¥idy O(n?) a Q(n)J
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Poznamka (llustrace slozitosti Bubble sort):

Pro kazdé n € {1,2,...,100} jsme 20-krat setfidili ndhodné permutovanou
mnozinu {1,2,...,n} a vypocetli tak stfedni hodnotu (7},), poétu porovnani pfi

(Ty)

t¥idéni prvkl mnoziny délky n. Na grafu je pak vynesen pomér ~5-.

Ty
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {z1, xa, ..., z,}.

?“"f%
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {z1, xa, ..., z,}.

@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

B
IAEAO
A

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 21/24
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Quick sort
Necht je opét dan vstup {z1, xa, ..., z,}.
@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

Wrsl
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {z1, xa, ..., z,}.
@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

(s T
) &)
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mptoticka porovnani

Quick sort

Necht je opét dan vstup {z1, xa, ..., z,}.
@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

@ Vezmi usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pfipoj usporadany druhy
seznam.

o &
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Quick sort

Necht je opét dan vstup {z1, xa, ..., z,}.
@ Vyberme ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

@ Vezmi usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pfipoj usporadany druhy
seznam.

Algoritmus probiha rekurentné. Usporadani dvouprvkového seznamu je
jednoduché.

[Tony Hoare, 1961]
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Quick sort

e Oznaéme nyni (T,,) primérny pocet porovnani pro uspofadani seznamu
délky n pomoci algoritmu Quick sort.

@ Pristi semestr ukizeme, ze

(T,) = O(n ln(n)).

Wrsl
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Quick sort

e Oznaéme nyni (T,,) primérny pocet porovnani pro uspofadani seznamu
délky n pomoci algoritmu Quick sort.
@ P¥isti semestr ukazeme, ze

(T,) = O(n ln(n)).

@ P¥i nestastné volbé pivotil se mize stat, ze k setfidéni pomoci Quick sort
bude potieba n? porovnani.

@ Vzhledem k dilezitosti tohoto problému existuje celd fada dalSich tfidicich
algoritmi, napriklad Merge sort, ktery netrpi poznamkou v predchozim bodu
[John von Neumann, 1945].
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Umocnovani

Vstup: readlné Cislo a a prirozené Cislo N € N.

Vystup: Hodnota oV.

v/

o Elementarni operace: aritmeticka operace (s¢itani, od¢itani, nasobeni,
délenf).

N

Naivni implementace dle definice ¥ = « - « - - - « vyzaduje presné N — 1
—

Nx
operaci nasobeni. Radové jde tedy o O(N) (resp. Q(N) a ©(N)) algoritmus.

Tyto poznamky plati tfeba i pro nasobeni matic, nebo Cisel v konecnych
télesech, chapeme-li elementarni operaci jako nasobeni prislusnych objektl
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Umocnovani: Square-and-multiply

o Typicky ale mame k dispozici binarni reprezentaci Cisla
N = (Nka_l .. .NlNO)Q, kde Ng,...,Nip_1 € {O, 1} aNg=1,tj.

k
N=> N;2.
j=0

Kalvoda & Patak (KAM FIT CVUT) BI-MA1 LS 2024/2025 24 /24
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Umocnovani: Square-and-multiply

o Typicky ale mame k dispozici binarni reprezentaci Cisla
N = (Nka_l .. .NlNO)Q, kde Ng,...,Nip_1 € {0,1} aN,=11tj.

k
N=> N;2.
j=0
@ Za tohoto predpokladu pak plati

k

k od )

CYN :aZj:ON]Z — I | aNjQJ'
Jj=0
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Umocnovani: Square-and-multiply

o Typicky ale mame k dispozici binarni reprezentaci Cisla
N = (Nka_l .. .NlNO)Q, kde Ng,...,Nip_1 € {0,1} a N =1,1tj.

k
N=> N;2.
j=0

@ Za tohoto predpokladu pak plati

@ Pro vypocet oV je pak tedy potteba ziskat opakovanym umociiovanim a2 -
to je k — 1 operaci nasobeni — a nasobit mezivysledek pokud N; # 0 — to je
také nejhite k operaci nasobeni.

@ Pro square-and-multiply algoritmus tak dostavame operacni slozitost radové

2k = O(log, N) = O(In N), N.B.:
N >2¥ = log, N > k.
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Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ V dalS$im semestru na tato témata slozitosti navazeme pfi studovani rekurenci.

@ Na shledanou v pFistim semestru u BI-MA2!
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