Matematicka analyza 1

Pavel Hrabak!
Tomas Kalvoda?

Ivo Petr?

IKAM FIT CVUT, pavel.hrabak@fit.cvut.cz
2KAM FIT CVUT, tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
SKAM FIT CVUT, ivo.petr@fit.cvut.cz


mailto:pavel.hrabak@fit.cvut.cz
mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
mailto:ivo.petr@fit.cvut.cz

Letni semestr 2024/2025, 13. bfezna 2025

ii



Vysazeno pomoci EIEX

Zdroj pripraven pomoci WooWoo verze 0.4.4 a FIT PDF Templa
v0.2.7

zdrojovy kod a hlaseni chyb

katalog pojmu a tvrzeni

Tomés Kalvoda, KAM FIT CVUT, 2017-2024



https://gitlab.fit.cvut.cz/BI-MA1/bi-ma1
https://woowoo.pages.fit/catalogue

Obsah

1 Uvod
1.1 Obecnépoznamky . . . . . . ... .. ...
1.2 Poznamky kobsahu . . . ... ... ... .. 0o L.
1.3 Formalninalezitosti . . . . . ... ... ... .. ... . ..., .

2 Realna c¢isla

2.1 Pfirozeni, celdaraciondlnic¢isla . . . . . . . .. ... ... . ....
2.2 Axiomuplnostiaredlna¢isla . . . ... ... ... ...
23 Rozsifenaredlndosa. . . . . . .. . ...
2.4 Okoli bodu na rozsifené ¢iselnéose . . . ... ... ... ... ....
2.5 Hromadny bod mnoziny . ... ....................
2.6 Reprezentace Cisel vpocita¢i . . . .. ... ... ... ...
3 Funkce
31 Realnafunkce . ... ... ... ... oo
3.2 Realna funkce realné proménné . . . ... ... ... ..... ...
3.3 Intermezzo:Odhady . . . . . ... ... ... ... ... .. ...,
3.4 Asymptotické hornimezeoa O . ... ... ... ... ... . ...

4 Posloupnosti

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Definice realné posloupnosti . . . . ... ... ... ... ......
Vlastnosti posloupnosti . . . . ... ... ..o
Vyznamné posloupnosti . . . . . ... ... o oL
Hromadny bod posloupnosti . . . . ... ..... ... .......
Vybrané posloupnosti . . . .. ... ... oo oL
Asymptotické hornimezeoa O . . ... ... ... ... ... ...
Asymptotické vztahy w, 2a© . . . .. ... oo oL

N DN =

(SN

10
15
16
21
24

35
35
37
48
55



OBsAH

5 Limity funkci a posloupnosti

6

8

5.1
5.2
53
54
55
5.6
5.7
5.8
5.9

Limita ¢iselné posloupnosti . . . . . ... ... ... ...
Limitafunkce . . ... ... ... .. ... ... ... ..
Jednostranna limita funkce . . . .. ... ... ... ...
Zakladni vlastnosti limit . . . . ... ... ... L.
Vztah hromadnych bod mnozin a limit . . . . . ... ..
Limity vybranych posloupnosti . . . . . ... ... ...
Asymptoticka ekvivalence ~ . . . ... ...
Limity a asymptotické vztahy . .. ... ... ... ...
Konvergence posloupnosti . . . . ... ... .......

Vypocet limit posloupnosti a funkci

6.1 Véta o limité souctu/soucinu/podilu . . . . .. ... ...
6.2 Nerovnostialimity . . ... ... .............
6.3 Véta o limité slozené funkce . ... ... ... ... ...
6.4 Limity vyznacnych posloupnosti . . . . .. ... ... ..
6.5 Podilové kritérium pro posloupnosti . . . . . . ... ...
Spojitost funkce

7.1 Definice a kritéria spojitosti . . . . . ... ... L.
7.2 Metoda ptleni intervalu. . . . ... ... ... ... ..
7.3 Vlastnosti spojitych funkei . . . . . ... L0000
7.4  Spojitost elementarnich funkei . . . . ...
7.5 Typynespojitosti . . . ... .. ... ... ...
7.6  Dalsi dalezité limity a shrnuti . . . . .. ... ... ...
7.7 Limity vyraza f(z)9® .. ...
7.8  Shrnuti znamych limit funkci a posloupnosti . . . . . ..
Derivace

8.1 Rychlostahledaniteény . . ................
8.2 Derivacefunkce . . . ... ... .o Lo L
8.3 Vztah diferencovatelnosti a spojitosti . . . . ... .. ..
8.4 Derivace souctu, sou¢inuapodilu . . ... ... ... ..
8.5 Derivace slozené funkce . .. ... ... ... .. ...,
8.6 Derivace inverzni funkce . . . . ... ... ... ... ..
8.7 Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady

ii



8.8 Jednostranné derivace a derivace vyssichfada . . . . ... ... .. 186
9 Analyza prubéhu funkce 187
9.1 Maximum, minimum, supremum a infimum . ... ... ... ... 187
9.2 Lokalni extrémy funkce . . . . ... ... .. oL 190
9.3 Globalni extrémy funkce . . ... ... ... ... ... 192
9.4 Vétaoptirastkufunkee . . . . ... Lo 196
9.5 L’Hospitalovopravidlo . . ... ... ... ... .. ......... 199
9.6 Dusledky pro monotonii funkce . . . ... ... 0oL 202
9.7 Dusledky pro konvexnost/konkavnost . . . . . ... ... L. 204
9.8 Kiritéria pro hledani lokalnich extréma . . .. ... ... ... ... 207
9.9 Inflexnibody aasymptoty . .. ... ... ... .. ......... 211
9.10 Shrnuti: vySetfovani prubéhu funkce . . ... ... ... ... ... 213
9.11 Priklady . . . . . . ... 213
10 Aplikace 223
10.1 Newtonovametoda . ... ... ... ... ... ......... 223
10.2 Kubickd interpolace . . . . . . . ... ... oo 227
10.3 Popis slozitosti algoritmt . . . . . ... ... ... oo L. 230
10.4 Problémtfidéni . . ... ... ... ... ... . 230
10.5 Umocniovani . . . . . . . . ..o it 232
11 Dodatek: Definice a vlastnosti zobrazeni 234
11.1 Zobrazeni. . . . . .. ... . . .. ... 234
11.2 Injekce, surjekce a bijekce . . . ... ... ... oL 236
11.3 Obraz a vzor mnoziny pfizobrazeni . . . . . .. ... ... ... .. 237
11.4 Zuzenia skladani zobrazeni . .. ... ... ... ... ....... 238
11.5 Inverznizobrazeni . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ... 240
11.6 Usporadani . . . . . . .. . . ... e 241
12 Dodatek: Elementarni funkce 243
12.1 Polynomy . ... ... .. ... 243
12.2 Odmocniny . . . . . . ..o 245
12.3 Racionalnifunkce . . . . .. ... ... oo 247
12.4 Trigonometrické (také goniometrické) funkce . .. ... ... ... 247
12.5 Exponencialni a logaritmické funkce . . ... ... ... ... ... 251

1ii



12.6 Dalsifunkce . .. ... ... ... ... 256
12.7 UziteCnévztahy . . . .. ... ... .. .. . L 256
13 Dodatek: Casto kladené dotazy 260
13.1 Zobrazeniafunkcena. ... ... ... ... ... ... ... ... 260
13.2 Na stfedni jsme to délali/znacili/nazyvali jinak . . . ... ... ... 260
13.3 Znaceniinkluze . .. ... ... ... oL 261
13.4 Defini¢ni obory trigonometrickych funkei . .. ... ... ... .. 261
135 Nulananultou . .. ... ... ... ... ... ... ......... 262
13.6 Nutna podminka, smér implikace . ... ... ... ... ... ... 262
14 Prehled pouzitého znaceni 263
14.1 Prehled symboliky BIFMA1 . . . . . ... ... ... ... ...... 263
142 Reckdabeceda . . ... ... .. ... . ... ... ... . .... 266
Odpovédi na nékteré otazky 267
Literatura 272
Index 273

v



1 Uvod

1.1 Obecné poznamky

Tento dokument dopliuje slidy k pfednasce pfedmétu Matematicka analyza 1 (BI-
-MAT1) na Fakulté informaénich technologii (FIT) Ceského vysokého uceni technic-
kého v Praze (CVUT). Piednasky piedmétu se opiraji o slidy, které slouzi primarné
jako doplnék k zivé prezentaci a prili§ se nehodi ke studiu ¢i tisku. Slidy zejména
neobsahuji vysvétlujici komentare prednasejiciho a mohou byt proto bez téchto
podparnych informaci nejasné, az matouci. V tomto textu je uvedeno vse co na
slidech, vcetné dalsich dodate¢nych informaci a zajimavosti.

Nejprve je vhodné seznamit milé ¢tenarstvo s historii vyuky matematické ana-
lyzy na FIT. Jednosemestralni pfedmét Zaklady matematické analyzy (BI-ZMA),
predchtidce BI-MA1 a BI-MA2, byl po zrodu fakulty nejprve vyucovan pod vedenim
prof. Ing. Edity Pelantové, CSc. (KM FJFI). Poté piedmét prevzali Ing. Tomas Kalvoda,
PhD. a doc. RNDr. Jaroslav Milota, CSc. V roce 2021 byl pfi reakreditaci studijniho
programu tento pfedmét rozdélen a prepracovan do dvousemestralniho kurzu Mate-
maticka analyza 1 a 2. V prvnich dvou bézich byl pfednasen Ing. Tomase Kalvodou,
Ph.D. a Ing. Ivo Petrem, Ph.D. Aktualni letni semestr doslo ke zméné a druhého
zminéného prednasejiciho vystfidal RNDr. Pavel Patak, Ph.D. Tento text, a pojeti
vyuky viibec, jsou vysledkem tohoto postupného vyvoje.

Informace tykajici se samotné organizace predmeétu, jako naptriklad podminky
ziskani zapoctu a slozeni zkousky, jsou uvedeny na oficialnich strankach predmeétu
BI-MA1. Studentim je dale k dispozici elektronicka cvicebnice prikladd MARAST,
kde 1ze najit priklady, pfipravy pro proseminafe a i procvicovaci kvizy. Dale jsou
zéjemcum k dispozici Anki karticky s pojmy a tvrzenimi a myslenkova mapa pojmt
a tvrzeni.
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1. Uvop POZNAMKY K OBSAHU

1.2 Poznamky k obsahu

O Matematické analyze bylo napsano jiz mnoho uéebnic, skript a knih s rozmanitymi
pristupy k problematice a riizné urovné. Pfipadnym zajemctim o dalsi studium,
¢i alternativni zpusob vykladu, 1ze doporucdit publikace [4] a [5]. Ze zahrani¢ni
literatury by naseho ¢tenare mohly zaujmout knizky [7], [8], [1], ¢i [6]. Tyto knihy
ovsem pokryvaji podstatné vice latky nez tento text. Je proto nutné pfi jejich vyuziti
vychazet z materialti urcenych pro tento predmét. Zajemce o motiva¢né bohaty
text pokryvajici i historické detaily tykajici se této latky lze doporudit vynikajici
knizku [9].
V letnim semestru se v BI-MA1 postupné zabyvame

1. Ciselnymi mnozinami, zejména realnymi ¢isly (Kapitola 2),

2. realnymi funkcemi jedné realné proménné a realnymi ¢iselnymi posloupnostmi
(Kapitola 3 a 4),

3. limitami funkci a posloupnosti a Gzce souvisejicim konceptem spojitosti funkce
(Kapitoly 5, 6 a 7),

4. hlavnim vysledkem je pak diferencialni pocet funkce jedné realné proménné
(differential calculus; Kapitoly 8 a 9), kde se protina nékolik témat z dfivéjsich
kapitol,

5. v neposledni fadé se snazime ve zbyvajicim Case probrat i nékteré zajimavé
aplikace vybudované teorie (Kapitola 10).

1.3 Formalni nalezitosti

Tento uvod vyuzijeme k seznameni ¢tenafe s formalnimi nalezitostmi tohoto doku-
mentu. Pro vétsi prehlednost a zvyraznéni logické struktury latky je vyklad stan-
dardné c¢lenén do definic, vét a dalsich tvrzeni, dikazt, prikladl a obéas i poznamek.
Pripomenme ¢tenafi vyznam takto oznacenych casti textu:

« Definice ukotvuje definovany pojem. V celém textu ma od tohoto okamziku
dany pojem jednoznacny vyznam (porovnejte s definici funkce/metody ve
zdrojovém kodu vaseho oblibeného programovaciho jazyka).
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« Véta (ptipadné Tvrzeni, Diisledek, Lemma) obsahuje tvrzeni o jiz dfive defino-
vanych pojmech.

« Diikaz je argument postaveny na logickych pravidlech zarucujici pravdivost
daného tvrzeni (véty, dasledku ¢i lemmatu). Jde v podstaté o certifikat pravdi-
vosti. Jedna se také o vynikajici okamzik pro otestovani chapani latky, dikazy
jsou podstatnou ¢asti kazdého matematického dilka.

Pouze ze zacatku vykladu nékteré pojmy, které by studentim mély byt znamy uz
z dfivéjsiho studia, explicitné neformulujeme jako samostatné definice, ale stru¢né
je pouze pfipominame piimo v textu'.

Rovnice, obrazky a matematické objekty jsou v textu ¢islovany v ramci kapitol.
Odkaz na rovnici poznate podle zavorek, napt. (2.1) je odkaz na prvni ¢islovanou
rovnici v druhé kapitole. Konec diikazli oznac¢ujeme symbolem? [J. Na konci tohoto
dokumentu je ¢tenafi k dispozici seznam pouzivanych symboli (Kapitola 14) se struc-
nym vysvétlenim vyznamu, rejstiik pojmi pro pohodlnéjsi vyhledavani a seznam
zajimavych odkazt na literaturu. Déle je hlavni text doplnén dvéma dodatky (Kapi-
toly 11 a 12), které obsahuji shrnuti zdkladnich vlastnosti zobrazeni a elementarnich
funkei.

V textu se také prubézné vyskytuji ,otazky", které kontroluji ¢tenafovo porozu-
méni. Odpovédi na tyto otazky naleznete na konci PDF nebo je lze rovnou rozkliknout
v HTML verzi dokumentu.

Pokud laskavy ¢tenaf nebo ctenarka v textu objevi nejasnosti ¢i chyby, necht je
prosim hlasi formou issue v BI-MA1 repozitar na fakultnim gitlabu. Alternativné k to-
muto ucelu mize vyuzit i email (tomas.kalvoda@fit.cvut.cz). Tento ivod zakonéime
motivacnim citatem.

The calculus was the first achievement of modern mathematics and it is di-
fficult to overestimate its importance. I think it defines more unequivocally
than anything else the inception of modern mathematics; and the system
of mathematical analysis, which is its logical development, still constitutes
the greatest technical advance in exact thinking.

John von Neumann

IStale by vsak takovéto pojmy mély byt dohledatelné v indexu.
2Tzv. Halmostiv nahrobek. Paul Halmos (1916 — 2006) byl americky matematik madarského
puvodu.


https://gitlab.fit.cvut.cz/BI-MA1/bi-ma1/issues
mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
https://en.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann
https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Halmos

2 Realna c¢isla

V tomto kurzu predpokladame, Ze Ctenaf je jiz seznamen se zakladnimi zptisoby
zadani mnozin (vyctem, vlastnosti), mnozinovymi operacemi (pranik, sjednocent,
rozdil a doplnék) a orientuje se mezi ¢iselnymi mnozinami (pfirozena, cela, racionalni
arealna Cisla — tém se ale v této kapitole budeme vénovat znovu a podrobnéji). Dale na
strané ¢tenare predpokladame znalost vlastnosti elementarnich funkei (polynomialni,
racionalni, mocninné, exponencialni, logaritmické a trigonometrické). V neposledni
fadé téz vyzadujeme znalost zakladnich kombinatorickych vztaht, to jest definici
a kombinatoricky vyznam faktorialu, kombinac¢niho ¢isla ¢i znalost binomické véty.
Z predchoziho studia také vyzadujeme znalost zobrazeni a souvisejicich pojmu.

Pokud si ¢tenar v nékterych z téchto zminénych partiich neni jisty, mize si
znalosti osvézit napfiklad v prazdninovém Piipravném kurzu matematiky (BI-PKM)
nebo s pomoci své oblibené ucebnice stiedoskolské matematiky. Pro pohodli ¢tenare
a pro zafixovani notace nékteré z téchto partii latky stru¢né shrnujeme v Kapitole 11
a Kapitole 12 Néktera z téchto témat jsou i obsahem prvniho proseminare, ktery
chapeme jako tvodni rozcvicku pred hlavnimi tématy semestru. V neposledni fadé
je dobré si osveézit nékteré partie prvosemestralnich predméta BI-DML a BI-LAT.

Nas vyklad nyni zahajime axiomatickym' popisem mnoziny realnych ¢isel, ktera
v nasem vykladu matematické analyzy predstavuje ustfedni pojem. V prabéhu tohoto
a pristiho semestru budeme totiz studovat

« realné ciselné posloupnosti (Kapitola 4),
« realné funkce jedné realné proménné (Kapitola 3),
« realné ciselné fady (BI-MAZ2, kapitola),

« realné funkce vice realnych proménnych (BI-MA2, kapitola).

ISamotné kontrukci mnoziny realnych &isel se nevénujeme.
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2. REALNA cCisLA PRIROZENA, CELA A RACIONALNI CisLA

Je tedy ocividné, Ze znalost vlastnosti mnoziny realnych ¢isel budeme intenzivné vyu-
zivat. Mnozinu realnych ¢isel nejprve predstavime jako prirozené rozsifeni mnoziny
racionalnich cisel.

Mezi hlavni vysledky této kapitoly, které by si studenti a studentky méli odnést
z této kapitoly, resp. které by si méli pripadné osvézit, patii zejména nasledujici

body:

« orientace mezi ¢iselnymi mnozinami, chapani zasadni rozdilnosti mezi mnozi-
nou racionalnich ¢isel Q a mnozinou realnych cisel R,

« osvojeni si algebraickych operaci v rozsifené realné ose R,
« osvojeni si pojmil okoli bodu a hromadného bodu mnoziny,

« chépani zasadniho rozdilu mezi mnozinou tzv. strojovych ¢isel a R.

2.1 Prirozena, cela a racionalni ¢isla

Varovani 2.1: V tomto textu symbol C pouzivame ve smyslu neostré inkluze, tj.
kazda mnozina A je pro nas podmnozinou sama sebe, plati A C A. Pokud chceme
zdlraznit, ze dvé mnoziny v tomto vztahu jsou vzajemné ruzné, tak pouzijeme
symbolu C. Tj. Zadnid mnozina A nesplni A C A. V tomto textu tento symbol
pouzivame ale jen velmi vyjimecné.

OznatmeN = {1,2,3, ...} mnoZzinu pfirozenych ¢isel, Z = {..., —2,—1,0,1,2,.
mnozinu celych ¢isel a Q) = {g |p€Z,qg € Nap,qjsou nesoudélné} mnozinu ra-
cionalnich ¢isel. Na téchto mnozinach, které jsou v mnozinovém vztahu N C Z C Q,
umime prirozené scitat a nasobit, pficemz vSechny tfi mnoziny jsou viii témto
operacim uzavrené®. Tyto operace dale pro kazdé a, b, ¢ € Q (nebo Z a N) spliiuji:

a+b=>b+a, a-b=">-a, (komutativita),
a+(b+c¢)=(a+0b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c, (asociativita),
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c), (distributivita).

V souladu se zazitou konvenci zavadime prednost nasobeni pred s¢itanim a dis-
tributivitu, proto bez nebezpeci nedorozuméni muzeme zkracené zapsat také bez

To znamena, %e vysledek operace nad &isly z dané mnoziny je opét ¢&islo z této mnoziny.
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uzavorkovani na pravé strané, tedy
a-(b+c)=a-b+a-c.

Poznamka 2.1: Priorita operaci je v programovacich jazycich znama pod terminem
operator precedence. Viz napf. prioritu operatorti v jazyce C. Uvédomte si, Ze bez
zavedeni této konvence naptiklad vyraz 3 - 5 4+ 7 nema smysl — nelze ho jednoznacné
interpretovat. Tento postieh neni vazan pouze na sé¢itani a nasobeni realnych cisel.
I kdyz tato poznamka muze znit trivialné, existuje fada studentu, ktefi se ve svych
tvahach pravé kvili lajdackému zavorkovani dostanou do potizi®.

Jnverznimi“ operacemi ke s¢itani a nasobeni jsou od¢itani a déleni nenulovym
¢islem. Viici nim vSak nejsou vsechny vyse uvedené mnoziny uzaviené. Jak uz vime,
prirozena ¢isla miizeme bez omezeni pouze scitat a nasobit, aniz bychom mnozinu
prirozenych ¢isel opustili. Cela ¢isla mtizeme bez omezeni navic od¢itat a racionalni
Cisla odcitat a délit jakymkoli nenulovym racionalnim ¢islem. Znamena to tedy, zZe
v Z muzeme (jednoznac¢né) fesit rovnice typu

a+x=0b, abel,

pro neznamou x € Z. Toto nelze Fict o mnoziné pfirozenych ¢isel (rovnice z +5 = 3
pro neznamou x nema mezi prirozenymi ¢isly feseni). Podobné v () mizeme fesit
rovnice typu

qg-x=p, p,qeQ,q#0,

pro neznamou x € Q. Toto tvrzeni ale neplati o celych ¢islech (rovnice 4xr = 5 nema
celociselné feseni ).

Poznamka 2.2 (Co to vSechno znamena?): Za timto rozsifovanim ¢iselnych mnozin
je mozné vidét praktickou potfebu popisu stale sofistikovanéjsich realnych situaci.
Prirozena cisla nam postaci k popisu poctu stejnych objektt (deset krav, jeden vlk
atp.). V jejich ramci uz ale snadno nevyjadfime napt. koncept ,,dluhu®. Tento problém
odstranuji cela ¢isla. Pomoci celych c¢isel ale nejsme jednoduse schopni popisovat
casti celkt (pul kolace, tfi pétiny senatu atp.). Tento nedostatek odstranuji racionalni
¢isla. S jejich pomoci mtizeme snadno pracovat se zlomky (¢astmi) celkt. Za chvilku
si ukazeme i motivaci pro pfechod od racionalnich k redlnym ¢islim. Tento pfechod
bude motivovan v podstaté geometrickymi tivahami.

3Ty mohou byt drobné, ale i fatalni.


http://en.cppreference.com/w/c/language/operator_precedence

2. REALNA cCisLA PRIROZENA, CELA A RACIONALNI CisLA

Podivejme se nyni podrobnéji na algebraickou® strukturu racionélnich ¢isel. Mezi
racionalnimi ¢isly existuji ¢isla 0 (nula) a 1 (jedna) spliujici

a+0=04+a=a a a-1=1-a=a,

pro kazdé a € Q. Dale ke kazdému a = % € Q existuje ¢islo —a = _7’1 € Q spliujici
a+ (—a) = (—a) + a = 0. Podobné, ke kazdému nenulovému ¢islua = 1 € Q
existuje ¢islo a™! = 2EH € Q spliwjicia - a™! !

V predchozich odstavcich jsme si ukazali, Ze mnozina racionalnich ¢isel spolu
s operacemi s¢itani a nasobeni spliuje asociativni, distributivni a komutativni zakony,
existuji v ni prvky 0 a 1 a opacné, resp. inverzni, prvky popsané vyse. To znamena,
ze racionalni ¢isla spolu s operacemi s¢itani a nasobeni tvori ¢iselné téleso. S timto
pojmem jste se jiz setkali v (BI-LA1, Definice).

Vsechny tyto vlastnosti télesa (Q, +, -) Ize pomoci grupové terminologie (viz BI-
-LA1) kompaktné vyjadrit nasledujicimi pozadavky:

=a " -a=1.

« (Q,+) je Abelovska grupa s neutralnim prvkem 0 (nula),

« (Q~ {0},) je Abelovska grupa s neutralnim prvkem 1 (jednicka),

« plati distributivita nasobeni vii¢i s¢itani.
Otazka 2.1: Tvofi pfirozena cisla spolu s operacemi s¢itani a nasobeni téleso? A jak
je tomu v pripadé celych cisel?
Usporadani racionalnich cisel
Vratme se zpét k racionalnim ¢islim. Vedle vyse zminénych algebraickych vlastnosti
maji racionalni ¢isla dalsi zajimavé vlastnosti. Racionalni ¢isla lze porovnavat podle

velikosti. Jsou-li @ a b racionalni ¢isla, pak zapisem a < b vyjadiujeme, Ze Cislo a je
(ostfe) mensi nez ¢islo b, a tuto vlastnost definujeme jako

a<b, pravekdyz 0<0b—a, (2.1)

pricemz pro racionalni ¢islo ¢ = b — a zapsané v zakladnim tvaru jako ¢ =
plati ¢ > 0, pravé kdyz p, ¢ € N (Citatel i jmenovatel jsou kladna pfirozena cisla

QS

—

“Tj. co se s¢itani/od¢itani a ndsobeni/déleni tyce.
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Takto zavedené porovnani (oznacované symbolem <) predstavuje relaci (ostrého)
usporadani na Q, ktera je uplna, tj. pro libovolna dvé riizna racionalni ¢isla a a b 1ze
rozhodnout, zdali a < b, nebo b < a.Kdyz b < a, tak fikame, Ze a je (ostfe) vétsi nez
b, a zapisujeme a > b.

Tato relace usporadani < je svazana s operaci s¢itani a nasobeni znamymi stfedo-
skolskymi pravidly pro pocitani s nerovnicemi. Pfipomenme, Ze pro kazdé a, b, c € Q
plati tvrzeni

a<b = a+c<b+eg (2.2)

a>0Ab>0 = a-b>0.

Z téchto vlastnosti 1ze snadno odvodit dalsi znamé vztahy, jako naptiklad

a<bAhec>0 = a-c<b-c

a<bAhec<0 = a-c>b-c

platné pro kazdé racionalni a, b a c. Vzpomente si na stfedoskolské ulohy na feseni
nerovnic.

Otazka 2.2: Pokud plati nerovnost a < b pro dvé realna ¢isla a, b € R, plyne odtud
pak nerovnost a? < b??

Otazka 2.3: Pomoci vyse definovaného usporadani < na mnoziné racionalnich ¢isel
(viz rovnici (2.1) a text hned pod ni) dokazte implikaci (2.2).

Otazka 2.4: Pomoci vyse zminéné definice usporadani prvkia mnoziny QQ dokazte,
s, 7 _ 8
ze g < 7.
Poznamka 2.3: Pomoci usporadani < miizeme zavést také (neostré) usporadani
a < b, ekvivalentni platnosti a < b nebo a = b. Pod @ > b mame pak pfirozené na
mysli b < a.
Otazka 2.5: Predpokladejme, Ze mame racionalni ¢isla a a b splnujici a < b. Plati
potom nutné i nerovnost a < b?

Diky existenci uplného usporadani < na mnoziné Q si mizeme racionalni ¢is-
la geometricky predstavovat jako body na ciselné ose, viz Obrazek 2.1. Skutecne,
protoze umime kazdé racionalni ¢islo porovnat s kazdym jinym racionalnim ¢islem,



2. REALNA cCisLA PRIROZENA, CELA A RACIONALNI CisLA

b —a !

0 a b

Obrazek 2.1: Ciselna osa s body a,b € Q. Zde a < b a proto vzdalenost b od a je
b—a.

muzeme je timto zptisobem usporadat na primce. Bez tohoto uplného usporada-
ni bychom k takovémuto linearnimu znazornéni racionalnich ¢isel neméli zadné
opodstatnéni.

Neuplnost racionalnich ¢isel

Jak jiz bylo zminéno, racionalni ¢isla obvykle graficky znazornujeme jako body
na tzv. ¢iselné ose, tj. na pfimce s vyznacenym pocatkem odpovidajicim ¢islu 0.
Na Obrazku 2.1 je timto zptisobem znazornéno usporadani dvou racionalnich ¢isel
a jejich vzdalenost.

V tomto geometrickém znazornéni racionalnich ¢isel je kazdému racionalnimu
¢islu prifazen jeden bod na ¢iselné ose. Opak vsak neplati. Existuji body na této
idealizované piimce’, které neodpovidaji zadnému racionalnimu ¢islu. Pokud by
Ciselna osa byla tvofena pouze racionalnimi ¢isly, byla by ,dérava® llustrujme toto
tvrzeni na nasledujicim prikladu.

Priklad 2.1: Neexistuje kladné racionalni feseni rovnice #? = 2. Geometricky
toto tvrzeni odpovida nemoznosti popsat bod odpovidajici konci uhlopticky ¢tverce
o strané s velikosti 1 otoceného o 45° a s vrcholem v bodé 0 pomoci racionalniho
¢isla, viz Obrazek 2.2.

Dokazme toto tvrzeni sporem. Pfedpokladejme opak, tj. Ze existuji nesoudélna
p, q € N splitjici p/q = /2. Potom (p/q)? = 2 a tudiz p? (= 2¢?) je nutné sudé &islo,
¢ili i p je sudé. Lze ho proto vyjadrit ve tvaru p = 2k, kde k£ € N. Potom ale plati
p? = 4k* = 2¢?, resp. 2k* = ¢°. Cislo ¢* a tedy i q je proto sudé. To ale znamen4, Ze p
a q jsou soudélna (obé jsou délitelna ¢islem 2), coz je ale spor s nasim predpokladem
nesoudélnosti p a q.

>Pojem bodu na ¢iselné ose zde chapeme intuitivné. Korektni matematicka definice jiZ ve skuteg-
nosti vyuziva realnych ¢isel.
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0 V2

Obrazek 2.2: Bod na ¢iselné ose odpovidajici ,éislu® /2 Ize zjevné zkonstruovat
pomoci thlopficky ¢tverce o strané délky 1. Lze ho ale popsat pomoci racionalniho
¢isla? Priklad 2.1 ukazuje, Ze ne.

Poznamka 2.4: Dale si povsimnéme, ze ackoliv symbol v/2 pro nas ma dobry
geometricky vyznam (délka thlopricky ctverce o strané délky 1) a oznacujeme jim
kladné re4lné feseni algebraické rovnice 2% = 2, tak vitbec v tento okamZik neni
jasné, jakou mé vlastné numerickou hodnotu! Tomuto dilezitému tématu se budeme
vénovat pozdéji béhem semestru.

2.2 Axiom uplnosti a realna cisla

Nyni ukazeme, jak obecné zformulovat v tento okamzik vagni pozadavek ,bezdéro-
vosti” ¢iselné osy. Predpokladejme, Ze mame mnozinu R, kterd obsahuje racionalni
Cisla, @ C R, a mame na ni definované operace nasobeni, s¢itani, jejich ,inverze®
(odé¢itani a déleni) a také usporadani < a vSechny tyto operace maji stejné vlastnosti
jako u racionalnich ¢isel (tj. jedna se o iplné usporadané ¢iselné téleso, viz vyse).

Absolutni hodnota a vzdalenost realnych cisel

Usporadani < mnoziny R nam nyni umoznuje definovat veledilezity pojem absolutni
hodnoty a vzdalenosti mezi body R. Vzdalenost dvou realnych ¢isel a a b definujeme
jako hodnotu |a — b, kde |z| je absolutni hodnota = € R definované vztahem

x, rox > 0,
|| = { P (2.3)

—x, proz <0.

Tento zapis je tieba Cist takto: hodnota |z| je definovana jako z, pokud z je nezdporné,
a jako —x, pokud x je zaporné. Zpusob zapisu pouzity v rovnici (2.3) je pomérné

10
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Casty a jesté na néj nékolikrat narazime. V oblibeném programovacim jazyce Python
bychom napriklad psali

def abs(x):
if x >= 0:
return x
elif x < 0:
return -x

Otazka 2.6: Uvazme funkci

1, 2%2>1,
f(x) = 27 2SS <_17 %) )
3, jinak.

Urcete hodnoty f(—1/2), f(—2) a f(1).
Absolutni hodnota spliiuje fadu dulezitych vlastnosti, pfimo z defini¢ni rovnos-
ti (2.3) snadno nahlédnete nasledujici vztahy:

ja-bl = lal-[ol, |-al=lal a la/c|=lal/lc],
platné pro kazdé realné a, b a nenulové c. Dale z definice okamzité plynou nerovnosti
—lal < a <al, (2.4)

platné pro kazdé a € R.
Dalsi fundamentalni vlastnosti absolutni hodnoty je tzv. trojahelnikova nerov-
nost, kterou béhem semestru nékolikrat v dilezité okamziky vyuzijeme.

Véta 2.1 (Trojuhelnikova nerovnost): Pro libovolna realna a a b plati nerovnost
la 4+ b] < |a| + 0] (2.5)

Dilkaz. Vyuzijeme nerovnosti (2.4),tj.a < |a| a —a < |a| platné pro libovolné a € R.
Uvazme libovolné a,b € R. Pokud a + b > 0, potom |a +b| = a+b < |a| + |b]. Je-li
a+b<0,potom |a+ bl = —(a+b) =—a+ (=b) < |a| + 0] O

vvvvv

pozdéji béhem semestru. Jde o dalsi nerovnost, kterou si zformulujeme jako tvrzeni.

11
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Tvrzeni 2.1 (O absolutni hodnoté rozdilu absolutnich hodnot): Pro kazdé x,y € R
plati [|z] — [y]| < |z —y].

Diikaz. Skute¢né, diky trojuhelnikové nerovnosti plati
2] =yl =z —y+yl — |yl <[z —yl+ ly[ = |y| = |z — y|

a po prohozeni z za y a jednoduché tpravé pak i || —|y| > —|z —y|. Cili dohromady
—le—yl <ol =fyl < |z —y O

Bezdérovost realné osy

Nez se pustime do formulace axiomu uplnosti, musime zavést, ¢i pfipomenout, jesté
jeden dulezity pojem. Pro a,b € R, a < b, ozna¢me (a,b) :={z € R | a <z < b}
a nazvéme tuto mnozinu uzavienym intervalem a body a, b koncovymi body
tohoto intervalu. Délkou intervalu (a, b) nazyvame ¢islo
jeho koncovych bodu. K dalsim typtim intervala se vratime jesté v Podkapitole 2.4.
Z vlastnosti absolutni hodnoty, které jsou stejné jako pro racionalni ¢isla, plyne
nerovnost |z — y| < |b — a| platna pro kazdé =,y € (a,b).

Vratme se nyni k Ptikladu 2.1 a &islu v/2. Pfedpokladejme, e R jiz obsahuje
kladné feseni rovnice 22 = 2, které znacime /2. Pro v/2 musi platit V2 e (1,2) =1,
(protoze a < 1implikuje a® < a-1 < 1aa > 2 implikuje a®> > a-2 > 2, tudiz pro v/2
nemuze platit aniy/2 < 1,aniv/2 > 2). Rozpﬁlenim I, podobnym zptsobem zjistime,
ze V2 € (1,3) = I, (protoze a > 3/2 implikuje a®> > 9/4 > 2). Pokratujeme déle
pulenim techto uzavienych intervald. Protoze takto konstruované koncové body
jsou vzdy racionalni cisla a V/2 racionalni neni (viz Priklad 2.1), nikdy se nestane,
7e by po néjakém déleni byl bod v/2 koncovym bodem intervalu, a postup tak lze
libovolné opakovat. Dostavame tudiz intervaly I,,, n € N, uvnitt kterych lezi v/2.

Pro takto zkonstruované intervaly [, plati inkluze /,,.; C [,, a délka intervalu
I, je 2n 7. Tudiz ()~ I,, je nejvyse jednoprvkova mnozina. Opravdu, pro kazdé 2
rizné body, mezi nimiz je nutné vzdalenost d > 0, existuje m € N takové, ze délka
intervalu /,,, je mensi nez d, a nemohou tedy oba soucasné patfit do [, a tedy ani
do praniku (7, I,. N43 pozadavek V2 € R v tomto piipadé znamena, e

ﬁ]nz{\/i}.

12
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<+
+

I

—

Obrazek 2.3: Tlustrace ke konstrukeci intervalt Iy, I a I3 obsahujicich V/2 s racional-
nimi koncovymi body.

Grafickou ilustraci konstrukce téchto intervala 1ze nalézt na Obrazku 2.3.

Obecny pozadavek, aby mnozina R ,neméla diry®, miZeme nyni pfesné formu-
lovat jako tzv. axiom uplnosti: Kazdy systém uzavrenych a do sebe se vnorujicich
intervalil, jejichZ délky jsou libovolné malé, ma neprazdny priunik. Podrobnéji, pokud
jsou I,,, n € N, uzavfené intervaly spliiujici

1. I, D I,,41 prolibovolné n e N, tj. Iy DI, D I3 D ---.

2. pro kazdé € > 0 existuje prirozené n tak, ze délka /,, je mensi nez ¢,

pak N
()1 #0. (2.6)
n=1

Je dilezité si uvédomit, Ze axiom dplnosti je to jediné, co odlisuje realna cisla
od racionalnich ¢isel. Jak bylo ukazano vyse na prikladu V/2, racionalni ¢isla tento
axiom nesplnuji. Algebraicky (vzhledem k + a -) maji jinak tyto mnoziny shodné
vlastnosti. Pro aplnost dodejme, Ze realna Cisla také znazornujeme jako body na
Ciselné ose, pficemz nyni jiz kazdému bodu na této ose odpovida pravé jedno realné
¢islo. Z tohoto diivodu ¢iselnou osu nazyvame také realnou osou.

13



2. REALNA cCisLA AXIOM UPLNOSTI A REALNA CiSLA

Poznamka 2.5: V axiomu uplnosti je zasadni pozadavek na neprazdnost priniku
vzajemné do sebe vnorenych uzavienych intervalti. Podminka na jejich délku neni
nutna, ale zase pékné vystihuje jadro problému a proto ji do axiomu zahrnujeme.

Realna c¢isla: shrnuti vlastnosti

V tomto textu tedy vyuzivame axiomatickou definici mnoziny realnych ¢isel, kte-
ra intuitivné predstavuje Ciselny analog geometrické predstavy primky. Skutec¢na
konstrukce® takovéhoto télesa je nad ramec tohoto kurzu. Klasick4 konstrukce po-
moci tzv. Dedekindovych’ fezii historicky spada az do druhé poloviny devatenactého
stoleti. Vlastnosti mnoziny realnych ¢isel shrnuje nasledujici definice.

Definice 2.1 (Realna ¢isla / Real numbers): Mnozinu realnych ¢isel R chapeme jako
Ciselné téleso (R, +, -), které je vybavené Gplnym uspofadanim < a které spliuje
axiom uplnosti.

Pro pohodli ¢tenare explicitné vypichnéme, co vse za pozadavky na operace +, -
a < je vlastné v pfedchozi definici nakladeno:

« asociativni zdkony pro + a -,

« komutativni zakony pro + a -,

o distributivni zdkon (- vuci +),

« existence nuly (neutralni prvek vici +) a jednicky (neutralni prvek vadi -),
« existence opa¢nych prvka (vaci +),

« existence inverznich prvka (vici - a pouze pro nenulové prvky),

« Uplné usporadani <,

« axiom uplnosti.

Diikaz existence.
"Richard Dedekind (1831 — 1916) byl némecky matematik. Vice o tomto tématu se lze dozvédét
v pfedmeétu BI-ALO.
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2.3 Rozsirena realna osa

Pro budouci uvahy tykajici se limit posloupnosti i funkci je vyhodné formalné
roz§ifit realnou osu o dva dalsi prvky ,lezici v nekoneénu® oznacované symboly

<«

[4
,Hoo“a,,—o0

Definice 2.2 (Rozsifena realna osa / extended real number line): MnozZinu realnych
Cisel spolu se symboly +00 a —o0, tj. mnozinu R U {+o00, —oo}, nazyvame rozsire-
nou mnozinou realnych ¢isel (pfipadné téz rozsifenou realnou osou) a znacime
ji symbolem R.

Kazdy prvek mnoziny R je tedy bud realné ¢islo, nebo jeden ze symbolit oo, —oc.
Na tyto body se miizeme divat jako na idealizované ,konce” ¢iselné osy (,kompakti-
fikace® R). Nejcastéji o nich mluvime jako o ,plus nekoneé¢nu® a ,minus nekoneé¢nu®.

Na mnoziné R pfirozené a intuitivné zavadime uspofadani nasledujicim zpt-
sobem: a < 400 pro kazdé a € RU{—o00} a —00 < a pro kazdé a € RU {+o0}.
Napiiklad plati 7 < +00, 6 > —o0 nebo —oo < +0o. Mnozina R je tedy aplné
usporadana, stejné jako R (nebo Q).

Pri pocitani limit budeme chtit provadét algebraické operace nejen s redlnymi
Cisly, ale i s nékterymi vyrazy obsahujicimi pravé zavedené symboly nekonecen.
Proto musime rozsifit i algebraické operace s¢itani a nasobeni na R, tim se zabyva
nasledujici definice.

Definice 2.3 (Algebraické operace na R): Nechf a € R, v zavislosti na jeho hodnoté
klademe

proa > —oo : a+ (+00) = (+00) + a := +o0,
proa < 400 : a+ (—o00) = (—00) + a = —o0,
proa > 0: a-(+00) = (4+00) - a == +o0,
proa < 0: a-(+00) = (+00) - a 1= —o0,
proa > 0: a-(—o0) =(—00)-a:=—o0,
proa <0: a-(—o00) =(—00)-a:=+00
Dale klademe %O = % := 0. Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (—b), podil
Fi=a- %, pouze v pfipadé Ze vyraz na pravé strané ma smysl jakozto operace mezi
realnymi ¢isly nebo je definovan vyse. Kone¢né pak —(+00) 1= —o0, —(—o0) 1=
+00, [+00| = |—o00| = 400, V/+0 = 400 a *7/—00 := —oco pro libovolné
keN.

15



2. REALNA cCisLA OKOLI BODU NA ROZSIRENE CISELNE OSE

Motivaci pro tuto definici je hlavné véta O limité souctu, soucinu a podilu (Vé-
ta 6.1), ke které se dostaneme pozdéji béhem semestru. Pfi druhém ¢teni doporucuje-
me na tomto misté ¢tenafi si rovnou pripomenout poznamky u zminéné véty.

Ukazme si nyni konkrétni ptiklad operaci, které nyni miizeme v R provadét.

Piiklad 2.2: Napiiklad tak v R plati

4+ (+00) = +o0, ~2- (~00) = +oc,
101010
=0, +00 — (—00) = 400,
—00
1
— =0, 10 - (400) + (400) = +00.
+00

Doporucuji v kazdé z téchto rovnosti rozmyslet, ktery bod v Definici 2.3 byl pouzit.

Pozor! Mnozina R vybavena operacemi uvedenymi v Definici 2.3 jiz netvoii
téleso. Algebraické operace jsme totiz (z dobrych divodu, jak uvidime pozdéji) ani
nedefinovali pro vSechny mozné hodnoty operandu.

Varovani 2.2 (Nedefinované vyrazy): Nedefinovany zlstavaji mimo jiné nasledujici
vyrazy:

+o00

Too

—00 — (—00), —00+ (+00), %proaé@.

+00 — (+00), 400+ (—o0), 0-(+o0),

Opravdu, v Zzadném z bodii Definice 2.3 nejsou takovéto situace definovany.
Otazka 2.7: Patfi symbol ,,00“ do mnozZiny R?
Otazka 2.8: Jaka je hodnota vyrazu
(zo0)* +m,
2+ =
Peclivé svou odpovéd zduvodnéte pomoci Definice 2.3.

2.4 Okoli bodu na rozsirené ciselné ose

V této sekci pripomeneme definici riiznych typt intervald a dale zadefinujeme novy
pojem ,okoli bodu® na realné ose. Tento pojem budeme intenzivné vyuzivat v dalsim
vykladu a i v dalsich pfedmétech. Nejprve si pfipomenime znamé intervaly.
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& ; @

-1 0 3 R

Obréazek 2.4: Polouzavieny interval (—1, 3) je tvofen vSemi realnymi ¢isly ostte
vétsimi nez —1 a soucasné mensimi nebo rovno 3.

Intervaly

Vyse v textu, v Podkapitole 2.2, jsme pripomnéli pojem uzavieného intervalu. Tuto
definici nyni zopakujme a rozsifme i o dalsi znamé typy intervala. Necht pro
a,b € Rplati a < b. Potom definujeme

otevieny interval: (a,b) :=={z e R ‘ a<z<b},
uzavieny interval: (a,b) :={z eR ‘ a <z <b},
polootevieny (polouzavieny) interval: (a,b) :=={z e R ‘ a<z<b},
polootevieny (polouzavieny) interval: (a,b) :={z eR ‘ a <z <b}.

Dale definujeme neomezené intervaly

(a,+00) :={z € R|a <z},

(a,+00) :{xGR‘a<x},

(—00,b) :={z € R|z < b},

(—00,b) = {xeR‘aj<b},
(—o0,4+00) :=R.

Ve vsech téchto intervalech mluvime o a jako o pocateénim bodu a o b jako
o koncovém bodu intervalu. O bodech a a b souhrnné mluvime jako o krajnich
bodech danych intervala. Grafickou ilustraci jednoho polouzavieného intervalu
uvadime na Obrazku 2.4.

Pro neomezené intervaly s krajnim bodem 0 navic obcas pouzivame specialni
znaceni:

R* = (0,+00), R =(-00,0), Rf=(0,+x), Ry = (—o00,0),

tedy poporadé kladna, zaporna, nezaporna a nekladna realna cisla.
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2. REALNA cCisLA OKOLI BODU NA ROZSIRENE CISELNE OSE

Poznamka 2.6 (Znaceni intervall): V nékterych zdrojich lze narazit na alternativni
znaceni otevienych a uzavienych intervall vyuzivajici hranatych zavorek. Naptiklad
»|1,2]“ by pfedstavoval na§ uzavieny interval (1,2) a ,] — 1, 1[* pak nas otevieny
interval (—1,1).

Aby to nebylo tak jednoduché, tak existuje jesté ,kompromisni” varianta znaceni,
ktera pouziva hranaté zavorky k oznaceni uzavienych intervalt (napt. [1, 2]) a kulaté
zavorky k oznaceni otevienych intervald (napt. (1,2)).

Ani jedno z téchto znaceni zde v tomto textu, resp. celém predmétu, nevyuzivame
a striktné se drzime kulatych a spic¢atych zavorek.

V ptredchozich odstavcich jsme o nékterych podmnozinach realné osy mluvili jako

o ,omezenych®, resp. ,neomezenych®. Tento pojem je zfejmé intuitivné uchopitelny,
ale pro uplnost uvedme i jeho formalni definici.
Definice 2.4 (Omezena a neomezena mnozina / bounded and unbounded set): Mnozi-
nu realnych ¢isel A C R nazyvame omezenou, pravé kdyz existuje redlna konecna
konstanta K > 0 takova, Ze pro kazdé x € A plati nerovnost |z| < K. MnoZzinu
A C R nazyvame neomezenou, pravé kdyz neni omezena. Tedy pro kazdé realné
konetné K > 0 existuje x € A splnujici |z| > K.

Piiklad 2.3: Naptiklad mnoZina N je neomezena. Naproti tomu mnozina {sin(n) |
n € N} je omezena. Jisté pro vSechna pfirozena ¢isla plati |sin(n)| < 4 nebo
|sin(n)| < 1. Vsimnéte si, Ze v Definici 2.4 se nevyZzaduje, aby konstanta K byla
nejmensi mozna, staci libovolna spliujici uvedenou podminku®.

Otazka 2.9: Zménil by se vyznam pojmu ,omezend mnozina“ zavedeny v Defini-
ci 2.4, pokud bychom podminku |z| < K nahradili za |z| < K?

Otazka 2.10: Které z nasledujicich mnozin jsou omezené a které neomezené?
a {l ’n € N}

A ,
b. {tgz|ze (—n/4,7/4)},

Atgax|re(—n/4,1/2)},
d. {x € R|sin(x) =0},

o

e. mnozina vSech prvocisel,

8Najit iplné vsechny takové konstanty nemusi byt jednoduché.
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2. REALNA cCisLA OKOLI BODU NA ROZSIRENE CISELNE OSE

f. mnozina vSech cifer v desitkovém zapisu cisla 7.

Svou argumentaci peclivé zalozte na Definici 2.4, tj. bud naleznéte vhodnou omezujici
konstantu, nebo dokazte, ze takova neexistuje.

Okoli bodua € R

Dalsim dulezitym pojmem, ktery pro ¢tenare mize byt novym, je okoli bodu. Tento
pojem je pro nas vyklad pomérné ustfedni, spousta dalsich dulezitych pojmi, jako
hromadny bod, limita nebo derivace, tohoto pojmu vyuzivaji (at uz pfimo, nebo
nepfimo). Okoli bodu mame k dispozici ve dvou typech: podle toho, jestli onim
bodem je realné ¢islo nebo £00. V této casti textu se vénujeme piipadu a € R.

Definice 2.5 (Okoli bodu a € R / neighborhood): Necht a € R je realné cislo
ac € Rjekladné, ¢ > 0. Otevieny interval (a — ¢, a+ ¢) nazyvame okolim bodu a

o poloméru ¢ a zna¢ime U, (e). Nékdy téZ o této mnoziné mluvime jako o c-okoli
bodu a.

Alternativné mtzeme tato okoli popsat pomoci vzdalenosti bodl na realné ose,
resp. absolutni hodnoty. Je-lia € Rae > 0, pak z € U,(¢) plati pravé, kdyz
|z — a| < e. Bod z tedy patfi do okoli U,(¢) bodu a € R pravé tehdy, kdyz jeho
vzdalenost od a je mensi nez ¢, symbolicky

Use) ={z eR ||z —al| <e}.

O parametru ¢ se z ocividnych davodi ¢asto mluvi jako o poloméru a o bodu a
jako o stfedu okoli U,(¢).

Okoli U, (&) zavedena v Definice 2.5 téZ ¢asto nazyvame oboustrannd, tyto mno-
Ziny se totiZ ,rozprostiraji“ na obé strany od bodu a, tedy okolo bodu a (odtud by
méla byt patrna motivace pro volbu nazvu ,okoli®). Znac¢eni pomoci symbolu ,U*
pochazi z némeckého slovicka die Umgebung pro ,okoli®. Grafické znazornéni tohoto
typu okoli na realné ose je uvedeno na Obrazku 2.5.

Déle zavadime tzv. jednostranna okoli bodu a € R. Grafickou reprezentaci tohoto
typu okoli uvadime na Obrazku 2.5.

Definice 2.6 (Jednostranna okoli bodu a € R / One-sided neighborhoods): Necht
a € Rae € R spliiuje ¢ > 0. Polouzavteny interval (a,a + ¢), resp. (a — ¢, a),
nazyvame pravym, resp. levym, e-okolim bodu a a zna¢ime ho U' (¢), resp. U, (¢).

19



2. REALNA cCisLA OKOLI BODU NA ROZSIRENE CISELNE OSE

s o o U (9)
a—€e a a-+¢€ b b+ R

U,(e)

Obrézek 2.5: Okoli U, (£) bodu a o poloméru ¢ (zelené) a pravé okoli U, (§) bodu b
s parametrem ¢ (modré) graficky zndzornéné na realné ose.

U_(d & < U,slc
(@) - » Uil
Obrazek 2.6: Okoli U, (c) = (¢, +00) a U_w(d) = (—00, d) graficky znazornéné

na realné ose.

Duvod pro pouziti slovicka ,jednostranné® je patrné o¢ividné. Pro vétsi nazornost
i tento typ okoli naleznete ilustrovany na Obrazku 2.5.

Okoli bodu +00 a —c0

Pro dalsi vyklad (zejména o limitach posloupnosti a funkci) je vhodné definovat
i okoli bodt +00 a —oo patiicich do mnoziny R. Néasledujici definice pfesné tento
dalsi druh okoli zavadi.

Definice 2.7 (Okoli +00 a —o0): Necht ¢ € R. Otevfeny interval (¢, +00), resp.
(—o0, ¢), nazyvame okolim bodu +o0, resp. —oo, v R a zna¢ime U, o (c), resp.
U_wo(0).

Pro zadané ¢ € R tedy do mnoziny U, (c) patfi vSechna realna cisla, ktera
jsou ostfe vétsi nez c. Graficka reprezentace takovéhoto typu okoli je uvedena na
Obrazku 2.6.

Vsimnéte si, Ze pro v§echna zavedena okoli bodt a € R plati a € U,(¢), a €
Uf(e)aa € U, (g). Naopak oviem +00 ¢ U, o(c) a —00 & U_o(c).

Okoli bodu z R

»Okoli bodu® ted tedy mame definované pro libovolné a € R. V§imnéte si, Ze toto
okoli je vzdy podmnozinou R. V zajmu zjednoduseni znaceni zavadime nasledujici
zastreSujici pojem.
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2. REALNA cCisLA HROMADNY BOD MNOZINY

Definice 2.8 (Okoli bodu / neighborhood): Pod okolim bodu a € R, ozn. U,, mame
na mysli bud okoli U, (g) pro néjaké a € R a e > 0, nebo okoli U (c) pro néjaké
c€eR.

Priklad 2.4: Procvi¢me si vyse zavedené nazvoslovi,
« interval (—1, 1) je okolim bodu 0 s polomérem 1, jedna se o Uy(1),

« interval (—1, 1) neni okolim bodu 0, ale obsahuje jakoZto podmnoziny neko-
ne¢né mnoho okoli bodu 0 nebo i bodu 1/2,

« interval (—1, 2) neni okolim bodu 0, jedna se ovsem o okoli bodu 1/2 s polo-
mérem 3/2,

« interval (—10, +00) je okolim bodu +0c0, jedna se o U, (—10),
« interval (—o0, 1) neni okolim bodu +o00 ani —oo,
« interval (2, 3) je pravym okolim bodu 2, jedna se o U, (1).

Laskavé ¢tenafstvo si v tento okamzik jisté rado vymysli dalsi priklady. U téchto
uvah silné doporucujeme si situaci graficky znazornit na realné ose.

Otazka 2.11: Ktery z nasledujicich intervala
(=00, —10), (—00,0), (—00,10), (—o00,+00)

neni okolim bodu —o0?

2.5 Hromadny bod mnoziny

Pomoci pojmu okoli miizeme formalizovat uzite¢ny jev ,hromadéni se“ prvkt mno-
ziny. Tento pojem bude zasadni pro pozdéjsi definici limity funkce/posloupnosti.

Definice 2.9 (Hromadny bod mnoziny / Cluster point of a set): Bod o € R nazyvame
hromadnym bodem mnoziny M C R, pravé kdyz v kazdém okoli U, bodu « lezi
néjaky prvek mnoziny M rizny od a.

Povsimnéte si, Ze hromadny bod a mnoziny M nemusi nutné byt prvkem mno-
ziny M. Nazorné toto uvidime na nasledujicim prikladu.
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2. REALNA cCisLA HROMADNY BOD MNOZINY

—SCEGENNee—oo—0o — 00— 00—
0 1 1 1 R
3 2

(S
=

Obrazek 2.7: Hromadny bod mnoziny M = {1/n | n € N} je 0. Je to jediny
hromadny bod, ktery tato mnozina ma.

Priklad 2.5: Jako ilustra¢ni pfiklad uvazme mnozinu M = {1/n | n € N} (viz
Obrazek 2.7). Tato mnozina ma jediny hromadny bod o = 0.

« Ukazme, 7ze o = 0 je opravdu hromadny bod mnoziny M. Je-li Uy(e) okoli
bodu a = 0 o poloméru € > 0, pak % € M lezi v tomto okoli pro libovolné
n > % (ano, tato nerovnost je ekvivalentni podmince % < ¢). Kazdé okoli
bodu 0 tak skute¢né obsahuje néjaky prvek mnoziny M razny od 0.

« Nyni ukazme, Ze libovolné nenulové a neni hromadnym bodem mnoziny
M. Musime postupné prozkoumat tfi situace. Je-li o zaporné, potom okoli
U, (|a|/2) zfejmé celé lezi na zaporné ¢asti realné osy a tedy neobsahuje zadny
prvek mnoziny M. Je-li v = ¢ € M, pak vezmeme-li ¢ = m (polovina
vzdalenosti k nejblizsimu dalsimu prvku mnoziny M), pak U, (e) N M = {a},
coz vylu¢uje hromadnost tohoto a. Kone¢né, je-li « ¢ M kladné, pak je-li
opét % prvek M nejblize « (a takovy jisté existuje, v pfipadé existence dvou
takovych prvki zvolme libovolny z nich), pak U, () " M s e = |a — 1/m|/2
je dokonce prazdna mnozina a toto o tedy neni hromadnym bodem mnoziny

M.

V ramci procvicovani osvojeni si pojmi hromadny bod a okoli bodu doporucuji
nakreslit si vSechny situace o kterych se mluvi v predchozich bodech na realné ose.

Piiklad 2.6: Mnozina M = {1} nema4 ani jeden hromadny bod. Opravdu, pokud
vezmeme o = 1, pak kazdé okoli U, obsahuje pouze 1, ale zadny jiny prvek mnoziny
M. Pokud vezmeme « # 1, tak pro € = |a — 1|/2, tj. polovinu vzdalenosti « od 1, je
prunik U, () a M dokonce prazdny a neobsahuje zZadny prvek mnoziny M.

V Definici 2.9 se v kazdém okoli vyZzaduje existence alespon jednoho bodu mno-
ziny M. Neni tézké si rozmyslet nasledujici jednoduché tvrzeni davajici dalsi davod
pro oznac¢eni hromadnych bodi mnoziny jakozto ,hromadnych®.
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2. REALNA cCisLA HROMADNY BOD MNOZINY

Tvrzeni 2.2 (O hromadéni bodi kolem hromadnych bodii): Bod a € R je hromad-
nym bodem mnoziny M, pravé kdyz v kazdém okoli U, bodu « lezi nekonecné
mnoho bodd mnoziny M.

Diikaz. Dokazeme postupné obé implikace.

« =: Méjme okoli U, bodu a. Bod « je hromadnym bodem mnoziny M a proto
existuje bod 7 ruzny od « patficido M i Uy, tj. x1 € M NU, ax; # .
Nyni zvolme okoli V,, bodu a o poloméru mensim, nez vzdalenost o od ;.
I v tomto okoli nutné lezi bod x5 pattici do M, V,, a tedy i U,, razny od a.
Timto zptisobem induktivné sestrojime nekonecné mnoho vzajemné ruznych
bodi x4, xo,... mnoziny M lezicich v U,,.

+ <«: Tento smér je snadny. Mame-li okoli U, bodu « v kterém lezi nekonecné
mnoho ¢lentt mnoziny M, pak v ném jisté lezi néjaky (alespon jeden) bod
mnoziny M rAzny od o. [

Tim je dukaz ekvivalence dokoncen.

Z ptedchoziho tvrzeni také ihned plyne, Ze kazda kone¢na mnozina nema ani
jeden hromadny bod. Aby mnozina mohla mit hromadny bod, musi byt nutné
nekonecna.

Otazka 2.12: Kolik hromadnych bodtt ma mnozina A = {1 | n € N}?

Priklad 2.7: Rozmyslete nasledujici situace:
« Kazdy bod mnoziny (0, 1) je hromadnym bodem mnoziny M = (0, 1).
« Mnozina M = N ma pravé jeden hromadny bod, +oc.
« Mnozina M = 7Z ma pravé dva hromadné body, +00 a —o0.
« Mnozina M = R ma jako hromadny bod libovolny prvek z R.
+ Kazda mnozina M s kone¢nym poctem prvkii nema ani jeden hromadny bod.

Své zavéry peclivé vysvétlete s vyuzitim Definice 2.9, pfipadné Tvrzeni 2.2.
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Poznamka 2.7: K tomu, aby bod a byl hromadnym bodem sjednoceni dvou mnozin
M a N staci, aby byl hromadnym bodem jedné z nich. Pozor ovsem, mame-li o
hromadny bod mnoziny M i N, pak jesté nutné nemusi byt hromadnym bodem
pruniku M a N, naptiklad mnoziny

M:{%‘nEN} a N:{—%‘nEN}

maji obé hromadny bod 0, ale jejich prunik je dokonce prazdna mnozina, ktera nema
zadny hromadny bod.

Poznamka 2.8: Mnozina racionalnich ¢isel Q ma jako hromadné body libovolné
realné cislo R (toto je sice intuitivni, ale netrivialni vysledek plynouci z axiomu
uplnosti) a dale body +o00 a —oc.

Otazka 2.13: V predchozim piikladu jsme vidéli mnozinu s dvéma hromadnymi
body i s nekonecné mnoha hromadnymi body. Vymyslete priklad mnoziny majici
praveé tfi hromadné body.

Otazka 2.14: Necht « je hromadnym bodem mnoziny A C R. Mé&me néjakou
mnozinu B C R, ktera obsahuje mnozinu A, tj. A C B. Je &« hromadnym bodem
mnoziny B?

2.6 Reprezentace cisel v pocitaci

Na zavér této kapitoly ucinime nékolik dulezitych poznamek k reprezentaci ¢isel
v pocitacich. Nejedna se o zcela podrobny vyklad této problematiky. Je ale dobré
si uvédomit, zvlast pro studenty fakulty informatického zaméfeni, jaky je rozdil
mezi redlnymi ¢isly a ,strojovymi ¢isly® (,float). Zkusenost ukazuje, Ze i ve vyssich
rocnicich s témito koncepty studenti zapasi.

Nejprve pfipomenme znama fakta z BI-DML.

. Ciselné mnoziny N, Z, Q i R jsou nekonecné, tj. nemaji kone¢ny pocet prvki.
« Mnoziny N, Z i Q jsou nekonecné a spocetné (maji stejnou mohutnost jako N).

« Mnozina realnych ¢isel R je dokonce nespocetna (Cantoruv diagonalni argu-
ment).
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Protoze pamét pocitact je omezena, je ziejmé, Ze v celé obecnosti nelze ani jednu
z téchto mnozin v pocitaci reprezentovat. Jak uvidime na konci této podkapitoly, tak
nedostatecnost reprezentace v pfipadé realnych cisel R je zdsadnéjsi nez v pripadé
N, Z a Q.

Cela ¢isla
Cela ¢isla 1ze snadno reprezentovat v binarni soustaveé, tj. celé ¢islo k € Z lze vyjadrit
naptiklad ve tvaru

k=+) k2 >0 resp. k=-1-)Y k2 <0,
j=0 Jj=0
kde n € Ny je pfirozené ¢islo a ko, . .., k, € {0,1}.

Typicky pro fixni n v paméti ukladame znaménko (jeden bit) a ko, ..., k, (n + 1
bitl), tedy v paméti zaberem n + 2 bitd. Timto zptisobem pokryjeme jistou konecnou
podmnozinu mnoziny Z. I kdybychom n neomezili (libovolna presnost, viz napt. GNU
MP (GMP) knihovnu), pak pro vétsinu hodnot narazime na kone¢nou pamét naseho
stroje.

Napriklad pro 64 bitovy integer se znaménkem je nejvétsi, resp. nejmensi, repre-
zentovatelna hodnota

62
+ Z 1-29 =9223372036854 775807,
§=0

62
1 Z 1-27 = —99223372036 854 775808 .
=0

Coz, pfiznejme si, v porovnani s vétsinou celych c¢isel nejsou zadné velké hodnoty.
Algebraické operace mezi takto popsanymi celymi ¢isly probihaji exaktné a ne-

dochéazi pfi nich k chybam, vyjma problému s pietecenim a podte¢enim.

Piiklad 2.8 (Ctytbitova ukazka): Pokud bychom méli pro nas ¢iselny typ k dispozici

pouze Ctyfi bity, pak by situace vypadala nasledovné. V paméti bychom méli ulozen

jeden bit s € {0,1} pro znaménko a tii bity kg, k1, ko € {0, 1} pro binarni cifry.

Kazdému fetézci skoki ke € {0,1}* je pak ptitazeno &islo

—F(k’o + /{312 + k222), pokud s = 0,

2.7
-1 - (k0+k12+k222), pokuds =1. ( )

f(skokiks) = {
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skokike  f(skokika) skokiks  f(skokiks)

0000 0 1000 —1
0100 1 1100 —2
0010 2 1010 -3
0110 3 1110 —4
0001 4 1001 )
0101 5 1101 —6
0011 6 1011 -7
0111 7 1111 —8

Tabulka 2.2: Vypis 4bitovych celych ¢isel se znaménkém z Ptikladu 2.8. Tento datovy
typ tedy popisuje cela ¢isla od —8 do 7, tj. mnozinu {—8, —7, ..., 6, 7}. Dekddovani
binarniho fetézce provadime pomoci zobrazeni f definovaného v rovnici (2.7).

V tomto pripadé mizeme vSechna tato ¢isla i pékné vypsat, dekddovaci tabulka je
znazornéna v Tabulce 2.2. Mame tak kone¢nou mnozinu o 2* = 16 ¢lenech popisujici
cela ¢isla od —8 do 7, tedy mnozinu {—8, —7,...,6,7}. To je samoziejmé velmi
malink4 podmnozina mnoziny Z. Aritmetické operace scitani a od¢itani Ize provadét
exaktné, spravné zde dostaneme naptiklad 2 - (—3) = —6 nebo —2 + 7 = 5. Velmi
Casto ale narazime na fatalni pfeteceni/podteceni (overflow / underflow).

Racionalni ¢isla

Racionalni ¢isla mizeme v paméti uchovavat jakozto dvé cela cisla. Algebraické
operace mezi racionalnimi ¢isly vychazeji z algebraickych operaci mezi celymi ¢isly
a tedy i je lze vykonavat exaktné (bez chyby). Stale ovSem hrozi problém nemoznosti
reprezentovat prilis velky (v absolutni hodnoté) jmenovatel nebo citatel. Nékteré
programovaci jazyky (napf. parametricky typ Rational{T} v Julia, tfidy std: : ratio
v C++ a Fraction v Pythonu, atp.) a rizné CAS (Mathematica, SageMath a pfibuzni)
umoznuji pracovat s racionalnimi ¢isly timto exaktnim zpisobem. Znovu upozor-
nujeme na zasadni rozdilnost tohoto pfistupu od pristupu zalozeném na ¢islech
s plovouci desetinnou tec¢kou (tzv. float), kterému se budeme vénovat v nasledujici
casti textu.
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2. REALNA cCisLA REPREZENTACE CiSEL V POCITACI

Strojova cisla: IEEE-754

Nejpouzivanéjsim standardem pro praci s ¢isly s tzv. pohyblivou desetinnou ¢arkou
je standard IEEE-754 [3]. Tento standard je zcela jisté historicky nejrozsifené;si
a nejpouzivanéjsi. Diky jeho podpofe na Grovni hardware, jsou vypocty s témito ¢isly
velmi rychlé. Za rychlost je ale nutné zaplatit nepfesnosti ve vypoctech, které mohou
mit fatalni dasledky pro vypocty. Implementace ,matematického algoritmu” tak
nemusi byt zcela jednoducha, protoze akumulace numerickych chyb muze nékteré
z téchto postupii ucinit prakticky nepouzitelné.

Nejedna se ovsem o jediny mozny zpuisob prace s aproximaci realnych ¢isel na
pocitaci. Existuji i dalsi pristupy jako naptiklad Unum (universal numbers) nebo in-
tervalova aritmetika. Do téchto oblasti v tomto textu zabihat nebudeme. Zvidavé
Ctenafstvo se mize dozvédét vice z uvedenych odkazu.

Reélna ¢isla mizeme popsat v binarnim ciferném tvaru, jehoz ¢ast za ,desetin-
nou” teCkou muze ovsem byt nekoneéna. V zavislosti na hodnoté mantisy m € Z,
exponentu e € Z (maximalné d bit), znaménka s € {0, 1} a typového parametru
b € Z postupujeme takto:

« Pro0 < e < 2?—1amklademe x = (—1)*-(1.my)2-2°"° (tzv. normalizované
¢islo).

« Proe = 0am # 0 klademe z = (—1)* - (0.my)s - 2!7° (tzv. subnormalni
cislo).

« Proe =0,m =0as = 0klademe x = 40 (pro s = 1 pak x = —0).
e« Proe=2%—1,m=0as = 0klademe x = +Inf.

e« Proe=2—1,m=0as = 1klademe x = —Inf.

« Proe = 2% — 1 am # 0 klademe x = NaN (Not a Number).

Omezeni téchto parametrt definovana ve standardu IEEE-754 jsou uvedena v Tabul-
ce 2.4.

Priklad 2.9: Podobné jako v Prikladu 2.8 se pojdme podivat, jak by mohla vypadat
takovato ¢isla ve velmi extrémné malém, ale konkrétnim, prikladé 5 bitt.. Téchto 5
biti rozdélme nasledujicim zpisobem:

« 1 bit pro znaménko s € {0, 1},
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2. REALNA cCisLA REPREZENTACE CiSEL V POCITACI

presnost mantisa m d = pocet biti e parametr b
polovi¢ni (binary16) 10 bita 5 15
jednoduché (binary32) 23 bita 8 127
dvojita (binary64) 52 bita 11 1023
¢tyfnasobna (binary128) 112 bita 15 16 383

Tabulka 2.4: Parametry raznych strojové ¢iselnych datovych typt. Ve vsech pripadech
jesté mame jeden bit pro znaménko, s € {0, 1}.

« 2 bity pro signifikand mg, m; € {0,1}, tj. m € {0, 1,2, 3},

« 2 bity pro exponent ey, e; € {0,1}, tj. e € {0,1,2,3}.

Parametr b zvolime analogicky (viz Tabulku 2.4) jako 1. Dale v souladu se znac¢enim
vyse mame d = 2.

Retézce smomiege; € {0, 1}5, kterych je celkem 2° = 32 riiznych, pak dekédu-
jeme podle popisu vyse nasledujicim zptisobem. Specialni hodnota +Inf, resp. -Inf,
odpovida situacie = 3, m = 0a s = 1, resp. s = 0, tj. Fetézcim

f(00011) = +1Inf a f(10011) = —Inf.
Kladna, resp. zaporna, nula odpovida situacie = m = 0a s = 0, resp. s = 1, tedy

£(00000) =+0 a f(10000) = —0.

Nasledujicich Sest fetézci splitujicich e = 3 a m # 0 nepfedstavuje zZadna Cisla, jde
0 NaN,

£(01011) = £(00111) = f(01111) = NaN,
£(11011) = f(10111) = f(11111) = NaN.

Pro normalizovana ¢isla mame hodnoty e = 1,2, m a s libovolné, dostavame tak
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celkem 2 - 4 - 2 = 16 normalizovanych cisel

£(00010) = (+1) - (1.00)y - 2"t =1, £(10010) = (—1) - (1.00)5 - 2 = —1,

£(01010) = (4+1) - (1.10), - 27" = g f(11010) = (=1) - (1.10), - 2" = —g,
f(00110) = (41) - (1.01), - 2" ! = Z, f(10110) = (=1) - (1.01), - 2! = —Z,
f(01110) = (+1) - (1.11)y - 271 = ;l, f(11110) = (=1) - (1.11)y - 271 = —g,
£(00001) = (+1) - (1.00)5 - 2271 =2, £(10001) = (—1) - (1.00), - 2*7! = —2,
f(01001) = (+1) - (1.10), - 2°7' =3, f(11001) = (—1) - (1.10), - 2°7" = =3,
f(00101) = (+1) - (1.01)y - 2*7 ! = g £(10101) = (=1) - (1.01)y - 2*7 ! = —g,
f(01101) = (41) - (1.11), - 2*71 = ; f(11101) = (=1) - (1.11), - 2*7! = —;

Pro subnormalni ¢isla mame hodnoty e = 0, m # 0 a s libovolné, dostavame tak
celkem 1 -3 -2 = 6 subnormaélnich ¢isel

f(01000) = (4+1) - (0.10), - 27" = % f(11000) = (=1) - (0.10), - 2'" = —%,
£(00100) = (+1) - (0.01)y - 271 = ;1’ £(10100) = (—1) - (0.01)y - 271 = —%,
f(01100) = (+1) - (0.11)y - 271 = 2, f(11100) = (=1) - (0.11)y - 271 = —%

Shrime si stru¢né vysledky tohoto piikladu. Hypoteticky péti bitovy datovy typ
popsany v tomto prikladé svych 32 hodnot interpretuje jako

+ 2 specialni hodnoty +Inf a -Inf,
e 2nuly +0a —0,
+ 6 neciselnych hodnot NaN,

« 16 normalizovanych cisel, zkracené zapsanych jako

:l:l,:l:§,:|:§,:|:z,:|:2,:|:§,:l:3,:|:z ,
47274 2 2
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Obrazek 2.8: Graficka reprezentace ¢isel popsanych v Prikladé 2.9. V tomto péti
bitovém pripadé mame 16 normalizovanych ¢isel (Cervene), 6 subnormalnich ¢isel
(modfe) a 2 nuly (hnédé). Dale zbyvaji dvé nekonec¢na a 6 NaN hodnot, které na
obrazku znazornény prfirozené nejsou.

+ 6 subnormalnich c¢isel, zkracené zapsanych jako
{ 1 .1 3 }
e = = I
4° 2" 4
Grafickou ilustraci uvadime na Obrazku 2.8.

Z vyse uvedeného je patrné, Ze z mnoziny R jsme schopni popsat vzdy jen velmi
omezenou a kone¢nou mnozinu tzv. strojovych ¢isel. Navic kazdé takové cislo je
racionalni.

Dale standard definuje, jak se zaokrouhluje pfi provadéni algebraickych operaci
a pri ukladani cisel, ktera nejsou exaktné vyjadritelna ve zvolené presnosti. Vétsina
algebraickych operaci s takovymito ¢isly je tudiz nutné zatizena chybou. V dusledku
toho operace mezi strojovymi Cisly ztraci fadu ocekavanych vlastnosti (jako aso-
ciativita nebo distributivita). Dale se tato chyba muze postupné kumulovat, nebo
i zasadné projevit i jen pfi jedné operaci.

Vyhodou strojovych ¢isel je samoziejmé rychlost operaci, které probihaji na
urovni hardware. Cena za to je dana vyse zminénymi problémy. Pii implementaci
,2matematického algoritmu® je proto nutné se zabyvat i vlivem zaokrouhlovacich
chyb. Nékteré algoritmy nejsou pro implementaci ve strojovych ¢islech z téchto
davodtu vhodné, naptiklad Gaussova eliminace. Témito problémy se (mimo jiné)
zabyva numericka matematika.

Zaokrouhlovani, vedle podteceni a pieteceni, neni jedinou patologii strojovych
Cisel. RozloZeni téchto ¢isel po ¢iselné ose je silné nerovnomeérné. Daleko od nuly

jsou mezery mezi ¢isly pomérné velké! Graficky lze tento efekt vyjadrit pomoci
histogramu uvedeného na Obrazku 2.9.

Poznamka 2.9: Vsimnéte si, ze kazdé strojové ¢islo je nutné tvaru podilu celého
Cisla a néjaké mocniny dvou. Ne kazdé takové Cislo ovsem je strojové.
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Pocet binary32 ¢isel v intervalu délky 1/10

Obrazek 2.9: RozlozZeni 32 bitovych strojovych ¢isel okolo 0. Porovnejte s 5 bitovou
situaci prezentovanou na Obrazku 2.8.

Otazka 2.15: Uvazme standardni 64 bitova strojova cisla. Jaké je nejvétsi a druhé
nejvétsi ¢islo (Inf ted neuvazujeme) presné reprezentovatelné v tomto datovém
typu? Jaka je mezi nimi mezera?

Otazka 2.16: Cislo 1 je strojové ¢islo. V dvojité presnosti uréete nejmensi strojové
Cislo, které je vétsi nez 1. Tj. které ,nasleduje” hned za 1.
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Priklad ¢isel 1/2a1/3

Pojdme se podivat na konkrétni ptiklad. Uvazme v dne$ni dobé standardni dvojitou
presnost (64 bitovy float).

Cislo % je ramci tohoto datového typu presné reprezentovatelné jako normalizo-
vané strojové Cislo, protoze

1 ,
5= (+1) - (1.0- - - 0), - 2102271023,

Cislo 3 uz pfesné reprezentovatelné neni’, jeho binarni rozvoj je nekone¢ny'’:

1 b I
= Z 17 = 4—1 1 0101010101)
910211023 _ 6004 799 503 160 661

18014 398509481984

~ (+1) - (1.0105;-0 )a - —~
it

Zde jsme zaokrouhlili smérem k nule. V pocitaci proto timto zpiisobem nemuze byt
¢islo 1/3 ulozeno pfesné! Pfesné je v ném ulozeno vyse zminéné q.

Problémy s chybami pfi provadéni algebraickych operaci mizeme nyni ilustrovat
explicitné. Plati nasledujici rovnosti:

Ly
2

5 1 _ 15011998 757901653 1 . 3752999689475413

6’ 2+q_18014398509481984’ §+q~45035996273704%.

Wl =

kde ~ opét znazornuje, jaké ¢islo bychom dostali po zaokrouhleni do strojovych
cisel.

Operace s +Inf a -Inf

V Definici 2.3 jsme zavedli (nékteré) algebraické operace mezi prvky mnoziny R.
Znovu pripominame, Ze motivaci pro tuto definici je Véta 6.1, které se budeme
vénovat podrobnéji pozdéji. Standard IEEE-754 vedle popisu reprezentace strojovych
¢isel a specidlnich hodnot +Inf, -Inf, NaN (Not a Number), +0 a -0 i urcuje hodnoty
algebraickych operaci, kde jeden z operandu je néktera z téchto specialnich hodnot.

? At uz zvolite kolik bitl pfesnosti chcete!
107 de lehce predbihame k nekoneénym fadam, reklama na BI-MA2.
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Operace mezi témito specialnimi hodnotami takika pfesné odpovidaji nasi Defi-
nici 2.3. Je zde ovsem nékolik drobnych rozdila.

Pfi s¢itani a odcitani se strojova nekoneéna +Inf (zkracené Inf) a -Inf chova-
ji tak, jak bychom cekali. Napriklad plati: Inf + Inf = Inf, -Inf - Inf = -Inf,
a + Inf = Infaa - Inf = -Inf,zde a je libovolné koneéné strojové ¢islo (prvek
Q). V pripadech, které jsme v Definici 2.3 vynechali, nyni dostaneme NaN hodnotu.
Tedy v podstaté chybu, napfiklad: Inf - Inf = NaN, -Inf + Inf = NaN.

Pfi nasobeni jsme také ve shodé s Definici 2.3. Napfiklad plati Inf * Inf = Inf,
-Inf * Inf = -Inf,a * (-Inf) = +Inf pro zaporné konecné strojové a, atd. Pokud
nasobime nulou (jedno kterou, +0 zkracené oznacujeme 0) nekone¢nou hodnotu, tak
opét dostaneme chybu, resp. NaN. Naptiklad plati @ * Inf = NaN,© * (-Inf) = NaN.

V souladu s Definici 2.3 je i snaha o déleni dvou strojovych nekonecen. Tento pfi-
pad neni definovan, dostaneme NaN. Napiiklad plati Inf / Inf = NaN, -Inf / Inf = N
atd.

Varovani 2.3 (Nula, kladn nula a zaporna nula): Standard IEEE-754 zavadi kladnou
nulu +0 (zkracené zapisujeme 0) a zapornou nulu -0. ,Nula bez pfivlastku® mezi
strojovymi Cisly v pravém slova smyslu neexistuje. Tyto dvé nuly jsou ale casto
povazovany za totozné (napf. porovnani +0 == -0 vraci true). Obé tyto nuly se
chovaji jako neutralni prvky vaci s¢itani.

Z naseho thlu pohledu toto neni vhodné. V mnoziné R i R mame pouze jednu
nulu 0, ktera neni ani ,kladna® ani ,,zaporna®. Je to nula.

Zbyva shrnout zatim neprobrané situace tykajici se déleni. Zde se standard IEEE-
-754 od nasi Definice 2.3 jiz zasadnéji odliSuje, protoze tu hraje roli znaménko strojové
nuly. Nejprve, podil kone¢ného strojového ¢isla a nekonecna je nula, jejiz znaménko
se fidi znaménky (Citatele a jmenovatele podilu. Napriklad plati:a / (-Inf) = +0
aa / Inf = -0 pro libovolné zaporné konecné a (vcetné zaporné nuly), atd. Pii
déleni nulou pak mohou nastat dvé situace:

« podily dvou (libovolnych) nul vraci NaN, nejsou definovany. Tj. +0 / +0 = NaN,
-0 / -0 = NaN,+0 / -0 = NaNa -0 / +0 = NaN.

« podil, kde citatel je nenulové strojové ¢islo (véetné nekonecnych hodnot)
a jmenovatel je jedna z nul, vyusti v nekone¢nou hodnotu ,se znaménkém
danym znaménky C¢itatele a jmenovatele®. Napfiklad plati: Inf / -0 = -Inf,
a / +0 = -Inf pro libovolné zaporné nenulové strojové a, atd.
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V tomto poslednim odstavci se tedy Definice 2.3 a standard IEEE-754 zasadné odlisuje.
Neni to prekvapivé, standard a nase definice jsou v tomto sméru nekompatibilni (0
neni +0 ani -0). Kladna i zaporna strojova nula se ovsem chova rozumné, zminénou
Vétu 6.1 by slo upravit tak, aby vhodné motivovala i toto chovani. My se timto smérem
nevydavame, v matematice nebyva zvykem zapornou a kladnou nulu pouzivat.
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3 Funkce

V této kapitole vychazime ze znalosti tykajicich se zobrazeni ziskanych v pfedmé-
tu BI-DML. Pro pohodli ¢tenare v dodatku (Kapitola 11) ovsem na jednom misté
shrnujeme vsechny zakladni pojmy a informace tykajici se této latky. Dale v dodat-
kové Kapitole 12 shrnujeme vétsinu dalezitych vlastnosti tzv. elementarnich funkeci,
které byste vétsinou uz méli znat ze stfedni skoly.

Z popisu vyse je patrné, ze v této kapitole nebude vétsi mnozstvi nového ma-
teridlu. I tak mizeme vypichnout nasledujici zasadni body, které by si studentky
a studenti méli odnést:

realna funkce jakozto specialni ptipad zobrazeni,

jesté specialnéjsi pripad realné funkce (zde zkracené ,funkce”) jedné realné
proménne,

zakladni vlastnosti takovychto funkci,

popis asymptotického chovani funkci pomoci symbolt 0 a O (ziejmé nejza-
sadnéjsi ,novinka®).

3.1 Realna funkce

Ustiednim objektem naseho zajmu v tomto pfedmétu bude ,realna funkce®. Pod
timto slovnim spojenim mame na mysli nasledujici obecny koncept.

Definice 3.1 (Realna funkce / real function): Méjme n € Na A C R" neprazd-
nou mnozinu. Zobrazeni f neprazdné mnoziny A do mnoziny realnych ¢isel R, tj.
symbolicky f: A — R, nazyvame realnou funkci. O mnoziné A mluvime jako
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o defini¢nim oboru funkce f a znacime ji D;. Dale mnozinu H; véech y € R, pro
ktera existuje z € A spliujici f(z) = y, symbolicky

Hp:={y eR| (B e A)(f(x) =y)},

nazyvame oborem hodnot funkce f.

Pfipomenime, Ze takovéto zobrazeni f je formalné zadano jako podmnozina kar-
tézského soucinu A x R. Funkéni hodnotu zobrazeni f v bodé x € A znacime

standardné f(z).

Poznamka 3.1 (Funkce vs. funkéni hodnota): RozliSovani mezi realnou funkci
a jeji hodnotou je bézné i v programovacich jazycich. Naptiklad v Pythonu mazeme
jedinym ptikazem vytvofit funkci f plisobici na svém argumentu piedpisem f(z) =
z + 10,

f = lambda x: x + 10

V proménné f je nyni ulozen objekt typu funkce, ptikaz type (f) nam vrati function.
f ma smysl samo o sobé (an sich). Teprve volame-li funkci f s konkrétnim argumen-
tem, tak ziskame funkéni hodnotu. Napiiklad polozime-li x=3 po vyhodnoceni f (x)
dostaneme 13.

Poznamka 3.2 (Neni funkce jako funkce): Z programatorského pohledu zde mlu-
vime o tzv. ¢isté funkeci (pure function). Vétsina ,funkci®, které pfi programovani
pouzivate, nejsou funkce ve vyse uvedeném smyslu (i kdybychom relaxovali poza-
davek na realnou navratovou hodnotu - jejich vystup mtize byt ovlivnén i né¢im
dal$im, nez hodnotou argumentu, a navic mohou mit vedlejsi efekty).

Poznamka 3.3: Uvedena Definice 3.1 je zamérné obecna a zastieSuje pojmy ,real-
na funkce realné proménné®, ,realna posloupnost® a ,realna funkce vice realnych
proménnych®, s kterymi se budeme postupné podrobnéji seznamovat.

Poznamka 3.4 (Zavisle a nezavisle proménné, znaceni): Realnou funkci realné
proménné [ také lze chapat jako formalni popis zavislosti dvou veli¢in (promén-
nych), napf. = a y, kterou znazornujeme v grafu s horizontalni osou x a vertikalni y,
symbolicky v tomto pfipadé piseme y = f(x). O x pak mluvime jako o nezavisle
proménné a o y jako o zavisle proménné. Je-li totiz zadana hodnota proménné z,
pak pomoci f 1ze jednoznac¢né urcit hodnotu proménné y, Proto hodnota y zavisi
na hodnoté z, ktera je v tomto smyslu nezavisla. Tuto interpretaci casto potkate ve
fyzice, ale pro jeji nazornost ji ob¢as budeme pouzivat i zde.
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Nezavisle proménnou ruznych funkci budeme oznacovat symboly n, k, ¢i ¢
v situacich, kdy probihaji néjakou podmnozinu celych ¢isel (,diskrétni proménn4a®).
Symboly x, y a z pouzivame pro ,spojitou proménnou®, nebo v situaci, kdy nemame

cvvs

Mezi realnymi funkcemi lze pfirozené provadét zakladni algebraické operace:
Definice 3.2 (Nasobek, soucet, soucin a podil realnych funkci): Méjme realné funkce
f:A—Rag: B— Rakonstantuc € R.

« Potom definujeme nasobek realné funkce f konstantou c jako funkci
(cf)(z) =c- f(x), z€D;y:=A

« Pokud C := AN B # (), pak definujeme soucet funkci f +g: C — R a
soucin f - g: C' = R téchto realnych funkci predpisy

(f +9)(z) = flx)+g(z) a (f-g)(x):=f(z) -g(x) prozeC.

« Dale pokud D := {z € ANB | g(x) # 0} # 0, pak definujeme podil funkci
% : D — R predpisem

(i) (z) = % proz € D.

Poznamka 3.5: Pro ty z vas, ktefi v letnim semestru studujete i pfedmét BI-LA2,
poznamenejme, ze mnozina vSech realnych funkeci definovanych pravé na néjaké
neprazdné mnoziné A C R" a vybavena operaci s¢itani a nasobeni konstantou
z Definice 3.2 tvoii vektorovy prostor. Pokud je mnozina A konec¢na, pak (a pouze
pak) je prostor vsech takovychto funkci kone¢nédimenzionalni.

Otazka 3.1: Méjme funkce f(z) = \/z a g(x) = /—x. Najdéte funkci f + g.

3.2 Realna funkce realné proménné

V BI-MA1 se budeme zabyvat redlnymi funkcemi s pouze jednou realnou promeén-
nou. Readlnym funkcim vice proménnych se budeme vénovat v zimnim semestru
v navazujicim pfedmétu BI-MA2.
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Definice 3.3 (Realna funkce realné proménné): Zobrazeni f: Dy — R, kde Dy C R
je neprazdna mnozina realnych ¢isel, nazyvame realnou funkci realné promeénneé.

Poznamka 3.6: V celém kurzu BI-MA1 budeme termin realna funkce realné promén-
né povétsinou zkracovat na termin funkce. Nebezpeci zmateni nehrozi, s funkcemi
vice proménnych se podrobnéji setkame az v BI-MA2.

Realna funkce redlné proménné je Casto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci

funkéniho predpisu typu f(z) = V(z), kde V (z) je néjaky vyraz v proménné x
a bez explicitniho udéani defini¢niho oboru. Napt. ,,f(z) = 22 + 1%, Timto zpisobem
ovSem funkce neni plné zadana. Jaky je jeji defini¢ni obor? Bud musime explicitné
fici, jaky defini¢ni obor uvazujeme, nebo konvenc¢né zvolime nejvétsi mozny defini¢ni
obor vzhledem k danému vyrazu:
Definice 3.4 (Maximalni defini¢ni obor): Funkci f zadanou pouze predpisem V()
chapeme definovanou na maximalnim' defini¢nim oboru, tedy na mnoziné vsech
realnych x, pro které ma vyraz V(z) smysl jakozto realné ¢islo, a lze mu tedy
jednoznacné priradit realné cislo.

Pro pfipomenuti uvadime Tabulku 3.2 s defini¢nimi obory nékolika znamych
funkci. Podrobny prehled vlastnosti elementarnich funkci, véetné jejich defini¢nich
oboru, nalezne ¢tenar v dodatkové Kapitole 12.

Piiklad 3.1: Pod funkci f zadanou explicitné vzorcem f(z) = vz + 1 si tedy
predstavime funkci f: Dy — R urcenou timto pfedpisem na maximalnim defini¢nim
oboru, kterym je mnozina Dy takovych € R, Ze v/ + 1 ma smysl a dava realné
¢islo. Z pozadavku 2 + 1 > 0 pak hned dostdvame maximalni defini¢ni obor Dy =
(—1, +00).

Tato funkce f je rizna od funkce g zadané ptedpisem g(x) := v/x + 1 s defini¢-
nim oborem D, := (0, +00).

Priklad 3.2: Uvazme predpis f(z) = w—‘/_;“"l Pfirozenym defini¢nim oborem f je
mnozina

Dy =(0,1) U (1,400).
Podminky na ,smysluplnost® daného vyrazu jsou totiz v tomto ptipadé nenulovost
jmenovatele a nezapornost argumentu odmocniny. Konkrétné v — 1 # 0ax > 0.

Otazka 3.2: Zadava predpis f(z) = In (ln ( sin(x))) funkeci?

INékdy téz ,pfirozeném” defini¢nim oboru.
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funkce parametr podminka popisujici defini¢ni obor
xik keN x#0

x ke N x>0

2R keNy z€eR

e” reR

In(z) x>0

sin(x) reR

cos(x) zreR

tg(z) v# 5 +mkprok € Z
cotg(x) x# knprok € Z
arcsin(z) —-1<z<1

arccos(r) -1<z<1

arctg(x) reR

Tabulka 3.2: Maximalni defini¢ni obory nékterych elementarnich funkeci.

Funkci f: Dy — R si ¢asto miizeme také predstavit, respektive nakreslit, pomoci
jejitho grafu. Tim mame na mysli podmnozinu roviny R? zadanou piedpisem I'y :=
{(z,y) | y = f(x), prox € Dy}. Vsimnéte si, ze graf funkce f, tj. mnozina Iy,
predstavuje relaci (BI-DML, Definice), ktera formalné tuto funkci (zobrazeni) definuje.
V nasem konkrétnim pripadé realné funkce realné proménné ovsem Ize tuto mnozinu
velmi nazorné vizualizovat v roviné.

Velké mnozstvi ukazek grafti riznych funkci mtze ¢tenar nalézt v dodatkové
Kapitole 12. Dale zde na Obrazku 3.1 ¢tenafstvu nabizime interaktivni ukazku grafu
funkce a souvisejicich pojmi.

Protoze jsou funkce specialnimi ptipady zobrazeni, pfenasi se na né pojmy prosta
(injektivni), na (surjektivni) a vzajemné jednoznac¢na (bijektivni) funkce. Také ihned
po zobrazenich zdédime operace zuzeni zobrazeni, skladani zobrazeni a inverzni
zobrazeni, a koncept rovnosti zobrazeni. Viz Kapitolu 11.

V ptfipadé inverze se ovSem s prostym podédéni pojmu od zobrazeni nespokojime.
Pro (nejen pouze) nase ucely studia vlastnosti realnych funkci realné proménné je
pfistup v BI-DML Definici 11.9 ptili§ striktni. Nase ,funkce (Definice 3.3) chapeme
jako zobrazeni A — R, kde A C R je neprazdna mnozina a vzdy zobrazujeme do
R. Napriklad exponenciala, e”, tak standardné neni chapana jako surjektivni (na R),
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a
®

05

Obrazek 3.1: Interaktivni ilustrace k zakladnim vlastnostem funkci. Pomoci sluzby
Geogebra vizualizujeme graf funkce f(z) = 1++/z++/(z — 1)(2 — ). Jejim maxi-
malnim defini¢nim oborem je mnozina D = (1,2) C R, oborem hodnot je mnozina
Hy = (1,1+3v/3/4) (netrivialni, budete umét odvodit pomoci diferencialniho poétu
na konci semestru). Na obrazku muazete pohybovat bodem a € Dy a sledovat zménu
funkéni hodnoty f(a) € Hy abodu (a, f(a)) € T'y. (Oteviit v prohlizeci.)

neni bijekci a neméla by tak inverzi, i kdyz je prosta. Zavadime proto nasledujici
koncept inverzni funkce.

Definice 3.5 (Inverzni funkce): Je-li f: Dy — R prosta funkce, pak inverzni
funkci f~': Hy — R k zobrazeni f definujeme pro kazdé = € H; = f(Dy)
ptredpisem f~!(z) := y, kde y je (za uvedenych predpokladi nutné jednoznaéné
dany) prvek mnoziny D spliwujici x = f(y).

Piiklad 3.3: S touto definici je skute¢né In : (0, +00) — R inverzni funkci k e” :

R — R. Obé funkce jsou prosté. Pouze In je surjektivni.

Otazka 3.3: Existuje funkce, pro kterou by platilo f~!(x) = <5 pro vsechna

f(x)
T € fol ?
Pro popis chovani funkci se nam jesté mohou hodit nasledujici dva pojmy.

Definice 3.6 (Omezena funkce / bounded function): Funkci f: D; — R nazyvame
omezenou, pravé kdyz existuje konstanta K > 0 takova, Ze pro vSechna x € Dy
plati nerovnost | f(z)| < K.

Alternativné, presnéji ekvivalentné, bychom mohli fici, Ze funkce f je omezena,
pravé kdyz jeji obor hodnot je omezena mnozina. Vzpomente si, Ze omezenost
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mnoziny M C R znamena existenci konstanty K > 0 takové, ze |z| < K pro
vSsechna x € M.

Otazka 3.4: Udejte priklad dvou funkci, jedné omezené a jedné neomezené. Své
volby fadné zdavodnéte.

Vedle omezenosti funkce zavedené v Definici 3.6 je pro popis funkei uzite¢ny
i nasledujici pojem.
Definice 3.7 (Konstantni funkce / constant function): Funkci f: D; — R nazyvame
konstantni, pravé kdyz existuje konstanta c € R takova, Ze pro vSechna x € Dy
plati f(z) = c.
Otazka 3.5: Dala by se konstantnost funkce f: D; — R vyjadiit podminkou
nakladenou na jeji obor hodnot? Podobné jako jsme to vyse udélali pro omezenost?

Otazka 3.6: Vymyslete funkci zadanou predpisem, ktery na prvni pohled formalné
zavisi na nezavisle proménné z, ale ktera je ve skutecnosti konstantni.

Dale uvadime pouze nékolik pfikladi demonstrujicich pravé zminéné pojmy
v pripadé funkci.

Priklad 3.4: Urcete, zda je nasledujici funkce f : R — R prosta, na, pfipadné

bijektivni.
Lo 2+#£0
o= {i 7

Reseni. Funkce f je prosta. Vskutku, predpokladejme, Ze existuji 1 # x5 takova,
ze f(z1) = f(x2). Protoze f(x) ma dle definice vyse vzdy stejné znaménko jako x
(tj. sgn(x) = sgn(f(x)), plati i pro x = 0), tak musi mit =, stejné znaménko jako
T9 a zjevné téz musi byt obé nenulova (protoze x1 # x2 a f(z) je nulova pouze pro
x = 0). Pfedpokladejme, Ze jsou obé kladna. Potom 1/x; = 1/z, je ekvivalentni
x9 = x1 a dostavame spor s pfedpokladem x; # x5. Analogicky postupujeme, pokud
by byla obé zaporna.

Funkece f je také na. Pro y = O plati f(0) = 0 aproy # 0 plati f(1/y) = y, tedy
ke kazdému y € R najdeme bod x takovy, ze f(z) = y. Celkové je tedy f bijektivni.
Graf této funkce je znazornén na Obrazku 3.2.

Priklad 3.5: Uvazme funkce f(r) = /7 a g(z) = /|| jejichz maximalnimi
defini¢nimi obory jsou D; = (0, +00) a D, = R. Funkce f je zizenim funkce ¢ na

mnozinu (0, +00). Plati tedy f = g|<0 o)
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Obrazek 3.2: Graf funkce z Prikladu 3.4. Tato funkce je bijekci mnoziny R se sebou
samou.

Funkce f je prosté4 a pfislusna inverzni funkce f~! ma defini¢ni obor Dy-1 =
(0, +00) a pro kazdé x > 0 plati f~!(z) = 2. Funkce g prosta neni, protoze napf.
g9(=1) =g(1) = 1.
Priklad 3.6: Uvazujme funkce f(z) = 22 a g(z) = /7. Maximéalnimi defini¢nimi
obory jsou Dy = Ra D, = (0, 4+00).

Slozené funkce g o f mé defini¢ni obor Dyop = f~! ((0, +oo)) = R a pro kazdé
x € Dyoyplati (go f)(x) = g(f(z)) = Va2 = |z|. Slozena funkce f o g mé definiéni
obor Doy = g7 (R) = (0, +00) a pro kazdé x € D o4 plati (fog)(z) = f(g(x)) =
(Vr)? = . Je tedy ziejmé, Ze f o g # g o f. Pokud ale zizime f na (0, +c0),

dostaneme uz prostou funkci, ke které je funkce g inverzni. Tj. ( f ‘ 0 +Oo)) -1 _ g.

Piiklad 3.7: Funkce f(z) = sin?(x) + cos®(x) je konstantni.
Skute¢né, pro véechna x € D; = R plati znama trigonometricka rovnost f(z) =
L.

Priklad 3.8: Funkce g(z) = 1, D, = (1,+00) je omezena. Funkce h(z) = 1
omezena neni.

Otazka 3.7: Méjme tfi funkce f, g a h s defini¢nimi obory

Df = R, Dg = <O, —f—OO)7 Dh = <07 —I—OO)
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dané predpisy

x, x € Dy,
g(z) =z, x€ D,

Které jsou si vzajemné rovny?

Typy monotonie funkce

Vedle znamych vlastnosti funkci (prosta, na, bijektivni) rozeznavame nékolik typt
monotonie funkci. Tyto vlastnosti uz vyuzivaji toho, ze defini¢ni obory i obory
hodnot nasich funkeci jsou podmnoziny realnych ¢isel, na kterych mame zavedené
uplné usporadani. Pro obecna zobrazeni analog téchto pojmi nemame.

Definice 3.8 (Typy monotonie funkci): Uvazme funkci f: Dy — R a mnozZinu
M C Dy. Potom funkci f nazyvame

« rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z1,zo € M spliujici 21 < x5

plati f(z1) < f(x2),

+ klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x1, xo € M splitujici z; < x2
plati f(z1) > f(z2),

+ ostie rostouci na mnoziné ), pravé kdyz pro kazdé z,,z9 € M spliujici
x1 < zp plati f(z1) < f(2),

« ostre klesajici na mnoziné ), pravé kdyz pro kazdé x,,zo € M spliujici
xy < xg plati f(xy) > f(22).

Pokud néktery z vyse zminénych pojmua pouzijeme bez reference na mnozinu
M, pak za M bereme cely defini¢ni obor uvazované funkce. Nasledujici priklady
ilustruji zcela elementarni pouziti vyse uvedené definice. Pozdéji béhem semestru si
ukazeme i sofistikovanéjsi metody umoznujici odhalit typ monotonie funkce pomoci
derivace.

Piiklad 3.9: Napiiklad f(x) = 2% pro z € Dy = R je funkce rostouci na (0, +00),
ale nejedna se o rostouci funkci.
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Reseni. Funkce f jisté neni rostouci: jeji defini¢ni obor je R a pro z; = —2a x5 = 0
spliwjici x; < o plati f(z1) =4 > 0 = f(x9).

Bavime-li se ovSem o intervalu (0, +00), pak jsou-li #; a x5 dvé nezaporna ¢isla
splijici z; < zy plati f(z1) = 23 < 2125 < 23 = f(22) (dvojndsobné nasobeni
nerovnosti nezapornym ¢islem).

Piiklad 3.10: Funkce g(z) = —2?, @ € D; = R, je ostfe klesajici.

Reseni. Méjme z1,71o € R splitujici ; < x5. Rozmysleme si tfi mo7né situace
pokryvajici vSechny moznosti:

« Pokud 7y < 0axy > 0,pak g(z1) = —23 > 0 > —a3 = g(z2).

« Pokud 0 < 77 < @9, pak 2% < z3 atedy g(x1) = —23 > —23 = g(z2).

o Pokud 1 < xy <0, pak 2% < z3 atedy g(z;) = —2% > —a3 = g(z2).

Neni tézké si rozmyslet, Ze kazda ostfe rostouci (nebo ostte klesajici) funkce
je prosta. Opak ale neplati, ne kazda prosta funkce je ostre klesajici (nebo ostte
rostouci). Skutecné, podivejte se na funkci z Piikladu 3.4.

Otazka 3.8: Pokud pro néjaka a,b € R plati a < b, plyne odtud i nerovnost a < b?

Poznamka 3.7 (Rizné terminologie): Ve svété neexistuje celkova shoda na termi-
nologii zavedené v Definici 3.8. Je mozné, ze stiedni skoly jsou zvykli na konvenci,
ve které se rozlisuji ,rostouci (nase ostte rostouci) ,neklesajici“ (nase rostouci),
sklesajici“ (nase ostfe klesajici) a ,nerostouci (nase klesajici). Volba, kterou ¢inime
zde, je rozsifenéjsi v anglickych materialech a navic, jak pozdéji uvidime, lépe ladi
se vztahem téchto typli monotonie a znaménka derivace.

Casto chceme souhrnné mluvit o (ostie) rostoucich nebo klesajicich funkcich.
Proto zavadime nasledujici dva pojmy.
Definice 3.9 (Monotonni funkce): Funkci, ktera je rostouci nebo klesajici, nazyvame
monotonni. Funkci, ktera je ostfe rostouci nebo ostre klesajici, nazyvame ryze
monotonni.

Otazka 3.9: Existuje funkce, ktera je soucasné rostouci i klesajici?
Otazka 3.10: Je kazda ryze monoténni funkce i monoténni?

Otazka 3.11: Je kazda ostfe rostouci funkce i rostouci?
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Piiklad 3.11 (Casty omyl): Ziejmé pod vlivem definice typii monotonie pro posloup-
nosti (Definice 4.2) maji obcas studenti tendenci komolit podminky v Definici 3.8.
Napriklad vlastnost funkce byt ostfe rostouci na intervalu / by mylné vyjadrili
pozadavkem: pro kazdé z z I plati nerovnost f(z) < f(x +1).

Tento pozadavek jisté nelze splnit pro intervaly, jejichz pravy krajni bod neni
+00. Ale to neni zasadni problém. Kvantifikaci pfes dvé hodnoty x; a x2 omezené
pouze podminkou z; < x5 nelze nahradit volbou dvou bodt = a = + 1 posunutych
o jednicku.

Nazorné to 1ze ukazat napriklad na nasledujici funkci. Konkrétni predpis neni
tak zasadni, hlavni pointa je patrna z Obrazku 3.3. Uvazme funkci definovanou
ptedpisem f(z) = |z| + [z] — z, z € Dy = R. Pfimym dosazenim pro libovolné
x € R dostavame

fla+1)=|z]+1+[z]+1—2z—-1= f(x)+ 1> f(x).

Tj. tato funkce splnuje uvedenou mylnou podminku. Porovname-li ale funkéni
hodnoty v bodech 1/4 a 1/2 pak dostaneme opa¢nou nerovnost,

1 3
Fa/=0+1-5="1,
1 1
/2 =041 =2,

tj. f(1/4) > f(1/2). Nazorné tuto situaci ilustruje Obrazek 3.3.

Parita funkci: sudost a lichost

Dalsimi uzite¢nymi vlastnostmi funkei je sudost a lichost. Tyto vlastnosti vyjadiuji
symetricnost grafu vuci zrcadleni vzhledem k ose y, resp. bodové symetrii vaci
pocatku soufadného systému. Mohou nam tedy z poloviny zjednodusit napriklad
problém kresleni grafu dané funkce. Ukazku sudé a liché funkce najde ¢tenar na
Obrazku 3.4.

Definice 3.10 (Suda a licha funkce / even and odd functions): Méjme funkci f: A —
R, jejiz defini¢ni obor je symetricky vici pocatku, tedy pro kazdé x € Dy jei —x €
Dy. Funkci f nazyvame

« sudou, pravé kdyz pro kazdé x € Dy plati f(—x) = f(x).
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Obrazek 3.3: Graf funkce f(z) =
splituje podminku f(z) < f(z +1

x| + [2] — x z Ptikladu 3.11. Tato funkce sice
pro kazdé realné x, ale neni ostfe rostouci.

— --

« lichou, pravé kdyz pro kazdé x € Dy plati f(—x) = —f(z).

Pti uréovani sudosti, resp. lichosti, dané funkce byva vyhodné vyuzit chovani
téchto vlastnosti vii¢i souctu a souc¢inu funkci. To je obsahem néasledujiciho pozoro-
vani.

Pozorovani 3.1 (Chovani sudosti/lichosti funkce vii¢i soucinu/souctu.): Plati nasle-
dujici dvé tvrzeni, jejichz dikaz plyne velmi pfimocafe pfimo z definice*. V obou
tvrzenich uvazujeme takové funkce, jejichz defini¢ni obory maji neprazdny prunik.

« Soucet dvou sudych funkci je suda funkce. Soucet dvou lichych funkei je licha
funkce.

« Soucin dvou sudych, nebo lichych, funkei je suda funkce. Soucin sudé a liché
funkce je licha funkce.

“Rozmyslete!
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Obrazek 3.4: Graficka ukazka sudé (vlevo) a liché (vpravo) funkce.

Otazka 3.12: Jsou-li f suda funkce a g lich4 funkce definované na R, jsou pak
funkce

F(z) = f(z) g(z), Gz)=ag(z)*, H(z)= f(x)+g(z)

sudé nebo liché?

Otazka 3.13: Existuje funkce, ktera by byla suda i licha zaroven?

Periodicita funkce

Posledni zajimavou vlastnosti, kterou zde budeme obcas potfebovat, je periodicita
funkece.

Definice 3.11 (Periodicka funkce / periodic function): Méjme funkci f: A — R,
konstantu 7" > 0 a necht pro kazdé x € Ajeix + 71,2 — T € A. Pokud pro
kazdé x € Aplati f(x £ T) = f(x), pak funkci f nazyvame periodickou funkci
s periodou 7.
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y = /sin(2z)
VN N N

Obrazek 3.5: Periodicka funkce s periodou 7.

IMERE

Ukazku periodické funkce najde ¢tenar na Obrazku 3.5.

Poznamka 3.8: Pozor, periodicka funkce nutné nemusi mit nejmensi periodu. Pii-
kladem je libovolna konstantni funkce definovana na R nebo tzv. Dirichletova funkce
D: R — R definovana predpisem

D(ZL’)_ 07 IGQJ
B 1, zeRNQ.

Zkuste se zamyslet nad tim, jak vypada graf této funkce D. Je také dobré poznamenat,
ze pro kazdé strojové ¢islo x plati D(z) = 0.

3.3 Intermezzo: Odhady

Nez se pustime do nasledujici Podkapitoly 3.4, ktera se zabyva asymptotickymi
hornimi mezemi, je vhodné étenare a ¢tenaiky seznamit s konceptem ,,odhadu®.
Schopnost provadét vhodné ,,odhady” neuplatnime jenom ve zminéné kapitole, ale
konkrétné i

« pfi studiu limit (Definice 5.2 a Definice 5.1) a dalsich asymptotickych vztaht
(Podkapitola 4.7),

« pfi pouzivani Véty o limité seviené funkce (resp. posloupnosti),
« pfi pouzivani srovnavaciho kritéria pro konvergenci rad (BI-MA2, Véta),

« pii odhadovani chyby aproximace pomoci Taylorova polynomu (BI-MAZ2,
Véta),
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« a v mnoha dalsich situacich.

Toto téma déla casto studentiim problémy. Tato ¢ast textu se snazi vyjasnit zakladni
princip. Z vy$e uvedeného seznamu je patrné, ze k procvic¢ovani této techniky bude
mnoho prilezitosti.

Reseni nerovnic

Béhem svého predchoziho studia jste se jisté setkali s feSenim nerovnic. Mame na
mysli piiklady typu®
f(z) >0 nebo f(z)>0,

kde f(z) je jisty vyraz v proménné z (realné, celoé¢iselné, atp.). Nasim tkolem je
pak nalézt v§echny hodnoty proménné x, pro které dana nerovnost plati/neplati.
Tuto utlohu lze ale zpravidla exaktné vyftesit k plné spokojenosti pouze v nékolika
mélo ($kolnich) piikladech. Reseni téchto tloh tak lze ¢asto chapat jako cviceni se
v ekvivalentnich Gpravach a vyuzivani vlastnosti funkci®, které se v tloze vyskytuji.

Uvedené tlohy lze i velmi pékné a nazorné graficky interpretovat. Resime-li napf.
nerovnici f(x) > 0, tak se ptame, pro jaka x je bod (z, f(x)) grafu funkce f nad
osou .

Zasadni u téchto uloh ovsem je, ze zadani (ona nerovnice), je dano predem.
Resitel (tj. student) rovnou dostava ulohu, kterou ma fesit, v tomto sméru se od néj
nevyzaduje dals$i mentalni aktivita.

Co to je odhad?

Pfi odhadovani se také zabyvame nerovnicemi a nerovnostmi, ale vice ,kreativnim®
zptusobem. Pokusme se koncept ,odhadu® pfibliZit na konkrétnim jednoduchém
pripadé, ktery svou strukturou velmi odpovida pfipadim, které budeme fesit pozdéji.

Mgéjme opét funkci f a zkoumejme, kdy plati nerovnost f(z) < 5 (¢islo 5 zde
volime uméle, nechceme tuto ¢ast vykladu zatézovat zavadénim dalsiho parametru).
Proménna (realna ¢i celociselna) zde pripadné muaze byt néjakym zptsobem omezena.
Tieba nas platnost této nerovnosti zajima pro velka z, nebo pro x z néjakého okoli

3U kazdé nerovnice lze jednoduchou ekvivalentni tipravou jednu ze stran prevést na nulu,
znaménko nerovnosti Ize ménit vynasobenim nerovnice ¢islem —1.
*To samoziejmé neni na skodu, ba naopak!
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néjakého bodu. V typickém piipadé bude uloha f(x) < 5 prakticky nefesitelna
technikami, které jste vyuzivali diive béhem svého studia (ve smyslu poznamek
z predchozi podkapitoly). At budeme s nerovnici f(z) < 5 cvi¢it libovolné, tak
se nam zkratka nepodafi ji prevézt do tvaru, kdy bychom mohli jednoduse urcit
(vSechna) vyhovujici x.

Jak se tedy s problémem vyporadat? Pouzijeme odhad! Pfedchozi odstavec v pod-
staté fika, ze vyraz f(x) je Casto pfilis komplikovany, nez aby se s nim dalo néjak
rozumné pracovat. Klicem k tspéchu (pokud ho lze dosahnout, to samoziejmé ne-
musi byt jisté) je vyuzit tranzitivity nerovnosti. Pokud pro vsechna vhodna x plati
nerovnost f(z) < g(x) a nasledné nalezneme mezi témito vhodnymi = vSechna tako-
va, pro ktera plati g(z) < 5, pak f(x) < 5 pro ta sama z! Cilem odhadu samoziejmé
je, aby uloha g(x) < 5 byla uz jednodussi a fesitelna znAmymi prostredky.

Funkei g, resp. vyrazu g(x), fikime horni odhad funkce f, resp. vyrazu f(z), na
mnoziné M, pravé kdyz nerovnost f(z) < g(x) plati pro viechna x € M (pfipadné
1ze povolit i neostrou nerovnost, tim se nic zasadniho nezméni). Stejnym zptisobem
bychom mohli mluvit o dolnim odhadu. Nyni se ovSem nabizi otazka, jak onen
odhad nalézt. V podstaté se lze vydat nasledujicimi dvéma cestami:

« Horni odhad ¢(z) si tipneme, je ndm néjak prozrazen (vidime ho zminény
ve studijnim textu, v poznamkach od kamarada, atp.), a poté se pokusime
standardnimi technikami dokazat, Ze nerovnost f(x) < g(z) plati pro v§echna
pozadovana x. Tento pfistup ma ale mnoho moznosti k selhani. Tfeba jsme
$patné tipovali, tieba uvedenou nerovnici opét nelze jen tak jednoduse vyresit
ve stiedoskolském smyslu. Toto je ¢asta past, ¢i slepa ulicka.

« Horni odhad g(z) cilené zkonstruujeme tak, abychom automaticky védéli, ze
nerovnost f(x) < g(z) plati pro véechna uvazovana z. K tomu vyuZijeme
zakladnich vlastnosti nerovnosti a vlastnosti funkci vyskytujici se ve vyra-
zu f(z). Tj. misto pasivniho pfistupu popsaného v pfedchozim bodé je na
nasi strané vyzadovana néjaka myslenka, ktera ndm umozni prvotni vyraz
zjednodusit a zaroven zajistit platnost potfebné nerovnosti.

Odhadt v dané situaci typicky existuje vicero. Ne vsechny ale musi vést pfi feSeni
puvodni dlohy k cili. Ty, které jsou sice pravdivé (ve smyslu platnosti oné nerov-
nosti), ale k cili nevedou, ¢asto nazyvame ,pfili§ hrubé®, uz jsou moc vzdalené od
pocatecniho vyrazu.
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Jednoduché odhady

Nasim cilem je osvojit si schopnost provadéni hornich i dolnich odhadi. V této casti
textu se pokusime demonstrovat vyse zminéné koncepty na konkrétnich prikladech.

Pfi odhadovani pouzivame zakladni vlastnosti absolutnich hodnot, zlomki, atp.
Rozmyslete si napiiklad nasledujici jednoducha tvrzeni o realnych ¢islech a, b, A, B:

« Pokud |a| < Aalb| < B,potom podle trojihelnikové nerovnosti plati |a+b| <
A + B. Napfiklad | sin(z) + cos(2z)| < 14 1 = 2 pro véechna realna x.

« Pokud a < b, potom 2a < a + b < 2b.
. Pokud0<a<Aab>B>0,potomO<%<%aprotoi

a A

b B

Pokud chceme zvétsit hodnotu zlomku, tak zvétsujeme hodnotu cCitatele a zmen-

Sujeme hodnotu jmenovatele. Naopak, pokud chceme hodnotu zlomku zmensit,
pak postupujeme opacné. Napriklad pro vSechna realna z plati

2 + sin(x) < 2+1 3

3—cos?(r) ~3-1 2

Musime si také davat pozor na znaménka, kdyby naptiklad B bylo zaporné
a b kladné, tak uvedeny odhad jisté neplati (zaporné ¢islo nemize byt vétsi,
nez kladné).
Ve zbytku této Casti ukazeme nékolik komplikovanéjsich prikladu.
Priklad 3.12: Pro kazdé |z| < 1 (tj. x € Up(1) = (—1,1)) plati

1 1 vele s .
* 317 < 57 = 1 (zmendili jsme jmenovatel).
1 11 wyxels .
* 313 > 347 = 5 (zvétsili jsme jmenovatel).
. At 141 Cevele s .- ve1e . 5
517 < 570 — 1 (zvétsili jsme Citatel a zmensili jmenovatel®).

. 21;;"”2 > 0 (dolni odhad pro ¢itatel je 0).

>Ano, pro z = 0 k Z4dné zméné v jmenovateli nedoslo, ale to neni ptili§ podstatné. Ostra
nerovnost stale plati, kvili ostré nerovnosti v odhadu ¢itatele.
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Zduraznéme, ze vsechny vysvétlivky v zavorkach, a tedy i uvedené odhady, vychazeji
z predpokladu |z| < 1, ekvivalentné —1 < z < 1.

Priklad 3.13: Prokazdé z > 1 (tj. v € U, (1) = (1, +00)) plati

1<1_1

1 11 s .
s < 04z — 3o Nebo 5= < 515 = o (zmensili jsme jmenovatel).

2+ 2+1

2%1 > leﬂ = 3%: (zvétsili jsme jmenovatel: kdyz z > 1, pak 2z > 2 a tedy

i204+x>2+x).

14z zt+r 2 avele s . vele -
© 2727 < o1ar = 5 (zvétsili jsme Citatel a zmensili jmenovatel).

14z > 141

_ l wele ve vewvele
5127 > Taia? = 30 (zmensili jsme Citatel a zvétsili jmenovatel).

Zduraznéme, ze vSechny vysvétlivky v zavorkach, a tedy i uvedené odhady, vychazeji
z predpokladu = > 1.

Priklad 3.14: Naleznéte néjaké okoli U, - (c) bodu 400 tak, aby

6z
1423 —

(3.1)

Reseni. Kdybychom postupovali ,klasickym® zpisobem, tak bychom pro x # —1 zmi-
nénou nerovnici pfevedli na ekvivalentni nerovnici 2z° — 6x + 2 > 0. Poté bychom
hledali kofeny polynomu tfetiho stupné na levé strané. Zde by ovsem nastal problém,
protoze onen kofen nelze jen tak uhodnout. Intuitivné (pfipadné i z prozkoumani
obrazku) je ovSem zfejmé, ze jisté existuje okoli 400, na kterém tato nerovnost plati.
To nam ovsem nedava zadnou kvantitativni informaci o tom, jaké to okoli je.

Nastésti tuto ulohu ale dokazeme velmi snadno vyfesit i pomoci odhadu. V za-
dani se po nas nechce nejvétsi takové okoli a tak mizeme skute¢né nalézt néjaké
libovolné vyhovujici pozadavktim. Navic by ¢tenari mélo byt jasné, Ze tlohu (3.1)
lze vyfesit (zamyslete se nad chovanim jmenovatele a Citatele zlomku na levé strané
této nerovnosti).

Hledame okoli +o0, a proto se z pocatku omezme tfeba na = > (. Za tohoto
predpokladu je citatel kladny. A pfi snaze o zmenseni jmenovatele (hodnotu zlomku
chceme zvétsit) mlizeme pouZit nerovnost 1 + z° > 23 > 0. Jinak feceno, pro

vSechna x > 0 plati
6x 6r 6

- < —
1423 23 22
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Obrazek 3.6: Grafy funkci z Prikladu 3.12 spolu s jejich dolnimi a hornimi odhady
odvozenymi tamté. Cerveny graf odpovida vzdy odhadované funkci. Na horizontalni
ose se omezujeme na |z| < 1, které se Pfiklad 3.12 tyka. Druhy graf ndm naznacuje,
ze provedeny horni odhad byl zfejmé pfilis hruby.
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Obrazek 3.7: Grafy funkci z Pfikladu 3.13 spolu s jejich dolnimi a hornimi odhady
odvozenymi tamté. Cerveny graf odpovida vzdy odhadované funkci. Na horizontalni
ose se omezujeme na = € (1, 10), které se Ptiklad 3.13 tyka, celou mnozinu (1, +00)
zde samoziejmé zobrazit nemizZeme.

54



3. FUNKCE ASYMPTOTICKE HORNI MEZE 0 A O

To je nas odhad. Nyni staci vyfesit pro jaka x > 0 plati nerovnost

6
To uZ je vyrazné jednodussi uloha, ktera je ekvivalentni tloze 2% > 3, které mezi
kladnymi &isly = vyhovuji pravé o € (v/3, +00), ale klidné bychom mohli pouzit
iz € (3, +00). Uvédomte si, Ze vzhledem k zadani nemusime hledat nejvétsi mozné
okoli.

Pozadovana nerovnost (3.1) tak plati urcité® na okoli (v/3, +00).

3.4 Asymptotické horni meze oa O

Velmi Casto potfebujeme porovnavat chovani funkénich hodnot dvou funkei, kdyz
se jejich argument blizi néjaké hodnoté. Napriklad:

- Funkce f(z) ,klesa“ v bodé a = 1 ,rychleji k nule nez (z — 1)2.
« Funkce g(z) ,neroste rychleji nez v/z pro x jdouci do nekone¢na.
« Funkce f(z) a g(z) se ,chovaji stejné®, kdyz x jde k 0.

Slovicka jako ,rychleji“ nebo ,chovaji® jsou pomérné vdgni. Co tim presné minime?
Co to znamena?’

Tyto, a dalsi asymptotické vztahy, nachazeji siroké uplatnéni v riznych aplikacich.
Studenti FITu na né nejcastéji narazi pfi porovnavani vypocetnich a pamétovych
slozitosti algoritmi. Jedna se ale o Sikovny nastroj umoznujici efektivné mluvit
o chovani funkci obecné, vyuzijeme ho napiiklad i v BI-MA2 pfi studiu Taylorovych
polynomd.

V této casti textu predstavime dva zptsoby (o a O), jak prvni dva body presné
kvantifikovat. K tomuto tématu se ovsem vratime i pozdéji béhem semestru. V Pod-
kapitolach 5.7 a 4.7 zavedeme i dalsi zpiisoby porovnavani asymptotického chovani
funkci a posloupnosti (~, ©, {2 a w). Pozdéji i ukazeme, jak k zkoumani téchto vztaht
vyuzivat limity (Podkapitola 5.8).

®Nevime, jestli tato mnoZina je nejvétsi mozna, pravépodobné ne, ale to neni problém.
"P¥i druhém ¢teni doporuduji porovnat tuto pasaz s textem na zac¢atku Podkapitoly 6.5.
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Asymptoticka horni mez O

Zacneme asi nejznaméjsim asymptotickym symbolem O. Tuto notaci rozsifil zej-
ména Edmund Landau (némecky matematik, 1877 — 1938). Tato notace nachazi
uplatnéni nejen v teoretické informatice a matematice, ale i ve fyzice a obecné kdy-
koliv se snazime vystihnout a popsat chovani ,komplikovanych“ funkci pomoci
sjednodussich® funkci (asymptotika).

Pfedstavme si, ze zkoumame pocet operaci f(n), které musi jisty algoritmus
vykonat, je-li jeho vstup délky n € N. Byli bychom radi, kdyby se choval nejhiire
linearné ,pro velka n“. To znamen4, Ze bychom se spokojili se zavislostmi jako
f(n) =n, f(n) = 2n — 1, f(n) = 10n + 1, nebo jesté lépe f(n) = \/n nebo
f(n) = In(n). Uz by nas ale nepotésila zavislost f(n) = n?.

Ukazme si jesté jednu motivaci, ke které se dostaneme pfi studiu Taylorovych
polynomt v BI-MA2. Mame dvé funkce f a g a snazime se vyjadrit, jak se chova
velikost rozdilu f(z) — g(x) pro x na okoli né&jakého bodu a, pro jednoduchost zde
zvolme a = 0. Miizeme byt naptiklad v situaci, kdy pocitat funkéni hodnoty jedné
z nich je tézké, nebo nemozné, a snazime se ji nahradit tou druhou funkci. Zajima
nas, jak dobra je tato aproximace pro z — 0. Byli bychom spokojeni, kdyby tento
rozdil $el k nule nejhtife kvadraticky. Tj. spokojime se s f(z) — g(z) = 222, nebo
f(z) — g(x) = 102*, ale uz by se nam nelibilo f(z) — g(z) = x pro z — 0.

Nasledujici pojem souhrnné vystihuje tyto — na prvni pohled lehce riznorodé -
situace.

Definice 3.12 (Asymptoticka horni mez 0): Mé&jme dvé funkce f, gaboda € R
takovy, Ze a je hromadnym bodem mnoziny Dy N D, a existuje okoli V,, spliujici®
(Va Dy~ {a} = (Va1 Dy) ~ {a}.

Rekneme, 7e funkce f je asymptoticky shora omezena funkci g pro = jdouci

k a, symbolicky

f(z) = O(g(z)) prox — a,
pravé kdyz existuje kladna konstanta ¢ € R a okoli U, bodu a tak, ze pro vSsechna
z € (U,NDyNDy) N {a} plati

[f(@)] < c-g()].

Rovnost v zpise f(z) = O(g(x)) je potfeba chapat spise ve smyslu f(z) €
O(g(x)). Tedy ve smyslu pfislusnosti funkce f k mnoziné vsech funkci, které jsou

8Vagné bychom mohli Fici, Ze defini¢ni obory obou funkei vypadaji na okoli bodu a stejné.

56


https://en.wikipedia.org/wiki/Edmund_Landau

3. FUNKCE ASYMPTOTICKE HORNI MEZE 0 A O

shora asymptoticky omezené funkci g (pro x jdouci k jistému bodu). Zapis s rovnosti
je ale zdaleka nejrozsifenéjsi, vzhledem k pouziti této notace i vhodnéjsi (viz dale).
Také se v ptipadé O Casto pouziva slovni spojeni ,,f(z) je nejvyse fadu g(x) pro
r —a.

Priklad 3.15: Vratme se k prvnimu motivacnimu odstavci pred Definici 3.12. V na-
sledujicich bodech uvazujeme dvé funkce f a g definované na Dy = D, = N.
Jedinym hromadnym bodem mnoziny D; N D, = N je bod 400 a porovnavame
proto chovani téchto funkci v bodé +o00, v nekonec¢nu. Déle si povsimnéte, ze +00
nepatfi do defini¢niho oboru uvedenych funkci ani do okoli +00 a nemusime se jim
zabyvat (v Definici 3.12 se v kvantifikaci nezavisle proménné explicitné odstranuje
a prvni podminka na podobnost defini¢nich obort je trivialné splnéna).

« Pro f(n) =nag(n) =nplati f(n) = O(g(n)), tj.n = O(n), pron — +oo.
Skuteéné, v definici mizeme trivialné zvolit c = 1 a U, = (0, +00). Pro
vsechnan € U, o NN=Nplatijn|=n<1-n=1-|n|

« Pro f(n) = 2n+ 1l ag(n) = nplati f(n) = O(g(n)), tj. 2n + 1 = O(n),
pro n — +o00. Skutecné, v definici miizeme trivialné zvolitc = 3a U, =
(0,4+00). Pro viechnan € U; .o "N =Nplati 2n+ 1| =2n+1<2n+n =
3n=3-|n|.

« Pro f(n) = y/nag(n) =nplati f(n) = O(g(n)), tj. v/n = O(n), pron —
+00. Skute¢né, v definici mizeme trividlné zvolit ¢ = 1 a U, o, = (0, +00).
Pro viechnan € U NN =Nplati |[/n| = /n < /n-y/n=1-|n|.

Nasledujici tvrzeni plyne velmi pfimocare rovnou z Definice 3.12. Doporucujeme
Ctenafi, aby si jeho diikaz samostatné promyslel.

Tvrzeni 3.1 (Alternativni formulace vztahu O): Méjme dvé funkce f, g a bod a
splnujici tvodni predpoklady uvedené v Definici 3.12 a dale predpokladejme, Ze
hodnota g(z) je nenulovéa na néjaké mnoziné (V,ND,) \ {a}, kde V je okoli bodu a.
Potom f(z) = O(g(z)) pro x — a, pravé kdyz existuje konstanta ¢ > 0 takova, ze
nerovnost

<c

s

plati pro kazdé = € (U, N Dy, N Dy) \ {a}, kde U, je néjaké okoli bodu a.
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Jinak vagnéji, nepresnéji a stru¢néji feceno: pro funkci g nenulovou na okoli
bodu a (s moznou vyjimkou bodu a) je platnost f(z) = O(g(x)) pro x — a ekvi-
valentni omezenosti podilu f(x)/g(x) na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a.
Odtud je pékné vidét, ze nenulova multiplikativni konstanta, at uz nasobici f ¢i g,
nema vliv na platnost vztahu f(x) = O(g(x)).

Priklad 3.16: Pro *+ — +oo plati sin(z) = O(1), ale neplati 2> = O(x) pro
T — +00.

Reseni. Argumentovat miiZzeme vyuzitim pfedchoziho Tvrzeni 3.1. Konstantni funkce
s hodnotou 1 i funkce x jsou nenulové (dokonce kladné) tieba na U, (1) = (1, 4+00).
V ptipadé prvniho vztahu diky znalosti oboru hodnot funkce sin plati

sin(x)

= |sin(z)| < 1.

Podil sin(z)/1 je tedy omezeny na zminéném okoli a skute¢né plati sin(z) = O(1)
pro x — +o0.
V druhém ptipadné pro = ze zminéného okoli U, (1) plati

Tento vyraz miize napfiklad nabyvat libovolné pfirozenéciselné hodnoty (zde jed-
noduse z = n € N) a proto neni omezeny, tj. vztah > = O(z) pro z — +00
neplati.

Pomoci vztahu O mizeme ovsem porovnavat chovani funkei i v jinych bodech,
nez v +oo.
Piiklad 3.17: Plati vztah 1022 = O(z) pro z — 0.

Reseni. Skute¢né, obé funkce jsou definované na celém R a vezmeme-li libovolné
z € Uy(l) = (—1,1), pak plati

|102?%| = [10z] - |z| < 10 - ||,

protoze pro uvazované z plati |z| < 1. Konstantu v Definici 3.12 1ze tedy volit jako
¢ = 10 (nebo jako libovolné jiné ¢islo vétsi nez 10). Ilustrace této situace je uvedena
na Obrazku 3.8.

Piiklad 3.18: Plati vztah 2\/x = O(z) pro x — +oc.
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T

Obrazek 3.8: llustrace platnosti vztahu 102 = O(z) pro z — 0. Modry graf repre-
zentuje 1022, Cerveny graf pak 10 - |z|.

Y

0 1 T
Obrazek 3.9: Ilustrace platnosti vztahu 2,/ = O(z) pro + — +o00. Modry graf
reprezentuje 2./, Cerveny graf pak 2|x|.

Reseni. Skute¢né, obé funkce jsou definované alespori na (0, +00) — okoli bodu +oo.
Vezmeme-li nyni libovolné = € U, (1) = (1, +00), pak plati

2

Za konstantu v Definici 3.12 Ize tedy volit ¢ = 2. Pro ilustraci uvadime Obrazek 3.9.

Poznamka 3.9 (Pouzivejte vypocetni nastroje): Grafy na Obrazcich 3.8 a 3.9 ilustruji
grafické ovéfeni nerovnosti pozadované v Definici 3.12. Miizeme tam vidét volbu
hledané konstanty c a okoli zkoumaného bodu a. Obrazek samoziejmé nenahradi
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dtukaz. Velmi ale studentiim doporucuji pfi samostatném pocitani svoje nerovnos-
ti/odhady takto graficky testovat tfeba pomoci Mathematica. Odhalite tim velké
mnozstvi chyb.

Intuitivné tedy pomoci O vyjadfujeme ,neostrou horni mez® az na multiplikativni
konstantu (viz prvni bod nasledujiciho Tvrzeni 3.2). V§imnéte si, Ze k tomu, aby platilo
f(z) = O(g(z)) pro  — a, tak funkce g nutné nemusi mit vétsi funkéni hodnoty
nez f. Naptiklad uvazte pravdivy vztah 10z = O(z) pro x — +o00. V tomto piipadé
na okoli U, +(0) dokonce nikdy neplati 10z < z.

Ucinme jesté ¢tyii jednoducha a uzite¢na pozorovani. Jde opravdu o tvrzeni
plynouci pfimo z Definice 3.12.

Tvrzeni 3.2 (Zakladni vlastnosti O): Pro vztah O plati nasledujici ¢tyfi tvrzeni.

« Mame-li funkci f, hromadny bod a € Dy a libovolnou nenulovou konstantu
K, pak plati

Kf(z) =O(f(z)) a f(z) = O(K f(x)) prox — a.

« Pokud pro funkci f a bod a plati f(x) = O(1) pro z — a, pak existuje okoli
U, takové, ze funkce f|(Uame)\{a} je omezena.

« Vztah O je tranzitivni. Tj. pokud f(z) = O(g(z)) a g(x) = O(h(z)) v obou
ptipadech pro z — a, pak f(z) = O(h(z)) pro z — a.

« Pokud f(z) = O(g(x)) a h(z) = O(g(x)) pro x — a, pak f(z) + h(z) =
O((x)) a £(2) - h(x) = O(g(z)?) pro & — .

Diikaz. Postupné dokazeme vsechny c¢tyfi body.

« V Definici 3.12 staéi zvolit libovolné okoli U, bodu a. Potom pro ¢ = |K| > 0
a libovolné xz € (U, N Dy) \ {a} plati

|Kf(@)] = [K]-|f(@)] <c-|f(@)].
Déle pro ¢ = ﬁ > 0 alibovolné x € (U, N Dy) \ {a} plati

1

f(@)] = & |Kf(z)] < c- [Kf(z)].
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« Za téchto predpokladu z Definice 3.12 plyne existence konstanty ¢ > 0 a okoli
bodu U, takovych, ze pro vSechna x € (U, N Dy) \ {a} plati

[f(@)] <e-1=g
tj. funkce f zuzeno na (U, N Dy) \ {a} je omezena.

« Z pfedpokladu f(z) = O(g(z)) plyne existence konstanty ¢; > 0 a okoli
U, bodu a takového, ze (Dy NU,) \ {a} = (D, N U,) \ {a} a pro kazdé
x € DyNU, ~{a} =Dy,NU, \ {a} plati | f(z)| < c1]g(x)|. Z pFedpokladu
g(x) = O(h(z)) plyne existence konstanty ¢, > 0 a okoli V,, bodu a takového,
ze (DyNV,) N {a} = (DyNV,) ~{a}aprokazdé z € D,NV, \ {a} =
Dy NV, \ A{a} plati |g(z)| < co|h(z)|. Polozime-li W, = U, N'V,, pak W, je
okolim bodu a a pak Dy N W, \ {a} = D, N W, \ {a} apro ¢ := ¢, plati
|f(z)| < alg(z)| < cea|h(x)| = c|h(z)| pro kazdé x € Dy N W,.

« Z pfedpokladu f(z) = O(g(z)) plyne existence konstanty ¢; > 0 a okoli
U, bodu a takového, ze (D; N U,) ~ {a} = (D, N U,) \ {a} a pro kazdé
xe DyNU, ~{a} = D,NU, \ {a}, plati | f(x)| < ¢1]g(x)|. Z pfedpokladu
h(z) = O(g(x)) plyne existence konstanty co > 0 a okoli V, bodu a takového,
ze (DpNVy)~{a} = (DyNV,)~{a}aprokazdé x € DyNV,~{a} = D,NV,\
{a} plati |h(z)| < c2|g(z)|. Polozime-li W, = U,NV,, pak W, je okolim bodu a
a pro ¢ = c1 + ¢, plati [£(z) + h(z)| < |f(2)] + b)) < (& + e)lg(x)] =
clg(z)| prokazdé x € W, N Dy ~{a} =W, N Dy~ {a} =W, N D, ~{a}.
Podobné pro ¢ = cyey plati |f(z)h(z)] = |f(2)||h(z)] < ciea]g(x)?| pro

zeW,NDy~{a} =W,NDy~ {a} =W,N Dy~ {a}. O
Tim je dukaz vsech bodti dokoncen.

Priklad 3.19: Platj steteosz — (\%) pro x — +00.

Reseni. Pro kazdé x > 1s vyuzitim trojuhelnikové nerovnosti a za uvedeného
predpokladu platné nerovnosti v/ < z plati

sinx + cosx

_ | sinx 4 cos x| < | sinx| 4 | cos z| <
x x
1+1

NG

Za konstantu v Definici 3.12 1ze tedy volit ¢ = 2.

T

< 2-

Bl
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Priklad 3.20: Postupné si rozmysleme nasledujici pfipady. Po prostudovani pred-
chozich prikladt a tvrzeni by s témito body neméla mit ¢tenarka zadny problém.

8 =

= O(1) pro x — +o0,

« z=0O(z?) prox — +00,

8=

:(’)(33—12) pro z — 0,
« 10z = O(x) pro x — o0,
« 101 2% = O(2?) pro r — +o0,

« 102% + 22 — 12 = O(2?) pro z — +o0,

« 22 = O(x) prox — 0.

Striktné vétsi horni mez o

Nyni pfejdéme k druhému typu asymptotické horni meze, ktera je ,ostfejsi” nez
predchozi O. Rozdil mezi 0 a O je analogicky rozdilu mezi ostrou nerovnosti <
a neostrou nerovnosti <.
Definice 3.13 (Striktné vétsi horni mez 0): Mé&jme dvé funkce f, g abod a € R
takovy, Ze a je hromadnym bodem mnoziny Dy N D, a existuje okoli V;, spliiujici’
(Vo' Dy) N A{a} = (Vo Dy) ~ {a}.

Rekneme, ze funkce f je asymptoticky shora striktné omezena funkci g
pro z jdouci k a, symbolicky

f(x) = o(g(x)) proz — a,

praveé kdyz pro kazdé kladné c € R existuje okoli U, bodu a tak, ze pro vSechna
x € U,N Dy N D, razna od a plati

[f(@)] < c-lg(@)].

Vagné feceno, defini¢ni obory obou funkci vypadaji na okoli a stejné.
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Vsimnéte si jemnych, ale zasadnich rozdilt mezi Definici 3.12 symbolu O a Defi-
nici 3.13 symbolu o. Pouze jsme zménili kvantifikator u konstanty ¢ a zménili typ
nerovnosti! Pokud f(z) = o(g(z)) pro x — a, pak se také ¢asto pouziva slovni
spojeni ,, f () je striktné mensiho fadu nez g(z) pro z — a*

Podobné jako v pripadé ¢isel plati ,pokud a < b, pak a < b% plati i nasledujici
ocividny pfimocary disledek Definic 3.12 a 3.13.

Pozorovani 3.2 (Vztah O a 0): Pokud pro funkce f a g abod a plati f(z) = o(g(x))
pro z — a, paki f(z) = O(g(z)) pro x — a. Naopak ne.

Podobné jako v ptipadé O mizeme ziskat alternativni formulaci definice v pfipa-
dé, ze funkce g je nenulova, viz Tvrzeni 3.1. Za nékolik stranek toto tvrzeni budeme
moci interpretovat pomoci limity funkce a pouzit tak nastroje na vypocet limit i pro
ovéfovani téchto asymptotickych vztaht mezi funkcemi.

Tvrzeni 3.3 (Alternativni formulace vztahu o0): Méjme dvé funkce f, g a bod a

splnujici tvodni predpoklady uvedené v Definici 3.13 a dale predpokladejme, ze

hodnota g(x) je nenulova na néjaké mnoziné V, N D, \ {a}, kde V, je okoli bodu a.

Potom f(z) = o(g(z)) pro x — a, pravé kdyz pro vSechny konstanty ¢ > 0 existuje

okoli U, bodu a tak, ze plati nerovnost

‘M
()

g\r

<,

prokazdé x € U, N Dy, N Dy, x # a.

Diikaz. Pouze bychom zde opakovali dikaz Tvrzeni 3.1 s jinymi kvantifikatory.
Promyslete! O

Piiklad 3.21: Plati 5 = 0 () pro z — +oc.
Reseni. Skuteéné, vezmeme-li libovolné ¢ > 0ax € U, (1/c) = (1/¢, +00), pak
plati

1/c

X

1

xr2

1

T

1

T

1
T

l=c-

<c

Graficka ilustrace této situace je na Obrazku 3.10.

Priklad 3.22: Neplati z = o(2z) pro z — 400, i kdyz x = O(2x) by v tomto bodé
platilo.
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j o

Obrazek 3.10: Ilustrace vztahu w—12 =0 (%) pro z — +o0. Cerveny graf reprezentuje
%, modry graf 9%2

X

Obrézek 3.11: Vztah © = 0(2z) pro © — +oc neplati. Cerveny graf reprezentuje 2,
modry graf x.

Reseni. Skute¢né, vezmeme-li naptiklad c = i a libovolné = > 0, pak
2l = +12a] -2 > +|2]
x| = 1 x 1 x|.

Opacna nerovnost tedy nemuze platit na zadném okoli +o0. Ilustrace k tomuto
prikladu je uvedena na Obrazku 3.11.

V nésledujicim tvrzeni shrnujeme ty nejzakladnéjsi vlastnosti o plynouci takika
ihned pfimo z Definice 3.13. Opét toto tvrzeni porovnejte s Tvrzenim 3.2.

Tvrzeni 3.4 (Zakladni vlastnosti 0): Vztah o oplyva nasledujicimi vlastnostmi.

64



3. FUNKCE ASYMPTOTICKE HORNI MEZE 0 A O

« Vztah o je tranzitivni. Tj. pokud f(x) = o(g(x)) a g(x) = o(h(z)) v obou
ptipadech pro z — a, pak f(z) = o(h(x)) pro x — a.

» Pokud f(z) = o(g(x)) a h(x) = o(g(x)) prox — a, pak f(x)+h(x) = o(g(x))
a f(z) - h(z) = o(g(x)?) pro z — a.

Diikaz. Tento uz opravdu zkuste provést sami. Jako voditko 1ze pouzit dikaz Tvrze-
ni 3.2. O]

Priklad 3.23: Rozmyslete si nasledujici tvrzeni.

e 22 = o(2?®) pro x — +o0,
. %:0(%) pro x — +0oQ.
« Jaka funkce spliiuje f(z) = o(1) pro x — +00?

Otazka 3.14: Muze pro né&jakou funkci f a bod a platit f(z) = o( f(z)) pro x — a?

Otazka 3.15: Udejte piiklad dvou ruznych funkei f a g pro které plati f(z) =
O(g(x)) pro x — 1, ale neplati f(x) = o(g(x)) pro z — 1.

Interaktivni ilustrace

Na zavér této podkapitoly uvedeme jesté nékolik interaktivnich ukazek. Na Obraz-
ku 3.12 ilustrujeme graficky vyznam podminky v definici o v pfipadé porovnavani
funkci v bodé a € R (Definice 3.13).
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©=5.8000001
-

Obrazek 3.12: Tato ukéazka se snazi ilustrovat vyznam podminek v Definici 3.13.
Uvazujeme dvé funkce g(z) = (z — 2)%/2 (modry graf) a f(z) = (z — 2)?/5
(zeleny graf reprezentuje c|f(x)|). Pomoci o porovnavame chovéani téchto dvou
funkeci v bodé a = 2. Plati g(x) = o(f(z)) pro  — 2. Vizualizace umoziiuje pro
kazdé ¢ > 0 znazornit okoli U, bodu 2 (zvyraznéno ¢ervenou barvou; zde nachazime
dokonce nejvétsi mozné, coz definice samotna nevyzaduje) takové, Ze pro vsechna
z € Uy \ {2} plati nerovnost |g(z)| < c|f(x)|. (Oteviit v prohlizeci.)
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4 Posloupnosti

Na posloupnosti narazime jak v nasledujicich partiich textu, tak i v mnoha riznoro-
dych aplikacich. Hrubé feceno, pomoci pojmu posloupnosti mizeme formalizovat
procesy probihajici v diskrétnich krocich (at uz prostorovych, nebo ¢asovych).

Predstavte si napriklad posloupnost méfeni pramérné denni teploty v jistém
misté nebo kurz bitcoinu vici dogecoinu v daném okamziku (tzv. ¢asové rady).
Numerické algoritmy typicky konstruuji posloupnosti aproximaci feseni daného
problému. Cleny téchto posloupnosti nemusi byt nutné ¢iselné (naptiklad matice
nebo vektory). My se v nasich iivahach ov§em omezime pouze na ¢iselné posloupnosti,
na kterych je fada konceptt pékné a jednoduse ilustrovatelna.

Konkrétnéjsim prikladem posloupnosti s o¢ividnym piesahem do IT mohou byt
posloupnosti pseudonahodnych ¢isel, které se pouzivaji k vytvareni reprodukovatel-
nych nahodné vypadajicich posloupnosti (PRNG - pseudorandom number generator).
Tyto posloupnosti jsou typicky rekurentné zadané a jejich prvni ¢len (pfipadné
nékolik prvnich ¢lentt) predstavuje tzv. seed.

Mezi hlavni vysledky této kapitoly lze zaradit nasledujici body.

« Zavedeni pojmu posloupnosti, zakladni terminologie a znaceni.

« Prozkoumani zakladnich vlastnosti posloupnosti (typy monotonie, omezenost,
hromadné body posloupnosti).

« Pripomenuti asymptotickych vztahtt O a o pro posloupnosti a zavedeni dalsich
asymptotickych vztaht w, 2 a ©.

4.1 Definice realné posloupnosti

Pojdme nejprve formalné zavést pojem posloupnosti jakozto jisty typ zobrazeni.
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Definice 4.1 (Posloupnost / sequence): Zobrazeni mnoziny pfirozenych ¢isel N do
mnoziny realnych ¢isel R nazyvame realna ¢iselna posloupnost (pokud nebude
hrozit zmateni, budeme zkracené mluvit o posloupnosti).

Dale budeme pouzivat nasledujici standardni znaceni. Je-li a: N — R posloup-
nost, pak funkéni hodnotu a v bodé n € N, tj. realné ¢islo a(n), oznacujeme pomoci
dolniho indexu' symbolem a,, a nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti a. Skutec-

nost, ze a: N — R je posloupnost, zapisujeme také zkracené symbolem (a,, )22

n=1*
Otazka 4.1: Vyzyvame ¢tenarky a Ctenafe, aby vlastnimi slovy zformulovali, jaky
je rozdil mezi symbolem a,, a (a,)52 ;. Srovnejte s podobnou symbolikou u funkci,
tedy rozdilem mezi f(z) a f v ptipadé funkce f: Dy — R.

Zdaraznéme, ze Ciselné posloupnosti uvazované v tomto textu jsou vzdy ne-
kone¢né. Nékdy zavadény pojem ,koneéné posloupnosti je pro nas prosté jista
usporadana n-tice (s pevné danym n) a nemame proto pro néj jakoukoliv pottebu.

V tomto textu nejcastéji narazime na posloupnosti zadané explicitné vzorcem

pro n-ty ¢len. Dalsim zptisobem zadéani posloupnosti je pomoci rekurenci (tedy
zadanim vztahu mezi n-tym ¢lenem a nékolika predchozimi ¢leny). Rekurentné
zadanymi posloupnostmi se budeme vénovat zejména v BI-MA2, ale na dulezité
priklady narazime i zde (viz Newtonovu metodu v Podkapitole 10.1). Tyto zptisoby
ale nejsou jediné mozné zpusoby zadani posloupnosti.
Poznamka 4.1 (Indexace): V Definici 4.1 jsme se omezili na indexovou mnozinu N.
Obecné bychom mohli index posloupnosti n nechat probihat libovolnou nekone¢nou
podmnozinou mnoziny N. Takovou mnoZinu ovSem vzdy miZeme pfeindexovat,
nejde tedy o zadnou velkou Ujmu na obecnosti. Nejcastéji narazime na praktickou
potfebu indexovat prvky posloupnosti od nuly, pak pfirozené piseme (a, )2 .

Priklad 4.1: Uvazme posloupnost a: N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)"
pro kazdé n € N. Napriklad tedy plati rovnosti a; = —1, as = 1, ¢i age; = —1. Tuto
posloupnost jsme mohli zadat i ekvivalentnim zptsobem:

a= ((—1)"):;1-

Oborem hodnot posloupnosti a je mnozina obsahujici pouze dva prvky, {—1,1}.
Jinak feceno, ¢leny této posloupnosti nabyvaji pouze dvou hodnot, bud 1 nebo

1Zavislost na diskrétnich parametrech (napf. celo¢iselnych) ¢asto vyjadiujeme pravé pomoci
dolnich indext. Jako napfiklad u posloupnosti: a,,. Naopak zavislost na spojitych parametrech pak
vét§inou pomoci zavorek, tj. naptiklad u realnych funkci redlné proménné piseme f(x).
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(n

Iy ®- - B Sl | e 2 aliaiiieiaiely ®--
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—1f---e--------- ¢ -------- o= ¢ - ———---- o------—-

Obrazek 4.1: Pfiklad posloupnosti (a,)3> ;, kde a,, = (—=1)",n € N.

—1. Posloupnost (a,,)2% ; ma ale nekone¢né mnoho ¢lent. Posloupnost (a,)5%, je
graficky znazornéna na Obrazku 4.1.

Otazka 4.2: Uvazme posloupnost (a,)5° ; zadanou hodnotou prvniho ¢lenu a; = «
a rekurentnim vztahem a,; = 2a, + 1, n € N. Uréete hodnotu « tak, aby ay, = —1.

Otazka 4.3: Kolik ¢lentt ma posloupnost (sin %) Zozl? Kolika raznych hodnot naby-
vaji jeji cleny?

4.2 Vlastnosti posloupnosti

Posloupnosti, jakozto specialni pfipady funkci, automaticky ziskavaji celou radu
vlastnosti zavedenych v pfedchozi kapitole. S posloupnostmi dale miizeme ptirozené
provadeét algebraické operace ve smyslu Definice 3.2, jen u déleni musime byt jako
obvykle opatrni. Mnozinu vsech realnych ¢iselnych posloupnosti znacime R*.

Podobné jako u funkci (viz Definice 3.8 a 3.9), mame nékolik typa posloupnosti
podle vlastnosti jejich sousednich ¢lent®. V nasem pojeti jsou posloupnosti spe-
cialnim pripadem funkci a tak se nasledujici definice mtize zdat redundantni. Pro
uplnost ji zde ale uvadime. Rozmyslete si, Ze neni v rozporu s Definicemi 3.8 a 3.9 (tj.
ze kazda ostre rostouci posloupnost je i ostfe rostouci jakozto funkce atd.).

Definice 4.2 (Typy monotonie posloupnosti): Posloupnost (a,, )2 ; je rostouci (resp.
klesajici) pokud a,, < a,, 11 (resp. a, > a, 1) pro kazdé n € N. Posloupnost (a,)5%,
je ostre rostouci (resp. ostie klesajici) pokud a,, < a1 (resp. a,, > a,1) pro
kazdé n € N. Posloupnost (a,)° | nazyvame monotonni jestlize je rostouci nebo

ZPozor, u funkei o ,sousednich” ¢lenech ¢asto nemé smysl mluvit.

69



4. POSLOUPNOSTI VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI

klesajici. Posloupnost (a,,)? ; nazyvame ryze monotonni jestlize je ostfe rostouci
nebo ostre klesajici.

Ruazni autofi pouzivaji dale termin ,neklesajici“ misto naseho ,rostouci® (a po-
dobné ,nerostouci” v pfipadé ,klesajici®). V tomto textu a v pfedmétech BI-MA1
i BI-MA2 se budeme durazné drZzet nazvoslovi zavedeného v Definici 4.2.

Varovani 4.1: Vsimnéte si, ze rizné typy monotonie v pfedchozi definici zavadime
cisté jako vlastnosti celé posloupnosti.

Dale se nam pfi diskuzi o posloupnostech mtize hodit pojem konstantni po-
sloupnosti. Patrné je jasné co si pod nim predstavit, ale pro uplnost si ho formalné
zavedeme.

Definice 4.3 (Konstantni posloupnost): Posloupnost (a, )32 ; nazyvame konstantni,
praveé kdyz existuje konstanta ¢ € R splnujici a,, = ¢ pro kazdé n € N.

Priklad 4.2: Posloupnost ( sin(5))zoz1 je konstantni, kazdy jeji ¢len je roven ¢islu
sin(5). Naproti tomu posloupnost (1)32 ; neni konstantni, jeji prvni ¢len je roven
¢islu 1 a druhy ¢islu 2, tfeti ¢len je roven ¢islu 3, atd.

Priklad 4.3: Rozmysleme si nasledujici jednoduché tvrzeni: posloupnost je kon-
stantni, pravé kdyz je soucasné rostouci i klesajici.

Reseni. Tvrzeni ma formu ekvivalence. K jeho dikazu proto dok4Zeme obé implikace.

Duikaz =: Predpokladejme, Ze mame konstantni posloupnost a,, = ¢, n € N,
kde c je realna konstanta. Potom jisté plati a,,1 = ¢ > ¢ = a, pro kazdé n € N.
Posloupnost (a,)5°; je proto dle Definice 4.2 rostouci. Stejny argument ukazuje, ze
se jedna i o klesajici posloupnost.

Duikaz <: Naopak nyni predpokladejme, Ze mame posloupnost (a,, )22 ,, ktera je
rostouci i klesajici zaroven. Dle Definice 4.2 tedy plati nerovnosti a,, > a, 1 > a,
pro kazdé n € N. To je mozné pouze v pripadé, ze plati a,, = a, 1 pro kazdé n € N.
Jinak feceno, a,, = a; pro kazdé n € N a posloupnost (a,,)>2, je tedy konstantni.
Cislo a; hraji roli konstanty ¢ v definici konstantni posloupnosti.

Otazka 4.4: Rozmyslete si, které posloupnosti uvedené na Obrazku 4.2 jsou rostouci,
klesajici, ostfe rostouci, ostte klesajici, ¢i monotonni.

Pokud mame pomoci definice rozhodnout jakého (a jestli viibec) typu zadana
posloupnost je, musime ovérit/vyvratit podminky uvedené v Definici 4.2. To samo
o sobé miize byt komplikovana tloha zavisejici na zadané posloupnosti. Ukazme si
to na jednoduchych prikladech.
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a, = 2
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‘12345678971
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.
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Obrazek 4.2: Tti posloupnosti uvedené v Otazce 4.4.

Priklad 4.4: UvaZme posloupnost a,, = (n + 1)?> — n%, n € N. Rozhodnéte o pfi-
padném typu jeji monotonie.

Reseni. Nejprve je vhodné vyraz lehce upravit,
an=n*+2n+1—-n>=2n+1, neN.
Tato posloupnost je ostfe rostouci, protoze
any1 =2n+1)+1=2n+14+2>2n+1=a,, neN,

a tedy neni klesajici, ale je i rostouci.

Priklad 4.5: Uvazme nasledujici posloupnost: pro zadané n € N necht b,, oznacuje
nejveétsi faktor v prvociselném rozkladu ¢isla n > 2, resp. 1 pro n = 1. Rozhodnéte
o piipadném typu jeji monotonie.

Reseni. Rozmysleme si nejprve definici posloupnosti (b,,)°° ; prozkouméanim prvnich
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nékolika ¢lent:

l=1=b =1,
2=2= by =2,
3=3=b; =3,

4=2.2=b,=2.

Vidime, Ze by < by, ale b3 > b4. Proto nemuze platit ani jedna z podminek v Defini-
ci 4.2. Uvedena posloupnost proto neni (ostfe) rostouci ani (ostre) klesajici.

2

Priklad 4.6: UvaZzme posloupnost ¢,, = n* — n, n € N. Rozhodnéte o pripadném

typu jeji monotonie.
Reseni. Prvnich nékolik ¢lentt ma hodnotu

C1 = O, Cy = 2, C3 = 6, Cyp = 12.

»Zda se“, ze posloupnost bude ostie rostouci. To ale nemuzZeme tvrdit na zakladé
porovnani jejich prvnich ¢tyf clent! Srovnejte to se situaci v pfedchozim priklade,
i u ani vyv i. i azat, musi VEri
kde jsme rust/klesani raceli. Nyni ho chceme prokazat, musime proto ovérit
latnost nerovnosti a,, < a,+1 pro vSechna n € N. Tato nerovnost je v naSem
+
konkrétnim pripadé ekvivalentni nerovnosti

n—-n<n+1)?-(m+1), neN
Po jednoduchych ekvivalentnich apravach ziskavame nerovnost
0<2n, neN,

ktera je o¢ividné pravdiva (dvojnasobek libovolného ptirozeného ¢isla je jisté kladny).
Posloupnost (¢,,)7° ; je proto ostfe rostouci.

Priklad 4.7: UvaZme posloupnost s ¢leny b, = n? — 8n, n € N. Rozhodnéte
o pfipadném typu jeji monotonie.

Reseni. Pokud se nyni podivame na nékolik prvnich par ¢lent, pak dostaneme

b1 == —7, bQ == —12, bg = —15

Pouze z téchto prvnich ¢lenti by se mohlo zdat, Ze jde o ostie klesajici posloupnost.
Pro kazdé pfirozené n je ale nerovnost

bn > bn+1
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ekvivalentni nerovnosti

<t
27

ktera jisté neplati pro vSechna n. Konkrétné plati pro n = 1,2, 3, ktera jsme shodou
okolnosti pouzili vyse. Pro zbyvajici pfirozena n uz plati opacna ostra nerovnost.

Tato posloupnost proto neni monotonni. Ano, toto pozorovani se da odtusit ze
samotného zadani a pak ho prokazat spoctenim tii vhodnych ¢leni.

Otazka 4.5: Méjme rostouci posloupnosti (a,)5%; a (b,)5° ;. Ktera z nasledujicich
posloupnosti je nutné rostouci?

a. (an +3bn)52,

b. (1000a, — b,)5>,

c. (an-bp)e

bn) —

Protoze kazda posloupnost je soucasné i funkce, mame i pro posloupnosti koncept
~omezenosti®, viz Definici 3.6. Pro Gplnost tento pojem explicitné zavadime i pro
posloupnosti.

Definice 4.4 (Omezena posloupnost / bounded sequence): Posloupnost (a,)5° ; na-
zyvame omezenou, praveé kdyz existuje konstanta K > 0 takova, Ze pro vSechna
n € N plati nerovnost |a,| < K. Posloupnost, kterd neni omezena, nazyvame
neomezenou.

Otazka 4.6: Ktera z posloupnosti na Obrazku 4.2 je omezena a ktera je neomezena?

4.3 Vyznamné posloupnosti

Ctenafi i ¢tenafce jsou jisté dobfe znamy nasledujici dva specialni pfiklady velmi
jednoduchych posloupnosti.

Priklad 4.8 (Aritmeticka posloupnost): Aritmeticka posloupnost je definovana
rekurentnim vztahem a,,+1 = a, + d, kde parametr d € R se nazyva diference.
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Aby tento rekurentni vztah jednoznacéné zadaval posloupnost je nutné zafixovat
prvni ¢len a;. Je-li dan prvni ¢len a; pak o¢ividné® plati

anb=a1+n—-1)d, n=1,23,...

Aritmeticka posloupnost je ostfe rostouci pokud d > 0, ostfe klesajici pokud d < 0
a konstantni pokud d = 0. Pro vSechny hodnoty uvazovanych parametr je proto
monotonni.

Pro soucet jejich prvnich k € N ¢lent plati

k
Z@n: al—gak'

n=1

Tento vztah se pamatuje snadno, jde totiz o prumér hodnoty prvniho a k-tého clenu
této posloupnosti vynasobeny poctem clent.

Priklad 4.9 (Geometricka posloupnost): Geometricka posloupnost je dana reku-
rentnim vztahem
Api1 =0n-q, n=123,...

kde parametr ¢ € R se nazyva kvocient. Je-li din prvni ¢len a4, pak je a,, = a;-¢" !
Snadno nahlédneme, Ze geometricka posloupnost je

« ostfe rostouci pokud a; > 0,¢ > 1 neboa; <0,0<g<1la
« ostre klesajici pokud a; > 0,0 < ¢ < 1 neboa; < 0,q > 1.
« V ptipadé kdy a; # 0 a ¢ < 0 ale neni ani monoténni.
V ,extrémnich® ptipadech pak
« konstantni, tedy rostouci i klesajici soucasné, pokud a; = Onebog=1a

« klesajici (resp. rostouci) pokud a; > 0 (resp. a; < 0) a ¢ = 0, v obou pfipadech
ne ostre.

31ze snadno dokéazat pomoci matematické indukce.
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Pfipomenme ¢tenaftim znamy vzorec pro soucet jejich prvnich k£ € N ¢lent,

k 1—
Zan:al g
n=1

k

1.
T q#

V pripadé ¢ = 1 plati
k

Z a, = k- ajy.
n=1
Déle existuje cela fada posloupnosti, o kterych ¢tenéfi jiz pravdépodobné slyseli.
Za vsechny uvedme alespon dveé.
Priklad 4.10 (Fibonacciho posloupnost): Fibonacciho® posloupnost je zadana
rekurentné pomoci hodnoty prvnich dvou ¢lentt F; = 0, F5 = 1 a rekurentniho

vztahu
Fn:Fn—1+Fn—27 nGNanZi’:.

Tj. nékolik dalsich ¢lent je rovno F3 = 1, Fy = 2, F5 = 3, Fy = 5, atd. I pro ¢leny
této posloupnosti existuje explicitni pfedpis, jehoz odvozeni 1ze nalézt ve studijnim
textu k BI-LA1. Plati

A ()7 (597 e

Dalsi detailni informace o této posloupnosti Ize nalézt tfeba v On-line databazi
celociselnych posloupnosti (OEIS) pod ¢islem A000045.

Priklad 4.11 (Collatzova posloupnost): Collatzova’ posloupnost je opét rekurent-
ni posloupnost, ktera je zadana hodnotou prvniho ¢lenu a; a rekurentnim vztahem

. et a,_1 je sudé,
n . . ’
3a,-1+1, a,_1jeliché.

Pro a; = 5 napriklad plati: a; = 16, a3 = 8, a4 = 4, a5 = 2 a ag = 1. Toto
chovani je pro tuto posloupnost notorické, zkuste si jinou poc¢ate¢ni hodnotu a po

“Leonardo Bonacci (cca 1170 — 1250) byl italsky matematik, ktery se vyznamné zasadil o rozsifeni
hindsko-arabského pozi¢niho zapisu ¢isel v Evropé.
Lothar Collatz (1910 — 1990) byl némecky matematik.
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chvilce iterovani byste se méli dostat k hodnoté 1. Pfesné toto tvrzeni je obsahem
tzv. Collatzovy hypotézy (1937, zvédavy ctenar ¢i ctenarka se mize dozvédét vice
zékladnich informaci zde). Je ovéfena pro obrovské mnozstvi (ale porad jen konecny
pocet) pocate¢nich hodnot, ale pfes svou jednoduchost dlouha desetileti odolava
snaze ji dokazat.

4.4 Hromadny bod posloupnosti

I pro posloupnosti ma smysl zavést pojem hromadného bodu. Od hromadného bo-
du mnoZiny se ale drobné lisi. Tento pojem jistym zptsobem vystihuje dlouhodobé
chovani ¢lenti posloupnosti a jak brzy uvidime, Gzce souvisi s pojmem limity po-
sloupnosti.

Definice 4.5 (Hromadny bod posloupnosti / cluster point of a sequence): Bod o € R
nazyvame hromadnym bodem posloupnosti (a,)5° ,, pravé kdyz v kazdém okoli

bodu « lezi nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti (a,)> ;.

Priklad 4.12: Rozmysleme si nasledujici jednoduché pripady:

« Konstantni posloupnost (¢)°; ma pravé jeden hromadny bod ¢: v kazdém
okoli U, lezi dokonce vSechny c¢leny této posloupnosti, téch je nekonecno
mnoho, jeden pro kazdé n € N.

« Posloupnost ((—1)")%°; ma pravé dva hromadné body a to —1 a 1.

« Posloupnost (sin(n))$° ; ma nekone¢né mnoho hromadnych boda, které do-
hromady tvofi® mnozinu (—1,1).

Je potfeba dusledné rozlisovat dva zavedené pojmy hromadny bod posloup-
nosti a hromadny bod mnoziny. Tento rozdil 1ze pékné ilustrovat na konkrétnich
posloupnostech z predchoziho prikladu.

« Posloupnost (¢)>2; ma pravé jeden hromadny bod ¢. Mnozina {c¢} nema hro-
madny bod.

« Posloupnost ((—1)")2%; ma pravé dva hromadné body 1 a —1. Mnozina

{—1,1} nem4 ani jeden hromadny bod.

Diikaz tohoto tvrzeni je nad rAmec BI-MA1, uvadime ho pro zajimavost.
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Naopak ale posloupnost (1/1)°; i mnozina {1/n | n € N} maji pravé jeden

hromadny bod 0. Tato pozorovani jen opét ukazuji, Ze posloupnost je daleko vice,
nez jen mnozina jejich ¢lent.

V pristi kapitole si ukdzeme, jak hromadné body posloupnosti charakterizovat
pomoci limit jejich podposloupnosti, viz Vétu 5.6.

4.5 Vybrané posloupnosti

Chovani posloupnosti Ize dale zkoumat pomoci tzv. vybranych posloupnosti, ¢i podpo-
sloupnosti. Jde o jeden ze zpusobi, jak z dané posloupnosti vytvorit novou posloup-
nost. Pfesna definice je nasledujici.

Definice 4.6 (Vybrana posloupnost / subsequence): Necht (a,,)>°; je libovolna po-
sloupnost a (k)22 , je ostie rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak posloupnost
(ax, )2, nazyvame posloupnosti vybranou z posloupnosti (a,)3 ;. Posloupnost
(ax, )52, nazyvame také podposloupnosti posloupnosti (a,,)> ;.

Poznamka 4.2: Ve vyrazu ,a;, “ v pfedchozi definici se vyskytuje dvojity dolni
index. V podstaté jde o zapis sloZzeného zobrazeni, tj. ve funkéni notaci bychom psali
a(k(n)) misto ay, . Pfesné feCeno se jedna o k, -ty ¢len posloupnosti (a,, )2 ;. Pomoci
n nejprve urcime k,, a potom ay,, . Je-li naptiklad a,, = 2n,n € Nak, =3n,n € N,
pak plati a;,, = 6n pro kazdé n € N.

Rozhodnout o tom, zda-li je jista posloupnost (b,,)> ; vybrana z posloupnosti

(a,)5°,, znamena nalézt ostfe rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel (k)52 tak,

aby rovnost b,, = ay,, platila pro kazdé n € N.
Piiklad 4.13: Posloupnost (1)22, je vybrana z ((—1)")

Reseni. Skute¢né, sta¢i vzit sudé ¢leny, tedy k,, = 2npron =1,2,...

o0

n=1"

[eS)
n=1"

Priklad 4.14: Posloupnost (1)°°; neni vybrana z posloupnosti (n)
Reseni. 1 ptesto, e se ¢len s hodnotou 1 v posloupnosti (n)°%, vyskytuje, nelze
z posloupnosti (n)22; vybrat podposloupnost (1)22 ;. Museli bychom totiz volit
k, = 1 a to neni ostfe rostouci posloupnost (vybirali bychom stale stejny clen).

Na prvni setkani maZe byt predesla Definice 4.6 pro studenty nejasna. Cleny
posloupnosti (k)2 ; pouze udavaji indexy ¢lend vybiranych z (a,,)2 ;. Pozadavek
aby (k,)>2, byla ostfe rostouci znamen4, ze pii vybéru ¢lent se nesmim vracet
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n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

i @ e w @@ @ w @ o

kp: 2 5 6 9

ag,. -

(05} as Qg Qg

Obrazek 4.3: Vybirani podposloupnosti z posloupnosti (a,,)22 ;.

k pfedchozim ¢lentim ani nemohu vybrat stejny ¢len dvakrat. Pro nazornost uvadime
Obrazek 4.3.

Priklad 4.15: Uvazme posloupnost a,, = (—1)"n,n = 1,2,3,. ... Prvnich par ¢lent

tedy je —1,2,—3,4,... Posloupnost (2n)>°; je vybrana z (a,)5° . Posloupnost

(2)%°_; neni vybrana z (a,)52 .

Reseni. Ano, staci volit ostie rostouci k,, = 2n a pak aj, = 2n pro kazdé n € N.
Sice plati, ze kdyz polozime k,, = 2, pak a;, = 2 pro kazdé n € N, ale (k,)>°,;

neni ostfe rostouci (je konstantni s hodnotou 2).

Otazka 4.7: Lze z posloupnosti ((—1)")52 , vybrat libovolnou posloupnost s ¢leny
nabyvajicimi hodnot pouze 1 a —1?

4.6 Asymptotické horni meze 0o a O

Jedinym hromadnym bodem defini¢niho oboru posloupnosti, ktery maji vsechny
stejny, je +00 a proto chovani posloupnosti pomoci asymptotickych hornich mezi O
a 0 miZeme porovnavat pouze pro n — +oc. Tuto specifikaci bodu proto muzeme
bez hrozby zmateni u posloupnosti vynechéavat (tj. naptiklad ,a,, = O(b,)“ znamena
»an = O(by,) pron — 400%).

Uvazime-li tvar okoli +00 a defini¢ni obor posloupnosti, pak v piipadé posloup-
nosti (a,)> ; a (b,)22; mizeme pozadavek v Definicich 3.12 a 3.13 pfeformulovat
nasledovné

de

a, =0, & (3c>0)3BNeN)(VneN)(n>N = |a,| < clb]),

de

a, = o(by) & (Ve>0)(AN € N)(Vn e N)(n > N = |a,| < c|by]).

—h

h
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Pokud jsou ¢leny b,, posloupnosti zminéné vyse nenulové (na okoli 400 prinik
N), mtaze byt vyhodné na uvedené nerovnosti nahlizet jako na )‘Z—"‘ < ¢ (pripadné

s neostrou nerovnosti). Odtud je ihned vidét, Ze posloupnost (a, )5 ; je omezena,

pravé kdyz a,, = O(1).

4.7 Asymptotické vztahy w, () a ©

V Podkapitole 4.6 jsme se seznamili s hornimi asymptotickymi mezemi o a O. Vztah
a, = O(n) splni jak posloupnosti s ¢leny a,, = n, tak i a,, = \/n nebo dokonce a,, =
0. Pti porovnavani chovani posloupnosti bychom pfirozené chtéli mit moznost byt
presnéjsi! Pro jednoduchost se v této podkapitole uz omezime pouze na posloupnosti,
i kdyZz bychom mohli pfislusné definice snadno modifikovat i pro funkce.

Dolni asymptoticka mez (2

Pomoci O porovnavame chovani jedné posloupnosti ,,zeshora® pomoci druhé po-
sloupnosti. Pfirozené bychom chtéli i spodni odhad rastu ¢i poklesu. K tomu presné
slouzi vztah €2 zavedeny v nasledujici definici.

oo

Definice 4.7 (Asymptoticka dolni mez €2): Mé&jme dvé posloupnosti (a,, )52, a (b,)32 ;.
Rekneme, ze posloupnost (a,,)°, je asymptoticky zdola omezena posloup-
nosti (b,)2 ;, symbolicky ,a, = Q(b,) pro n — oo, pravé kdyz existuje kladna

konstanta ¢ € R a pfirozené N € N tak, Ze pro vSechna n > N plati
|an| = ¢+ [by].

Symbol (2 je fecké velké pismenko omega. Podobné jako u O v ptipadé po-
sloupnosti upfesnéni ,n — oo vynechavame. Nikde jinde nez v +oo posloupnosti
asymptoticky porovnavat nelze (podobné tomu bude i v piipadé w a ©). Z Definice 4.7
ihned plynou nasledujici pozorovani.

Tvrzeni 4.1 (Zakladni vlastnosti €2): Méjme dvé posloupnosti (a,)5; a (b,)5%;.
Potom plati nasledujici tvrzeni.

e ap = Q(by), pravé kdyz b, = O(ay,).
o ap, = Qay).
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« Vztah () je tranzitivni.

Diikaz. Postupné si promysleme ditkaz jednotlivych tvrzeni vyuzivajici pfimocare
Definice 4.7 a 3.12 (resp. jeji formulaci pro posloupnosti).

« Vztah a,, = Q(b,) plati pravé tehdy, kdyz existuje kladna konstanta ¢ > 0
a prirozené N € N tak, ze kdykolivn > N pak

lan| > ¢|by|.

Diky kladnosti konstanty c je tato nerovnost ovsem ekvivalentni nerovnosti
1
|bn| < =anl,
c

kde d = 1 je kladné konstanta. Tudiz plati b, = O(a,). Opa¢nou implikaci
dokazeme naprosto analogicky.

« Zcela jisté plati |a,| < 1 |a,| pro kazdé n € N.
« Tento fakt jsme jiz dokazali v Tvrzeni 3.2. [

Az budeme vybaveni pojmem limity, tak se k tomuto tématu jesté jednou vratime
v Podkapitole 5.8. Pojdme se nyni zamyslet nad nékolika jednoduchymi priklady.
Dle prvniho bodu Tvrzeni 4.1 ale vlastné nejde o skute¢né novou latku.

Piiklad 4.16: Plati n = Q(y/n).
Reseni. Skute¢né, pro ¢ = 1 a kazdé piirozené n platin = /n-/n > 1-/n.
Piiklad 4.17: Plati § — 100 = Q(n).
Reseni. Toto tvrzeni se miize zdat neintuitivni, vzdyt pro kazdé ptirozené n pieci
plati  —100 < n a2 ma byt spodni mez. Je potfeba si ale uvédomit, Ze (2 je ,necitliva
vudi konstantam®.

Ovéfme defini¢ni podminku vztahu (). Nejprve se na nasi cesté ke spodnimu

odhadu, ktery vyzaduje definice €2, zbavme absolutni hodnoty. Pro kazdé ptirozené
n vétsi nez 200 jisté plati

n n
——100‘:——100.
‘2 2

>0
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Nyni nam na pravé strané vadi konstanta —100, které se ale zbavime nasledujicim
odhadem, platnym pro vSechna n vétsi nez 400:

n n o n n

A -4 > =

5 100 4—1-4 100_4
>0

Proto je dokazované tvrzeni pravdivé, v Definici 4.7 staci volit ¢ = 411 a N = 400.

Dolni striktni asymptoticka mez w

~Spodnim® analogem ,Horniho® o je vztah w zavedeny v nasledujici definici.

Definice 4.8 (Striktné mensi dolni mez w): Méjme dvé posloupnosti (a,)5% ; a (b,,)5 ;.

Rekneme, 7e posloupnost (a,,)°°, je asymptoticky zdola striktné omezena po-
sloupnosti (b,,)2 ;, symbolicky ,a, = w(b,) pro n — oo, pravé kdyz pro kazdé

n=1-

kladné c € R existuje N € N tak, ze pro vSechna n > N plati
|an| > ¢ |byl.

Symbol w je malé fecké pismenko omega. Opét pfimo z Definice 4.8 ihned plynou
nasledujici pozorovani. Opét se ukazuje, Ze w lze ekvivalentné vyjadrit pomoci o.

(e 9]

Tvrzeni 4.2 (Zakladni vlastnosti w): Mé&me dvé posloupnosti (a,)32; a (b,)5%,.

Poté plati nasledujici tvrzeni.
e ap, = w(by), pravé kdyz b, = o(ay,).
« Pokud a,, = w(b,), pak a,, = Q(by,).
+ w je tranzitivni.

Diikaz. Dikaz prvniho a tfetiho bodu se provede naprosto analogicky dukazu Tvrze-
ni 4.1. Implikaci v druhém bodé si staci rozmyslet porovnanim Definic 4.8 a 4.7. [

Pojdme se zamyslet nad nékolika priklady, ve kterych v tento okamzik uz budeme
pracovat hned s nékolika vztahy.

Priklad 4.18: Pomoci vztaht o, O, w a {2 porovnejte posloupnosti
a,=n, b,=+n, c,=2n, néeN,

kdykoliv to lze.
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Reseni. Bavime se zde o tiech ostfe rostoucich posloupnostech, proto ma smysl je
usporadat podle miry jejich rastu.
~Nejpomalejsi® z nich, (b,)2,, je o(n), O(n), o(2n), O(2n). Platnosti téchto
tvrzeni jsme se zabyvali dfive v textu a ted je podrobnéji uz rozebirat nebudeme.
Déle pro posloupnost (a,,)2 ; plati

n:w(\/ﬁ), n:Q(\/ﬁ), n=0(2n). (4.1)

Uz ale neplati n = o(2n). Podivejme se podrobnéji na platnost prvniho vztahu
z rovnice (4.1). Pro libovolné ¢ > 0 zkoumame platnost nerovnosti

n = |n| > c|v/n| = cv/n,

ktera je ekvivalentni nerovnici
\/ﬁ > C,

a ta plati pro vSechna ptirozen n vétsi nez c?. Podminka v Definici 4.8 je tak splnéna.
Kone¢né pro posloupnost (¢, )92 ; plati

2n =Q(n), 2n= w(\/ﬁ), 2n = Q(\/ﬁ)

Opét ovéem neplati vztah 2n = w(n).
Alternativné bychom mohli v argumentaci vyuzit ekvivalenci v Tvrzenich 4.1
a4z

Asymptoticka tésna mez O

Vztah © kombinuje dolni i horni odhad pomoci O a (2. Jde o ,oboustranny“ odhad.
Presna definice je nasledujici.

Definice 4.9 (Asymptotické tésnd mez ©): Méjme dvé posloupnosti (a,)22 ; a (b,)5 ;.
Rekneme, Ze posloupnost (a,,)°, je téhoz fadu jako posloupnost (b,,)° , sym-
bolicky ,a,, = ©(b,,) pro n — 0o, pravé kdyz existuji kladné konstanty c¢1,co € R

a N € N tak, ze pro vSechna n > N plati
Cl‘bnl S ’an’ S CZIbn"

Symbol O je velké fecké pismenko theta. Z definice ihned plynou nasledujici
pozorovani:
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Tvrzeni 4.3 (Zakladni vlastnosti ©): Méjme dvé posloupnosti (a,)5°; a (b,)5% .
Potom plati nasledujici tvrzeni.

. a, = O(b,), pravé kdyz b, = O(a,).

« Vztah © kombinuje O a (2 v nasledujicim smyslu: a,, = O(b,,), pravé kdyz
a, = Qb,) aa, = O(by,).

« O je tranzitivni.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne pfimo z Definice 4.9. Pfi rozmysleni druhého bodu je
vhodné vzit do uvahy i Tvrzeni 4.1. Tranzitivitu lze opét dokazat pfimo z definice,
nebo vyuzit jiz dokazaného a tranzitivitu (2 a O. [l

Poznamka 4.3: Z predchoziho tvrzeni dale plyne, Ze vztah O je relaci ekvivalence.

Priklad 4.19: Napriklad plati (rozmyslete!):

« n+sin(n) = O(n),

« n+sin(n) = O(n + 10),
- n+sin(n) = O(n — 10),
- n+ sin(n) = ©(10n).

Uz ale tfeba neni pravda, ze

« n+sin(n) = O(n?).

Poznamky

Vidime, Ze nové zavedené vztahy w, {2 a © jsou v podstaté odvozené od o a O, kterym
jsme vénovali vice Casu. Mize pomoci se na porovnavani posloupnosti pomoci w, €2,
0O, O a o divat jako na jistou analogii porovnavani ¢isel, viz Tabulku 4.2.

Tento zpusob porovnavani chovani funkei byva casto pfipisovan Edmundu Lan-
dauovi (némecky matematik, 1877 — 1938). Diky své obecnosti nachazi vyuziti v ma-
tematice, fyzice, informatice, ...

Na zavér této kapitoly uvedme nékolik notacnich poznamek, které jsou platné
i pro dalsi asymptotické symboly a i funkce.
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asymptoticky symbol nerovnostni symbol

W

Q
)
@)
0

ANIN IV V

Tabulka 4.2: Na asymptotické symboly pro porovnani chovani posloupnosti lze
nahlizet jako na jistou analogii nerovnostnich symbolt pro porovnavani realnych
cisel.

« Nékdy narazite na zapis tvaru ,O(a,) = O(b,)“. Tim ma autor na mysli, Ze
kazda posloupnost (¢, )22 spliwjici ¢, = O(a,,), splivje i ¢, = O(b,,).

« Naptiklad plati O(n) = O(n?), nebo o(n) = O(n). Tento zplisob zapisu mize

byt potencialné matouci, nejde zde o skutec¢nou rovnost, vzdy je potieba ho
interpretovat zleva-doprava, jako inkluzi: kazda funkce pattici do O(n) patti

ido O(n?).
« Obcas se muzete setkat i se zapisem tvaru ,a, = O<n0(b")>“. Tim se mys-

li, Ze ona posloupnost (a,):2; spliuje a,, = O(n), kde (¢,)$%, je néjaka
posloupnost spliujici ¢, = O(b,,).
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5 Limity funkci a posloupnosti

V této kapitole se sezndmime s veledilezitym pojmem ,limity®, ktery bude zasadni
pro spoustu pozdéjsich témat nejen v tomto semestru. Béhem tohoto a pristiho
semestru se postupné setkame naptiklad s

derivaci funkce,

« Ciselnymi fadami,
+ Riemannovym integralem funkce,
« nékolika iterativnimi numerickymi metodami.

Vsechny tyto pojmy a témata koncept ,limity“ zdsadnim zptisobem pouzivaji. Dobré
osvojeni si latky této kapitoly je proto pomérné zasadni pro studium dalsich partii
nejen piedméta BI-MA1 a BI-MA2. Vedle téchto obecnych pojmu koncept ,limity”
vyuzijeme naptiklad i pfi zkoumani asymptotickych mezi posloupnosti.

V této kapitole se budeme zabyvat

+ definici samotné limity posloupnosti a funkci,
+ jednoduchymi ilustra¢nimi priklady limit a
« zcela zakladnimi vlastnostmi limit.

K sofistikovanéjsim vypocetnim nastrojim limit se dostaneme v pristi kapitole
(Kapitola 6). Pojdme se nejprve zabyvat nejjednodussi formou ,limity®, kterou je
limita posloupnosti.
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5.1 Limita ¢iselné posloupnosti

V této podkapitole zavedeme pojem limity posloupnosti. Hlavni myslenkou je vyjad-
feni intuitivniho pozadavku, aby se ,¢leny posloupnosti a,, blizily libovolné blizko
k jistému ¢islu o.“ Pro¢ by nas takovato otazka méla zajimat? V praxi je ¢asto potieba
zjistit, jestli proces, ktery ¢leny dané posloupnosti popisuji, nékam spéje (napt. jestli
posloupnost jistych aproximaci konverguje k hledanému feseni jistého problémuy).

Poznamenejme, Ze limita neni jedinym nastrojem pro zkoumani chovani ¢lena
posloupnosti pro velké indexy n. Jiz dfive jsme se setkali s asymptotickymi mezemi
o a O a hromadnymi body posloupnosti.

Pristupme nyni bez dalsich okolkd k definici limity ¢iselné posloupnosti.

Definice 5.1 (Limita posloupnosti / limit of a sequence): Realna posloupnost (a,,)>

ma limitu o € R, pravé kdyz pro kazdé okoli U, bodu « Ize nalézt N € N takové,
ze pro vSechna n € N vétsi nebo rovno nez N plati a,, € U,. V symbolech

(VU.)(3N eN)(VneN)(n > N = a, € U,). (5.1)
Tuto skutecnost mizeme zapsat nékolika moznymi ekvivalentnimi zpasoby:

lim @, = a nebo lima, =« nebo a, — .
n—oo
Slovné mtizeme Definici 5.1 pfeformulovat i takto: o € R je limitou posloupnosti
(an)5e, pravé kdyz v kazdém okoli U, bodu « lezi vSechny ¢leny posloupnosti
s dostate¢né velkym indexem, tj. vSechny az na konecny pocet vyjimek. Na druhou
stranu, k tomu aby lima, = « ale nestaci, aby v kazdém okoli bodu « lezelo

nekonec¢né mnoho ¢lent posloupnosti. Uvazte naptiklad posloupnost

. Jé
0, = {n, n je sudé, (5.2)

%, n je liché.
V kazdém okoli bodu 0 lezi nekone¢né mnoho jejich ¢leni, ale tato posloupnost
nemuze mit 0 jako limitu, protoze mimo toto okoli lezi taktéz nekone¢né mnoho jejich
¢lent. Podobné tomu je s piipadem +o0. Prvnich nékolik ¢lent této posloupnosti je
znazornéno na Obrazku 5.1. Na druhou stranu ale plati, Ze 0 i +00 jsou hromadnymi
body této posloupnosti (rozmyslete!).

Zanedlouho uvidime (Véta 5.2), Ze kazda posloupnost ma maximalné jednu limitu
a proto znaceni zavedené na konci Definice 5.1 je korektni.
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an

Obrazek 5.1: Grafické znazornéni posloupnosti definované v rovnici (5.2).

Poznamka 5.1: Pokud bychom v definici limity zaménili ,N € N za ,N € R" pak
se jeji smysl nezméni. Vyznam zlstane také zachovan pfipustime-li ,n > N misto
»,n > N® Index N totiz vyjadfuje pouze to, Ze inkluze a,, € U, plati pro vSechna
dostatecné velka n.

Jinak feceno, nerovnostin > 4, n > 3an > 3.75 pro pfirozena n popisuji stejné
mnoziny prirozenych cisel.

Pokud uvazujeme o € R, muzeme definici pfeformulovat bez pouziti pojmu
okoli. Kazdé okoli U, je v tomto ptipadé tvaru (o — &, a + ) pro néjaké kladné .
Dale inkluze a,, € U, plati, pravé kdyz |a,, — a| < . Dostavame tedy ekvivalentni
formulaci definice,

lma,=a€eR &
n—oo
& (VeeR, e>0)3NeN)(VneN)(n>N = |a, —a] <e¢).

Podobnou tivahou pro pfipad a@ = 400 obdrzime nasledujici tvrzeni

lim a, = 00 < (VCGR)(HNEN)(VTLEN)(TLZN:>an>c>.

n—oo

87



5. LIMITY FUNKCI A POSLOUPNOST{ LiMITA CISELNE POSLOUPNOSTI

Okoli bodu +00 totiz jsou intervaly tvaru (¢, +00). Rozmyslete si podminku pro
o= —00.

Nyni si pochopeni vyznamu Definice 5.1 ozkousime na nékolika jednoduchych
prikladech. Poté tento pojem zobecnime i na funkce a budeme zkoumat obecné
vlastnosti limit posloupnosti i funkei.

Pouziti definice na jednoduchych prikladech

Pfi pocitani limit vétsinou (pfimo) nepouzivame Definici 5.1, ale vypocet zakladame
na znalosti jednoduchych (¢i elementarnich) limit. Limity téchto posloupnosti sa-
moziejmé musime korektné odvodit. V této podkapitole si proto ukazeme pouziti
Definice 5.1 na jednoduchych prikladech a tim snad i vice osvétlime pojem samotny.

Priklad 5.1: Limita konstantni posloupnosti a, = o € R, n € N, je rovna a.

Reseni. Pii argumentaci postupujeme piesné podle Definice 5.1, stejné tomu bude
i v dalsich podobnych pfikladech. Bud € > 0 libovolné. Zvolime-li jakékoliv N € N,
tfeba N := 42, potom pro n > N trivialné plati

la, —a| =0 <e.

Piiklad 5.2: Limita posloupnosti a,, = n? je rovna +oo.

Reseni. Bud ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li pfirozené N > \/c, pak pro kazdé n > N
platin > N > \/catudiz a, = n? > c.
Pro ¢ < 0 je situace jednoducha. Pro ka7dé ptirozené n pak plati n? > c.

1
Priklad 5.3: Dokazte tvrzeni lim — = 0.

n—oo 1M

Reseni. Bud € > 0 libovolné. Pozadavek!

1

lan, — 0] =
n

1
=—<<¢
n

je ekvivalentni podmince n > % Staci tedy k danému ¢ volit libovolné N € N
spliiujici N > 1. Explicitné bychom mohli brat napiiklad N := [1] + 1, kde [z]
oznacuje horni celou ¢ast realného cisla z, tj. nejmensi celé ¢islo, které je vétsi nebo
rovno .

Wykti¢nikem oznacujeme nerovnost, kterou se budeme snazit dokazat, ktera neplyne napiiklad
z néjakého odhadu.
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1/n

?

5:79.

R T S TR G SR S, SN )
0‘12|_)3456789n

Obrazek 5.2: Grafické znazornéni posloupnosti a,, = 1/n a volby N pro jedno
konkrétni € v definici limity.

Potom pron > N plati % < % < &. Pro ilustraci viz Obrazek 5.2. VSimnéte si, Ze
¢im mensi okoli zvolime (¢im mensi je €) tim vétsi musime NV zvolit, aby vSechny
¢leny za nim padly do zadaného okoli.

Poznamka 5.2: Z predchozich tii ptikladt by mélo byt patrné, ze plati

+oo a >0,
lim n* = ¢ 1 a=0,
n—oo

0, a < 0.

Toto tvrzeni je pomérné snadné ovéfit® na zakladé definice stejné jako v predchozich
prikladech.

Otazka 5.1: Pomoci definice si rozmyslete (pro dana okoli 0, resp. 400 naleznéte
pfislusna N) nasledujici tvrzeni

e lim n°? = +oo,

n—oo
lim =0
i R

Otazka 5.2: Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni: limita kazdé ostfe rostouci
posloupnosti je +o0.

5.2 Limita funkce

U posloupnosti (a,,);2; jsme zkoumali, jak se chovaji jejich ¢leny pro velka n. Pokud
se jejich ¢leny ,blizily” k jistému a € R, pak jsme tuto hodnotu nazyvali limitou

ZProvedte!
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této posloupnosti. Vyznam slova ,blizit“ pfesné popisovala Definice 5.1, ktera fikala,
ze v ,kazdém® okoli bodu « lezi vsechny ¢leny posloupnosti (a,,)7° ; az na kone¢ny
pocet vyjimek.

Nyni u funkci se miZeme ptat, jak se zadana funkce f chové, kdyz se nezavisle
proménna x € Dy blizi k zadanému bodu a € R, pfipadné £oo (tj. pokud x roste
nad/pod vsechny meze). V nasledujici definici limity funkce si v§imnéte podobnosti
s definici limity posloupnosti (Definice 5.1).

Definice 5.2 (Limita funkce / limit of a function): Méjme funkci f: A — R, hro-
madny bod @ € R mnoziny A a bod b € R. Funkce f ma v bodé a limitu rovnou
b, pravé kdyz pro kazdé okoli U, bodu b existuje okoli U, bodu a takové, ze pokud
reU,NAax # a,pak f(z) € Up.

Formalné tento pozadavek vyjadiuje formule
(VUb) (EIUa) (Vx € (ANU,) ~ {a}) (f(x) € Ub).
Tuto skutec¢nost symbolicky zapisujeme nasledovné

lim f(x) = b, pfipadné limf =b.
r—a a
Ucinme nejprve nékolik dulezitych komentara k této definici. Pro piehlednost je
formalné oddélime jako samostatné Poznamky.

Poznamka 5.3: Je mozné, Ze z dfivéjsiho studia znate pojmy ,vlastni® a ,nevlastni”
limita ve ,vlastnim® / ,nevlastnim® bodé. V BI-MA1 tyto pojmy nepouzivame. Defi-
nice vsech téchto pojmu je obsazena v nasi Definici 5.2. Dale, dfive zavedeny pojem
limity posloupnosti (Definice 5.1) je pfirozené zahrnut v Definici 5.2. Defini¢ni obor
kazdé posloupnosti, tj. N, ma pouze jeden hromadny bod, konkrétné +oc.

Poznamka 5.4: Hromadnost bodu @ v Definici 5.2 zaru¢uje neprazdnost mnoziny
(ANU,) ~ {a} pro libovolné okoli bodu a. Viz definici hromadného bodu mnoziny
(Definice 2.9).
Poznamka 5.5: V piipadé, kdy a (bod, kde se limita pocita) i b (hodnota limity) jsou
prvky R je podminka

lim f(x) =0 (5.3)

r—a

ekvivalentni pozadavku, aby bod a byl hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce

fa
(Ve >0)(36>0) (Vo€ Df) (0< |z —a| <& = |f(z)—b] <e).
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Analogické formule lze zformulovat pro riizné kombinace piipadti a,b € R.
Pokud bychom napfiklad méli situaci @ € R a b = 400, pak by podminka (5.3)
byla ekvivalentni pozadavku hromadnosti a ve vztahu k definicnimu oboru f a dale

(Ve eR) (30 >0) (Ve € D) (0 < |z —al <d = f(z)>c).

V ptipadé a = —oo a b = 400 by pak podminka v definici limity $la vyjadrit ve
tvaru

(Ve eR)(3d e R)(Vz € Dy)(z <d = f(z) > c).

Poznamka 5.6 (Vztah limity funkce v bodé a a funkéni hodnoty v a): Hodnota
limity funkce f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu a mimo
bod a. Vysvétleme tento fakt pomoci nasledujicich pozorovani:

« Limita funkce f v bodé a mize byt rizna od funkéni hodnoty f(a), existuje-li.
Ptikladem budiZ funkce f(z) := sgn z? definovana na celém R. Ac¢koliv pro
funkéni hodnotu plati f(0) = 0, pro limitu mame hn?) flz)=1.

r—r

« Funkce f v bodé a ani nemusi byt definovana, presto limita muze existovat.
Ptikladem je funkce f(z) := sgn %, Dy = R \ {0}. A¢koliv 0 nepatii do D;
plati lin% flz)=1.

T—

Vztah mezi funkéni hodnotou a limitou funkce v bodé a pozdéji vyuzijeme v definici
spojitosti funkce.

Poznamka 5.7: Zanedlouho uvidime (Véta 5.2), Ze kazda funkce ma v daném bodé
maximalné jednu limitu a proto znaceni zavedené na konci Definice 5.2 je korektni.

K snazs$imu vizualnimu piedstaveni si pozadavka v Definici 5.2 uvadime Obra-
zek 5.3.

Jednoduché priklady

Pojdme si s definici pohrat na nékolika jednoduchych, ale pro dalsi pocitani dalezi-
tych, prikladech.

Piiklad 5.4: Limita konstantni funkce f(z) = ¢, x € R, v libovolném bodé je rovna
dané konstanté. Symbolicky lim ¢ = ¢ pro kazdé a € R.
r—a
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b= lim f(z)

T—a

o

aVUa\{a} x

o
<

Obrazek 5.3: Ilustrace k definici limity funkce (Definice 5.2) pro pfipad a,b € R. Je
vizualné patrné, ze at zvolime ¢ervené okoli bodu b libovolné velikosti, pak budeme
schopni nalézt modré okoli bodu a s vlasnosti pozadovanou ve zminéné definici.

Reseni. Je-li ¢ € R zadan4 konstanta a f(z) = ¢ pro kazdé € D; = R, pak pro
libovolny bod a € R plati lim,_,, f(x) = c. Skute¢né, bud Uy(¢) libovolné okoli
bodu b s polomérem e > 0.V pripadé nasi konstantni funkce miazeme zvolit libovolné
okoli U, bodu a. Pak totiz pro x € U, \ {a} jisté plati f(z) = b € U,(¢).

Piiklad 5.5: Pro libovolné a € R plati

limz = a.
Tr—a

Reseni. Skute¢né, vezmeme-li libovolné okoli U, bodu a pak pro = € U, \ {a} zcela
jisté plati, ze x € U,.
Priklad 5.6: Plati

Reseni. Skute¢né, bud U, ., (c) = (¢, +00) okoli bodu +00 a ¢ > 0. Hledame okoli
Up(0) bodu 0 o poloméru § > 0 takové, ze pokud x € Up(d) \ {0} pak =5 € U, oo(c).
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Pozadujeme tedy aby

1 , 1 1
=>ce r<- & < —.
C

x? Ve

Staci proto zvolit tfeba § := \/LE

Pokud bychom uvazovali U, o (d) s d < 0, pak zfejmé staéi za § volit tfeba 1.
Nerovnost x% > d plati pro takova d vzdy.

Piiklad 5.7: Pro kazdé a € R plati lim |2| = |a|. Pfipomenime nasi konvenéni
T—a

definici | £ oco| = +o0.
Reseni. Piipad a = +oo0 je prakticky totozny jako v Piikladu 5.5. Zabyvejme se nyni
ptipadem a = —o0. Méjme okoli U, . (¢) = (¢, +00), bez Gjmy na obecnosti s ¢ > 0.
Pak zvolime-li d := —¢, tak pro x € U_,(d) = (—00,d) = (—00, —¢) C (—00,0)
jisté plati |x| = —x > ¢ (protoze x < —c).

Nyni rozebereme pfipad a € R. Méjme libovolné U, (¢) okoli bodu a. Vezmeme-
i :=¢/2ax € U,(9) pak s vyuzitim Tvrzeni 2.1 plati

z|—lall <l|lr—a §5:§<5.
el —Jal] < o —a <6 =

Priklad 5.8: Pro druhou odmocninu+/raa € (0, +00)U{+oo} plati 9161331 V= +a.
Pripomenme nasi konvenéni definici v/+o00 = +o0.

Reseni. Pfipad a = 0: méjme Uy (e) libovolné okoli bodu 0. Je-li z € Up(6) N D sz =
(0, 9) nenulové, pak podminka /7 < ¢ je ekvivalentni podmince x < £2. Staéi proto
volit § := &2,

Pfipad a = +o0: méjme U, (c) libovolné okoli bodu +o0o. Pfipad ¢ < 0 je
trivialni (rozmyslete!). Pokud ¢ > 0 pak pro libovolné kladné x je podminka \/z > ¢
ekvivalentni podmince x > 2. Pro kazdé z € U, o.(c?) tedy plati \/z € U, o (c).

Prozkoumejme nyni pfipad a € (0, +00). Méjme £ > 0 a hledejme k nému 6 > 0
tak, aby platila implikace

lz—al <d = |Vr—+a|<e.

Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze § < a/2, pak pro kazdé x € U,(9) plati
x > a/2 a diky monotonii odmocniny i /x > y/a/2. Potom pro = € U,(9) plati

[V~ Val =

|z — al J

Verva S Variva "
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kde ¢ = m je kladna konstanta. Vidime, ze zvolime-li § < a/2 a soucasné
d < /¢, pak skute¢né pro x € U,(0) plati [v/x — \/a| < e.

V pripadé k-té odmocniny mizeme postupovat naprosto analogicky. Jen argu-
mentace bude algebraicky naro¢néjsi, protoze budeme muset pouzit znamy alge-
braicky vzorec

=y =@—y)) Y, zyeR

Doporucujeme studentiim ale zkusit se poprat alespon s pfipadem tieti odmocniny.
Priklad 5.9: Necht £ € N. Pro kazdé a € R plati

lim *Vz = *V/a, hm *Vr = +oo0.

r—a

Pro kazdé a € (0, +00) U {400} plati

lim ¥z = ¥a.

r—ra

5.3 Jednostranna limita funkce

V Definici 5.2 jsme nerozlisovali mezi body z defini¢niho oboru lezicimi vlevo, ¢i
vpravo, od bodu a. Casto je ale takové rozliseni potieba a presné z toho divodu se
zavadi nasledujici pojem.

Definice 5.3 (Jednostranna limita funkce / one-sided limit of a function): Bud
f: A — Rfunkce, a € R aoznatme M, := AN (a,+00)a M_ := AN (—0o0,a).
Potom limitu funkce f v bodé a zprava definujeme jako limitu zazeni funkce f
na mnozinu M, a znacime ji

lim () = lim(f]ar,)(2).

r—a+

Podobné limitu funkce f v bodé a zleva definujeme jako limitu zuzeni funkce f
na mnozinu M_ a znacime ji

lim () = lim(f]n )(2)

T—a—
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bt

Qe

UF < {a} z

Obrazek 5.4: Tlustrace k definici jednostranné limity funkce (Definice 5.3) pro ptipad
a,b € R alimity zprava. Je vizualné patrné, ze at zvolime ¢ervené okoli bodu b
libovolné velikosti, pak budeme schopni nalézt modré pravé okoli bodu a s vlasnosti
pozadovanou ve zminéné definici.

V definici vyse je implicitné obsazen pozadavek, aby bod a byl hromadnym
bodem mnoziny M., resp. M_. V opacném pripadé uvedené limity samoziejmeé
neexistuji. Dale stoji za povsimnuti, ze pro a € R plati U, N (a,00) = U \ {a}.

Pro lepsi predstavu odkazujeme ctenare na Obrazek 5.4. Na zavér této podkapitoly
uvedme nékolik prikladi vypocti limit jednoduchych funkci.

Piiklad 5.10: Plati

Reseni. Ukazme nejprve prvni z limit. Bud U, (c) libovolné okoli bodu +oo dané
konstantou ¢ > 0 (nekladné ¢ mizeme osetfit podobné jako v pfedchozim prikladu).
Zvolime-li 6 = 1 > 0, pak pro z € (0,6) = Uy (6) ~ {0} plati

1 1

O<r<d = —>=-=c
z 0
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Podobné v druhém ptikladé pro libovolné okoli U_ ,(¢) bodu —oo zadané konstantou
¢ < 0 staéi polozit § = £ > 0. Pak pro libovolné = € U; (6) ~\ {0} = (=6, 0) plati

lc|
1 1
<<= -<—=—|c=c
x )

Vzpomente, ze ¢ < (. Na tomto misté je dobré si pfipomenout graf hyperboly y = %

Nyni se pfirozené nabizi otazka, jestli existuje néjaka souvislost mezi jedno-
strannou limitou a (,oboustrannou®) limitou. Tento vztah zachycuje nasledujici
veta.

Véta 5.1 (O vztahu limit a jednostrannych limit): Méjme funkci f: D; — R a necht
a € R je hromadnym bodem mnoziny Dy N (a, +00) i Dy N (—00, a). Potom limita
lim f(x) existuje a je rovna b € R, pravé kdyz existuji obé jednostranné limity
T—a

lim f(x)a lim f(x) a obé jsou rovny b.
r—a+ r—a—
Diitkaz. K dikazu si staci rozmyslet obé implikace.

« Necht existuje limita lim f(z) = c.Je-li U, libovolné okoli bodu ¢, pak existuje
r—a
U, okoli bodu a takové, ze je-li x € (U, N Dy) \ {a}, pak f(x) € U,. Tudiz
proz € (U, N Dyf) \ {a} je f(x) € U, nezavisle na tom, jestli © > a nebo
x < a.Jednostranné limity limjE f(z) proto obé existuji a obé jsou rovny c.
T—ra

+ Naopak. Necht obé jednostranné limity existuji a obé jsou rovny c. Bud U,
libovolné okoli bodu c. Pak existuje levé okoli U, (£1) bodu a a pravé okoli
U (e2) bodu a tak, ze pokud x € (U, (¢1) N D) \ {a} nebo z € (U (e2) N
D)~ A{a}, pak f(z) € U.. Polozime-li ¢ = min{ey, 5}, pak pro x € (U,(e)N
D¢)~{a} plati f(z) € U.. Oboustranna limita funkce f v bodé a tedy existuje
je rovna c. [

Tim je dtikaz dokoncen.

Dusledek 5.1 (O vyvraceni existence limity): Necht f je funkce a bod a € R
s vlastnostmi uvedenymi v predpokladech predchozi véty. Plati-li alespon jedna
z podminek

« obé jednostranné limity funkce f v bodé a existuji a jsou rizné,

« alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé a neexistuje,
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potom limita funkce f v bodé a neexistuje.

Diikaz. Jednoduchym sporem s tvrzenim Véty 5.1. O
Priklad 5.11: Limita

lim sgn x

z—0

neexistuje. Pfesvédcte se o tomto faktu studiem vhodnych jednostrannych limit.
Reseni. Pro jednostranné limity plati (rozmyslete!)

lim sgnz =1,
z—0+

lim sgnz = —1.
z—0—

Podle Dusledku 5.1 oboustranna limita nemuze existovat (1 # —1).
Priklad 5.12: Limita

1
lim —
z—0
neexistuje.
Reseni. Opravdu, jiz jsme odvodili, Ze
1 .
lim — =400 a lim —=—o0
z—0+ z—0— T

a proto uvedena limita neexistuje.

Situaci popsanou v pfedchozim prikladu mizeme zobecnit na nasledujici pozo-
rovani.
Priiklad 5.13: Méjme a € R a k € N. Potom

lim — =

1 +00, kjeliché,
r—at (Qj — a)k

+00, Kk jesudé.

5.4 Zakladni vlastnosti limit

V této podkapitole prozkouméame zakladni vlastnosti limity funkce (a tedy i posloup-
nosti).
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Zactnéme zcela zakladnim postfehem. Funkce v daném bodé bud limitu nema,
nebo ji ma a jeji hodnota je pak dana jednoznac¢né. Jinak feceno, zadna funkce
v daném bodé nemuze mit dvé rizné limity. Pokud tedy dva lidé pocitaji jeden
priklad a vyjde jim rozdilny vysledek, pak alespon jeden z nich musel nékde ve
vypoctu udélat chybu.

Véta 5.2 (O jednoznacnosti limity): Funkce f mé4 v bodé a nejvyse jednu® limitu.

Diitkaz. Dukaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze mame funkci f, hromadny
bod a jejitho defini¢niho oboru a tato funkce ma v tomto bodé dveé rizné limity
b € Rac € R. Protoze body b a c jsou riizné, nutné existuji dvé jejich okoli,
oznacme si je Uy a U,, ktera jsou disjunktni, tj. U, N U, = (). Podle definice limity
funkce existuji ke kazdému z téchto okoli jista okoli bodu a, ozna¢me si jejich prinik
jako V,, tato mnozina je stale okolim bodu a. Potom stale dle definice pro kazdé
z € (VoNDy)~{a}je f(x) € Uy asoucasné f(z) € U.. To ale neni mozné, protoze
tyto mnoziny jsou disjunktni! O

Nasledujici pozorovani plyne velmi pfimocare pfimo z definice pieformulovanim
jedné jediné podminky. Pro pocitani a elementarni ivahy mize byt velmi uZzite¢né.
Pozorovani 5.1 (Rtzné ekvivalentni formulace limity): Budte f : A — R funkce,

a € R hromadny bod jejiho defini¢niho oboru a b € R. Potom plati nasledujici dvé
ekvivalence.

1. lim f(z) = b, pravé kdyz lim | f(x) — b| = 0.
r—a

T—a

2. lim f(x) = 0, pravé kdyz lim |f(x)| = 0.
T—a

T—ra

Diikaz. Druhy bod plyne z prvniho. V prvnim bodé staci polozit b = 0. Ekvivalence
v prvnim bodé vychazi z definice limity funkce a jednoduchych ekvivalenci

f(x) e Usle) & |f(z) —bl <e < |f(x) —b] € Usle),

platnych pro libovolné € > 0. Pozor, v§imnéte si, Ze zde predpokladame b € R,
nepfipoustime nekonecné b. O

Dale je uzitecné a primocaré nasledujici tvrzeni ukazujici chovani limity vaci
zGzZeni defini¢niho oboru funkce.

% Nejvyse jednu” znamena bud Zadnou, nebo pravé jednu.
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Véta 5.3 (O limité ztzeni): Mé&me funkci f a bod a € R, ktery je hromadnym
bodem defini¢niho oboru Dy funkce f. Dale uvazme mnozinu M C Dy takovou, ze
bod a je stale jejim hromadnym bodem.

Potom pokud limita lim f(z) = b € R, pak i pro funkci g := f|y, ziZeni funkce

Tr—a
f na mnozinu M, plati lim g(x) = b.
Tr—a

Diikaz. Pouhé prepsani definice a vyuziti pozorovani: pokud néjaka vlastnost V' (z)
plati pro vSechna x € A, pak plati i pro vSechna x € B C A. [

Poznamka 5.8: Tato véta neni pfimo pouzitelna pro posloupnosti (jedna z nich by
neméla defini¢ni obor celé N, coz nepfipoustime). Jistou analogii pro posloupnosti je
véta o limité vybrané posloupnosti, ke které se dostaneme zanedlouho.

Dalsi véta nam ukazuje dileZitou souvislost pojmu ,limita posloupnosti® a ,limita
funkce®. Diky této vété mizeme nékteré limity posloupnosti po¢itat pomoci znalosti
limity funkeci. Vyhoda tohoto postupu spociva v tom, Ze na limity funkci mtzeme
pouzit nastroje diferencialniho poctu (jako napriklad I'Hospitalovo pravidlo), které
pro posloupnosti nemame k dispozici.

Véta 5.4 (Heine): Limita lim f(x) je rovna b € R, pravé kdyz a je hromadnym
r—a
bodem Dy a pro kazdou posloupnost (x,,);° ; s limitou a, jejiz ¢leny spliuji {z, |
n € N} C Dy \ {a}, plati lim f(z,) ="0.
n—oo

Diikaz. Implikace = jiz byla dokazana, jde v podstaté o Vétu 5.3. Dikaz druhé
implikace < v tomto textu vynechavame. O

Pomoci Heineho! véty, resp. véty o limité ziZeni, miizeme snadno pocitat limi-
ty posloupnosti na zakladé znalosti limity funkce v +o00. V predchozi ¢asti textu
(Priklad 5.8) jsme napiiklad odvodili, ze

lim z = +o0.
T—+00
Odtud ihned plyne, Ze i pro limitu posloupnosti <\/ﬁ) plati
n=1
lim v/n = +00.
n—oo

Pro¢? Mame k dispozici dokonce tfi zpusoby argumentace:

“Eduard Heine (1821-1881), némecky matematik.
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« Funkci /7 jsme zazili na N (a ziskali tak onu posloupnost) a pouzili vétu
o limité zuzeni.

+ V Heineho vété jsme pouzili posloupnost s ¢leny z,, = n,n € N.

« V tomto pfipadé bychom samoziejmé mohli i vyjit pfimo z definice limity
posloupnosti.

Heineho véta, resp. véta o limité zuzeni, ma jeden velmi dulezity dasledek, pomoci
kterého budeme moci naopak existenci limity funkce vyvracet.

Dusledek 5.2 (Vyvraceni existence limity funkce pomoci Heineho véty): Necht
a € R je hromadnym bodem definiéniho oboru funkce f. Déle necht (1), (2,)%%,
jsou dvé posloupnosti s ¢leny z Dy, majici limitu a a spliujici podminky z,, # a
a 2z, # a pro vSechnan € N.

Pokud limity nlirglo f(x,) a nlLrEO f(z,) existuji a jsou rizné, nebo alespon jedna

z nich neexistuje, potom limita lim f(x) neexistuje.
r—a

Diikaz. Sporem: kdyby limita lim f(z) existovala a méla hodnotu «, pak by podle
Tr—a
Heineho véty (Véta 5.4) pro libovolné dvé posloupnosti (x,,)2 ; a (z,)22 ; s uvedeny-
mi vlastnostmi existovaly i limity posloupnosti (f(z,))52; a (f(2,))5; a obé mély
stejnou hodnotu a. O
Ukazme si pouziti Heineho véty a jejiho diisledku na nékolika prikladech.

Piiklad 5.14: Limita funkce f(z) = sin(z) v +00 neexistuje. Srovnejte tento ptiklad
s Prikladem 5.18

Diikaz. Intuitivné by tvrzeni mélo byt neprekvapivé, zamyslime-li se nad netrivial-
nim periodickym chovanim funkce sin. Krasné této predstavy mazeme vyuzit pii
volbé dvou ,testovacich® posloupnosti:

Ty 1= 27N,

Un ::27m+g, n € N.
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Obé posloupnosti (x,)22 ; a (y,)52; jsou tvofeny prvky defini¢niho oboru funkce
sin (tj. R) a jsou rizné od +oo a maji limitu +o00. Pro obrazy jejich ¢lent ale plati

f(z,) = sin(2mn) = 0 — 0,
f(yn) = sin (27Tn + g) = sin (g) =1—1.

Posloupnosti obrazi maji riizné limity a proto dle Dusledku 5.2 limita lim sin(z)
T—+00

neexistuje. O]

Poznamka 5.9: Priklady 5.14 a 5.18 je vhodné doplnit jesté dvéma ukazkami. Roz-
myslete si, Ze limita funkce

lim sin(27x)
Tr——+00

neexistuje, ale limita posloupnosti

lim sin(27n)
n—r00

existuje a je rovna 0 (jde o limitu konstantni posloupnosti s vSemi ¢leny rovnymi 0).

Piiklad 5.15: Limita .
lim sin (—)
x—0 €T

Reseni. Ozna¢me f(x) :=sin (1) a polozme
1 1
Ty = ——

= a ZTL =
2mn 2mn + 3

neexistuje.

pron € N.

Tyto posloupnosti splituji
lim z, = lim 2, =0 a {z,|n € N}U{z,|n e N} C Dy =R~ {0}.
n—oo

n—oo
Konecné
lim f(z,) = lim sin(27n) =0,
n—oo n—oo
. o T T
lim f(z,) = lim sin <27m + —> =sin—- = 1.
n—o00 n—o00 2 2

Pro predstavu uvadime Obrazek 5.5. Z obrazku je patrné, Ze limita posloupnosti
obrazii zavisi na zpusobu, resp. konkrétnich krocich, jakym se k bodu 0 blizime”.

oo

>,Zptsob blizeni se k 0 v tomto ptipadé piesné vystihuji posloupnosti (7,,)5 ; a (2,,)52 ;.
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y=sin(2)

Obrazek 5.5: Graf funkce sin (1 ) Limita této funkce v bodé 0 neexistuje.

5.5 Vztah hromadnych bodii mnozin a limit

Hromadné body mnoziny mtzeme plné charakterizovat® také pomoci posloupnosti
a jejich limit.

Véta 5.5 (O vztahu limity a hromadnych bodd mnoziny): Méjme mnozinu M C R.
Bod b € R je hromadnym bodem mnoziny M, pravé kdyz existuje posloupnost
(an)5° 4, jejiz Cleny vsechny lezi v M, jsou rizné od b a pro jeji limitu plati lim a,, = b.

n=1>
n—00

Diikaz pro pripad b € R. K dikazu ekvivalence sta¢i dokazat obé implikace.

« =:Pro kazdé n € N zvolme néjaké a,, € M pattici do Uy(1/n) a rizné od b
— to Ize, b je hromadnym bodem mnoziny M. Je-li U,(¢) néjaké okoli bodu b,
tak pron > N = [1/¢] plati a,, € Uy(1/n) C Upy(e). Tudiz a,, — b.

« <:Méjme posloupnost (a,)32 ; uvedenych vlastnosti. Uvazime-li libovolné U,
pak jisté existuje (dokonce je jich nekone¢né mnoho) néjaké a,, € M pattici

do tohoto okoli rizné od b. Bod b je tedy hromadnym bodem mnoziny M. [
Tim je dikaz dokoncen.

Diikaz pro pripad b = +00 a b = —oo. Staci vhodné modifikovat predchozi pripad.
Tento dukaz pfenechavame Ctenafi. [

Vztah mezi hromadnymi body posloupnosti a vybranymi posloupnostmi popisuje
nasledujici véta.

8V nésledujici Vété je ekvivalence!
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Véta 5.6 (O vztahu podposloupnosti a hromadnych bodt posloupnosti): Bod o € R
je hromadnym bodem posloupnosti (a,, )52, pravé kdyz existuje vybrana posloupnost
(ax, )52, majici limitu o € R.

Diikaz. Opét ukazeme obé implikace.

« <:V kazdém okoli U, lezi nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti (ay,, )02,

a tim padem i posloupnosti (a,)5 ;.

« Provedeme duikaz = pouze pro o € R: Uvazme okoli U, (1), existuje k; takové,
ze ap, € Uy(1).Je-lin € N, n > 1, pak pro okoli U,(1/n) existuje k,, >
k-1 spliwjici ag, € U,(1/n). Takto zkonstruovana posloupnost (ag, )2,
je vybrana z (a,)5° ; a konverguje k a.. Skute¢né, je-1i U, () libovolné okoli
bodu «, pak pro viechna n > N := [1/e] je - < &+ < € a proto a;, €
Un(1/n) CUL(1/N) C Uy(e). O

Tim je dukaz dokoncen.

5.6 Limity vybranych posloupnosti

Pfimo z definice limity posloupnosti ihned nahlédneme nasledujici pozorovani, které
pro jeho dilezitost ale formulujeme jako vétu.

Véta 5.7 (O limité vybrané posloupnosti): Necht posloupnost (a,);%; ma limitu
a € R. Pak kazda podposloupnost vybrana z (a,, )2 ; ma také limitu a.

1 00
Priklad 5.16: Plati nll)rgo T 0. Posloupnost (W) » je totiz vybrana

1
posloupnost z (%) a jiz vime, ze lim — = 0.
n=1 n—oo N
Dusledek 5.3: Lze-li z posloupnosti (a,, )22 ; vybrat dvé podposloupnosti s riznymi

limitami, pak limita ptivodni posloupnosti (a,, )32 ; neexistuje.

Pomoci podposloupnosti tak miizeme prozkoumavat limitni chovani kompliko-
vanéjsich posloupnosti. Tento disledek v kombinaci s Vétou 5.6 implikuje nasledujici
pozorovani:

Pozorovani 5.2: Ma-li posloupnost (a,,)22 ; alesponi dva riizné hromadné body, pak
nema limitu.
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Piiklad 5.17: Limita posloupnosti ((—1)”)20:1 neexistuje.

Reseni. Vybereme podposloupnosti se sudymi a lichymi indexy. Tj. poloZzime k,, := 2n
al, =2n—1pron =1,2,... Potom obé odpovidajici vybrané podposloupnosti
jsou konstantni s raznymi limitami:

Gknzl—)l, agn:—1—>—1.

Také vidime, ze tato posloupnost ma dva hromadné body.

Priklad 5.18: V tomto pfikladu ukazeme, Ze limita posloupnosti (sinn)2° | neexis-
tuje. Srovnejte tento priklad s Prikladem 5.14.

Reseni. K tomu dospéjeme sporem. Piedpokladejme, Ze limita této posloupnosti
existuje a oznac¢me ji o € R, tedy

a = lim sinn.
n—oo
ProtoZe nerovnost —1 < sinn < 1 plati pro vSechna n € N, je jisté a € (—1,1)
(specialné, neni to nékteré z nekonecen).
Protoze je posloupnost (sin 2n)%° ; vybrana z posloupnosti (sinn)
ty o limité vybrané posloupnosti také za limitu a.. Ze znamych trigonometrickych
vzorct nyni plyne nasledujici vztah

oo

o° 1, ma dle veé-

?n = (1 —sin’n) —sin®n = 1 — 2sin’n

cos 2n = cos> n — sin
a proto posloupnost (cos 2n)°2; mé za limitu 1 — 2. Odtud ovsem plyne, s vyuZitim
souctovych vzorcu pro funkeci sin, ze

sin2 = sin(2n 4+ 2 — 2n) = sin(2n 4 2) cos 2n — cos(2n + 2) sin 2n —
— a(l —2a%) — (1 —2a*)a =0,

)
n=1>

protoze (sin(2n + 2))° , resp. (cos(2n + 2))>°,, jsou vybrané z (sin 2n)

n=1» n=1»
(cos2n)>° ;. Celkem jsme dospéli k rovnosti sin 2 = 0, coz je spor.

resp.

5.7 Asymptoticka ekvivalence ~

Tento vztah definujeme pro funkce, definice nize ale pfirozené zahrnuje i pfipad
posloupnosti, ke kterym se dostaneme v nasledujici kapitole.
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Definice 5.4 (Asymptoticka ekvivalence ~): Mé&me dvé funkce f, gabod a € R
takovy, Ze a je hromadnym bodem mnoziny Dy N D, a existuje okoli V,, spliujici’
(Van Dy) ~{a} = (Va1 D) ~ {a}.

Rekneme, 7e funkce f je asymptoticky ekvivalentni funkci g pro = jdouci
k a, symbolicky ,f(z) ~ g(x) pro z — a, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a
a funkce u definovana na U, pro jejiz limitu v bodé a plati 9151331 u(zx) = 1 tak, Ze pro

vsechna x € U, N Dy N D, rlizna od a plati

Tento asymptoticky vztah ~ je v jistém smyslu nejpresnéjsi. Za jistych dodatec-
nych predpokladu lze vztah f(x) ~ g(z) pro x — a vyjadfit pomoci limity podilu
f(x)/g(x) pro x — a, timto ¢asto pouzivanym pozorovanim se zabyva Véta 5.8 niZe.
Zamysleme se nad zakladnimi vlastnostmi tohoto pojmu.

Tvrzeni 5.1: Plati nasledujici tvrzeni:
« Vztah ~ je symetricky, tranzitivni a reflexivni, jde skute¢né o ekvivalenci.

« Mé&jme dvé funkce f a g a bod a. Pokud lim f(x) existuje a je rovna a a f
r—a

je asymptoticky ekvivalentni g pro x — a, pak existuje i lim g(x) a je také
Tr—a
rovna q.

Priklad 5.19: Méjme dva polynomy P a (). Potom P je asymptoticky ekvivalentni
Q pro z — +oo (tj. P(z) ~ Q(z) pro x — 400), pravé kdyz polynomy P a () maji
stejny stupen a stejny koeficient u nejvyssi mocniny.

5.8 Limity a asymptotické vztahy (~, o, O, (2, O a w)

Nasledujici véta je velmi uzitecna. Umoznuje nam rozhodovat o platnosti vztahtioa O
bez nutnosti hledani konstant z definice o0 a O. Jeji pouziti si ukazeme hned jakmile
budeme mit v ruce mocnéjsi nastroje na vypocet limit, naptiklad v podkapitole
o podilovém kritériu.

Véta 5.8 (O vztahu o, O, ~ a limit): Méjme dvé funkce f: A - R,g: B — Rabod
a € R. Dale predpokladejme, Ze

"Vagné feéeno, definiéni obory obou funkeci vypadaji na okoli a stejné.
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« Bod a je hromadnym bodem mnoziny A i B.
« Existuje okoli U, bodu a takové, ze (U, N A) \ {a} = (U, N B) \ {a}.
« Pro vSechna x z mnoziny U, N B razna od a plati nerovnost g(x) # 0.

Potom plati nasledujici tfi implikace:

« Pokud limita lim @) € R, pak f(z) = O(g(x)) pro x — a.
z—a | g()
ce (F@) ] ey
o Plati lim |——=| = 0, pravé kdyz f(z) = o(g(z)) pro z — a.
z—a | g(x)
o flx) s
« Plati lim ——= = 1, pravé kdyz f(x) ~ g(z) pro x — a.

Diikaz. Stru¢né bychom se mohli odkazat na Tvrzeni 3.2 a 3.4. Rozeberme dukaz ale
podrobnéji.

V prvnim pripadé si stac¢i uvédomit, ze existence konecné limity implikuje
omezenost funkce na okoli: je-li lim, ., |f(x)/g(x)] = b € R, pak dle definice
limity pro okoli U,(1) existuje okoli U, takové, ze pro kazdé z € U, \ {a} je
[f(x)/g(x)] € Up(1) atedy | f(z)| < (b+1)|g(z)].

V druhém ptipadé je situace jednodusi, roli ¢ v definici o pfesné hraje ¢ z definice
limity.

V tfetim pripadé je potieba dokazat dvé implikace. Implikace zprava do leva
plyne pfimo z definice ~. Implikace zleva doprava vyplyva ze vztahu

f(z)
flx) = ,
(@) = L)
platného na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a. O

V podkapitole 4.7 jsme pro posloupnosti zavedli asymptotické vztahy €2, w a ©.
Pomoci limit mtzeme zformulovat nasledujici kritérium:
Tvrzeni 5.2 (O vztahu limit a 2, w a ©): Méjme dvé posloupnosti (a,,)52 4, (b,)5 ;.
Déle pfedpokladejme, Ze viechny ¢leny posloupnosti (b,,)5° ; jsou nenulové. Potom
plati nésledujici tvrzeni.
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1. Pokud lim Z—n > 0, potom a,, = Q(b,).
n—oo n

2. Pokud lim Z—n = +o0, potom a,, = w(b,).
n—oo n

3. Pokud lim Z—n € (0,4+00), potom a,, = O(b,).
n—oo n

Ditkaz. Staci si procviCit definici s pojmy limita a pfislusnymi asymptotickymi
vztahy.

1. Predpokladejme tedy, Ze

lim
n—oo

=a>0,

n

kde pfipoustime i moznost @ = +00. Z definice limity posloupnosti pouzité pro
e = /4, resp. € = 42 v pfipadé o = +o0, existuje N € N takové, Ze pro kazdé
prirozené n > N plati

G
bn

€ U,(e),

tj. pro libovolné n > N je

>c¢, tudizi |a,| > c|by|,

b,

kde ¢ = 3q, resp. ¢ = 42 v piipadé a = +o0. Tim jsme ovéfili vztah a,, = Q(b,,).

2. Nyni postupujme podobné jako v pfedchozim bodé. Z uvedeného predpokladu
plyne: pro kazdé ¢ > 0 existuje NV € N takové, Ze pro kazdé prirozené n > N
plati

a
b—: > c,
¢ili
lan| > c|by|.

Tim jsme ovéfili vztah a,, = w(b,).

107



5. LIMITY FUNKCI A POSLOUPNOST{ KONVERGENCE POSLOUPNOST{

3. Predpokladejme, Ze

lim =a € (0,+00).

n—oo

bn

Existuji tedy dvé realné konstanty c;,co > 0a N € N takové, ze pro kazdé n > N
je

an‘

G,
Cl< —

S C,

n

tedy
Cl|bn| S ‘an‘ S 02‘bn‘-

Tudiz a, = O(by). O

Vztah mezi ~ a © odhaluje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.3 (O vztahu ~ a ©): Pokud a,, ~ b, pro n — oo, pakia, = O(b,) pro
n — oo.

Pro ilustraci uvadime nékolik ptikladu.
Priklad 5.20: Plati 2" = Q(n?).
Reseni. Skute¢né, protoze
2+ /(n 4 1)? 1 1
lim —————=2lm ————=2- ———=2>1
pak podle podilového kritéria plati

lim — = +o00 > 0.

n—oo N2

V tomto ptipadé vidime, Ze plati i 2" = w(n?).

5.9 Konvergence posloupnosti

Z pohledu existence limity rozliSujeme nasledujici dva dualezité typy posloupnosti.

Definice 5.5 (Konvergentni posloupnost / convergent sequence): Bud (), po-
sloupnost. Pokud pro jeji limitu plati lim a, € R, pak se nazyva konvergentni.
n—oo

V ostatnich pripadech ji nazyvame divergentni.
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O konvergentni posloupnosti nékdy také ze zjevnych divoda hovorové rikame,
ze ,ma konec¢nou limitu®. Na zakladé vysledkt piikladu z predchozi podkapito-
ly 5.1 mtZzeme tvrdit nésledujici: posloupnost (%)Zo:l je konvergentni, libovolna
konstantni posloupnost je konvergentni, posloupnost (n)%°, je divergentni.

Shriime si nejpodstatnéjsi vysledek predchoziho textu tykajici se limit posloup-
nosti. Nejelementarnéjsim zptisobem vypoctu limity posloupnosti (a,, )2 ; je ispésné
provedeni nasledujicich dvou kroka.

1. Uhodnéme kandidéta na limitu, ozna¢me si ho a € R,

2. Pomoci definice dokaZme, Ze lim a,, = a.
n—oo

V dalsi casti tohoto textu si ukazeme sofistikovanéjsi nastroje pro vypocet limit.
Velmi casto je nam hodnota limity (pokud vibec existuje) neznama. Typicky je
jeji ptipadna hodnota pravé to, co hledame. Vyvstava proto pfirozena otazka: 1ze
rozhodnout o konvergenci posloupnosti (a,,)°; pouze na zékladé znalosti jejich
¢lent, bez toho abychom museli operovat s hodnotou limity, kterou nezname? Na
tuto otazku zanedlouho kladné odpovime.

Pfipomenme si axiom uplnosti realnych ¢isel probirany v podkapitole 2.2. Nyni
jiz navic mizeme podminku, kladenou na délky intervald, formulovat pomoci pojmu
limity.

Poznamka 5.10 (Pfeformulovani axiomu aplnosti): Kazdy smrstujici se systém
vnorenych uzavienych intervalt méa neprazdny prinik. Pfesnéji, pokud pro kazdé
n € N plati

(@ns bn) D (ant1, bpt1)

a navic
lim (b, — a,) =0,

n—oo
pak existuje realné x lezici v kazdém z intervalua (a,, b,), n € N.

Pristupme nyni k dilezité vété nesouci jméno po Bernardovi Bolzanovi (ma-
tematik s italskymi predky narozeny a studujici v Praze, 1781 — 1848) a Karlovi
Weierstrassovi (némecky matematik, otec moderni matematické analyzy, 1815 -
1897). Jeji tvrzeni neni viibec o¢ividné a jak uvidime v dikazu, plyne z axiomu
uplnosti mnoziny realnych ¢isel.

Véta 5.9 (Bolzano-Weierstrass): Kazda omezena c¢iselna posloupnost ma hromadny
bod a lezici v R.
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Dilkaz. Bud (a,)22; omezena posloupnost. Jisté existuje interval (by, ¢;) takovy, Ze
obsahuje vsechny ¢leny posloupnosti (a,,)° . Rozdélime-li interval (b;, ¢;) na polo-
viéni intervaly (by, 241 a (2E2 ¢;), pak aspoit jeden z téchto intervalfl obsahuje
nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (a,,)° ;, oznaéme ho (bs, o).

Timto zplsobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervalt (b, c,)
z nich? kazdy obsahuje nekoneéné mnoho ¢lentt (a,,)S% ; a pro jejichz délky plati

e = bn) = i

Podle axiomu tplnosti existuje realné x patfici do kazdého z intervalt (b,,, ¢,,).
Protoze délky intervalt (b, ¢,) konverguji k nule, 1ze pro libovolné okoli U, bodu x
nalézt n dostate¢né velké na to, aby cely interval (b, ¢,,) patiil do U, (zcela jisté do
néj patii naptiklad vsechny intervaly (b,, ¢,,), jejichz délky jsou mensi nez ¢tvrtina
délky U,). Proto lze v U, nalézt nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (a,)3° ; a
je tedy hromadnym bodem (a,,)5° O

n=1"

Poznamka 5.11: Jinak feceno, predchozi Véta 5.9 tvrdi, ze z kazdé omezené po-
sloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost. Skutecné, vzpomernte si na
Vétu 5.6.

Nasledujici vétu, ktera je dusledkem pravé dokazané Bolzanovy-Weierstrassovy
véty, budeme velmi ¢asto vyuzivat. Dava nam totiz postacujici podminku pro kon-
vergenci posloupnosti. Pokud ovéfime tuto podminku (v tomto pfipadé monotonii
a omezenost posloupnosti) pak je zarucena existence jeji kone¢né limity.

Véta 5.10 (O limité monotonni posloupnosti): Kazda realna monotonni posloupnost
ma limitu. Tato limita je kone¢na, pravé kdyz je dana posloupnost omezena.

Dilkaz. V ptipadé, Ze je zkoumana posloupnost (a,, )32 ; neomezena, je z definice
limity zfejmé, ze lim a,, = £00 (znaménko + pro neomezenost shora, — pro zdola).
n—oo

Predpokladejme, Ze (a,, )52, je rostouci a (shora) omezena. Potom podle Bolzanovy-
Weierstrassovy véty ma posloupnost (a,, )22 ; hromadny bod, ozna¢me ho z. Bud U,
libovolné okoli bodu x. Potom existuje jisté a, patfici do U,. Do tohoto okoli ale
musi patfit vSechna a,, s n > N, protoze pro né nutné plati ay < a,, < z. Kdyby

totiZ a,, prerostlo =, nemohl by = byt hromadnym bodem (a, )5 ;. O

Ukazme si pouziti hned nékolika novych konceptt na nasledujicim prikladé.
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Priklad 5.21 (Limita posloupnosti harmonickych ¢isel): Zkoumejme limitu posloup-

nosti ~
(Z %) . (5.4)

k=1 n=1
Této posloupnosti se pro jeji dilezitost budeme vénovat jesté dale v semestru. Nyni
si ukazeme jak je to s jeji limitou. Na prvni pohled se miize zdat prekvapivé, ze limita
této posloupnosti je +oo.

Tato posloupnost je o¢ividné ostfe rostouci (nasledujici ¢len vznikne z pfedcho-
ziho pfictenim kladného ¢isla). Podle véty o limité monotonni posloupnosti tudiz

existuje jeji limita. Vyberme posloupnost (b, )nen,

on

1
by =) —.
k
k=1
Plati
ARUEE SRR S SR SRV S
LT T 950 T 2i 12 2 492 = 9+l 2
Odtud )
— n—1 n
bn:b1+;(bj+1_bj)2b1+T:1+§-

Posloupnost (b,,)5° ;, a tedy i (a,)52 ;, neni omezena shora. Proto

"1
li - .
ng’&; o T

Poznamka 5.12: Tento vysledek zdaleka neni zfejmy. Kdybyste s ¢leny posloup-
nosti z pfedchoziho prikladu experimentovali na pocitaci, tedy pocitali v konecné
presnosti (typicky pomoci 64 bitovych ¢isel s pohyblivou desetinnou ¢arkou), tak
byste pravdépodobnéji dospéli k zavéru, ze tato posloupnost konverguje. Rozmyslete
proc! K této posloupnosti se pozdéji vratime a ukazeme si, Ze do nekonecna jde stejné
rychle jako logaritmus.

Dalsi véta nam dava nutnou a postacujici podminku pro konvergenci posloup-
nosti. Tedy podminku ekvivalentni s definici konvergence. Podstatnou vyhodou této
podminky je, Ze vyzaduje pouze znalost ¢lenti zkoumané posloupnosti, nepottebuje-
me se odvolavat na pfipadnou hodnotu limity (srovnejte s Definici 5.1).
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Véta 5.11 (Bolzano—Cauchy): Posloupnost (a, )5 ; je konvergentni, pravé kdyz pro
kazdé € > 0 existuje N € N takové, ze pro kazdé n,m > N je |a, — a,,| < e.

Diikaz. Nejprve dokazme implikaci =: necht ma (a,,)5°; limitu a € R. Bud e > 0
libovolné. Potom lze nalézt N € N takové, Ze pro kazdé n > N je |a, — af < §.
Takze pro libovolné n, m > N plati

£ €
lan — am| = lan —a+a—ap| < |a, —a| + |a —a,| < 54—5:5.
Pti odhadu jsme vyuzili znalosti trojuhelnikové nerovnosti.

Nyni se podivejme na implikaci <: necht (a,,)°2; spliiuje podminku
(Ve > 0)(3N € R)(Vn,m € N)(n,m > N = |a, — ay| < ).
Zvolme za € = 1, pak existuje index NV € N tak, ze
| —an| <1 prokazdé m > N.

Jinak feceno, pro m > N patii a,, do intervalu (ay — 1,ay + 1) = U, (1). Mimo
tento interval miiZe leZet pouze kone¢ny pocet prvka posloupnosti. Posloupnost
(a,)$2 je proto omezena. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje z € R,
hromadny bod posloupnosti (a,)5 .

Bud U, (g/2) okoli bodu z. Pro /2 existuje N tak, ze pokud m,n > N pak plati
|a,, — a,,| < /2. Diky hromadnosti bodu x ale existuje m > N tak, ze a,, € U,(g/2).

Tudiz pron > N je

E €
|an—$|:|an—am+am—x|§|an—am|—|—|am—x|<§+§:5

Tim je dukaz dokoncen. [

Priklad 5.22: Vratme se jesté jednou k posloupnosti harmonickych cisel (5.4).
Ukazme, Ze jeji limita je nekonec¢no alternativné pomoci Bolzanova—-Cauchyova
kritéria. Nejprve si opét povsimneme, Ze zkoumana posloupnost (a,) ,, a, =
Sy % je rostouci a tedy ma limitu (podle véty o limité monoténni posloupnosti).
Dokazme, Ze tato limita nemtize byt kone¢na (tj. nemutize patfit do R) a proto musi byt
nutné rovna +00. K tomu pouzijeme Bolzano-Cauchyova kritéria, chceme ukazat
jeho negaci. Tedy

(E|€> 0)(VNEN)(EIn,mEN)(n,m> N ala, — ap| 28),
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kde (a,)2; je zkoumana posloupnost. Zvolme ¢ = % a bud N € N libovolné.

Polozme n = 4N am = 2N, potomn >m > N a

N1 1
| = > - 9N ==
[t = am| Zk—zw 9

k=2N+1

V odhadu jsme pouzili jednoduchého pozorovani: soucet ¢ € N kladnych ¢isel je
vétsi nebo roven nejmensimu z nich krat £.
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6 Vypocet limit posloupnosti
a funkci

V predchozi kapitole jsme zavedli pojem limity a ukazali jeho zakladni vlastnosti.
Také jsme vypocetli celou fadu limit jednoduchych funkci a posloupnosti. V této kapi-
tole si ukazeme, jak tyto zakladni vysledky vyuzivat pfi vypoctu komplikovanéjsich
limit.

Poznamka 6.1 (Zjednodusujici poznamka): Nase definice limity funkce (Defini-
ce 5.2) je zamérné obecna a vyuziva pojmu hromadného bodu (Definice 2.9). U funkci,
na které typicky narazime, budeme pocitat limity v bodech a, na jejichz (jednostran-
nych) okolich, s pfipadnou vyjimkou bodu a, jsou funkce definovany. Naptiklad,

mame-li _
fr) =) @ glr)= 2

pak nas miZe zajimat limita f v bodé 0 zprava (f je definovanana (0,1) = U, (1) \
{0}) nebo limita g v bodé 2 (g je definovana na (1, 3) \ {2} = Us(1) \ {2}). Samo-
zfejmé by nas u obou funkci mohla zajimat tfeba i limita v bodé 10, jehoz celé okoli
o poloméru tieba 1 patfi do pfislusnych defini¢nich oboru.

Je dobré si rozmyslet, jaké dusledky tato situace ma. Je-li funkce f definovana na
okoli bodu a € R, s moznou vyjimkou bodu a (tj. U,(¢) C Dy nebo U, () \ {a} C
Dy, pro néjaké € > 0), pak je bod a automaticky hromadnym bodem mnoziny Dy;.
Mame-li dvé takovéto funkce, tak i jejich soucet a souc¢in ma takovouto vlastnost.
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6.1 Véta o limité souctu/soucinu/podilu

Velmi cCasto se setkdvame se souctem, soucinem, ¢i podilem funkci a posloupnosti.
U takovychto funkeci a posloupnosti se pfimo nabizi pouZiti strategie ,rozdél a panuj®,
tedy pokusit se ze znalosti jednoduchych limit ,sestavit® hledanou limitu. Tento
pristup ovSem nemusi byt uplné jednoduchy a vétsinou vyzaduje jistou pfipravu.
Zformulujme nejprve ustfedni vétu této podkapitoly, kde k ,sestavovani® pouzivame
algebraické operace séitani, nasobeni a déleni.

Véta 6.1 (Véta o limité souctu/soucinu/podilu): Necht f a g jsou funkce a a je hro-
madnym bodem Dy N Dg. Necht dale existuji limity lim, f a lim, g. Potom rovnosti

lim(f + g) = lim f + lim g,
limf-g=Iimf-limg,

. flim, f
lim= = —
a g lim,g

)

plati v pripadé, Ze jsou algebraické operace na pravé strané definovany.
Tato véta je také znama jako Véta o aritmetice limit.

Poznamka 6.2: V pripadé posloupnosti a jejich limit v nekonecnu tato véta samo-
ziejmeé plati také, predpoklady o hromadnych bodech budou automaticky splnény.
Analogicka véta plati i pro jednostranné limity.

Duikaz této véty neni komplikovany, je spise pracny. Zejména vzhledem k nut-
nosti rozebrat vSechny mozné situace. Zde v textu si ukazeme alespon dva pripady.

Diikaz pro konecné limity a soucet. Ukazeme pouze pripad souctu koneénych limit,
lim, f = c € R, lim, g = d € R. Pro libovolné ¢ > 0 existuje okoli U, tak, ze

Vo € (U, N DyN D)~ {a}: |f(z)—c| <%a|g(1:)—d] < g
Je-litedy x € (U, N Dy N Dy) ~\ {a}, pak pomoci trojuhelnikové nerovnosti plati
£

|[f(@)+g(x)—c—d| = |(f(z)=c)+(9(x)=d)| < |f(z)~c|[+]|g(x)~d| < g+— =e.

Tudiz lim,(f + ¢g) = ¢+ d. O
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Diikaz pro soucin a jednu nekonecnou limitu. Piedpokladejme, Ze lim, f = b € R,
b > 0,alim, g = +00. Oznacme C := Dy N D,.

Chceme dokazat rovnost lim,(f - g) = +00. Méjme ¢ € R. Potfebujeme odhad-
nout f(x) - g(x) zespoda hodnotou c. Dle pfedpokladi oviem postupné plati

« pro b/2 > 0 existuje U, takové, ze pro x € (CNU,) ~{a} je f(z) € Upy(b/2),
tj. f(x) > b/2,

« pro ¢/(b/2) € R existuje V, takové, ze pro x € (C NV,) \ {a} je g(z) €
Usoo(c/(b/2)), 1. g(z) > c/(b/2). O

Polozime-li W, := U, NV, pak pro z € (C N W,) \ {a} mame

:C,

Fo) - gla) > 5

SIS Y

t, f(2) - 9(2) € Upoo(0)-

Nyni se m@izeme vratit k definici algebraickych operaci na R, vzpomerite na Defi-
nici 2.3. Nékteré operace mezi prvky R jsme nedefinovali, coZ bylo pravé motivovano
touto Vétou 6.1. Pro nedefinované operace by takovouto vétu neslo zformulovat.
Ukazme si na konkrétnich ptipadech.

Priklad 6.1 (Nemoznost smysluplné definice +0co+(—o0)): Nedefinovany (neurcity)

vyraz +00 + (—o0) muZe vzniknout v riznych situacich, které vyusti v razné limity.

Ukazme si to na posloupnostech (a,,)> ; a (b,)> ;:

e Je-lia, =nab, = —n, pak lim, a,, + lim b, je skute¢né tvaru +oo + (—00).
Pro limitu souétu ale jednoduse plati lim,,(a,, + b,) = lim,, 0 = 0.

« Je-lia, =nab, = —n+1, paklima,, + lim b,, je skute¢né tvaru +o00 + (—o0).
Pro limitu souétu ale jednoduse plati lim(a,, + b,,) = lim1 = 1.

e Je-lia, = 2nab, = —n, pak lim, a,, + limb,, je skute¢né tvaru +o00 + (—00).
Pro limitu souctu ale jednoduse plati lim(a,, + b,) = limn = +o0.

« Je-lia, =nab, = —2n, pak lima, + limb, je skute¢né tvaru +oo + (—00).
Pro limitu souétu ale jednoduse plati lim(a,, + b,) = lim(—n) = —oo.
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« Je-lia, =nab, = —n+ (—1)", pak lim, a,, + lim,, b, je skuteéné tvaru
+00 + (—00). Pro limitu souctu ale dostavame lim(a,, + b,,) = lim(—1)" a ta
neexistuje (Pfiklad 5.17).

Otazka 6.1: Vymyslete ptiklady posloupnosti (a,)5°, a (b,)2, takovych, aby
lim, a, = 0 alim, b, = +o0, tj. soucin limit v tomto pfipadé je nedefinovany
(neur¢ity) vyraz 0 - (+00) a pfesto aby platilo

1. lim (a, - b,) =0,

n—0o0

2. lim (a, -b,) =1,

n—o0

3. lim (a, - b,) = +o0.

n—oo
Pocitat limitu polynomd je diky predchazejici vété velmi jednoduché.
Priklad 6.2: Bud P(z) libovolny polynom a a € R. Potom

lim P(z) = P(a).

T—a

Jiz jsme ukazali, ze lim x = a a vime lim ¢ = c. Pouzijeme-li mnohonasobné vétu
T—a Tr—a

o limité souctu a soucinu funkci (Véta 6.1), ihned dostaneme tvrzeni uvedené na
zacatku naseho prikladu. Napriklad tedy plati

lim (z* =3z +1) =2 -3-2+1=-1.
T—2

O néco slozitéjsi je pocitat limitu racionalnich lomenych funkci. Zde uz muze
nastat vice moznych situaci. Veskeré nastroje uz ale mame pfipravené a nasledujici
priklad jen demonstruje jejich aplikaci.

Priklad 6.3: Vypoctéte limitu funkce

xt 4+ 222 -3
3 — 322 4+ 22

fz) =

vbodecha=—-1,b=1,c=2ad = —0c0.

Reseni. Nejprve si véimnéme, Ze jmenovatel lze rozlozit na kofenové ¢initele
3 2 _
=3+ 2z =x(z —1)(z — 2),
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tudiz Dy = R~ {0, 1, 2}. Pro vypocet limity v bodé a« = —1 muzeme proto pouzit
vétu o limité podilu,
lim,_,, 2% 4+ 22% — 3 0
lim f(x) e e =— =0

sa T Lm,,, 2% — 322422 —6

Dale, pied vypoctem limity v bodé d upravme vyraz pro f(x) nasledovné

?#(1+3%3-32%  1+3-3

) = x4 = . z2 x4'
Ay T TS

Pouzijeme-li nyni vétu o limité souc¢tu a podilu, dostavame
' 1
lim f(z) = —00 - — = —00.
x—d 1
Pro vypocet limit v bodech b a ¢ je vhodné upravit na soucin kofenovych c¢initelt
i citatel,

(22 +3)(z*—=1) (@*+3)(z—1)(z+1) (2*2+3)(z+1)

= = — 5 G D .
@) = e =2 2(z — 1)(z — 2) ww—2) 5
Tudiz, opét pomoci predeslych vét,
8
lim = — = -8, lim f(z) neexistuje.
b —1 T

Neexistence posledni limity plyne z nerovnosti jednostrannych limit,

lim f(z)= = (+00) = +00, lim f(z)= 2 (—00) = —00

r—rc+ 2 Tr—c— 2
Je dobré porovnat nase vysledky s grafem uvazované funkce, viz Obrazek 6.1.
Priklad 6.4: Vypoctéte limitu
) Y )
lim .
e=2 23 — a2 —x+1

Reseni. V bodé x = 2 je jmenovatel roven 3, coZ je nenulové &islo. Podle véty o limité
podilu proto ihned dostavame
N ) 4

lim = -.
a3 —x2 —x+1 3
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y=f(z)

)

Obrazek 6.1: Graf racionalni funkce z Ptikladu 6.3.

Priklad 6.5: Vypoctéte limitu

. 224+ x—2
lim )
aolgd —x2 —x+1

Reseni. Nyni je limita typu 8. Z polynomu v citateli a jmenovateli proto miazeme
vytknout kofenovy ¢initel x — 1,
22+ —2 (z—1(x+2) . xz+2 1

li = li = : .
s R :vlﬁml(:n—l)(@"?—l) eslox+1 -1

Protoze ale pro jednostranné limity plati

2 1 3
lim rhe, = — - (£o0) = £o0,
z—=le x+1 x—1 2

puvodni limita podle Dusledku 5.1 neexistuje.
Priklad 6.6: Vypoctéte limity

2P —4An+5
1. Iim ———,
n—oo n — n3

. 2n®—4n+5

2. lim —
n—oo n—n

on3 — 4 5

5 i 205
n—oo n—n
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Reseni. Je potfeba pouzit Vétu 6.1, ale pied tim je tfeba vyrazy za limitou vhodné
upravit. V prvnim prikladé plati

2n® —4An+5 2—%+i_2—0+0__2

Vsimnéte si, ze predchozi vétu jsme pouzili hned nékolikrat (podil limit, vypocet
limity Citatele a jmenovatele pomoci souctu/rozdilu limit). Ve druhém piikladé
podobné mame

P —dn+5 . 2-14 5 2040
hm—gzhm : = =0.
A konecné ve tietim
g 2 An S an— 245 _fo0-0+0_
n—o00 n — n2 " nooo %—1 B 0—1 N .

Samoziejmeé zpuisobti jak provést ipravu téchto typt zlomku, tak aby bylo mozné
pouzit vétu na podil/soucin/soucet limit, je vice moznych.

6.2 Nerovnosti a limity

Casto je vyhodné, nebo dokonce nutné, k odvozeni limity jedné funkce pouZit jeji
srovnani s jinou, jednodussi, funkci se znamou limitou. V této kapitole si ukazeme
dvé variace na toto téma. Za¢néme nejprve velmi pfimocarym dusledkem definice
limity.

Véta 6.2 (O vytlaceni do nekonecéna): Méjme dvé funkce f, g a bod a € R. Necht
existuje okoli U, bodu a splnujici

1. DynU, = D, NU,, ozna¢me tuto mnoZinu M,
2. a je hromadnym bodem mnoziny M,
3. pro viechna x € M ~ {a} plati nerovnost f(x) < g(x).

Potom plati nasledujici dvé tvrzeni:
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« Pokud lim, f = +o0, potom i lim, g = +o0.
+ Pokud lim, g = —o0, potom i lim,, f = —o0.

Diikaz pripadu +oo. Vezméme okoli U, = (¢, +00). Protoze lim, f = 400, mame
pro toto ¢ k dispozici jisté okoli U, takové, ze pro vSechna z € (U, N M) \ {a}
plati f(x) > c. Vezmeme-li proto nyni libovolné = € (U, N M) \ {a}, pak plati
ic< f(x) <g(x)ag(r) € (¢, +00). Tudiz lim, g = +o0. O

Priklad 6.7: Uvazme naptiklad posloupnost
an = (24 (-1)")n, n=1,2,3,...

Na vypocet limity této posloupnosti nelze pouzit vétu o limité soucinu, protoze
¢len v zavorce nema limitu. Vzhledem ke kladnosti a omezenosti této zavorky ale
ocekavame, Ze limitou posloupnosti (a, )52 ; bude +oo. Kazdy ¢len této posloupnosti
muzeme odhadnout zespoda takto:

an=02+(-)"n>2-n=n, neN
O posloupnosti (1), vime, Ze jeji limitou je +o00. Odtud pak podle predchazejici
véty ihned plyne lim,,_,, a,, = +0o0.

Nyni se dostavame k velmi dilezité véte, kterou ¢asto pouzijeme. Jeji myslenka
spo¢iva v tom, 7e dokazeme-li ,dobfe odhadnout” chovani dané funkce pomoci funkei
se zndmymi shodnymi limitami ve stejném bod¢, pak zname i limitu zkoumané funkce
v daném bodé.

Véta 6.3 (O limité seviené funkce): Mé&jme tfi funkce f, g a h abod a € R. Necht
existuje okoli U, bodu a splnujici

1. DynU, = D,NU, = Dy NU,, ozna¢me tuto mnozinu M,

2. a je hromadnym bodem mnoziny M,

3. pro véechna x € M \ {a} plati nerovnosti f(z) < g(z) < h(z).

Necht dale existuji limity funkci f a h v bodé a majici spole¢nou hodnotu b € R, t;.

lim f(x) = lim h(x) = b.

T—ra T—ra

Potom existuje i limita g v bodé a a je také rovna b, tj. lim g(z) = b.
T—a
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(O]

()

| x
a

Obrazek 6.2: Ilustrace k vété o limité seviené funkce, pipad konecné limity (Véta 6.3;
barvy grafii odpovidaji ve vété f (modra), g (Cervena) a h (hnéda)).

Diikaz. Méjme okoli Vj, bodu b. Dle predpokladi existuje V,, okoli bodu a takové, ze
V, C U, aprokazdé x € (M NV,) ~ {a} patti f(x) i h(z) do V}. Protoze ale pro
tato x plati f(z) < g(x) < h(x), je nutné i g(x) prvkem V;,. O

Tato véta také ¢asto byva oznacovana jako ,véta o dvou policajtech®, v angli¢tiné
ji lze také nalézt pod heslem squeeze theorem. Graficka ilustrace k vété o limité
seviené funkce je uvedena na Obrazku 6.2.

Pro uplnost zde explicitné zminme i dilezity dusledek plynouci z predchozi véty
pro posloupnosti. Pfipomenime si, Ze vSechny nase posloupnosti jsou definovany na
mnoziné N. Proto 1ze pro tento konkrétni pripad dostat pouhym pieformulovanim
predchozi véty nasledujici tvrzeni.

[e.9]

Dusledek 6.1 (O limité seviené posloupnosti): Méjme tii posloupnosti (a,)> ;,

(bp)5%; a (¢,)5%; a necht plati

1. existuje V € N takové, Ze pro vsechna n > N plati nerovnosti a,, < b, < ¢,

2. existuji limity posloupnosti (a,,)>; a (c,)>, a jsou rovné b € R, tj. lima,, =
lime, = b.
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Potom existuje i limita posloupnosti (b,)%; a je také rovna b.
sinn

Priklad 6.8: Vypoctéte limitu lim
n—oco N
Reseni. Funkce sin mé4 obor hodnot Hg, = (—1, 1). Tedy plati nerovnost
—1 <sinz <1, prokazdéz € R.

Tudiz pro kazdé prirozené n plati

1 sinn 1
—— < < -
n n n
Protoze ale lim — = lim — =0, je podle véty o limité seviené posloupnosti
n—o00 M n—oo M
sinn
lim =0.
n—oo n

1
Priklad 6.9: Vypoctéte lim x sin (—)
z—0 €x

Reseni. Ziejmé nelze pouzit vétu o soucinu limit, limita lim,_,( sin (%) totiZ neexis-
tuje. OvSem nerovnost

1
f(z) = —|z| < g(x) := xsin <5) < |z| =: h(z)
plati pro libovolné = € R ~\ {0}. Zvolime-li napt. U, = (—1,1) okoli bodu a = 0,
pak
« nerovnost f(x) < g(x) < h(z) plati pro kazdé = € (—1,1) \ {0},

« existuji chlil’(l) f(z) = il_r)l’(l) h(z) = 0.

1
Podle véty o limité seviené funkce pak lim g(x) = lim z sin (—> = 0.
z—0 z—0 x
Priklad 6.10: Ovéite spravnost nasledujicich tvrzeni

sinx

limsinz =0, limcosz=1, lim =1

z—0 z—0 z—0 X
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Yy = T sin (%)

Obrazek 6.3: Tlustrace k Prikladu 6.9, graf funkce x sin (%)

Reseni. V tento okamzik mame k dispozici pouze geometrickou definici goniomet-
rickych funkci, viz Obrazek 6.4. Pro x € (O, g) plati

1 . - T < 1 ¢

—sin — < —tgux.

5 sinT <o <;tgr
Skute¢né, porovnejte obsahy trojuhelniku OAB, vysece OAB a trojuhelniku OAC
na Obrazku 6.4. Funkce sin je licha a tudiz

o <sine <fof, we(-27)
—|z| <sinx < |z|, = - —=,=).
— f— ) 2 7 2

Potom lim sinz = 0. A z rovnosti sin® z + cos? z = 1 pak i lim cos z = 1. (Rozmys-
z—0 z—0

lete znaménko!) Funkce sin i tg jsou liché a proto z nerovnosti

L <x<1t €<0 7T>
—sinzr < - < —tgz, =« —
p TSy S e Y "2
plyne nerovnost
x 1 T
1 < ’ , e(——,—) 0}
sinx cos T v 2°2 ~ 0}

Odtud pomoci Véty 6.3 dostavame posledni hledanou limitu

. sinx
lim =1.
z—0

sinx
T

Funkce je totiz kladna na jistém okoli nuly.
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O 1 A

Obrazek 6.4: Jednotkova kruznice a vypocet funkci sinus a tangens.

6.3 Veéta o limité slozené funkce

Mnoho funkci, na které narazime, jsou slozené funkce. Nasledujici dilezita véta nam
umoznuje pocitat jejich limity, aniz bychom se museli obracet na definici limity.
Véta 6.4 (O limité slozené funkce): Necht f a g jsou funkee, a, b, ¢ jsou prvky R
a plati ¢tyfi podminky

1. lim g(z) = b,
Tr—a

2. lim f(z) = ¢,
z—b

3. bod a je hromadnym bodem mnozZiny D ..

4. bud (3U,)(Vzx € D,NU, ~ {a})(g(x) # b) nebo (b € Dy a f(b) = c).

Potom pro limitu slozené funkce f o g plati glclir(ll (fog)x)=c

Diitkaz. Méjme libovolné okoli U, bodu c. Potom dle pfedpokladii postupné plati:

« existuje V; okoli bodu b takové, ze pro kazdé x € (V, N Dy) ~ {b} plati
f(z) e U,

« existuje W, okoli bodu a takové, ze pro kazdé = € (W, N D,) \ {a} plati
g(z) € V. O
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Vezméme nyni libovolné x € (W, N Dy.,) \ {a} (dle pfedpokladu je toto neprazdna
mnozina). Takovéto = oplyva nasledujicimi vlastnostmi: = € W,z € D, g(x) € Dy
a x # a. Konecné zbyva vyuzit podminek v bodé ¢tyfi.

« Prvni moZznost: bez 4jmy na obecnosti lze predpokladat, ze W, C U, a tedy

g(x) # batudiz f(g(z)) € U..

« Druh4 moznost: pokud g(z) #
i pokud g(z) = b, pak f(g(z)) =

Tim je dikaz dokoncen.

b, pak f(g(z)) € U,, ale v tomto piFipadé
Ay

Poznamka 6.3: Podminka v bodé Ctyfije dilezitd. Demonstrujme to na nasledujicim

lehce extrémnim pfipadeé,
1, x#0,
xr) =
(@) {27 e

Pro tyto funkce plati Dy, = R a
limg(zx) =0 a lim f(x)=

x—0 z—0

Podminky v bodé jedna a dva i tfi jsou tedy splnény, ale ani jedna podminka v bodé
Ctyfi neplati. Déle, slozena funkce f o g existuje a plati (f o g)(x) = 2. Jeji limita
v bodé 0 je zfejmé 2, coz neni 1.

Hrubé feceno lze fici, Ze pokud se vnitini funkce na okoli bodu a nechova ,pékné®,
nespliuje bod ¢tyfti predchozi véty, pak véta o limité slozené funkce nemusi platit.

Priklad 6.11: Vypoctéte limitu

lin% Va2 +a+ 1.

T—
Reseni. Ozna¢me

f@)y=vr a gl@)=2>+2+1=(x+1/2)°+3/4>0.
Z predchoziho vykladu vime, Ze

limg(z) = lim(z? 4+ z+1)=3 a limyz = V3.

rz—1 rz—1 r—3
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Déle D¢,; = R a 1 je hromadnym bodem této mnoZziny. Kone¢né 3 patii do definic-
niho oboru Dy a f(3) = v/3. Dle piedchozi véty proto

lirri Viz+r+1=+3.
T—

6.4 Vypocet limit dal§ich vyznac¢nych posloupnosti

V této podkapitole odvodime nékolik zakladnich limit posloupnosti, které se ¢asto
hodi znat pti vypoctech. V predeslé casti textu jsme totiz odvodili nékolik vét, které
vsak v podstaté nelze pouzit, nezname-li limity aspon nékterych jednoduchych
posloupnosti.

Piipomenme, ze hned po zavedeni pojmu limity posloupnosti jsme si prakticky
odvodili limitu

400, a >0,
lim n* =<1, a =0,
n—oo

0, a < 0.

Pristupme nyni k dalsim prikladtim.
Priklad 6.12: Plati

lim V/n = 1.

n—oQ
Reseni. Polozme h,, := {/n—1.Z jedné strany plati h,, > O prokazdén = 1,2,3, ...
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

" /n n
=(1+hy)" = hy > 1 h:
n=(1+h,) Z(,{) +(2) 2,
k=0
a tedy pro n > 2 plati
n(n —1) B2,
2
Pron > 2 je vyraz "("2_1) kladny a mtizeme jim proto posledni nerovnost vydélit
a diky nezapornosti h,, poté i odmocnit. Po téchto upravach dostavame
2

0<h, <y/—.
n

n—1>

Odtud ihned pomoci véty o seviené posloupnosti dostavame lim A, = 0. Graf této
n—oo

posloupnosti je pro nazornost uveden na Obrazku 6.5.
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10111213141516 17181920 ™

O +

12345678

Obrazek 6.5: Grafické znazornéni ¢lent posloupnosti (\/ﬁ) ZO=1 a jeji konvergence
k 1. Jenom na zakladé tohoto obrazku nelze rozhodnout o tom, Ze tato posloupnost
konverguje k 1.

Priklad 6.13: Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim {/a = 1.

n—oo

Reseni. Ptipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati

1< a< Un
V piedchozim piikladé jsme vSak ukézali rovnost lim {/n = 1. Tudiz podle véty
n—oo
o seviené posloupnosti lim /a = 1.
n—oo
1
Pripad 0 < a < 1: Z pfedchozi bodu plyne lim Q/j = 1, tudiz
n—o00 a
: : 1
lim Va = lim =1.
n—00 n—oo /1
Pro ilustraci uvadime Obrazek 6.6.
Priklad 6.14: Plati
lim /n! = +oc0.

n—oo
Reseni. Pri vypoctu této limity vyuzijeme nasledujici trik. Cleny v sou¢inu dvou
faktorialti promichame v ,zrcadlovém® poradi:

(n!)2:(1-2~3-~~n)'(1-2~3--~n)
= (1n) - (2-(n=1)- (8- (n=2)) -+ (n-1) =

:ﬁk(n+1—k)
k=1
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LIMITY VYZNACNYCH POSLOUPNOST{

a

o000
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a=5a=5/2,a=1,
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12345678 91011121314151617181920 "

Obrazek 6.6: Grafické znazornéni ¢lenti posloupnosti (C/E) 20:1 pro razné hodnoty a

a jeji konvergence k 1.

Z grafu paraboly f(x) = z(n + 1 — x) je zfejmé (viz Obrazek 6.7), Ze
fk) 2 f(1) = f(n) =n, ke{l,2,...,n},
a proto (n!)? > n". Koneé¢né, 2n-t4 odmocnina davé

Vnl > /n — +oo.

Priklad 6.15: Necht a € R. Pak pro limitu redlné posloupnosti (a")$° ; plati:

0,
1

lim a" = ¢

n—oo +OO,
neexistuje,

lal <1,
a=1,
a>1,
a < —1.

Reseni. Jednoduché piipady: Pokud a = 0 nebo a = 1, pak se jedna o konstantni
posloupnost jejiz limita je rovna prislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz ukazali,

ze limita ((—1)”):;1 neexistuje.

Necht 0 < |a| < 1. Plati

|| = |a"| -la| < a"].
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Obrazek 6.7: Ilustrace k piikladu vypoctu limity posloupnosti /n!.

12345678910 "

Obrazek 6.8: Grafické znazornéni ¢lenti posloupnosti ( V n!)zo_l
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oo
Posloupnost (‘a”|) je tedy ostfe klesajici a omezena, 0 < ‘a”’ < |al. Z véty
=1

o limité monoténni posloupnosti plyne existence kone¢né limity, oznac¢me ji L =

oo oo
lim ‘a"‘. Posloupnost (‘a"“ |) je vybrana z <‘a”|) a proto maji stejnou
TL—>OO . n=1 n=1

limitu. Konecné

L= lim |a"™| = lim |a| - [a"| = |a| - lim |a"| = |a| - L.
n—oo n—o0 n—oo
Diky predpokladiim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.
Pfipad a > 1: Podobné jako v pfedchozim pripadé ukazeme, ze (a”)zozl je ostie

rostouci posloupnost zdola omezena napt. ¢islem 1. Existuje proto limita . = lim a".
n—oo

Protoze posloupnost roste, musi nutné byt L > a. Navic plati

L=1lmd" ' =a-lima"=a-L.
n—oo n—oo

Protoze ale L > a > 1 muze tato nerovnost platit pouze v pfipadé L = +ooc.
Pripad @ < —1: Pro vybranou posloupnost (a%) 0071 = ((a2)n> nyni podle
n= n=1
piedchoziho bodu plati lim a*" = 400, protoze a* > 1. Limitu vybrané posloup-

n—oo
. o0
nosti (a2”+1)

snadno spocteme
n=1

lim ¢*™ =a- lim ¢ = a- (+00) = —c0.

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti s riznymi limitami. Pavodni limita, tj. lim a",
n—oo
tedy neexistuje.

Shriime si doposud odvozené limity v Tabulce 6.2.

6.5 Podilové kritérium pro posloupnosti

Nasledujici kritérium je nedocenitelné pii poc¢itani nékterych ,ocividnych® limit
posloupnosti. Podivejme se napfiklad na limitu

lim . (6.1)

Zamysleme se nad tvarem ¢lent této posloupnosti. Jedna se o podil polynomu (v ¢ita-
teli) a exponencialy o zdkladu vétsim nez 1 (ve jmenovateli). Pokud si ¢lovék predstavi
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posloupnost limita

400, a >0,
(n") L a=0,
0, a < 0.

n=1
0, la| <1,
1, a=1,
(@)
400, a>1,

neexistuje, a < —1.

Tabulka 6.2: Znamé posloupnosti probirané v této sekci a jejich limity.

grafy téchto posloupnosti, ihned ziska dojem, Ze ,exponenciala ve jmenovateli roste
podstatné rychleji“ ! nez polynom v ¢itateli. Tusime tedy, Ze pro velka n bude tento
podil velmi maly. Intuitivné limita (6.1) existuje a je rovna nule.

Bohuzel, tvaha v pfedchozim odstavci ma hlinéné nohy;, je to pouze nase domnén-
ka. Podobné pozorovani bychom pfeci také z grafu ucinili, kdybychom studovali
limitu

nh_>n§o 1010 .
jmenovatel této posloupnosti také prece roste podstatné rychleji nez jeji Citatel.
Presto je tato limita rovna 10719 co% neni nula. Takovyto argument je tedy sam
0 sobé nepouzitelny.

Kdyz se nad témito komentafi zamyslite, tak uvidite, ze problém je vlastné v tom,
co to pfesné znamena ,roste podstatné rychleji“. Co timto slovnim spojenim vlastné

chceme popsat? Pfirozené bychom mobhli fici, Ze mame-li dvé posloupnosti (a,)3,

!Exponenciala o zdkladu vétsim nez 1.
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a (b,)52, obé majici za limitu +oo pak o (a,)>2, fekneme, Ze ,roste podstatné
rychleji® nez (b,)>° | pravé kdyz
lim b—" =0.
n—00 Uy,
Zde ale ihned vidime problém. Toto je pozadavek ekvivalentni tomu co mame spoci-
tat! Nemizeme prece fici, ze limita podilt je nula, protoze limita podild je nula!
Diskuze v predchozim odstavci dale rozviji motivaci v ivodu podkapitoly 3.4.
Také zde krasné vidime, jak jsme pfirozenymi ivahami dospéli presné k jednomu
z tvrzeni Véty 5.8.
Vratme se k limité v rovnici (6.1). Mohli bychom se pokusit dokazat pomoci
definice, Ze tato limita je rovna nule (zkuste!). Na tomto misté zvolime ale jiny
postup, ktery se nam bude hodit i v dalsich prikladech. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 6.5 (Podilové kritérium): Bud (a,):2, posloupnost kladnych ¢isel a necht
existuje limita
g = lim & (6.2)

n—00  (y,

Potom plati nasledujici dvé implikace:

a. pokud g < 1, pak limita posloupnosti (a,,)> ; je rovna nule, tj. lim a, = 0,
n— o0

b. pokud ¢ > 1, pak lim a,, = +o0c.
n—oo

Diikaz. Provedme diikaz bodu a. Protoze g < 1 urcité existuje r spliujici ¢ < r < 1.
Diky tomu pak i
lim 27!

n—00 Oy

<r

Z definice limity posloupnosti pak existuje NV € N takové, Ze nerovnost

Ap+1
G,

plati pro vsechna n > N. Diky nezapornosti ¢lenti posloupnosti pak plati i nerovnost
Gp41 < Tay pro libovolné n > N. To ovSsem znamena, Ze pron > N je

0<a, < T"_N_laN+1.
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Protoze 0 < r < 1 je limita pravé strany nerovnosti rovna nule (viz pfiklad v pied-
chozi podkapitole). Dle véty o limité seviené posloupnosti (véta 6.3) pak ihned
dostavame kyzeny vysledek lim a,, = 0.
n—o0
Bod b. se dokaze naprosto analogicky. [

Aplikujme podilové kritérium na pfiklad uvedeny na zacatku této podkapitoly.
Teprve az tuto limitu vypocéteme, budeme moc tvrdit, ze ,2" roste do nekonec¢na
podstatné rychleji, nez n“. Pfesnéji, ze 2" je asymptotickou strikni horni mezi n? pro
n — oo. Teprve po tomto vypoctu bude tato vlastnost téchto dvou funkei odvozena.

Priklad 6.16: Vypoctéme limitu

o n?
lim —
n—oo 21
Reseni. Pro limitu podilt plati
(n+1)? 2
o .1 1 1
lim 2~ = lim - - nt =—<1.

Podle podilového kritéria proto ptivodni posloupnost konverguje k nule. Podle
Véty 5.8 proto plati
n? = o(2"), pron — +oo.

Poznamka 6.4: Prvni bod Véty 6.5 Ize relativné snadno formulovat i pro nékteré
posloupnosti nemajici pouze kladné ¢leny. Skutecné, pokud pomoci podilového
kritéra zjistime, ze posloupnost s nezapornymi ¢leny (|a,|)>2 ; konverguje k nule,
pak k nule konverguje i posloupnost (a,, )2 ;. Staéi vzit do Gvahy nerovnosti —|a,,| <
a, < l|a,| a vétu o limité seviené posloupnosti. Alternativné se lze odvolat na
Pozorovani 5.1.
Poznamka 6.5: Pokud limita podilt vyjde rovna 1, pak podilové kritérium nelze
pouzit. Napiiklad pro posloupnost (n)2 ; plati
. n+1 , 1
lim =liml+—-=1

n—oo n n—00 n

a lim n = +o00. Avsak pro limitu (1/n)5°, plati
n—o0

1
T n 1
lim “ = lim = lim — =1,
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1
ale lim — =0.
n—oo M

Poznamka 6.6: Podilové kritérium jsme ve Vété 6.5 formulovali v tzv. limitnim
tvaru. Z dukazu je zfejmé, zZe plati i silnéjsi nelimitni verze: Jestlize pro posloupnost
kladnych ¢isel (a,,)5° , existuji N € N a g € R takové, ze

An41 An41

<qg<1, resp.

Qn Qn

>q>1

pro kazdé n > N, potom lim a, = 0, resp. lim a,, = +o0.
n—oo n—oo

Poznamka 6.7: Existuje i mnoho dalsich tvrzeni a kritérii pomahajicich pfi vy-
poctech limit. V tomto textu se omezujeme na par Uzitecnych tvrzeni, ktera ptimo
pouzijeme v naSem dal$im badani. Pokud studujete z alternativnich zdroju, tak se
staci omezit na zde probirana tvrzeni.

Poznamka 6.8: V BI-MA1 se snazime naucit studenty umét ovérit a spravné vy-
svétlit sva tvrzeni. Proto argument ,roste rychleji nez“ pfi poc¢itani ptiklada je
neakceptovatelny. V téchto prikladech je to typicky argumentace kruhem, jak bylo
vyS$e zminéno. Ano, je to dobra intuice, ale je potfeba umét si ji obhajit, napriklad
pravé podilovym kritériem (to nemusi byt vzdy jedina moznost).

Priklad 6.17: Dokazte, Ze plati vztah
3" = o(n!) pron — oo.

Reseni. To je nyni snadné, nemusime bojovat s definici o. Skute¢né, hodnoty 3" /n!
jsou kladné pro kazdé prirozené n a plati

3n+1 3
. (n+1)! .
= 1 o = l — O < 1
Podle podilového kritéria proto plati
37’1
lim — =0
n—oo Nl

a podle Véty 5.8 pak skute¢né 3" = o(n!) pro n — .
Priklad 6.18: Vypoctéte limitu
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Reseni. Tento ptiklad Ize fesit dvéma zptisoby. Nejprve se pokusme pouzit podilové
kritérium. Uvedena posloupnost je tvorena kladnymi ¢leny a plati
(n+1)! nd 1 1

li = N —— e = > 1.
T AR T (N ER

Tudiz hodnota limity v zadani je +oo.
Alternativné lze pouzit jednoduchou tipravu, neni nutné se odvolavat na podilové

kritérium. Pro libovolné pfirozené n > 3 plati

n! nn-—1)(n-—2)

= 2 (n—3)!
:(1_%) (1—%)-(n—3)!—>1-1-(+oo)=—i—oo.
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7 Spojitost funkce

7.1 Definice a kritéria spojitosti

Jak jiz bylo feceno (vzpomente na Poznamku 5.6), hodnota limity funkce v bodé
a € R nezavisi na funkéni hodnoté funkce f v tomto bodé (funkce v daném bodé
ani nemusi byt definovana a presto v ném muize mit limitu). Zavadime proto pojem
,spojité funkce®, ktery se vztahem mezi limitou a funkéni hodnotou funkce f v bodé
zabyva.

Definice 7.1 (Spojitost funkce v bodé / continuity at a point): Necht f je realna
funkce realné proménné a necht bod a € D;. Rekneme, Ze funkce f je spojita
v bodé a, pravé kdyz pro jeji limitu v bodé a plati

lim f(z) = f(a).

r—a
Dale zavadime dva dalsi pojmy:
« Funkce f je spojita v bodé a zprava, pravé kdyz pro jednostrannou limitu

lim f(2) = f(a)

« Funkce f je spojita v bodé a zleva, pravé kdyz lim f(x) = f(a).
T—a—
Spojitost funkce je velmi dulezita pro praktické aplikace'. Intuitivné lze pozada-
vek spojitosti funkce f v bodé a chépat takto: ,,f(x) je blizko f(a), pokud z je blizko
a“. Presné to totiz korektné fika Definice 7.1.

!Na druhou stranu, i nespojité funkce hraji v ptirodé dtlezitou roli, napiiklad v popisu fazovych
prechodi.
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Pozorovani 7.1: Jako prvni pozorovani uvedme, ze pokud a ¢ Dy, pak takovato

funkce nemutiZe byt z definice spojita i kdyby lim f(x) existovala. V definici spojitosti
Tr—a

se totiz predpoklada, ze funkce je definovana v bodé a. Jinak bychom viibec nemohli

mluvit o funkéni hodnoté f(a). Raznymi zpasoby ,selhani® spojitosti se budeme

zabyvat v podkapitole 7.5.

Protoze v Definici 7.1 uvazujeme a € Dy C Ratimpademi f(a) € R, dostavame
preformulovanim definice limity (viz Poznamku 5.5) nasledujici € — ¢ vyjadfeni
spojitosti pro funkce definované na okoli bodu a:

Poznamka 7.1: Funkce f majici v defini¢nim oboru okoli bodu «a je spojita v bodé
a € Dy, pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdé = € R spliujici
|z —a| < dplati |f(z) — f(a)| <e.

Jako prvni priklad spojité funkce zminme priklad libovolného polynomu.
Priklad 7.1: V predchozi podkapitole jsme ukazali (viz Pfiklad 6.2), Ze pro libovolné
redlna a a libovolny polynom P(x) plati

glcliré P(z) = P(a).
Kazdy polynom je proto spojitou funkci v kazdém bodé a € R.

Vsimnéte si, ze diky znalosti vlastnosti pojmu limity (konkrétné véty o limité
souctu a sou¢inu) a pouze znalosti spojitosti funkce f(z) = x a konstantni funkce
jsme odvodili spojitost libovolného polynomu. Viibec jsme nepotiebovali explicitné
pouzit definici spojitosti/limity.

Dale se podivejme na komplikovanéjsi priklad, ktery pékné ilustruje vsechny
mozné druhy spojitosti (zleva/zprava).

Priklad 7.2: Zkoumejte spojitost funkce f(x) =z — |z|.

Reseni. Pfirozenym defini¢nim oborem funkce f je D; = R. Funkce f je spojita
v kazdém bodé a € R \ Z. V bodech a € Z je spojita zprava, ale ne zleva.

lim f(z)= f(a) a lim f(x)= f(a)+ 1.

r—a+ T—a—

Graf této funkce je uveden na Obrazku 7.1.
Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé, tedy
$lo o ,lokalni vlastnost funkce®. Nyni ho rozsifime na cely interval.
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Obrézek 7.1: Graf funkce f(z) = © — |z z Pfikladu 7.2.

Definice 7.2 (Spojita funkce (na intervalu) / continuous function): Funkce f je
spojita na intervalu J, pravé kdyz f|; (f zGZeno na J) je spojita v kazdém bodé
intervalu J. Funkci f nazyvame spojitou, pravé kdyz je f spojita v kazdém bodé
svého defini¢niho oboru. Mnozinu vsech spojitych funkeci definovanych na intervalu

J znacime C(/J).
Poznamka 7.2: Specialné tedy plati

« spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé = € (a, b).

« spojitd na intervalu {(a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé x € (a,b)
a v bodé a je spojita zprava.

« spojita na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé x € (a,b)
a v bodé b je spojita zleva.

« spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé z € (a, b),
v bodé a je spojita zprava a v bodé b je spojita zleva.

Piiklad 7.3: Funkce f(z) = 1 je ...
« ... spojita v kazdém bodé mnoziny R \ {0} = (—o0,0) U (0, +00) = Dy.
« ... spojitd na intervalu (—o0, 0).
« ... Spojita na intervalu (0, +00).
* ... spojita.

+ ... neni spojita v bodé a = 0.
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Obrazek 7.2: Graf funkce f(x) = * z P¥ikladu 7.3.

« ... neni spojita na intervalu (—1, 1).

Prozkoumejte graf této funkce na Obrazku 7.2.

Kritéria spojitosti

V dalsim textu i dalsich kapitolach se budeme uz casto vénovat funkcim, které
jsou definované na intervalech. Tj. specialné, pokud se budeme bavit o ,spojitosti
v bodé®, tak typicky nase funkce budou definovany na celém (oboustranném) okoli
takovéhoto bodu.

Nasledujici tvrzeni umoznuji snadno rozhodnout o spojitosti funkci v jistych
bodech. Jsou bezprostfednim dusledkem vlastnosti limity funkce, které jsme probirali
v minulé kapitole.

Véta 7.1 (O vztahu raznych typt spojitosti): Funkce f definovana na okoli bodu a €
Dy je spojita v bodé a € Dy, prave kdyz je spojitd v bodé a zleva i zprava.

Ditikaz. Viz Vétu 5.1. ]

Priklad 7.4: Vzpomerite si na funkci sgn definovanou v rovnici (12.1). Pro kazdé
nenulové a plati, Ze sgn je konstantni na jistém okoli bodu a a proto

lim sgn(z) = lim sgn(z) = sgn(a).
T—a r—at
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Vratime-li se zpét k Priklad 5.11, pak vime, ze

Illggr sgn(z) =1 a mlgg_ sgn(z) = —1.
Funkce sgn je proto spojita v kazdém bodé a # 0 a je nespojita v bodé 0. V bodé
0 neni spojita ani zleva ani zprava, protoze sgn(0) = 0 # +1. Graf funkce sgn
naleznete v Obrazku 7.7.

Funkce Casto zadavame jako soucty, souciny, podily a slozeni dalsich funkci.
Nasledujici véty umoznuji v nékterych pripadech rozhodnout o spojitosti takovychto
funkci v jistych bodech.

Véta 7.2 (O spojitosti souctu, souéinu a podilu funkci): Soucet a soucin dvou funkei
f a g definovanych na okoli bodu a a spojitych v bodé a je funkce spojita v bodé a.
Pokud navic g(a) # 0, pak podil § je funkce spojita v bodé a.

Diikaz. Viz Vétu 6.1. O

Véta 7.3 (O spojitosti slozené funkce): Budte g funkce definovana na okoli bodu a
a spojita v bodé a a f funkce definovana na okoli bodu g(a) a spojita v bodé g(a).
Potom sloZena funkce f o g je spojita v bodé a.

Diikaz. Viz Vétu 6.4. Povsimnéte si, ze druhia moznost ve ¢tvrtém piedpokladu

Véty 6.4 je pro spojité funkce automaticky splnéna. []
Priiklad 7.5: Funkce
xt— 23
f<x> - xQ —4

je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru Dy = R ~\ {-2,2}.

Reseni. Skute¢né, polynomy v ¢itateli a jmenovateli jsou spojité funkce v kazdém bodé
R (vzpomenite si na priklad 7.1). Jediné body, v kterych je polynom v jmenovateli
nulovy jsou —2 a 2. Podle Véty 7.2 je pak tedy funkce f spojita v kazdém bodé
mnoziny R \ {—2,2}.

Poznamenejme, ze v bodech —2 a 2 tato funkce neni spojita, tyto body ani nepatfi
do defini¢niho oboru!

Dalsi priklady pouziti vét z této podkapitoly si ukaZzeme hned jak odvodime
spojitost i dalsich elementarnich funkeci (podkapitola 7.4). Pouze s polynomy prilis
zajimavych priklad vymyslet nelze. Nejprve je ale vhodné jesté prozkoumat obecné
vlastnosti a dusledky spojitosti.
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7.2 Metoda piileni intervalu a feseni rovnice
flz) =0

Spojitost funkce na uzavieném intervalu ma zavazné dusledky pro feseni rovnic.
Nasledujici véta dava postacujici podminku pro existenci feseni rovnice f(z) =0
a dokonce i nabizi algoritmus jak toto feSeni nalézt. Mimo to ji jesté dale s vyhodou
vyuZzijeme.

Povsimnéte si, Ze neni zadnym omezenim mit na pravé strané rovnice ¢islo 0.
Pokud bychom méli fesit rovnici h(z) = g(z) pro neznamou z, vidy mizeme tento
problém pieformulovat do tvaru f(z) := g(z) — h(z) = 0.

Véta 7.4 (Metoda ptleni intervalu / bisection method): Necht funkce f je spojita
na uzavieném intervalu (a, b) a necht f(a) - f(b) < 0. Potom existuje bod ¢ € (a, b)
takovy, ze f(c) = 0.

Poznamka 7.3: Podminka f(a) - f(b) < 0 v pfedchozi vété kompaktné popisuje
dvé vzajemné se vylucujici se moznosti:

« f(a) <0a f(b) > 0, nebo
« f(a) >0a f(b) <0.

Dilkaz. Polozme a; = a a by := b. Protoze znaménka f(a;) a f(by) jsou rizna,
nastane pravé jedna ze tfi moznosti

L F (48 =0
2. znaménka f(a;) a f (“E2) jsou rtizna,

3. znaménka f (“E2) a f(b;) jsou riizna.

Dale postupujeme podle toho, ktera z téchto moznosti nastala:
1. Hledanym bodem c je % a véta je dokazana.

2. Polozme a9 := a; a by :=

a1+b1
=5

3. Polozme ay := ‘HQLbl aby = b;.
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Pokud nenastala prvni moznost, provedme stejnou uvahu s a; a by misto a; a b;.

Timto zpisobem postupné konstruujeme dalsi as, bs, atd. Pokud v nékterém z kroki

nastane prvni moznost (tj. existuje n tak, ze f (%) = 0), pak je véta dokazana.
V opacném piipadé jsme zkonstruovali dvé posloupnosti (a,,)5° ; a (b,)5°; spl-

nujici

_b—a

anabne <aab>7 agangan+l<bn+1§bn§ba bn_an_Fa

pro kazdé n € N. Obé posloupnosti jsou monotonni a omezené, tudiz existuji jejich
kone¢né limity, a,, - o a b, — [ pfin — oo. Navic

b—
g —a= lim (b, —a,) = lim a
n—00 n—oo 2n—1

=0.

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, ozna¢me ji ¢ :== a = § € (a,b). Ze
spojitosti funkce f v bodé c a Heineho véty nyni plyne

li_>m flan) = le f(bn) = f(c).

Ale protoze vsechny f(a,) maji rizné znaménko od f(b,), mizou posledni rovnosti
nastat pouze v pfipadé, ze f(c) = 0. Tim je dikaz véty dokoncen. Ol

Dukaz predchazejici véty je konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci ¢isla ¢, jsme
dokazali jeho konstrukei. Algoritmus pouzity v dikazu se nazyva metoda piileni
intervalu a l1ze ho prakticky pouzit k hledani feseni rovnice f(z) = 0. Jeho vyhodou
je, ze mame pod kontrolou chybu vypoctu, hledané feseni c vzdy lezi v intervalu
(@p, by). Pokud délka tohoto intervalu je jiz kratsi nez pozadovana pfesnost, mizeme
algoritmus zastavit a tfeba o prumeéru “";Lb” prohlasit, ze se jedna o hledané reseni
(v dané presnosti). Nevyhodou metody puleni intervalu je jeji ne prilis vysoka
rychlost (typicky je potfeba udélat vice iteraci nez se dostaneme k pozadované
presnosti). Pozdéji béhem semestru si ukdzeme Newtonovu metodu, ktera casto

konverguje vyrazné rychleji.

Poznamka 7.4: Predpoklad spojitosti v predeslé Vété 7.4 je podstatny. Jako priklad
uvazme funkci
1, z e (0,1),
)= (2
-1, z€(5,1)
na intervalu (a, b) = (0, 1). Sice f(0) - f(1) = —1 < 0, ale neexistuje bod = € (0, 1)
spliujici f(z) = 0. Viz Obrazek 7.4.
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)
DO [—

~11 o—e

Obrazek 7.4: Predpoklad spojitosti pro tvrzeni Véty 7.4 je podstatny.

Priklad 7.6 (Numericky vypocet hodnoty odmocniny ze dvou): Na tomto mis-
té uvedme velmi jednoduchou ukazku pouziti metody ptleni intervalu. Zamérné
naivni Python implementace této metody (viz dikaz Véty 7.4) by mohla vypadat
nasledovné:

def bisection(f, a, b, eps):
# Kontrola intervalu, pripadné prohozeni krajnich bod{
if f(a) * f(b) >= 0:
raise BaseException("Nevhodny interval!")
if a > b:
a, b=>b, a
# PocCitadlo iteraci, nultd aproximace
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n=20
(a+b) /2
# Vypocetni cyklus
while b - a >= 2*eps:
if f(x) == 0:
return x, n
elif f(a) * f(x) < 0:

X

b = x
else:
a = X
X =(a+b) /2
n+=1

# Vratime posledni aproximaci a pocet iteraci
return x, n

Funkce bisection ocekava spojitou funkeci f, jejiz nulovy bod se snazime nalézt
v intervalu s krajnimi body a a b. Dale musime zadat pozadovanou presnost vypoctu
eps. Metoda pak vraci aproximaci x, ktera se od skute¢né hodnoty nulového bodu lisi
nejvyse o eps, a pocet provedenych iteraci n.

Pouziti této metody pro vypocet aproximaci odmocniny ze dvou je nyni pfimoca-
ré. Vezmeme funkci f(z) = 22 — 2, tedy f = lambda x: (x ** 2) - 2, anapiiklad
a = 0 ab = 3. Vysledky tohoto experimentu s riznou presnosti vypoctu jsou uvede-
ny v Tabulce 7.2. V tomto piipadé je samoziejmé piesnost vysledku navic limitovana
pouzitym datovym typem (zde 64 bitovy float, viz podkapitolu 2.6). Samotna metoda
ale neni v principu nijak omezena. Pokud bychom chtéli vétsi presnost, staci pouzit
jiny datovy typ.

7.3 Vlastnosti spojitych funkci

Véta 7.4 ma nejen praktické dusledky pro hledani nulovych bodt funkci, ma ale
i dalezité dusledky pro spojité funkce. Pfesnéji, miizeme pomoci ni dokazat radu
vlastnosti spojitych funkci.

Dusledek 7.1 (O nenulové spojité funkci): Bud f spojita funkce na intervalu J C Dy

a necht plati f(z) # 0 pro véechna x € J. Potom pro vSechna x € J plati bud
f(z) > O nebo f(z) < 0.
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k  Aproximace /2 Pocet iteraci n
1 1,4062500000000000 4
2 1,4121093750000000 8
3 1,414306 6406250000 11
4 1,4142150878906250 14
5 1,4142093658447266 18
6 1,4142129421234130 21
7 1,4142135679721832 24
8 1,4142135623842478 28
9 1,4142135616857558 31
10 1,4142135622969363 34
11 1,4142135623678769 38
12 1,4142135623726517 41
13 1,4142135623730780 44
14 1,4142135623730940 48

Tabulka 7.2: Aproximace hodnoty v/2 ziskané pomoci metody pileni intervalu (viz
diikaz Véty 7.4) aplikované na funkci f(x) = 22 —2abody a = 0 ab = 3 s absolutni
piesnosti 107*. Vypocet byl zastaven po n iteracich. Prvnich ,spravnych® 17 cifer
V2 je 1,414213 562 373 095 0. Viz Priklad 7.6.

Diikaz. Pokud by existovalo a a b z intervalu J takové, ze f(a) a f(b) maji rizna
znaménka, pak by podle Véty 7.4 existovalo c lezici nékde mezi a a b a splitujici
f(c) =0, coz je spor s pfedpokladem nenulovosti f na J. O

Dalsi vlastnosti spojitych funkci je, Ze zobrazuji intervaly na intervaly. To pro
nespojité funkce nemusi byt pravda.

Otazka 7.1: Vymyslete pfiklad nekonstantni funkce f a intervalu J tak, aby obraz
f(J) nebyl interval.

Véta 7.5 (O obrazu intervalu pfi spojitém zobrazeni): Bud f funkce spojita na
intervalu J. Potom obraz f(.J) intervalu .J pii zobrazeni f je bud interval, nebo
jednoprvkova mnozina.

Diikaz. f(J) je jednoprvkova mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni.
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Ve zbytku dikazu predpokladejme, Ze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(.J) je interval. K tomu je tfeba ukazat, Ze pro libovolné dva prvky
a, B € f(J), a # B, lezi vsechna v mezi o a 3 také v f(J).

Jisté existuji a,b € J, f(a) = «a, f(b) = [ a bez tjmy na obecnosti a < b.
Polozme g(z) := f(z) —~. Funkee g je spojita na (a,b), g(a) = a—~vyag(b) = f—~
jsou nenulova s rozdilnym znaménkem. Podle Véty 7.4 existuje ¢ € (a, b) takové, ze
g9(c) =0,4. f(c) = 7. O

Spojitym obrazem intervalu pro nekonstantni funkci f je tedy interval. Zacho-
vava spojitost i uzavienost, resp. otevienost, intervalu? Neni tézké si rozmyslet, Ze
obrazem otevieného intervalu nemusi byt opét otevieny interval®. Spojitym obrazem
uzavieného intervalu uz ale vzdy bude uzavfeny interval. Plati totiZ nasledujici véta.

Véta 7.6 (O obrazu uzavieného intervalu pfi spojitém zobrazeni): Bud f funkce
spojita na uzavieném intervalu J. Potom obraz f(.J) intervalu J je bud jednoprvkova
mnozina, nebo uzavfeny interval.

Diikaz. Podle Véty 7.5 jiz vime, ze f(.J) je bud jednoprvkova mnozina (pokud je
funkce konstantni) a nebo interval (pokud je funkce nekonstantni). Ukazme nyni
uzavtenost f(J) pro nekonstantni f.

Ozna¢me J = (a, b). Postupujme sporem, bez Gjmy na obecnosti tedy pfedpo-
kladejme, Ze obraz intervalu J pfi zobrazeni f je tieba tvaru (¢, d) kde ¢ € R nebo
¢ = —o0ad € R.Tj. je to interval s alesponi jednim ,otevienym® koncovym bodem.
Existuje posloupnost (y,,) konvergujici k c jejiz ¢leny lezi v f(.J). Skute¢né, v pfipadé
¢ € R mazeme volit y,, = ¢ + % od dostate¢né velkého n a v pfipadé ¢ = —oo lze
volit y, = —n opét pro dostate¢né velké n. Protoze y, € f(J), existuji x,, € J
splaujici v, = f(x,). Posloupnost (x,,)22 ; patfi do (a, b) a je proto omezena. Podle
Bolzano-Weierstrassovy véty 5.9 lze z této posloupnosti vybrat konvergentni podpo-
sloupnost (zj, )2 ;. Existuje tedy x € J = (a, b) spliwgjici lim zy,, = x. Ze spojitosti
funkce f dostavame ¢ = lim f(xy,) = f(limay,) = f(z). Proto c € f(J) = (¢, d),
COZ je spor. [

Na zavér této sekce s dusledky spojitosti jesté zformulujeme vétu umoznujici za
jistych predpokladt odvodit spojitost inverzni funkce ke spojité funkci.

?Uvazte napiiklad funkci f(z) = sinz a otevfeny interval J = (0, 27). Obrazem tohoto otevte-
ného intervalu je uzavieny interval (—1, 1).

147



7. SPOJITOST FUNKCE VLASTNOSTI SPOJITYCH FUNKC{

Obrazek 7.5: K dikazu véty o vlastnostech inverzni funkce (Véta 7.7).

Véta 7.7 (O spojitosti inverzni funkce): Bud f: I — R ryze monoténni a spojita
funkce na intervalu /. Potom jeji inverzni funkce f~* je také ryze monoténni a spojita
na intervalu J := f(I).

Diikaz. Za uvedenych predpokladii funkce f~! existuje a je ryze monoténni. J je
skute¢né interval, jak tvrdi Véta 7.5. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze
funkce f je ostie rostouci. Ukazme, 7e f~! je spojita zprava v kazdém bodé b € J,
ktery neni pravym koncovym bodem. Ozn. a := f~*(b), tj. f(a) = 0.

Bud ¢ > 0. Potom pro  := f(a+¢) —bay € (b,b+ ¢) plati

b<y<b+d=flat+e)
a=f1b) <fy) <a+te.

Pro lepsi orientaci je dobré nakreslit si obrazek, viz Obrazek 7.5. Tedy f~!(y) € U,(¢),
a = f~1(b). Podobné pro spojitost zleva. O

V souvislosti s pfedchozi vétou se hodi uvést i nasledujici uzite¢né pozorovani,
které casto vyuzivame pozdéji pfi vysetfovani prubéhu funkce.
Véta 7.8 (Monotonie na krajich): Uvazme funkci definovanou na intervalu (a, b),

ktera je spojitd v bodé a zprava a je (ostfe) rostouci (resp. klesajici) na intervalu
(a, b). Pak ma stejny typ monotonie i na intervalu (a, b).
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Diikaz. Dukaz pro urcitost uvedeme pro pripad rostouci funkce, ostatni typy mono-
tonie se oSetfi stejné.

Postupujme sporem. Mame tedy funkci, ktera je zprava spojita v a, je rostouci na
intervalu (a, b), ale neni rostouci na intervalu (a, b). To znamena, ze existuje ¢ € (a, b)
takové, ze f(a) > f(c). Potom ale pro kazdé x € (a,c) plati f(x) < f(c) < f(a).
Odtud plyne (definice limity), Ze limita funkce f v bodé a zprava je nejvyse rovna
f(c), ale soucasné diky spojitost zprava je rovna f(a), ovsem f(c) < f(a). Tato
situace nemuzZe nastat, ziskavame spor. ]

7.4 Spojitost elementarnich funkci

V této podkapitole rozebereme spojitost nékterych elementarnich funkci. Pfipo-
menme, ze v diivéjsim textu jsme jiz odvodili spojitost libovolného polynomu (Pfi-
klad 7.1). Pojdme se postupné zamyslet nad ostatnimi elementarnimi funkcemi (viz

dodatek 12).

Spojitost trigonometrickych funkci

Podivejme se nyni na spojitost nékterych trigonometrickych funkeci (viz podkapito-
lu12.4).

Priklad 7.7: Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

Reseni. P¥ipomenime zndmé, v minulé podkapitole v Ptikladu 6.10 vypoétené, limity

limsinz =0 a limcosz =1.
x—0 z—0

Podle souctového vzorce pro funkei sin plati

sinz = sin ((z — a) + a)

= sin(z — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)

Tudiz podle véty o limité slozené funkce (Véta 6.4) a souc¢inu/souctu limit (Véta 6.1)
plati

limsinz =0 - cos(a) + 1 - sina = sina.
T—a

Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky.
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Z posledniho ptikladu a z véty o spojitosti podilu dvou funkcei (Véta 6.1) ihned
plyne, Ze funkce tg a cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
Protoze ted uz vime, ze funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svych defini¢nich
oborech, a vhodné zizené jsou i ryze monoténni, ihned pomoci Véty 7.7 dostavame
spojitost inverznich funkeci
> 1

(sin] .,
2
arccos = (cos ) ,
-1
2’2

-1
arccotg = (cot ) ) .
g g 0.

arcsin = | sin ‘
T
-2

arctg =

Exponencialni funkce a logaritmus

Jak jsme uz varovali v podkapitole 12.5, jednu vlastnost exponencialni funkce o za-
kladu e (exponencialy) budeme muset v tento okamzik postulovat, nez tuto funkci
v pristim semestru korektné zavedeme.

Navic k ,algebraickym® vlastnostem e” pfidavame ,limitni“ vlastnost. Pro uplnost
formalné vlastnosti exponencialni funkce shrneme v nasledujici definici:

Definice 7.3 (Exponencialni funkce / exponential function): Pod exponencialni
funkci mame na mysli funkci oplyvajici nasledujicimi vlastnostmi:

« e” je ostfe rostouci funkce s defini¢nim oborem R a oborem hodnot (0, +00).
« Pro kazdé z,y € R plati
e"V =e"Y a (") =e".
« Plati rovnost e’ = 1.
« Plati rovnost

et —1
lim
x—0 €x

—1. (7.1)

V dalsi kapitole tohoto textu vysvétlime vyznam pozadavku (7.1), v podstaté zde
predepisujeme pozadavek na derivaci funkce e”.
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Priklad 7.8: Funkce e” je spojita v kazdém bodé a € R.

Reseni. Argumentace v tomto piipadé sleduje podobné kroky jako u trigonometric-

kych funkei:

« Spojitost v 0: Nejprve ukazeme rovnost lin(l) e’ = 1. Pro libovolné ¢ > 0 ze
Tr—r

vztahu

et —1
lim
x—0 x

=1

plyne existence § > 0, bez ujmy na obecnosti 6 < 3, takového, Ze pro

x € Up(d) ~ {0} plati |(e* — 1)/z — 1| < € a pro tato = pak i

et —1

e —1] =
1+e¢

"|x]<(1+5)-5<(1+5)-L—5.

Tedy lime® = 1 = €.

z—0

« Spojitost v a € R: Nyni staci pouzit zakladni vlastnosti exponencialy, vétu
o limité soucinu a vétu o limité slozené funkce. Pro libovolné x € R plati

at+zr—a a a

lime® = lime =e’lime” “=¢e%- 1 =¢"
r—a r—a r—ra

Pozorovani 7.2: U exponencidly (tj. e*) se jesté na chvili zastavme a zformulujme
nékolik s ni souvisejicich pozorovani.

« Exponenciéalni funkci o zdkladu a € RT \ {1} jsme definovali pfedpisem

a® zIn(@) 2 € R. Proto ndm véta o limité slozené funkce a spojitost

= e
exponencialy dava

lim a® = lim e* (@) bln(a) _ b

z—b r—b

=€

a ifunkce a” je proto spojita v kazdém bodé b € R.

+ Pro limity funkce e v nekonecnech plati (stejné pro zaklad a > 1, opacné pro
a<1)

lim e =400 a lim e® =0.
Tr——+00 T——00

K tomu je potfeba si pfipomenout nasledujici fakta, strucné:
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- Dle axiomatické definice e” platie! > e’ =1ae” =e---e (n krat).

- Limity geometrickych posloupnosti poc¢itat umime, konkrétné

lime"=+4+0c0 a lime™=0.
n—od n—oo

— Vyuzijeme-li navic monotonii e”, dostaneme dokazované tvrzeni.

Priklad 7.9: Funkce In je spojita v kazdém bodé a € R™.
Reseni. Jiz vime, %e exponenciala je spojita funkce v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru. Navic vime, Ze je ostfe rostouci (tedy i ryze monoténni).
Z véty O spojitosti inverzni funkce ihned plyne spojitost logaritmu In v libovol-
ném bodé jejiho defini¢niho oboru.
Diky spojitosti funkce In tedy plati rovnost
limlnz = Ina,
r—a
pro kazdé a € (0, +00). Navic z vlastnosti exponencily zminénych v Pozorovani 7.2

plynou vztahy

Iim nz=—-0c0 a lim Inx = +o0.
x—0+ r—+00

Analogicky lze ovéfit spojitost logaritmu o zakladu a € R ~ {1}, alternativné
lze vyuzit jeho vyjadieni pomoci In.

Odmocniny a absolutni hodnota

Z drivéjsiho vykladu okamzité plyne spojitost odmocnin (Pfiklad 5.9) a absolutni
hodnoty (Ptiklad 5.7). Pro tplnost zde tento vysledek explicitné uvedme.
Konkrétné z Prikladu 5.9 vime, ze plati vztahy

lim /r = /a a lim Vx =0,

r—a z—0+

proa > 0ak =2,3,... To znamena, Ze \/x je spojita funkce na intervalu (0, +00).
Obdobné, Priklad 5.7 zarucuje platnost vztahu

lim |z| = |a
Tr—a
pro a € R. Coz ihned implikuje spojitost |x| na R.
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7.5 Typy nespojitosti

Zamysleme se nyni jakym zplisobem mtze spojitost funkce v bodé ,selhat®. Rozlisu-
jeme nékolik ,arovni“ nespojitosti.

Odstranitelna nespojitost
Méjme funkeci f, ktera je definovana na okoli bodu a € R vyjma bod a (tj. a ¢ Dy),
ale plati lim f(z) = c € R.
T—a
Potom se takovéto nespojitosti mizeme zbavit dodefinovanim této funkce v bodé
a hodnotou c, tj. nova funkce

g(x) - {f(l’), S Df»

c, T =a,
s defini¢nim oborem D, = Dy U {a} je jiz spojita v bodé a a funkce f je zizenim
funkce g na mnozinu Dy, tj. f = g|p,. Tato funkce g je tzv. spojité rozsifeni
(nebo dodefinovani) funkce f v bodé a. Nékdy se také v tomto pfipadé mluvi jako
o odstranitelné nespojitosti funkce f v bodé a.

Priklad 7.10: Typickym piikladem funkce s odstranitelnou nespojitosti je funkce

fla) = Sinf), D; =R~ {0}.

Tato funkce neni spojita v bodé 0.
Z ptedchoziho vykladu (Priklad 6.10) jiz vime, zZe

lim sin(z) =1.
x—0 x
Proto funkce )
smix , 0’
sinc(z) = ”“" v (7.2)
1, x=0

je jiz spojita na celém Dy, = R. Ilustrace této situace je ctenafi k dispozici na
Obrazku 7.6.

Poznamka 7.5: Funkce sinc je dilezita nejen z matematického pohledu, ale nachazi
uplatnéni i v riznych inzenyrskych aplikacich, napiiklad ve zpracovani signalu
(filtry, wavelety, ...).
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__ sin(x)

y = sinc(z)

A N
\/\/Ov\/ 2

sin x
T

Obrazek 7.6: Funkce sinc (viz rovnici (7.2)) jakoZto spojité dodefinovani funkce
v bodé 0 hodnotou 1
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Konecny skok

Opét méjme funkci definovanou na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a sa-
motného. Nyni ovsem predpokladejme, Ze existuji jednostranné limity v bodé a,
ale

cy = lim f(x)#c_ = limif(x)

r—a+

Takovouto funkeci jiz nelze spojité dodefinovat, pfipadné predefinovat, v bodé a.
Zadanim funkéni hodnoty v bodé a bychom maximalné mohli ziskat funkci spojitou
v bodé a zprava, nebo zleva.

Na Obrazku 7.7 uvadime priklad dvou funkci s takovouto vlastnosti.

Nekonecno a neexistence limity
Dale miZe spojitost selhat nasledujicimi tfemi zasadnimi zptisoby.

« Méjme opét funkci f definovanou na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a
samotného. Funkce f ma limitu (alespon zleva nebo zprava) v bodé a rovnou
+00 nebo —oo. Napfiklad funkce % v nule ma ,nekone¢ny skok” a funkce :%2
ma v nule limitu +o00. Ani jednu z nich nelze spojité dodefinovat a to ani zleva,
ani zprava.

« Méjme opét funkci f definovanou na okoli bodu a s moznou vyjimkou bo-
du a samotného. Funkce f nema limitu (alespon zleva nebo zprava) v bodé a.
Napriklad sin(1) v nule.

7.6 Dalsi dilezité limity a shrnuti

Na zavér této kapitoly pomoci vybudovaného aparatu odvodime jesté dalsich nékolik
dalezitych limitnich vztaha, které budeme pozdéji vyuzivat. Pro jejich dulezitost je
zformulujeme jako lemmata (pomocné tvrzeni).

Vzhledem k inverznimu vztahu mezi exponencialou a logaritmem jsme jisté
schopni z limity (7.1) odvodit i podobné tvrzeni pro logaritmus.

Lemma 7.1 (O limité In(1 + x)/z v 0): Limita funkce @ v bodé nula je rovna

jedné, tj.
In(1
i A+ 2)
z—0 x

=1.
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y = sgn()
1®
L
0 T
D—1
1y = arctg(1/z)
3¢
0 T
-3

Obréazek 7.7: Funkce sgn a arctg(1/z) majici neodstranitelnou nespojitost v bodé
0 s kone¢nymi jednostrannymi limitami v bodé 0 (kone¢ny skok).

Diikaz. Nejprve zkoumany vyraz vhodné upravme,

In(1+2) In(l+z) 1
- . - eln(1+z) 1 °
T 1+2x—1 S

Ze spojitosti logaritmu vime, Ze lin%] In(z + 1) = 0. Véta o limité slozené funkce
T—

(Véta 6.4) a rovnice (7.1) ihned davaji kyZzeny vysledek. ]

V predchozich ¢astech jsme se jiz zabyvali limitami souctd, soucinti a podila
funkci (a posloupnosti) a dale limitami slozenych funkci. V nasledujici podkapitole
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se podrobnéji podivame na vypocet limit tvaru f(2)9®). Nyni za¢neme specialnim
ptipadem, kdy zéklad f(z) = 1+ % jde k 1 a exponent g(x) =  do +o0, piipadné
—00. Po prvnim zamysleni by ¢lovéka napadlo, Ze limita takovéto funkce bude rovna
1. Nasledujici lemma nas ovsem vyvadi z omylu.

Lemma 7.2 (O limité (1 + 1/x)” v nekoneénu): Limita funkce (14 2)” je rovnae

v 4001 —00, tj.
1 X 1 X
lim <1 + —) —e a lim (1 + —) = e.
xr——+00 T T—>—00 T

Diikaz. Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (definice a”),

(1 + l) — eeln(l+])
T

Diky spojitosti exponencialy sta¢i zkoumat limitu jejiho argumentu. Pro ten vsak
plati
1 In(1+2
rn (14 1) =)
‘T =

O funkci % vime, Ze ma limitu v +00 i v —o0 rovnou 0. Z pfedchoziho Lemmatu 7.1
a véty o limité slozené funkce (Véta ¢. 6.4) pak dostavame

In(1+1 In (141
T—+00 p T——00 z
Tudiz
. 1\ 1 . 1\ 1
lim (1—|——> —e —=e a lim (1—|——> —e —e.
r—r—+00 €T T—r—00 €T
Tim je diikaz obou tvrzeni dokoncen. O

Poznamka 7.6: Tento vysledek je Casto pfi prvnim setkani prekvapivy. Naivni
intuice studentt je typicky takovato: zaklad jde k 1 a 1*° (at jednicku nasobim
kolikrat chci) je jednic¢ka. Pfedchozi Lemma odhaluje tuto intuici jako chybnou.

V ¢em je problém? Kdyz naptiklad uvazujeme libovolné kladné z, tak 1 + % je
vZdy ostre vétsi nez 1 a se zvétsujicim se x se zmensuje a blizi shora k 1. Naopak
ale kdyz pak toto ¢islo umocnujeme na (stale vétsi a vétsi) kladné z, tak se od 1
vzdalujeme (pokud z > 1 pak 2% > z). Z4klad se tedy snaZi dostat k jedné, ale
umocnovani ho od jedné vzdaluje. Vysledek pak zalezi na tom, ktera z téchto tendenci
je silnéjsi. Podrobné se tomuto jevu budeme vénovat v nasledujici podkapitole 7.7.
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Obréazek 7.8: Ilustrace k Lemmatu 7.2, graf funkce f(z) = (1 + 1/x)".

Pro posloupnosti pak na zakladé predchoziho lemmatu dostavame nasledujici
dasledek.

Dusledek 7.2 (O limité (1 + 1/n)™): Pro libovolnou posloupnost (a,, )% ; splitujici

lim |a,| = +oo plati
: 1\
lim (1 + —) =e.
n—00 Ay,

n—oo
1 n
lim (1 + —) —e.
n—oo n

Diikaz. V dusledku Lemmatu 7.2 a Heineho véty 5.4 dostavame

1 lan| 1 _‘an|
lim (14— =e a lm (1+ =e.
n—00 || n—oo —lay|

Vezméme nyni libovolné € > 0. Z platnosti piedchozich limit plyne existence m, € N
a ko € N takovych, Ze pro kazdé n > m, plati

1 ‘an|
(1 + —) —e
|an|

Specialné plati

<e€

a pro kazdé n > k plati
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Polozme ng = max(my, ko). Pro kazdé n € N je a,, = |a,| nebo a,, = —|a,|. Tudiz
pro kazdé n > n, dostavame

() -

¢imz je tvrzeni dokazano pfimo z definice. ]

<e,

Dalsim zajimavym disledkem je nésledujici vyjadreni exponencialni funkce.

Dusledek 7.3 (O limité (1 + /)" v nekone¢nu): Pro libovolné o € R Ize pomo-
ci limity vyjadrit exponencialu nasledovné

lim (1—1—%) =e% a lim (1—1—%) = e,
T

r——+00 T——00 €T

Diikaz. Pro a = 0 je tvrzeni trivialni (limita konstantni funkce s hodnotou 1). Pro
a # 0 tento fakt snadno nahlédneme pomoci nasledujici upravy

a\ < In(lt+o/x)

x
Pro z jdouci do +00 nebo —oo jiz vime, Ze vyraz na pravé strané této rovnosti
konverguje k e*! = e, O

Na zavér této podkapitoly vypoctéme par prikladi.
Priklad 7.11: Vypoctéte limitu funkce

) 6sin 2r esinx
lim -
z—0 sin
Reseni. Vyraz nejprve upravime,
esin 2x esina: esin 2r _ 1 sin2z 21 6sinm -1
sinx sin 2x 2x sinx sinx

Pouzijeme-li nyni vétu o limité slozené funkce a znamé limity, pak

in 2x sinx
) esin —e
im———=1-1-2—-1=1.
z—0 s T

159



7. SPOJITOST FUNKCE LimITyY VYRAZD f(z)9(*)

Priklad 7.12: Vypoctéte limitu funkce

lim (2 — )7 T

z—1

Reseni. Opét vyraz nejprve upravme pomoci exponencialni funkce

1 In(2—zx) _In(Q+(1-x))
(2 — .’L') z—1 — @ z-1 = e l1—x

Funkce v argumentu exponencialy ma za limitu —1 (ano, staci pouzit vétu o limité
" L ; In(1 o . " . -
slozené funkce s vnéjsi funkci @ a vnitini funkei 1 — x). Pouzijeme-li nyni vétu

o limité slozené funkce a znamé limity, pak

lim (2 — x)lil =e =
z—1

7.7 Limity funkeci tvaru f(2)") se specialnim
prihlédnutim k limitam typu 0° a 1%

Véta o limité souctu, soucinu a podilu nam davala nastroj na vypocet limit souctu,
soucinu a podilu funkeci za predpokladu, Ze soucet, soucin ¢i podil byl definovan
v R. Pokud limita byla naptiklad typu +o00 — (+00), nebo 0 - +00, tak jsme s danou
funkci jesté museli dale zacvicit.

Nyni se podivame jak je to s vypoéty limit funkci ve tvaru f(x)®). Hlavnim
vysledkem této podkapitoly bude Véta 7.9. Tato véta na prvni pohled mize vypadat
komplikované, protoze osetfuje nékolik moznych situaci, které mohou nastat a navic
nékteré vynechava (viz pfiklady nize v této podkapitole). I z toho divodu je toto
pékny priklad véty, kde je dilezité pochopit dikaz, protoze v konkrétnim prikladé je
jednodusi uvedeny dukaz provést, nez si tuto vétu pamatovat. Celé tvrzeni stoji na
tom, Ze vyraz f(z)9®) pfepiseme pomoci exponencialni funkce na vyraz 9@ /(@)
a poté fesime uz limitu soucinu g(z) In f(z). Pojdme nejprve zformulovat hlavni
vétu.

Véta 7.9 (O limité funkci tvaru f (2)9®)): Uvazme funkce f a g definované na okoli
bodu a € R s moznou vyjimkou bodu a samotného a nechf funkce f je kladna na
néjakém okoli bodu a. Predpokladejme dale, Ze existuji limity

o= li_r>n flz) a p:= h_r)n g(x).

Potom plati nasledujici tfi tvrzeni:
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1. Pokud 0 < a < 400 a || < 400, potom lim f(z)9®) = o,
r—a
2. Pokud o = 0a 3 > 0 (pfipoustime i 8 = +00), potom lim f(z)9® = 0.
Tr—a
3. Pokud o = +00 a 8 # 0, potom lim f(z)?*) existuje a je rovna 0 pokud 3 < 0
T—ra
a +oo pokud 5 > 0.

Diikaz. Dukaz stoji na vyuziti vlastnosti exponencialni a logaritmické funkce a spo-
jitosti exponencialni funkce. Navic neni nijak komplikovany, takto bychom danou
limitu jednoduse i pocitali.

Nejprve si pov§imnéme, Ze za uvedenych predpokladu je funkce

(z) = f(a)"

definovana na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a samotného, a ma tedy smysl
pocitat jeji limitu v bodé a. Nyni provedeme tpravu

hz) = e9(@)In f(z)
a budeme zkoumat limitu argumentu exponencialy v bodé a, tj. limitu

lim g(z) - In f(z).

r—a
Postupné nyni projdeme uvedené predpoklady:
1. V tomto piipadé podle véty o limité soué¢inu plati lim g(z) - In f(z) = f-Ina
r—a

(tento vyraz je definovany a patii do R) a proto diky spojitosti exponencialni
funkce mame lim f(x)g(“”) — efna _ B
Tr—a

2. Za téchto piedpokladu plati lim g(z) - In f(z) = f - (—o0) = —oo a proto
Tr—a
lim f(z)9® = 0.
T—a

3. Nyni plati lim g(z) - In f(z) = - (+00), coZ je +00 (resp. —oo) pro kladné (resp.
T—a

zéaporné) 3. Z limit exponencialni funkce v +o0o (resp. —oo) pak plyne dokazované

tvrzeni. [

Tim jsou vSechna tvrzeni véty dokazana.
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Ukazme si pouziti véty, resp. myslenky jejiho dikazu, na konkrétnich prikladech.
Priklad 7.13 (Limita typu 1°°): Pokud je limita
lim f(z)9@)

r—ra

typu 1% (tj. lim, f = 1 a lim, g je +00 nebo —o0), pak pripadny vysledek zavisi
na samotnych f a g. Napriklad (ve vypoctech vyuzivame znalosti znamych limit
odvozenych v pfedchozi podkapitole 7.6):

2

. 1 z ) p.n(+1/2)
lim (14— = lim e = =400,
x

Tr—+00 r—+00
. 1/x? ) In(1+4a%) )
11m(1—|—a:'3)/ =lime” 5 =e% =1,
x—0 z—0
. Qa\7*
lim (1 + —) =e%
T——00 X
.2
‘ 1 T ‘ g (4 1/2)
Iim (14— = lim e Ve =)
Tr——+00 €T r——+00

Vsechny tyto limity jsou typu 1°°. Jako vysledek mizeme dostat libovolny prvek
mnoziny (0, +00) U {+00}.

Piiklad 7.14 (Limita typu 0°): Pokud je limita

lim f(2)9@

T—a

typu 0° (tj. lim, f = 0 a lim, g = 0), pak ptipadny vysledek zavisi na konkrétnim
chovani funkci f a g. Naptiklad pro libovolné realné oo mame

lim (e_w)_a/x = e,

Tr—400
o\ 1/z
lim (ez> = lim e * =0,
T—+00 Tr—+00
o\ —1/=
lim (e r > = lim e* = +o0.
Tr—+00 Tr—+00

Z téchto piikladt vidime, Ze i kdy? je limita typu 0°, tak vysledek miize byt libovolny
prvek (0, +00) U {+o0}.
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Na tomto misté se hodi zminit i limitu

lim 2% = lim "™* =% = 1.
x—0+ r—0+

K jejimu vypoctu ale potfebujeme znat limitu lim zIn(x) = 0, kterou odvodime

z—0+
zanedlouho v Prikladu 9.8.

7.8 Shrnuti znamych limit funkci a posloupnosti
Tabulky 7.4 a 7.6 shrnuji ,znamé* limitni vztahy, které jsme odvodili v této a piedchozi

kapitole. Tyto vysledky lze v prikladech v pisemkach povazovat za znamé (pokud
ovSem zadani/otazka nemifi pfimo na jejich odvozeni).
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Dilezité limity =~ Hodnota Parametry
lim ¢ c celR
n—oo
400 a >0,
lim n® 1 a =0, a€eR
n—oo
0, a <0.
li ok
nvae 2 I oo
k=1
lim /n 1
n—o0
lim {/c 1 c € (0,400)
n—oo
lim V/n! 400
n—oo
0, la| < 1,
1 =1
lim a” ’ “=5 a€R
n—00 400, a>1,

neexistuje, a < —1.

. "
lim (1 + —) e
n— 00 n

Tabulka 7.4: Dulezité limity posloupnosti odvozené v kapitolach 5 a 7.
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SHRNUTI ZNAMYCH LIMIT FUNKCI A POSLOUPNOST{

Dulezité limity =~ Hodnota Parametry
lim ¢ c ceR,aeR
r—a
lim z a a€R
r—a
1 + k liché
lim ——— 0 P L eR keN
v—ax (1 — a)k +00, k sudé.
lim |z| |a| a € R, kde |[+oo| = |—o0| = +00
r—a
xlir(l)qi sgn(z) +1
lim ¥z Va lichtkeNaeR
r—a
lim /x Ya sudé k € N, a € (0, +00) U {+0o0}
T—a
lim P(x) P(a) a € R, P polynom
r—a
r—1

lim & 1
x—0 x
lim In(1 + z) .
z—0 x
i sin(z) .
z—0 xr
lim sin(z) sin(a) a€eR
r—a
lim cos(x) cos(a) a€eR
r—a
lim e* e’ ac€R
r—a

lim e” +00
T——+00

lim e* 0
T——00
lim In(z) In(a) 165a € (0, +00)



8 Derivace

8.1 Rychlost a hledani tecny

Zacnéme nejprve s jednoduchym motiva¢nim piikladem s fyzikalnim nadechem.
Jaky je vztah mezi polohou a rychlosti télesa? Uvazme ptipad télesa pohybujiciho se
podle Obrazku 8.1.

Graf na Obrazku 8.1 zachycuje vzdalenost d urazenou télesem (napf. vozidlem)
v zavislosti na Case. Poloha d télesa je tedy funkci ¢asu t. Primérna rychlost télesa
mezi okamziky ¢; < ¢ je dana podilem

d(ts) — d(t1)
to — 1 .

Cim jsou t; a t; navzajem bliZe, tim lépe primérna rychlost odpovida okamzité

vzdalenost [km], d

30 L 17777
2000
00| o
| Cd(t

0 1} 2} 3}

Obrézek 8.1: Graf urazené vzdalenosti v zavislosti na ¢ase.

166



8. DERIVACE DERIVACE FUNKCE

rychlosti vozidla. V Case ¢; se tedy téleso pohybuje okamzitou rychlosti

lim —d(tQ) — d(tl).

la—t1 to — 11

Nad timto problémem se muzeme zamyslet i geometricky. Divame-li se na graf
urazené vzdalenosti, pak ,sklon® tohoto grafu v daném bodé udava okamzitou rych-
lost. Podrobnéji tento pohled rozebereme na Obrazku 8.2, hlavni otazkou je, jak urcit
»sklon® grafu v daném bodé. Zde vstoupi do hry pojem teény ke grafu funkce. Na
obrazku 8.2 uvadime grafickou reprezentaci konstrukce te¢ny limitnim procesem
pomoci secen. Vidime, Ze vyse uvedeny podil Ize interpretovat jako tangens thlu
sviraného te¢nou grafu funkce a osou z (smérnice).

8.2 Derivace funkce

V souladu s tim, co bylo uvedeno na zacatku této kapitoly, nyni definujeme:

Definice 8.1 (Derivace funkce v bodé): Necht f je funkce definovana na okoli
bodu a € R. Pokud existuje limita

i 1@ = (@)

r—a T —a

(8.1)

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé a a oznacime f'(a). Pokud je tato
limita kone¢na (tj. f'(a) € R) fekneme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé a.

Derivaci funkce f se miZeme pokouset pocitat ve v§ech bodech Dy. Ziskavame
tak novou funkci, derivaci funkce':

Definice 8.2 (Derivace): Bud f funkce s definicnim oborem D;. Necht M oznacuje
mnozinu véech a € Dy takovych, Ze f méa kone¢nou derivaci v bodé a, tj. f'(a) € R.
Derivaci funkce f nazyvame funkci s defini¢nim oborem M, ktera kazdému x € M
ptifadi f’(z). Tuto funkci zna¢ime symbolem f’.

Poznamka 8.1: Derivace funkce f v bodé a se z riznych historickych divodi znaci
i nasledujicimi ekvivalentnimi zpsoby

df
a(a).

'Vsimnéte si rozdilu mezi definicemi 8.1 a 8.2, tedy mezi vyznamem f/a f/(a).
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y
y=fla)+tga- (z—a)
F(2) prmmmmmmm e

y= f(a)+tga-(xr—a)

y= fla)+tga- (r—a)
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V tomto textu se budeme dtiirazné drzet znaceni derivace pomoci ¢arky v hornim
indexu.

Vsimnéte si, Ze limitu v definici derivace (8.1) 1ze ekvivalentné prepsat do tvaru

Lo b = (@)

h—0 h

Tento tvar je ¢asto vyhodny pro vypocty. Bod a se vyskytuje pouze v predpisu funkce
jejiz limitu pocitame.

Diky derivaci nyni mizeme zkonstruovat te¢nu udanim jeji rovnice. Rozlisujeme
dva kvalitativné rozdilné ptipady.

Definice 8.3 (Te¢na): Méjme funkci f abod a € Dy a necht existuje f'(a). Te¢nou
funkce f v bodé a nazyvame

« pfimku s rovnici = a je-li funkce f spojita v bodé a a f’(a) = +00 nebo

f'(a) = —oc.

« pfimku s rovnici y = f(a) + f'(a)(z — a) je-li f'(a) € R (tj. je-li f diferenco-
vatelna v bodé a).

V prvnim piipadé svira tecna grafu funkce f v bodé a thel 7 s osou z, v druhém
ptipadé svird s osou z tthel « spliwjici tg o = f'(a).

Na Obrazku 8.3 je modie znazornén graf funkce f(z) = Vo — 1+ 1, Dy =R.
Pro jeji derivaci v bodé 2 plati

oy g VIR =1 1+h—1 1
f'(2) = lim ———— = lim 5 : = —.
h—0 h h—0 } . ((1+h)§+<1+h)§+1) 3

Tecnou grafu funkce f v bodé 2 je proto primka

y= @)+ PO -2 =2+ ~2)

na Obrazku 8.3 vynesena zelené. Pro derivaci v bodé 1 plati

(1) = lim Vh =0 = limh ™3 = +oo.

h—0 h h—0

Protoze funkce f je v bodé 1 spojita, je tetnou v bodé 1 (Cervena) pfimka x = 1.
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vr—1+1

Obrazek 8.3: Dva typy te¢ny grafu funkce.

Poznamka 8.2: Zduraznéme, Ze pozadavek spojitosti v prvnim bodu Definice 8.3 je
podstatny. Napfiklad funkce f(z) = sgn(z) ma v bodé 0 nekoneé¢nou derivaci,

£(0) = lim 80 —sgn(0) L

z—0 x—0 xﬁom -

+00,

v nule neni spojita a o tecné v tomto bodé z geometrického pohledu pfili§ nema
smysl mluvit (viz Obrazek 7.7).

Vypocet derivace jednoduchych funkci

Nyni vypoctéme derivace nékterych funkci pfimo pomoci definice derivace (Defini-
ce 8.1). Uvazme nejprve funkci ze vSech funkci nejjednodussi.

Priklad 8.1: Derivace konstantni funkce definované na celém R je rovna 0 v kazdém
bodé.
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Reseni. Je-li f(z) = ¢ € R pro kazdé = € R, pak

A A e T
r—a Tr—a rT—=a T — @ T—a
pro kazdé a € R.

Tento vysledek by nas nemél nijak prekvapovat. Grafem konstantni funkce je
pfimka rovnobézna s osou x. Tecna tohoto grafu v libovolném bodé je pak opét tato
primka, jez je rovnobézna s osou x a svira proto s osou x thel 0, tg0 = 0.

Pristupme nyni k odvozeni vztaht pro derivace dalsich elementarnich funkei.

Priklad 8.2: Derivace funkce e” je opét funkce e”. Tedy (e“’”)/ =e".

Reseni. V minulé kapitole jsme postulovali? vztah (Definice 7.3)

x—0 €T

Pro libovolné a € R podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkci
plati

et —e? ) et~ —1
lim = lime® ——— =e"-1=¢"
x—a T — A T—a T — a
Pro derivaci funkce f(z) = e” v bodé a € R tedy skute¢né plati f'(a) = f(a).
Piiklad 8.3: Derivace funkce In(z) je funkce %, kde z > 0.

Reseni. Tedy pro kazdé a > 0 mame dokazat rovnost In’(a) = 1. V minulé kapitole
jsme odvodili vztah (Lemma 7.1)

lim In(1+2z)
z—0 x

=1.

Podobné jako v piedchozim prikladu nyni pro kladné a plati
In(z) — In(a) InZ In(1+2-1) 1

lim =lim — =lm —————F=—--1=—.
T—a Tr—a z—=a X — Q T—a a(z—l) a a
a

Pro derivaci funkce f(z) = Ina v bodé a > 0 plati f'(a) = =.

Pro grafickou predstavu o funkci a jeji derivaci uvadime Obrazek 8.4. V zavislosti
na bodu na ose x si v§imnéte vztahu mezi sklonem modré ktivky (logaritmus In(z))
a hodnotou ¢ervené kiivky (1/z)!

%Sloveso postulovat ma vyznam slovesa pozadovat, ¢i stanovit.
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Obrazek 8.4: Grafy funkci f(z) = In(z) a g(z) = L proz > 0.

Poznamka 8.3: Vsimnéte si, ze funkce Inz je definovana na mnoziné (0, +o0)
a v kazdém bodé z jejiho defini¢niho oboru je jeji derivace rovna % Funkce % je ale
definovana pro vsechna nenulova .

Oznac¢ime-li f(x) = In |z|, s defini¢nim oborem D; = R \ {0}, pak v kazdém
bodé Dy plati f'(x) = L. Pro kladné x jsme to jiz ovéfili. Pro zdporna x neni tézké
nahlédnout, ze stale plati

In|z+h|—In|z|

In(—z—h) — In(—2)

’1011)% h - }lblil(l) —h -
— i In(—z +t) — In(—x) 1 1
t—0 t -r T

Piiklad 8.4: Pro kladné pfirozené n € N je derivaci funkce z" funkce na"'.

Reseni. Nejprve vhodné upravme zkoumany vyraz,

" —a” 1

= (z—a)(@" '+ 2" Pa+ - ad" P+ a )

T —a T —a
— xnfl +xnf2a+ . _|_xanf2 _._anfl )
NV 7
n ¢lent
Proto
" —a”

lim =limz" '+ 2" %0+ -+ za" 2+ a" = na"h
r—a T — Q4 r—a
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Priklad 8.5: Specialné pak naptiklad plati
(mQ)/ =2z, nebo (x22)/ = 2272%,

Priklad 8.6: Derivace funkce sin x je funkce cos = a derivace funkce cos z je funkce
—sinx.

Reseni. Pomoci souc¢tového vzorce pro sin dostavame

sin(x) — sin(a) sin(x — a + a) — sin(a)

lim = lim _
z—a T —a z—a T —a
I sin(z — a) cos(a) + cos(x — a) sin(a) — sin(a)
= lim _
r—a T —a
iz — —a)—1
= cos(a) lim sine — a) + sin(a) lim cos(z — a) _

T—a Tr—a T—a T — a

= cos(a) - 1 + sin(a) - 0 = cos(a).

Vyuzili jsme znalosti jiz spoctenych limit a véty o limité slozené funkce. Navic

cosh—1 ~ cos’h—1 1
im —— = lim . -
h—0 h h—0 h cosh+1
sin® h h 0
hlg(lJ h? cosh+1 1+1

Podobnym zptisobem muizeme odvodit (provedte!)

lim cos(z) — cos(a) _ _sin(a),
z—a T —a

pro kazdé a € R.

8.3 Vztah diferencovatelnosti a spojitosti

Jiz jsme zavedli dvé lokalni vlastnosti funkci. Mame-li zadanu funkeci f a bod a v jejim
defini¢nim oboru, miZeme zkoumat spojitost funkce f v bodé a a diferencovatelnost
funkce f v bodé a, resp. existenci derivace funkce f v bodé a. Jak spolu vsechny tyto
pojmy souvisi? Pruzkum zaénéme nasledujici vétou.
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Véta 8.1 (O vztahu diferencovatelnosti a spojitosti): Je-li f funkce diferencovatelna
v bodé a, pak je spojita v bodé a. Tj. plati implikace

f'(a)eR = lim f(x) = f(a).

T—a

Diikaz. Elementarni upravou a pouzitim véty o limité souctu a soucinu

im (o) = tim (M= o)1 p00)) -

= tim DD e a) 4 () = (@) 0+ f10) = (o).

Tedy lim f(xz) = f(a). Poznamenejme, Ze ,diferencovatelnost znamena f’(a) € R
T—a

a vyraz na konci vypoctu proto ma za uvedenych predpoklada smysl. [

Predchozi véta je pouze implikace jednim smérem. Obracené tvrzeni neplati.

Presnéji, ze spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji diferencovatelnost v bodé a.
Jako piiklad lze uvazit funkei f(x) = |z| a bod a = 0. Skute¢né, protoze

f(0+h) = £(0)

hg& h B hlir& sg(h) = +1,
- JO+h) - FO) B
hlg(l)l— h N hlg(l)l— sgn(h) = —1

oboustranna limita (tedy derivace funkce f v bodé 0, f'(0))
L F0+R) — £(0)

h—0 h

neexistuje. Funkce f je vSak v bodé 0 spojita, jak snadno nahlédneme vypocétenim
jeji limity v bodé 0. Geometricky by mélo byt ziejmé, v ¢em je problém. Predstavte
si graf absolutni hodnoty a podivejte se co se déje v bodé 0, nachazi se zde ostry
»zlom®, kde pojem te¢ny nema dobry smysl.

Poznamka 8.4: Dokonce existuji funkce spojité na celém R nemajici derivaci ani
v jednom bodé. Predbéhneme-li do témat predmétu BI-MA2, pak ptikladem takovéto
spojité funkce nemajici derivaci ani v jednom bodé je funkce

fy =3 W0
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kde {z} znaci vzdalenost redlného ¢isla = od nejblizsiho celého ¢isla. Protoze 0 <
{z} < 1 konverguje fada absolutné pro kazdé x. Defini¢nim oborem funkce f je
proto cela realna osa D = R. Ukazat spojitost a vyvratit diferencovatelnost je vsak
uz slozitéjsi. Tato poznamka je hodné na okraj BI-MA1.

Pokud ma funkce v daném bodé nekonecnou derivaci, nemusi v ném byt spojita.
Pozadavek diferencovatelnosti ve Vété 8.1 je podstatny. Napiiklad o funkei f(z) =
sgn(z) vime, Ze neni spojita v bodé a = 0, protoze obé jednostranné limity v tomto
bodé jsou navzajem rizné. V bodé a = 0 ale ma tato funkce derivaci a jeji hodnota je

lim M = lim

z—0 T —a z—0 x—0 250 |x|

sgnz — sgn( .1

Otazka 8.1: M4 funkce f definovand po ¢astech piedpisy f(0) =0a f(z) = —1/z
pro x # 0 derivaci v bodé 07 Jaka je jeji pfipadna hodnota? Jak by to bylo s funkci
g(z) =1/x?

8.4 Derivace souctu, soucinu a podilu

Pristupme nyni k problému vypoctu derivace za pfedpokladu znalosti derivaci funkei,
z kterych je derivovana funkce ,slozena®. Nejprve opét prozkoumame algebraické
operace sc¢itani, nasobeni a déleni. V dalsi podkapitole se podivame na skute¢né
slozeni. Opét se jedna o aplikaci vét o limitach funkei probranych v pfedchozi ¢asti
textu.

Véta 8.2 (Derivace souctu, soucinu a podilu): Necht funkce f a g jsou diferencova-
telné v bodé a. Potom plati

» (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a),
« (f-9)(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),

'\ fla)g(a) — f(a)g'(a)
. (E) (a) = PIIE , pokud g(a) # 0.

Pravidlo pro derivaci soucinu se nékdy téz nazyva Leibnizovo pravidlo (Gottf-
ried Wilhelm von Leibniz, némecky matematik a filozof, 1646 — 1716). Plati tedy
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napiiklad
(sin(z) cos(z))" = cos(x) cos(z) — sin(x) sin(z) = cos(2x),
(zsin(z)) =1 sin(x) + x - cos(x).

Diikaz pro soucet a soucin. Ukazme si, jak dokazat pravidla pro derivaci souctu a sou-
¢inu funkeci. Pfedpokladejme, ze funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a. Potom
f(@) +g(x) — fla) — g(a)

(f +9)'(a) = lim - =

i (1020 =0 _ i g0

T—a Tr—a T —a

(f - ) (a) = lim L&) = [(@)g(a) _

@) - 9(@) + o) ([ ) ~ f(a) _

= f(a)-g'(a) +g(a) - f'(a).

Zde jsme pouzili Vétu 7.2 o limité souctu a soucinu (vyrazy jsou diky diferencova-
telnosti definovany) a navic jsme pouzili spojitost f a g, ktera, jak vime z Véty 8.1,
plyne z diferencovatelnosti. O

Dikaz vzorecku pro podil se provede stejnym zptisobem. Ukazme si nyni pouziti
véty ¢. 8.2 na nékolika dulezitych prikladech.

Priklad 8.7: Pro derivace funkci tg a cotg plati

1 T
tg/(x):COS2(,Z')7 weR\{g‘i‘kﬂ-’kEZ},
1
cotg'(z) = _m, reRN {kﬂ’k € Z}.

Pomoci pravidla pro derivaci podilu z Véty 8.2 dostavame vztahy

i) = (8) =t
cotg/ () = <§>/( )= = sin2i:i122zx():082($) _ _%)

platné na pfislusnych defini¢nich oborech.
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Pozorovani 8.1: Multiplikativni konstantu lze pfi derivovani vytknout. Pfesnéji,
pro funkci f diferencovatelnou v bodé a a konstantu c plati

(c- f)(a) =c- f'(a).

Skute¢né, pro konstantni funkci g(z) = ¢ z bodu o derivaci sou¢inu ve Vété 8.2
plyne

(c-f)(a) = (g f)(a) = g'(a) f(a) + g(a) f'(a) = 0- f(a) + c- f'(a) = c- ['(a),

protoze derivace konstantni funkce je rovna nule.

Poznamka 8.5: Z Véty 8.2 (bod o derivaci souctu) a Pozorovani 8.1 vlastné plyne,
ze pro dvé funkce f a g diferencovatelné v bodé a a konstantu c plati

(f+c-g9)(a) = f'(a) +c-g'(a)

Z tohoto uhlu pohledu lze o derivaci mluvit jako o lineArnim zobrazeni ve smyslu BI-
-LA2.

Priklad 8.8 (Parabolické zrcadlo): V tomto ptikladu si ukazeme, jak funguje para-
bolické zrcadlo/anténa, ¢i v opa¢ném smyslu parabolicky svétlomet.

Pro jednoduchost si pfedstavme parabolu y = ax?, o > 0 a paprsek rovnobézny
s osou y prichazejici z kladného sméru osy y. Tento paprsek dopada na parabolu
v bodé o x-ové soutadnici 8 > 0 (parametr ulohy), odrazi se, a nas zajima soufadnice
jeho priseciku s osou y. Chceme ukazat, ze tento prusecik ve skutecnosti nezavisi na
hodnoté /3. Tj. vSechny takovéto paprsky prichazejici ze sméru rovnobézného s osou
symetrie paraboly se soustfedi v jejim ohnisku. Tato situace je graficky znazornéna
na Obrazku 8.5.

Polozme f(z) = az? Derivaci této funkce je f'(x) = 2ax. Teéna této funkce
v bodé 3 méa rovnici

y =2af(x — )+ af?, resp. 20fBr —y—aB?=0

a ma proto normalovy vektor u = (—2af3, 1) (mifi doleva nahoru) a smérovy vektor
v = (1,2a0) (mifi doprava nahoru), viz Obrazek 8.5.
Z vektort u a v snadno nakombinujeme smérovy vektor dopadajiciho paprsku

s1=1-u+2a8-v=(0,14+4a*p?).
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Tento vektor s; méa tak vzhledem k bazi (u, v) soutadnice (1, 2a0).

Paprsek se od paraboly odrazi podle znamého zékona o uhlu dopadu a odrazu
vzhledem k tecné v bodé dopadu. Ekvivalentné feceno, smérovy vektor primky repre-
zentujici paprsek pred a po odrazu ziskame zrcadlenim vaci pfimce se smérovym
vektorem u prochazejici bodem dopadu. K tomu stac¢i vyuzit vyjadieni smérové-
ho vektoru v bazi (u, v), kde uvedené zrcadleni zachova prvni soufadnici a zméni
znaménko druhé souradnice. Tj. odrazeny paprsek ma smérovy vektor

so=1-u—2a8-v=(—4ap,1—4a*p%).

Vzhledem k tomu, Ze odraZeny paprsek také prochazi bodem paraboly (3, a3?), je
jemu odpovidajici pfimka dana rovnici

(1 — 40?8z + 4afy = (1 — 4a?B*)B + 4a2B% = B.

Souradnice prusec¢iku této pfimky a osou y uréime konecné tak, ze dosadime za x
nulu a dopocteme souradnici y, tedy

1

dafBy =08 = V=0

Vskutku vidime, Ze at uz paprsek dopadal s jakoukoliv hodnotou f, tak tato sourad-
nice na (3 nezavisi. VSechny paprsky se protnou v ohnisku, tedy bodu o soutadnicich

(0,1/4c).

8.5 Derivace slozené funkce

Nyni tedy umime derivovat soucty, souciny a podily funkci, jejichz derivace jiz
zname. Je mozné derivovat i slozené funkce, s kterymi ¢asto prichazime do styku?
Odpovéd na tuto otazku je kladna.

Véta 8.3 (Derivace slozené funkce): Necht g je funkce diferencovatelna v bodé a, f
je diferencovatelna v bodé g(a). Potom funkce f o g je diferencovatelna v bodé a
a plati

(fog)(a)=f'(9(a)) - d'(a).

Diikaz. Dukaz je zalozen na upraveé

flg(x)) — flg(a)) _ flg(x)) — flg(a)) g(x) —g(a)
T—a 9(x) —g(a) T—a

)
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T

Obrazek 8.5: Parabolické zrcadlo: vSsechny paprsky prichazejici rovnobézné s osou y
ze shora se od paraboly y = ax? odrazi do ohniska F = (0, 1/4«). Viz Piklad 8.8.

platné pro kazdé = # a pro které navic g(z) # g(a) a vété o limité slozené funkce.
Funkce f je diferencovatelna v bodé g(a) a proto je jisté i definovana na okoli tohoto
bodu, dejme tomu Uy ,). Definujme funkci

{%f((g)(a))’ T e Ug(a) ~ {g(a)}a
f(g(a)), = =g(a)

Tato funkce je definovana na Uy(,), podle predpokladii pro ni plati

lim A(x) = f(g(a))

z—g(a)

h(z) :=

a je proto spojita v bodé g(a). Diky spojitosti funkce g v bodé a nyni plati rovnost

f@@»_f@m»—hwwﬂ'ﬂ@_QM)

r —a Tr —a

)

pro vSechna = # a z néjakého okoli bodu a (specialné i ve tvaru 0 = 0 pro ta, pro
ktera piipadné plati g(z) = g(a)). Podle véty o limité sloZené funkce je limita funkce
h(g(z)) v bodé a rovna f'(g(a)). Skute¢né, g v bodé a mé za limitu g(a), h v bodé
g(a) mé za limitu f'(g(a)) a tieti pfedpoklad této véty je splnén diky spojitosti
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h v bodé g(a). Kone¢né podle véty o limité soucinu (Véta 6.1) z posledni rovnice
dostaneme

lim
Tr—a Tr—aQa r—ra T — Qa

flo(@) = flgla)) _ . h(g(x)) - 9(x) — g(a) Fg(a)) - ¢'(a).

Tim je duikaz dokoncen. O

Priklad 8.9: Plati tedy napriklad:

<e’”2>/ = 21, (sin (cos(:r)))/ = cos (cos(z)) - ( —sin(z)).

Skute¢né, v prvnim ptikladé je vnéjsi funkci f(z) = e a vnitini funkei g(z) = x>

Pak totiz

2

(fog)(z) = f(g(x)) = e ="

A podle véty o derivaci slozené funkce

(fog)(x) = f'(g(x)) - g'(x) = € - 2.
Podobné lze postupovat i v druhém priklade.
Piiklad 8.10: Derivace funkce h(z) = 2% x > 0 aa € R, je opét I/ (z) = az® L.
Reseni. Vime, ze pro kladné z > 0 plati 2% = e*!2%, Oznaéme f(z) = e® vnéjsi funkci
a g(z) = aln(x) vnitini funkci, tedy 2* = f(g(z)). Potom podle véty o derivaci
slozené funkce mame

(fog)(@) = F(g(@) - g'@) =" T =a®- T =0, x>0,

Piiklad 8.11: Licha odmocnina, tedy funkce f(z) = ***/x pro k € N, je definovana

na celém R a pro jeji derivaci plati f/'(z) = ﬁm pro vSechna nenulova z.
x

V bodé 0 ma tato funkce derivaci rovnou +ooc.

Reseni. Vyuzijeme vysledku predchoziho Ptikladu 8.10. Pro kladn4 z plati f(z) =
xﬁﬂ a proto uz vime, ze

1 —2e 1 1

2k + 1 2k +1 2k 41 Y2k
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Pro zaporna z plati f(z) = — *%/—x. Pfi derivovani proto lze nyni pouzit jiz
odvozeny vysledek a Vétu o derivaci slozené funkce (Véta 8.3). Dostavame v tomto
pripadé
1 1 (—1) = 1 1
2k + 1 24 /(—g)2k T2k 4 1 YR

¢ili stejny vyraz jako v pripadé kladnych z.
Konec¢né v bodé 0 pro derivaci této funkce plati (vyuzivame znamou limitu
lim,_. ﬁ = 400, pro k € N)

fie) =(=1)

— 2k+1
f'(0) = lim @) = J(0) = lim vz = lim *% %k = /400 = 400.
T

z—0 X — z—0 T z—0

Priklad 8.12: Derivace funkce f(z) = a”, x € R, kde a > 0 je f'(z) = a” Ina.

Reseni. Plati h(z) = e*"? Oznaéme vnéjsi funkci f(z) = e® a vnitini funkci
g(x) = zIna. Potom podle véty o derivaci slozené funkce plati

W(z) = f(g9(x)) ¢ (z) =e"™ - Ina = a®Ina.

8.6 Derivace inverzni funkce

V posledni ¢asti této podkapitoly budeme hledat vzorecky pro derivace zbyvajicich
elementarnich funkci (viz dodatek 12). K nim patii i jejich inverzni funkce. Nyni
proto musime podrobnéji prozkoumat vlastnosti inverznich funkei a ukazat, jak
hledat jejich derivace.

Znéni nasledujici véty muze na prvni ¢teni znit komplikované. Graf funkce
a jeji inverzni funkce jsou osové symetrické vaci ose prvniho kvadrantu. Zkuste si
rozmyslet, co se stane se smérnici te¢ny grafu funkce, pokud ji osové preklopime
vzhledem k ose prvniho kvadrantu? To vlastné rika nasledujici véta.

Véta 8.4 (Derivace inverzni funkce): Budte f spojita a ryze monoténni funkce na
intervalu I = (a,b) abod ¢ € I. Ma-li inverzni funkce f~! kone¢nou nenulovou de-
rivaci v bodé f(c), potom mé f derivaci v bodé ¢ a plati

F'(€) = - (8.2)
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Diikaz. Oznatme d = f(c). V§imnéme si, ze pro = € I, x # c plati

z) — f(c “1(f(z)) — fNd - -1
f(;_({():<f (f;(gg_g <>) = (o)

kde

9(x) =  proze f(I), 1 Ad.
Podle predpokladu je ale
. o —1\/
lim g(x) = (f7') (d)
koneéna nenulova, hm f(x) = da f(x) # d pro x # c. Podle Véty 6.4 o limité
slozené funkce pak tedy

e w—e (f)(d)
Coz jsme chtéli dokazat. [

Poznamka 8.6: Vzorec pro derivaci inverzni funkce uvedeny v pfedchozi vété muze
byt problematické si zapamatovat. Ukazme si jednoduchy formalni trik jak si ho
pripadné odvodit. Funkce f a jeji inverze formalné splnuje rovnici

7 (f@) =

Zderivujeme-li obé strany této rovnosti podle = a vyuzijeme-li vétu o derivaci slozené
funkce, dostaneme

(' (f(@) - flx) =1
odkud ihned ,plyne” (8.2).

Upozornéme Ctenéafe, ze tato poznamka neni dikazem véty o derivaci inverzni
funkce. Vlibec jsme naptiklad neovérili existenci hledané derivace!

Priklad 8.13: Jiz vime, Ze derivace In je funkce % Funkce In je ale inverzni funkce
k funkci e”. Zkusme si na tomto prikladé ukazat pouziti predchazejici véty.

Reseni. Chceme derivovat f(x) = In(z) na intervalu I = (0, +00). Tato funkce je
spojit4, ryze monoténni a jeji inverzni funkci je f~1(z) = e”. Je-li x € I, pak pro

derivaci f~! v bodé f(z) plati
(F Y (fe) =@ =z eI
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Podle predchazejici véty o derivaci inverzni funkce tedy je

coz jsme ocekavali.
Nyni kone¢né odvodime derivace elementarnich funkcei, které nam jesté chybi.

Priklad 8.14: Pro derivaci funkce arcsin plati

1
arcsin’(z) = —, =z € (—1,1).

V1—2a?

Reseni. Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin ziizené na interval < 5 g>

Tj. f~1 = sin } .Pro kazdé x € (-3, §) jiz vime, Ze plati

EE
22

(f_l)/(x) = cosx # 0.
Podle véty o derivaci inverzni funkce mame pro kazdé x € (—1, 1) rovnost
1 1

arcsin’(z) = f'(z) = =

(f~Y'(f(x))  cos(arcsin(x))

Proz € (—1,1) je ale

cos (arcsin(z)) = \/1 — sin? (arcsin(z)) = V1 — 22 # 0,

a tudiz

1
arcsin’(z) = ———, =€ (-1,1).

V1—a?’
Piiklad 8.15: Pro derivaci funkce arctg plati
arctg'(z) = ! reR
g - 1 + 1;27 .
Reseni. Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojita a ryze monoténni. Jeji
inverzni funkce je f~! = tg }( 5 1) . Pro kazdé x € I plati

2

(F71) (f(0)) = tg (arctg(e)) = — (aictg(@) -
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protoze arctg(z) € ( -5, %) Navic je

cos? ( arctg x) B 1 1
sin” (arctgx) + cos? (arctgz) 1+ tg? (arctgz) o 1+a?

cos® (arctg x) =

Odtud

1
arctg'(z) = 112 ¢ € R.

Velmi podobnym zptisobem bychom odvodili derivace zbyvajicich funkei arccos
a arccotg. Jejich derivace budou uvedeny nize v pirehledné Tabulce 8.2.

8.7 Derivace elementarnich funkci: prehled
a priklady

Shrime si prehledné doposud odvozené vztahy pro derivace. Uvadime tabulku 8.2
zatim znamych derivaci.

Priklad 8.16: Naleznéte derivaci funkce
1
f(x) = arctg (—) +arctgz, z #0.
x

Reseni. Pfimym vypoctem ziskavame

/
1 1 2 1 1 1 3
f/<£1)) = (arctg ;) + arctg'(x) = m : (- P) + m =0

V oznacenych rovnostech jsme postupné pouzili

1. derivace souctu,

2. znalost derivace funkci arctg(z), z7! a derivace slozené funkee,
3. algebraické upravy.

Piiklad 8.17: Naleznéte derivaci funkce

flz) =2 x>0.



8. DERIVACE DERIVACE ELEMENTARNICH FUNKCI: PREHLED A PRIKLADY

f(x) f'(z)  podminky

c, z° 0 c konstanta nezavisla na x
" nx™ ! reR,neN

" nz"' reR~{0},n=-1,-2,...
z° ar®!  r>0aaelR

e’ e’ reR

a® a*Ina re€R, a>0

In(x) 1 x>0

sin(x) cos(zr) x€R

cos(x) —sin(z) ze€R

tg(z) m r#Z+km kel
cotg(x) e rTFkm kel

arcsin () — re(—1,1)

arccos(r) — 11_$2 r € (—1,1)

arctg(z) T reR

arccotg(x) # relR

Tabulka 8.2: Tabulka derivaci elementarnich funkci.

Reseni. Zde nejde ani o funkci a®, ani 2% Méni se jak zaklad, tak exponent.
V tomto pfipadé proto postupujeme nasledovné

f'(z) < (emln’”>, 2 vl (xlnx)/ 2 erina, <1 ‘Inz+ - 1) = 2*(1+Inz).

x
Postupné jsme pouzili:

1. uprava vyrazu pfed samotnou derivaci,

2. derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €7,

3. derivace soucinu a znalost derivace ln z, resp. z,

4. algebraické upravy.
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8. DERIVACE JEDNOSTRANNE DERIVACE A DERIVACE VYSSiCH RADU

Uprava pouzita v predchozim ptikladé, tedy piepis na exponencialu se ¢asto
pouziva pravé u takovychto druht funkci. Jako dalsi priklad jesté uvedme

/ .
((2-+ sinaye) = (emimizinn)

2
— oos(@) In(2+sinz) (— sin(x) In(2 + sinx) 4+ —;j_s (:1:) ) :
sinx

!/

8.8 Jednostranné derivace a derivace vyssich radua

Jesté uvedeme malou poznamku k jednostranné derivaci a k derivacim vyssich
rada.

Lze definovat derivaci funkce f v bodé a zprava i zleva jako limity

. f@) — fla) f(z) = f(a)
/ -1 .
f+(a) :pigl+ r—a N T—a— T —a

Priklad 8.18: Uvazme funkci f(x) = |z|. Pro z # 0 a a = 0 plati

f@=f@ _lal

r—a x

Tudiz

fr0)=1 a [f(0)=-1,
ale f'(0) neexistuje.

Derivaci funkce f dostavame novou funkci f, jejiz defini¢ni obor ovéem mutize byt
mensi nez puvodni D;. Nyni mtizeme znovu derivovat f, tj. sestrojit f”. Rekurzivné
tedy definujeme derivace vyssich rada (dokud existuji)

fO@) = ), fO@) = (") (@), n>1
Priklad 8.19: Napiiklad pro f(x) = 2% — 22 + 4 mame
fl(x) =322 =2, f'(x)=6zx, f"(x)=6, fW(z)=0n>4

Poznamka 8.7 (Mathematica): K vypoctu derivace lze vyuzit piikazu D[ f, x], zde
f je derivovana funkce (vyraz) a x proménna, podle které se derivuje. Derivaci
vyssiho, konkrétné n-tého, radu lze zapsat napriklad takto D[f, {x, n}].

V BI-MAL1 si ve vétsiné praktickych prikladt vystac¢ime s prvni a druhou derivaci
(viz kapitolu o vySetfovani prabéhu funkce). Pristi semestr v BI-MA2 budeme pii
studiu Taylorovych polynomu a fad potfebovat derivace idealné libovolného radu.
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9 Analyza pribéhu funkce

9.1 Maximum, minimum, supremum a infimum

Nez se v nasledujici podkapitole pustime do vySetfovani extrému funkce, je vhodné
pripomenout pojem maxima a minima mnoziny.

Definice 9.1 (Maximum a minimum mnoziny): Bud M C R. Realné ¢islo « € M
nazyvame

« maximem mnoziny M, pravé kdyz pro vSechna x € M plati z < a,
« minimem mnoziny M, pravé kdyz pro vsechna z € M plati o < z.

Maximum, resp. minimum, mnoziny M znac¢ime max M, resp. min M.

Kazda konec¢na neprazdna mnozina ma minimum i maximum, napf. pro mnozinu
M ={1,2,3} platimax M =3 amin M = 1.

Neékteré mnoziny M C R nemaji minimum ani maximum. Napfiklad otevieny
interval M = (0,1). Cisla 0 a 1 nejsou minimem ani maximem, nebot 0,1 ¢ M.
Prazdna mnozina nema maximum ani minimum.

Abychom tyto problémy odstranili, zavadime pojem infima a suprema mnoziny.
Tyto pojmy zobectiuji pojmy minima a maxima. Ctenafi nabizime grafickou ilustraci
definice infima mnoziny na Obrazku 9.1.

Definice 9.2 (Infimum mnoziny): Bud M neprazdna zdola omezena podmnozina
mnoziny realnych ¢isel. Cislo & € R nazveme infimem mnoziny )/, znad¢ime
inf M, pravé kdyz

1. pro kazdé x € M plati @ < z (« je dolni zavora M),
2. pokud 3 € R také splnuje predchozi bod, pak # < a (« je nejvétsi dolni zavora
M).
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE MAXIMUM, MINIMUM, SUPREMUM A INFIMUM

dvé dolni zavory 1 2

0]
[

2 1 R

Nejvétsi dolni zavora: 1

Obréazek 9.1: llustrace ke konstrukci infima mnoziny (Definice 9.2), zde M = (1, 2).
Mnozina dolnich zavor je (—oo, 1), ¢ili nejvétsi dolni zavorou je 1. MnoZina M nema
minimum.

Pokud mnozina M neni zdola omezena, pak klademe inf M := —oc. Pro prazd-
nou mnozinu klademe inf () := +oo0.

Stru¢né mizeme fici, Ze infimum mnoziny M je nejvétsi dolni zavorou mnoziny
M. Pokud ma mnozina M i minimum, pak je tato hodnota jisté nejvétsi dolni zavorou
mnoziny M a tedy je soucasné i infimem (tj. infimum je skute¢né zobecnéni pojmu
minima).

Zcela analogicky definujeme i pojem suprema mnoziny.
Definice 9.3 (Supremum mnoziny): Bud M neprazdna shora omezena podmnozina
mnoziny realnych ¢isel. Cislo o € R nazveme supremem mnoziny M, zna¢ime
sup M, prave kdyz

1. pro kazdé x € M plati v < a (« je horni zavora M),

2. pokud 3 € R také spliuje pfedchozi bod, pak o < (3 (« je nejmensi horni zavora
M).

Pokud mnozina M neni shora omezena, pak klademe sup M := +o0. Pro prazd-
nou mnozinu klademe sup () := —oo.

Na rozdil od minim a maxim uz kazda podmnozina mnoziny realnych cisel
supremum i infimum ma. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 9.1 (O existenci suprema a infima): Bud A podmnozina mnoziny realnych
Cisel. Potom existuje jeji infimum (inf A) i supremum (sup A).

Diikaz. Predvedme dikaz pro supremum. Infimum se oSetfi analogicky. Pripady
prazdné mnoziny A a shora neomezené mnoziny A jsou snadné pfimo z definice
(v prvnim pfipadé je supremem —oo, v druhém pripadé +00).
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE MAXIMUM, MINIMUM, SUPREMUM A INFIMUM

Méjme tedy shora omezenou neprazdnou mnozinu A. Necht a; je néjaky bod,
ktery neni horni zdvorou mnoziny A a b; néjaka horni zavora mnoziny A (tj. existuje
x € Atakové, ze a; < vay < by prokazdéy € A). Uvazme bod ¢ = ‘“+b1 , pokud je
tento bod stale horni zdvorou mnoziny A, pak polozme as; = a; a by = c, v opacném
pripadé polozme a; = ca by = b;.

Nyni tento ,ptlici proces opakujme. Tim ziskdme posloupnost intervalt (a,,, b,),
n € N, pro jejichz délky plati

lim (b, — a,) = lim ——— =0.

n—00 n—oo 2n—1

Pro libovolné n € N je b,, horni zavorou mnoziny A a a,, neni horni zdvorou mnoziny
A.

Podle axiomu uplnosti proto existuje o € R, které patfi do kazdého z intervala
(ap, by). Tvrdime, Ze toto « je supremem mnoziny A. K tomu musime ovéfit dvé
véci:

+ « je horni zavorou mnoziny A: kdyby « horni zavorou nebylo, pak by exis-
tovalo x € A ostfe vétsi nez a. Protoze ale lim,, b, = «, pak by i nekone¢né
mnoho b,, muselo byt ostfe mensi nez x, coz je ve sporu s tim, ze vSechna b,
jsou horni zavory mnoziny A.

+ « je nejmensi horni zdvorou mnoziny A: kdyby existovala mensi horni zavora
mnoziny A, oznacme siji § < a, pak protoze lim,, a,, = « tak by nekone¢né
mnoho a,, muselo byt ostfe vétsi nez 3 a také by byly hornimi zavorami
mnoziny A. To ale neni mozné, zadné z a,, neni horni zavorou mnoziny A. [J

Tim je dtikaz dokoncen.

Piiklad 9.1: Pro interval J = (—2, 1) plati
max.J =1, supJ =1, minJ neexistuje, infJ = —

V dalsim textu nas budou zajimat hodnoty funkce nabyvané na rdznych mno-
zinach. Zavadime proto nasledujici znaceni. Pro f: Dy — R a mnozinu M C Dy
klademe

1nff = inf f(z):=inf{f(z) |z € M},

zeM

sup f = sup f(x) :=sup{f(z) | = € M}.

zeM

(9.1)
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE LOKALNI EXTREMY FUNKCE

Pro f: Dy — R amnozinu M C Dy dale klademe

mj‘?xf = max f(x) := max{f(x) | x € M},

zeM (9.2)
min f = mip /(@) == min{f(2) | = € M}, |

za predpokladu, Ze uvedena maxima a minima existuji. Pfipomenme, Ze postacu-
jici podminkou pro jejich existenci je naptiklad situace spojitosté f a uzavieného
intervalu M.

9.2 Lokalni extrémy funkce

Rada praktickych problémt miize byt formulovana jako optimaliza¢ni (minimali-
zacni ¢i maximalizac¢ni) uloha. Ve své nejjednodussi podobé zni nasledovné: riizné
~pripady” jsou o¢islovany parametrem x a hledame takové feseni, které minimali-
zuje/maximalizuje jistou funkci f(z) (napf. zisk). Uvedme nékolik jednoduchych
prikladt (nékolik jednoduchych konkrétnich ukazek uvadime v podkapitole 9.11).

« Jak distribuovat objednané zbozi mezi zakazniky co nejefektivnéji, tj. s co
nejmensimi naklady na dopravu?

« Jak sestavit jidelnicek splnujici zadané dietologické podminky a minimalizovat
pfi tom naklady?

« Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a soucasné
maximalizovat protivnikovy ztraty?

Na optimalizac¢ni tlohy Casto narazite ve strojovém uceni. V fadé metod z této oblasti
(napf. trénovani neuronové sité) pod terminem ,uceni” nenajdeme nic jiného nez
hledani maxima/minima jisté komplikované funkce.

Zde v BI-MA1 se pfi hledani maxim a minim omezime na realné funkce realné
proménné. Samoziejmeé v realité je Casto zapotfebi uvazovat ne jen jednu promén-
nou z, ale dvé a nebo vice. Resenim téchto otazek se zabyva teorie funkce vice
proménnych, resp. teorie optimalizace. Rada zde zavadénych koncepti se oviem
dale pouziva i v pfipadé funkci vice proménnych a pro ¢tenafre je snazsi se s nimi
v tomto snadno predstavitelném svété funkci jedné proménné seznamit. Funkcim
vice proménnych a jejich extrémiim se budeme vénovat v BI-MA2

190


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA2

9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE LOKALNI EXTREMY FUNKCE

Obrazek 9.2: K definici raznych typt extréma.

Zapocnéme vyklad této problematiky pfesnym zavedenim pojmu lokalniho
minima a maxima funkce.

Definice 9.4 (Lokélni extrém funkce): Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € D;
1. lokalni maximum,

2. lokalni minimum,

3. ostré lokalni maximum,

4. ostré lokalni minimum,

prave kdyz existuje okoli (v pfipadném krajnim bodé defini¢niho oboru jednostranné)
U, C Dy bodu a tak, Ze (poporadé)

1. pro véechna x € U, plati f(z) < f(a),
2. pro vSechna x € U, plati f(z) > f(a),
3. pro véechna z € U, \ {a} plati f(x) < f(a),
4. pro vsechna z € U, \ {a} plati f(z) > f(a).

Lokalni maximum a lokalni minimum spole¢né nazyvame lokalni extrém.
Nasledujici véta dava nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému. Pro lepsi
predstavu a orientaci mezi témito typy extrémia uvadime Obrazek 9.2.

Nyni se mizeme snazit odpovédét na otazku, jak extrémy funkci hledat. Prv-
ni vysledek je negativniho charakteru, fika nam kde zcela jisté extrémy funkce
nenastavaji. Miizeme se pak soustiedit na prozkoumavani bodi, kde extrémy byt
mohou.
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE GLOBALNI EXTREMY FUNKCE

Véta 9.2 (Nutna podminka existence lokalniho extrému): Necht funkce f ma v bodé
a lokalni extrém. Potom bud f’(a) = 0, nebo derivace v bodé a neexistuje.

Diikaz. Kdyby napt. f'(a) = lim @) = J(a) > 0, potom lze nalézt ¢ > 0 tak, ze
r—a Tr — a
pro vSechnaz € (a — ¢, a+¢) \ {a} plati
f@) ~fla)
r—a

Potom ale plati f(z) > f(a) prox € (a, a+¢)a f(z) < f(a) proz € (a —¢,a).
Funkce f tedy v bodé a nema lokalni extrém (spor). Podobné lze postupovat v pripadé

f(a) < 0. 0

Varovani 9.1: Tato véta udava pouze nutnou podminku pro existenci lokalniho
extrému.

Zduraznéme tento fakt pomoci nasledujiciho prikladu.

Piiklad 9.2 (Bod nulové derivace bez extrému): Funkce f(z) := 2* ma v bodé 0

nulovou derivaci, f/(0) = 0, avsak nenabyva v ném lokalniho extrému (opét viz
definici: pro kladné realné z plati 2* > 0 a pro zdporné realné z plati 23 < 0). Je
dokonce rostouci na celém R. Jinak feceno, k tomu aby funkce v bodé a méla extrém
nestaci aby f'(a) = 0. Tento omyl je castym zdrojem chyb.

Extrém skute¢né snadno mize nastat i v bodé, kde derivace neexistuje. Uvazte
nasledujici jednoduchy priklad.

Priklad 9.3 (Extrém v bodé s neexistujici derivaci): Uvazme funkci f(z) := |z|.
Funkce f ma jisté ostré lokalni minimum v bodé 0 (to vidime piimo z definice ostrého
lokalniho minima: pro vechna nenulova realna x plati |z| > 0 a 0 = 0), ale jeji
derivace v bodé 0 neexistuje (vypocteno v predchozi ¢asti textu).

Grafy funkci z pfedchozich dvou prikladt jsou uvedeny na Obrazku 9.3.

9.3 Globalni extrémy funkce

Casto nas bude zajimat nejvétsi, resp. nejmensi, hodnota, kterou mtize zadan4 funkce
na zadaném intervalu nabyvat. Proto zavadime nasledujici pojem.
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE GLOBALNI EXTREMY FUNKCE

y = |z]

/ x
Obrazek 9.3: Graf absolutni hodnoty (v bodé 0, kde neexistuje derivace, nabyva

minima) a funkce 2° (v bodé 0 sice m4 nulovou derivaci, ale v tomto bodé nenabyvé
extrému).

Definice 9.5 (Globalni extrém funkce): Méjme funkci f a mnozinu M C Dy. Glo-
balnim maximem (resp. minimem) funkce f na mnoziné M nazyvame hodnotu
max f (resp. m]\}n f), existuji-li. Pokud vynechame specifikaci mnoziny M, pak mame
na mysli ptipad M = Djy.

V této definici zdaraznujeme funkéni hodnotu, maximalni/minimalni hodno-

ta muze byt nabyta ve vice bodech. Napiiklad funkce f(z) = cos(x) nabyva na
intervalu (0, 27) svou maximalni hodnotu 1 ve dvou bodech, v 0 a 2.

Priklad 9.4: Rozmyslete si nasledujici jednoducha tvrzeni o funkei f(z) = 2x:
+ Funkce f nema globalni maximum ani minimum (nema globalni extrém).

« Na mnoziné M = (—1,00) ma f globalni minimum v bodé —1 s hodnotou
—2 a nema globalni maximum.

« Namnoziné M = (—1,2) nem4 f globalni minimum a mé globalni maximum
v bodé 2 s hodnotou 4.
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Obecné ani nevime, jestli dana funkce vibec lokalni ¢i globalni extrém ma.
Jedna-li se ale o funkci spojitou na uzavieném intervalu, pak je existence globalnich
extrému na tomto intervalu zarucena nasledujici vétou.

Véta 9.3 (O globalnim extrému spojité funkce na uzavfeném intervalu): Funk-
ce f spojita a definovana pravé na uzavieném intervalu (a,b) nabyva globalni-
ho maxima a minima na tomto intervalu, pfesnéji existuji v, 8 € (a, b) splnujici
f(a) = maxp fa f(B) = mingy f. Tento extrém muze byt nabyt pouze v kraj-
nich bodech a, b a v bodech, kde je derivace rovna 0 nebo neexistuje.

Diikaz. Jiz vime, ze je-li f spojita, pak obrazem uzavieného intervalu J = (a, b)
je opét uzavieny interval f(J) (nebo jednoprvkovd mnozina, v tom ptipadé je
situace trivialni). Vzpomerite na Vétu 7.6. Krajni body tohoto intervalu f(.J) pak
jsou pfislusnym maximem, resp. minimem, dané funkce na intervalu .J. Ol

Tuto vétu lze s vyhodou pouzit, hledame-li pouze nejvétsi a nejmensi hodnotu
spojité funkce f na uzavieném intervalu .J a nezajimaji nas dalsi detaily o prabéhu
funkce f. Sta¢i pouze porovnat funkéni hodnoty v bodech podeztelych z extrému,
tedy bodech kde je derivace funkce f nulova nebo neexistuje, nebo v krajnich bodech
intervalu na kterém extrémy funkce zkoumame.

Priklad 9.5: Jako priklad uvazme funkci

f(@) = (z = 1)(x—2)

na intervalu (0, 2). Derivace je nulova v bodé %, porovnanim funkénich hodnot

2 4’

fo) =2 f (5) _ L pe—o

uzavirame ze globalni maximum je v bodé 0 s hodnotou 2 a globalni minimum je
v bodé % s hodnotou —i. Graf uvazované funkce je na Obrazku 9.4. Povsimnéte
si ale, Ze jsme extrémni hodnoty nalezli bez jakékoliv grafické predstavy (kterou
casto nemame k dispozici), vyuzili jsme pouze spojitost dané funkce a uzavienost
zadaného intervalu!

Priklad 9.6: Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku
tak, ze vystfihneme ze vSech ¢ty roht stejné ¢tverce. Krabicka bude mit vysku
rovnou strané tohoto ¢tverce. Viz Obrazek 9.5. Naleznéte délku strany Ctverce, pii
niz bude objem krabicky nejvétsi.
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— (e —1)(x—2)

FNlw

Obrazek 9.4: Ukazka globalnich extrému spojité funkce na uzavieném intervalu.

[

| 3 |
Obrazek 9.5: Konstrukce krabicky z papiru tvaru obdélnika v Piikladu 9.6.

Reseni. Ozna¢me stranu vystfihnutych ¢tverctt symbolem . Pro objem krabicky
O(z) plati
O(z) = 2(8 — 22)(3 — 2z) = 4a® — 222% + 24x,
kde z € (0, 3). Derivace O(x) je nula pouze v bodech 3 a 2, oviem pouze 2 € (0, 3).
V tomto bodé nastava i maximum O(2) = 22 cm?, protoze O(0) = O(2) = 0.
Na zavér této podkapitoly jesté poznamenejme, Ze uzavienost intervalu v pred-

chozi Véteé 9.3 je podstatna. Jako priklad uvazme funkci

r x-—4

spojitou na otevieném intervalu J = (0, 4). Tato funkce nema na J ani maximum
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Y

0 4.7

Obrazek 9.6: Funkce spojita na otevieném intervalu nemusi mit minimum ani maxi-
mum.

ani minimum. Skutec¢né, plati totiz

1
lim f(z) =400 — - = 400,

x—0+ 4
) 1
Jim flx) = i (—o0) = —o0.

Diky jeji spojitosti pak plati f(J) = R, ¢ili sup; f = +00 a inf; = —oo. Graf této
funkce je uveden na Obrazku 9.6.

9.4 Véta o prirastku funkce

Intuitivné (z geometrické interpretace derivace jako te¢ny) tusime, Ze pokud je
derivace funkce kladna na intervalu I, pak je funkce rostouci na intervalu /. Pomo-
ci Lagrangeovy véty, kterou zanedlouho zformulujeme, bude snadné spravnost této
intuice oveérit.

Pozorovani: pro ,péknou” funkci, majici v krajnich bodech jistého intervalu
stejné funkéni hodnoty, existuje uvnitf tohoto intervalu bod, kde ma jeji graf te¢nu
rovnobéznou s osou z. Viz Obrazek 9.7.

Véta 9.4 (Rolleova): Necht funkce f splituje podminky
1. f je spojita na intervalu (a, b),
2. f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),

3. fla) = f(b).
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,n

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
| |
| |
| | |
l l l
a c p T

Obrazek 9.8: Demonstrace k Lagrangeové vété (Véta 9.5).

Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Dilkaz. Pokud je funkce f konstantni na intervalu (a, b), pak lze za ¢ volit libovolné
¢islo z intervalu (a, b).

V pfipadé, Ze f neni konstantni na intervalu (a, b), je f({(a,b)) = (A, B) uzavieny
interval (to, jak vime, plyne ze spojitosti f, viz Vétu 7.6). Existuji tedy «, 8 € (a, b)
tak, ze A = f(a) < f(B) = B.

Protoze f(a) = f(b), lezi alesponi jeden z bodl v, B uvnitf (a, b). Oznaéme tento
bod c. Funkce f ma v bodé c lokalni extrém, derivace v tomto bode¢ existuje, a proto
podle Véty 9.2 plati f/(c) = 0. O
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Prirastek funkce f na intervalu (a, b) je roven hodnoté f(b) — f(a) (tj. zména
funkéni hodnoty mezi a a b). Lze ho néjak odhadnout, ¢i kontrolovat, pomoci derivace
funkce f? Odpovéd na tuto otazku je obsahem nésledujici véty'.

Véta 9.5 (Lagrangeova, O prirtstku funkce): Necht funkce f spliuje podminky
1. f je spojita na intervalu (a, b),
2. f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

f(b) = f(a)
b—a

Potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = , nebo ekvivalentné

f(0) = fa) = f/(c)(b - a).

Diikaz. Polozme g(z) := f(z) — f(b[)) : f(a)

{a, b), ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b) a navic g(a) = g(b) = f(a). Proto
podle Rolleovy véty existuje ¢ € (a, b) tak, Ze

f(b) = f(a)
T []

(x — a). Tato funkce je spojita na

0=9g'() = (o) -

Prirtstek funkce f na intervalu (a, b) tak mame vyjadfen pomoci délky daného
intervalu a hodnoty derivace funkce f. Tvrzeni Lagrangeovy véty je existenc¢ni, o ¢
pouze vime, Ze lezi nékde v intervalu (a, b).

Lagrangeova véta ndm umoznuje z vlastnosti prvni derivace odvozovat vlastnosti
funkce samotné. Napiiklad: pokud bychom védéli, ze derivace f’(x) je kladna na
(a,b),paki f'(c) > 0 at uz je ¢ jaké chce a tudiz f(b) > f(a), protoze f(b) — f(a) =
f'(c)(b—a) > 0! Toto (a analogick4) pozorovani budou mit dlezité dusledky pro
monotonii a konvexitu/konkavitu funkce. Systematicky se jimi budeme zabyvat ve
zbytku této kapitoly. Nejprve ale jesté ucinme odbocku k pocitani limit, konkrétné
k 'Hospitalové pravidlu, které je dusledkem Rolleovy véty.

!Uvedme jesté jeden zplisob jak se divat na nasledujici vétu. Pokud jsme se v daném ¢asovém
intervalu pohybovali primérnou rychlosti v, pak musi existovat ¢asovy okamzik v némz nase okamzita
rychlost byla rovna v.
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9.5 L’Hospitalovo pravidlo

K vypoctu limit funkci vedoucich k neurcitym vyraziim % a = se Casto hodi 'Hospita-
oo

lovo pravidlo. Na tomto misté ho uvadime z toho divodu, Ze jde o dsledek Rolleovy
véty (Véta 9.4).

Pro tuto vétu je vZité oznaceni ,pravidlo®. Jde ale o matematickou vétu jako
kazdou jinou. Nékdy se uvadi i jako ,’'Hopitalovo pravidlo®. Guillaume Francois

ces

Antoine, Marquis de ’'Hopital byl francouzsky matematik Zijici v sedmnactém stoleti.

Véta 9.6 (I'Hospitalovo pravidlo): Necht pro funkce f a g abod a € R plati
1. lim f = lim g = 0 nebo lim|g| =

2. existuje okoli U, bodu a splnujici U, \ {a} C Dy N Dyr/y,

!/

3. existuje limita podilu derivaci lim —
a g

/
Potom existuje hm i a plati lim i = lim —
g a g a g

V plném rozsahu dikaz provadét nebudeme. Podivame se alespon na pripad

neurcitého vyrazu %.

Diikaz pripadu 3. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze f(a) = g(a) =0,
tj. f a g jsou spojité v a.

Oznac¢me b = limag—,, a uvazme libovolné U, okoli bodu b. K nému existuje
V, C U, okoli bodu a takové, ze je-lix € V, \ {a}, pak f'(z)/¢'(z) € U,.

Pro libovolné z € V,, # > a, definujme funkci h(t) := f(t) — L& ; (t) (N.B.:
g(x) # 0). Potom h je spojitd na (a, ), pro jeji derivaci na (a, ) platl R (t) =

i) — %g’(t) anavic h(a) = h(z) = 0.

Podle Rolleovy véty existuje bod ¢ € (a, x) takovy, ze h'(c) = 0, tj. % = i;gg €
Up.
/!
Celkem jsme ukazali, ze lim M = lim / ($) Dtikaz pro limitu zleva se
A g@) T )
provede analogicky. [

Pojdme si nyni ukazat pouziti této véty na typickych prikladech a poté rozebrat
jeji zaludnosti.
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Priklad 9.7: Vypoctéte limitu

lim arc'sm(x)
z—0  sin(z)

Reseni. Pomoci ’'Hospitalova pravidla

. 1
lim —ar?51n(x) H i Vo2
z—0  sin(z) 2—0 cos(z)

=1.

Pouziti 'Hospitalovala pravidla je korektni. Jednalo se o limitu typu %, limita podilt
derivaci existuje, oba podily jsou definovany na okoli bodu 0 vyjma bod 0 samotny
(podil derivaci dokonce definovany i v 0).

Priklad 9.8: Vypoctéte limitu

lim zIn(z).
:C—)D+

Reseni. Nejprve musime vyraz upravit do tvaru kdy lIze aplikovat ’'Hospitalovo
pravidlo.

—
8
~—r
jas)

|

1 ,
lim zIn(z) = lim S iy
z—04 z—04

8 =
8
1
(e}
+
|
8
!
o
+

Opét poznamenejme, ze ’'Hospitalovo pravidlo je pouzito korektné. Po vhodné
upravé se jedna o limitu typu 22, limita podilu derivaci existuje a oba podily jsou
definovany na pravém okoli bodu 0 vyjma bod 0 samotny (napf. (0, 1)).

K tomuto prikladu jesté poznamenejme, Ze pokud bychom vyraz upravili takto,

X

rlnx = )

Inx

tak bychom sice ziskali limitu typu %, ale limitu podilu derivaci bychom vypocitat
nedokazali. Dostali bychom se tedy do slepé ulicky.

Priklad 9.9: Vypoctéte limitu
6$

lim —.
T—+00 {L‘2
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE L’HOSPITALOVO PRAVIDLO

Reseni. Nyni je tieba I'Hospitalovo pravidlo pouzit dvakrat,

. € ru .. € ru ,. ¢
lim — = lim — = lim — = +o0.
z—+00 I T—+o00 21 z—+oo 2

T

L’Hospitalovo pravidlo je pouzito korektné. Jedna se vzdy o limitu typu %, podily
jsou definovany na okoli bodu +o00 a posledni z limit existuje, tudiz existuji i vsechny
predchozi.
Poznamka 9.1: Upozornéme na casty omyl vyskytujici se u ptikladt podobnych
piedchozimu. Casto se objevuje argument ,limita je rovna 400 protoze exponenciala
roste rychleji nez polynom®. To je sice dobra intuice, ale neni dostate¢né presna. Jak
rychleji musi rust Citatel vii¢i jmenovateli, aby limita byla +00? Na to intuice vibec
nestaci. Napriklad v limité
lim ey e Ve
z—+oo x +1

také cCitatel roste rychleji nez jmenovatel, ale hodnota této limity je 2 a ne nekonecno.

Na predchozi piiklad je nutné se divat pravé naopak. Pomoci ’'Hospitalova
pravidla jsme vypocetli limitu

T

lim — = +4o0.
T—+00 $2

Protoze tato limita vysla 400, muzeme tvrdit, ze exponenciala e” roste rychleji nez
x?. Viimnéte si, Ze ptivodni intuitivni ivaha jde pfesné opaénym smérem.

Priklad 9.10 (Dulezitost predpokladi): Pri pouziti 'Hospitalova pravidla je nutné
zkontrolovat predpoklady. Slepym pouzitim formule mtizeme dostat $patny vysledek:

2¢ +sin(x) 1 .. 2+cos(z) 2 .  —sin(x)
— 2= lm —~ = lim ————~=1.
a—+oo x + sin(x)  a—+oo 1 +cos(x)  z—+oo —sin(x)

Chyba v tomto vypoctu je dvojnasobna:
1. Neni splnén 2. ani 3. predpoklad I'Hospitalova pravidla.
2. Limita nalevo od = viibec neexistuje. Nema tedy smysl pokracovat ve vypoctu.

Limitu Ize snadno spocist bez 'Hospitalova pravidla,

9 . 24+ sin(x)
fim 2080 2E Ly
z—+oo T + 51n(x) T—+00 | + sin(z)

x
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE DUSLEDKY PRO MONOTONII FUNKCE

Priklad 9.11 (Bludny kruh): V nasledujicim pfipadé sice vsechny predpoklady plati,
ale ani opakované pouziti 'Hospitalova pravidla nevede k cili

e +e e —etm e te”
lim —— = lim —— = lim ——.
z—+oo e¥ — e~ % z—+o0 et 4+ e~ % z—+oo e¥ — e~ %

Po druhém pouziti dostaneme stejny vyraz s kterym jsme zacinali. Tuto limitu

muzeme snadno spocitat bez pouziti 'Hospitalova pravidla,

) em + 6796 ) 1 + 6721
im ——= lim — =1.
z—+o0 e¥ — e~ % z—4o0 ] — e~ 2T

9.6 Dusledky pro monotonii funkce

Pomoci Lagrangeovy véty o prirtistku funkce (Véta 9.5) mtizeme presné zformulovat
vztah mezi monotonii a prvni derivaci funkce. Nejprve si zavedme vhodné znaceni.

Definice 9.6 (Vnitiek intervalu): Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom
vnitikem intervalu J nazveme otevieny interval (a, b). Zna¢ime ho J° = (a, b).

Véta 9.7 (O vztahu prvni derivace a monotonie funkce): Necht f je spojita funk-
ce na intervalu J a necht pro kazdé x € J° existuje derivace f’(z). Potom plati
nasledujicich pét tvrzeni o riznych typech monotonie funkce,

1. (V:c € JO) (f’ x) > 0) = f je rostouci na J,

[\

()
. (Vx e J°)(f'(x)
- (Ve e J) ()
()
()

w
V

0) = f je ostfe rostouci na J,

S
A

> 0)

< 0) = f je klesajici na J,
)
)

. (Vxe JO)(f’ x
(Ve e ) (fa

0) = f je ostfe klesajici na J,

Ul

0) = f je konstantni na J.

Diikaz 1. tvrzeni, ostatni naprosto analogicky. Budte x1, x5 € J takova, ze 71 < xs.
Podle Lagrangeovy véty o piirastku funkce aplikované na interval (x;, z5) existuje

¢ € (x1,x9) tak, ze
f’(c) _ f(x2) — f(wl).

To — I
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1\_X<2/ T

Obrazek 9.9: Funkce f z rovnice (9.3) (modra) a jeji derivace z rovnice (9.4) (Cervena).
Znaménko derivace rozhoduje o monotonii funkce.

Protoze ¢ € J°, je f'(c) > 0. Tudiz

f(x2) — f(21)

To — X1

>0 = flr)—f(z1) 20 = f(o1) < f(x2).

Coz jsme méli dokazat. O

Hlavnim vysledkem pfedchozi véty tedy je nasledujici pozorovani: je-li funkce f
diferencovatelna, pak o tom, zda roste ¢i klesa, rozhoduje znaménko jeji derivace.
Pro lepsi predstavu uvazme funkci

f(z):=22% — 9% + 122 — g (9.3)
pro jejiz derivaci plati
fl(z) = 62" — 182 + 12 = 6(x — 1)(x — 2). (9.4)
Porovnejte graf této funkce a jeji derivace na Obrazku 9.9.

Otazka 9.1: Méjme funkci f definovanou na intervalu (—1, 1), ktera je ostie rostouci
na intervalu (—1,0) 1 (0, 1). Je f ostfe rostouci i na intervalu (—1,1)?
Otazka 9.2: Méjme funkci f definovanou na intervalu (—1, 1), ktera je ostie rostouci
na intervalu (—1,0) i (0, 1). Je f ostfe rostouci i na intervalu (—1,1)?

Otazka 9.3: Méjme funkci f definovanou na intervalu (—1, 1), ktera je ostie rostouci
na intervalu (—1,0) i (0, 1) a je spojita v bodé 0. Je f ostfe rostouci i na intervalu
(—1,1)?
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE DUSLEDKY PRO KONVEXNOST/KONKAVNOST

9.7 Dusledky pro konvexnost/konkavnost

Zjistili jsme, Ze prvni derivace funkce f souvisi s monotonii funkce f. Nyni ukazeme,
ze druha derivace funkce f dale souvisi s tvarem grafu funkce f. Nejprve zavedme
potfebné pojmy.

Konvexita a konkavita funkce

Definice 9.7 (Konvexnost a konkavnost funkce v bodé): Necht funkce f je diferen-
covatelna v bodé a € D;. Pokud existuje okoli U, bodu a takové, Ze pro vSechna
z € U, \ {a} lezi body (z, f(x)) nad (resp. pod) te¢nou funkce f v bodé a, tj.

f(@) > fla) + f'(a)(z — a), (resp. f(z) < f(a) + f'(a)(z — a)),

pak f nazveme ryze konvexni (resp. konkavni) v bodé a.
Pokud pro body (z, f(x)) vySe ptfipustime moznost lezet na te¢né (tj. pfipustime
neostré nerovnosti), pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.
Vybaveni pojmem konvexity/konkavity v bodé zavadime i konvexitu/konkavi-
tu na intervalu. Podobné jsme postupovali i v pfipadé spojitosti (viz Definici 7.1
a Definici 7.2).

Definice 9.8 (Konvexnost a konkavnost funkce): Funkci f nazveme (ryze) kon-
vexni (resp. konkavni) na intervalu J, pravé kdy?z je na tomto intervalu spojita
a je (ryze) konvexni (resp. konkavni) v kazdém bodé intervalu J°.

Ocividné, f je konkavni na intervalu J, pravé kdyz — f je konvexni na intervalu
J. Staci se tedy soustredit napfiklad na konvexni funkce.

K osvétleni terminologie uvedme etymologicky vyznam obou pojmi. Convexum
ma v latiné vyznam udoli a concavum vyznam vyduté. Ukazka konvexni a konkavni
funkce je dale uvedena na Obrazku 9.10.

Kritérium konvexnosti a konkavnosti

V pfedchozi podkapitole jsme se zabyvali vztahem prvni derivace a riznymi typy
monotonie funkce. Nyni si ukazeme jak konvexita a konkavita souvisi s druhou
derivaci funkce.

Véta 9.8 (Kritérium pro konvexnost): Bud f funkce spojita na intervalu J, ktera ma
druhou derivaci v kazdém bod¢ intervalu J°. Potom plati dvé nasledujici tvrzeni:
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Obrazek 9.10: Konvexni a konkavni funkce.

205
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« f"(x) > 0 pro kazdé x € J°, pravé kdyz f je konvexni na intervalu J.
« Je-li f”(x) > 0 vkazdém bodé = € J°, pak je f ryze konvexnina J.

Stejna tvrzeni plati pro konkavnost pokud oto¢ime znaménka nerovnosti (tj. v prvnim
tvrzeni bude derivace nekladna v druhém zaporna).

Poznamka 9.2: Funkce f(z) = 2 je ryze konvexni na R, ale f”(0) = 0. Implikaci
v druhém bodé predchozi véty proto nelze obratit.

Diikaz. Nejprve provedme dukaz implikaci = v obou bodech (konkrétné pro >,
nerovnost > stejné).

Z ptedpokladu f”(z) > 0, 2 € J° plyne, ze f’ je rostouci na J°. Méjme a € J°
ax € J° takové, ze x > a. Potom dle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (a, x) takové,
ze

f(@) = fla) + f'(o)(z — a) = f(a) + f'(a)(x —a).
Skute¢né: a < caproto f'(a) < f'(c)az —a > 0.
Mame-li ted = € J° takové, Ze x < a, pak existuje ¢ € (x, a) takové, ze

f(@) = f(a) + f'(o)(x — a).

Skute¢né: ¢ < a a proto f'(c) < f'(a)a f'(c)(x —a) > f'(a)(x — a), nebot nyni
r—a<0.

Nyni provedme ditkaz implikace <= v prvnim bodé. Postupujme sporem. Piedpo-
kladejme, Ze f je konvexnina J a soucasné existuje bod a € J° splitujici

f”(a) = lim f/(SB) _ f/(a) <

r—a Tr—a

0.

Existuje tedy U, (6) C J takové, ze
f'(x) = f'(a)

T —a

<0 kdykolivz € U,(6) \ {a}.

Celkem tedy f’(a) > f'(x) kdykoliv x € (a,a + §). Z Lagrangeovy véty aplikované
na interval (a, x) a funkci f plyne existence ¢ takového, ze

f(@) = fla) + f(o)(z —a) < fa) + f'(a)(z — a)

pro libovolné = € (a,a + ¢), coz je ve sporu s konvexitou f v bodé a. [
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Poznamka k zobecnéni konvexity a konkavity

Pojem konvexity a konkavity l1ze zavést i obecnéji bez potieby vyuzivat pojem tecny
a tedy diferencovatelnosti. Naptiklad v pojeti pfedchoziho textu funkce |z| neni
konvexni (na R), v nule nema derivaci. Tento problém odstranuje nasledujici definice,
na které v riznych zdrojich také muzete narazit.

Definice 9.9: Funkci f definovanou na intervalu J nazveme konvexni na interva-
lu (resp. konkavni na intervalu) J, pravé kdyz pro kazdé x;, x9, x3 € J spliujici
1 < X9 < x3,lezi bod (x2, f(22)) budto pod (resp. nad) pfimkou spojujici body
(21, f(x1)) a (x5, f(x3)), nebo na ni.

Definice 9.10: Funkci f definovanou na intervalu J nazveme ryze konvexni na
intervalu (resp. ryze konkavni na intervalu) J, pravé kdyz pro kazdé x, x5, x5 €
J spliujici 1 < xy < w3, lezi bod (x9, f(x2)) pod (resp. nad) pfimkou spojujici
body (z1, f(71)) a (3, f(x3)).

9.8 Kiritéria pro hledani lokalnich extrému

Vedle definice (Definice 9.4) mizeme k hledani extrémi vyuzit i dvé kritéria, ktera
si nyni ukadzeme. Prvni z nich pfirozené vyuziva znalost monotonie, kterou jak uz
vime muZeme ziskat ze znalosti prvni derivace.

Véta 9.9 (O lokalnich extrémech a monotonii): Méjme funkci f aboda € D takové,
ze f je spojita v bodé a. Potom pokud

« f je (ostfe) rostouci na néjakém levém okoli bodu a a (ostre) klesajici na
néjakém pravém okoli bodu a, potom ma f v bodé a (ostré) lokalni maximum.

« f je (ostfe) klesajici na néjakém levém okoli bodu a a (ostfe) rostouci na
néjakém pravém okoli bodu a, potom ma f v bodé a (ostré) lokalni minimum.

Diikaz. Piimocaré ovéreni definice lokalniho extrému (Definice 9.4). ]

Dusledek 9.1 (O lokalnich extrémech a prvni derivaci): Méjme funkci f diferenco-
vatelnou na okoli bodu a € D;. Pokud derivace funkce f v bodé a méni znaménko,
potom ma v bodé a ostry lokalni extrém.

Diikaz. Stadi si vybavit vétu spojujici derivaci a monotonii (Véta 9.7) a vyuzit pred-
chozi Vétu 9.9. [
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Obrézek 9.11: Ilustrace k Definici 9.9.

Priklad 9.12: Pozadavek spojitosti v pfedchozi vété je podstatny. Napriklad funkce
f(z) = |z| + sgn(z) je ostfe rostouci na (0, +00) a ostie klesajici na (—o0, 0), ale
v bodé 0 nema (ostré) lokalni minimum. Viz Obrazek 9.12.

Priklad 9.13: Na funkci f(x) = |z| je uz pfedchozi véta (Véta 9.1) aplikovatelna:
« f je spojita (jisté i v bodé 0),
« prox > 0je f'(z) = 1 a je proto ostfe rostouci na (0, +00),
« prox < 0je f'(z) = —1 aje proto ostte klesajici na (—o0, 0).

Funkce f ma v bodé 0 ostré lokalni minimum (coz ale vime i jednoduseji pfimo

z definice).
2

Piiklad 9.14: Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z) = re™2*".
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y = |z| + sgn(x)

14

\ x
b —1

Obrazek 9.12: Funkce f(z) = |x| 4 sgn(z) méa vpravo od nuly derivaci 1 (kladnou)
a vlevo od nuly derivaci —1 (zapornou). V bodé 0 ovsem nema lokalni extrém.

‘

3

N |—

Obrézek 9.13: Graf funkce z Prikladu 9.14.

Reseni. Pro derivaci této spojité funkce plati
fl(x)=(1- 4x2)e_2m2.

Proto je f'(xz) > O pro |z| < 1/2a f'(x) < 0 pro |z| > 1/2. Funkce f je proto ostie
klesajici na intervalech (—oo, —1/2) a (1/2, +00) a ostfe rostouci na (—1/2,1/2).
Ma proto ostré lokalni maximum v bodé 1/2 a ostré lokalni minimum v bodé
—1/2. Pro ilustraci viz Obrazek 9.13
Déle 1ze k odhaleni extrémii pouzit i konvexitu/konkavitu, resp. druhou derivaci.

Véta 9.10 (O lokalnich extrémech a konvexité/konkavité): Necht pro funkeci f a bod
c € Dy plati f'(c) = 0.
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N 7
N4

Obrazek 9.14: Tlustrace k Ptikladu 9.15, tedy graf funkce f(z) = 2% (ervena) a jeji
prvni (hnéda) a druhé (zelena) derivace.

« Pokud je f (ryze) konvexni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé c (ostré) lokalni
minimum.

« Pokud je f (ryze) konkavni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé ¢ (ostré) lokalni
maximum.

Diikaz. Staci si uvédomit, Ze tecna v bodé c je za uvedenych predpokladt dana
ptimkou y = f(c) a vyuzit definici konvexity/konkavity funkce f v bodé c. O

Poznamka 9.3: Tato véta se Casto pouziva pokud vime, Zze f ma kladnou (nebo
zapornou) druhou derivaci na okoli bodu c.

Priklad 9.15: K zorientovani se mezi riiznymi znaménky derivaci a souvislosti
s monotonii, resp. konvexitou/konkavitou, mize pomoci jednoduchy priklad znamé
funkce.

Funkce f(x) = x? ma prvni derivaci f'(z) = 2, ktera je kladna pro z > 0
a zaporna pro x < 0 a nulova pro x = 0. Druha derivace f”(x) = 2 je vzdy kladna.
Funkce f je ostfe rostouci na (0, +00) a ostie klesajici na (—oo,0). V bodé 0 ma
ostré lokalni minimum. Je konvexni na celém R.

210
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V2 v

Obrazek 9.15: Inflexni body.

9.9 Inflexni body a asymptoty

Body, kde se méni konvexita na konkavitu, pfipadné naopak, jsou dulezité pro tvar
grafu funkce. Zavadi se pro né proto zvlastni oznaceni.

Definice 9.11 (Inflexni bod): Necht f je spojita v bodé c. Bod c nazyvame inflexnim
bodem funkce f, pravé kdyz existuje & > 0 takové, Ze f je ryze konvexni na intervalu
(¢ — 0, ¢) aryze konkavni na intervalu (¢, ¢ + 4), nebo naopak.

Piiklad 9.16: Naleznéte inflexni body funkce f(z) = e~

Reseni. Je potieba vypoéist druhou derivaci zadané funkce,

fl(x) = =2z,
f(x) = =27 +da?e™ = 2(22° — 1)e ™.

Vidime, Ze znaménko druhé derivace je kladné pro |z| > \% a zaporné pro |z| < \%

Funkce f je proto konvexni na (— 0, —\/Li) a (\%, +oo) a konkavni na (— \/Li, \%)

Inflexnimi body tedy jsou body \/Lﬁ a _\/LE' Funkce je znazornéna na Obrazku 9.15.
Konec¢né, posledni vlastnosti grafu, kterou budeme zkoumat, je existence asymptot.

Rozlisujeme dva kvalitativné rozdilné pripady zavedené v nasledujici definici.

Definice 9.12 (Asymptoty funkce): Rekneme, %e funkce f ma v bodé¢ a € R

asymptotu © = q, pravé kdyz limita hm+ f(z) nebo lim f(z) je rovna +oo
Tr—a Tr—a—

nebo —oco. Rekneme, Ze ptimka y = kz + ¢ je asymptotou funkce f v +0o0, resp.

v —o0, kdyz

lim (f(z) —kz—q) =0resp. lim (f(z) —kz—q)=0.

r—r-+00 T——00
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Poznamka 9.4: Ma-li byt pfimka y = kx + ¢ asymptotou funkce f v 400, pak

nutné 0 = lim f@=teta — i S@® g proto
T—+00 z r—+oco ¥
k = lim m (9.5)
Tr—+0c0 €T
Podobné
g= lim f(x)— kz, (9.6)
T—r+00

kde £ jsme spocetli v pfedchozim bodu. Podobnou poznamku mazeme udinit i pro
—00.
2
2

|z = 1]
Reseni. Proberme postupné mozné body, kde mtize mit zadana funkce asymptotu.

Bod z = 1 nepatfido Dy a lir{l f(z) = +00. Tudiz pfimka = = 1 je asymptotou

x—14

f vbodé 1.

Hledejme asymptotu v 400,

Priklad 9.17: Naleznéte asymptoty funkce f(z)

249 1
k= tim 2% fim CER Y
r—+oo I r—+oo T° — T x
x?+2 24

+1=2.

g= lim f(z)—kxr= lim +1—1-2= lim

r—+00 r—>+o00 I — r—+o00 T —

Podobné, pro asymptotu v —oo mame

242 1

e dim IO g T2 L
r——00 I r——00 —T* + I €T
2+ 2

g= lim f(x)—kzr= lim

T——00 z——00 —x + 1

+1—(=1)-z=0.

Nalezené asymptoty jsou uvedeny na Obrazku 9.16.

Varovani 9.2: Neplette si asymptoty a tecny! V obou pfipadech jde o piimky, ale
s pomérné odlisnymi vlastnostmi.

Otazka 9.4: Muze se asymptota v +00 vicenasobné protinat s grafem dané funkce?
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9.

ANALYZA PRUBEHU FUNKCE SHRNUTI: VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

y = f()

QU

Obrazek 9.16: Asymptoty funkce.

9.10 Shrnuti: vysetfovani priabéhu funkce

Shriime si vztah mezi funkci a jeji prvni a druhou derivaci na nékolika ndzornych
ukazkach, viz Obrazek 9.17.

Poznamka 9.5: Na zavér této podkapitoly poznamenejme co mame na mysli pod
vySetfovanim prubéhu funkce. Pti vysetfovani prubéhu funkce f zkoumame:

1.

defini¢ni obor funkce f, priseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost, perio-
dicita),

. spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich bodech definic-

niho oboru (do této kategorie pfipadné zahrnujeme i +00 a —00),

. existenci derivace f’, monotonii funkce, lokalni a globalni extrémy,
. existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,

. na zakladé téchto vysledkt nacrtneme graf funkce f.

9.11 Piiklady

Nejprve si ukazeme vySetfovani prubéhu na velmi jednoduchych prikladech.

213
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roste
x
4x
— / - @
+
_ T
x

Obrazek 9.17: Vztah prvni derivace a monotonie funkce, druhé derivace a konvexnosti
resp. konkavnosti.
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T

Obrézek 9.18: Graf funkce €.

y=Inzx

lim Inxz = +o00

xﬁ:m/

1 i

lim lInz = —o0
SC—)0+

Obrézek 9.19: Grafu funkce In x.

Priklad 9.18: Vysetiete prubéh funkce f(x) = e”.

Reseni. Protoze f'(z) = f"(x) > 0 pro kazdé z € R je funkce f(z) rostouci
a konvexni na celém R. Asymptota funkce existuje pouze v —o¢ a jeji pfimkou je
y = 0. Graf této znamé funkce uvadime na obrazku 9.18.

Priklad 9.19: Vysetiete prubéh funkce f(z) = Inz.

Reseni. Nyni Dy = (0,400) a f'(z) =1 > 0a f"(z) = —% < 0 pro kazdé = > 0.
Tudiz f je rostouci a konkavni, jedinou asymptotou je pfimka x = 0. Graf této znamé

funkce uvadime na obrazku 9.19.

Priklad 9.20: Vysetfete prubéh funkce

f(z) = V322 — a3
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE PrixLADY

Reseni. Odmocnina je licha, tedy D; = R. Prisecik s osou y je f(0) = 0. Praseciky
s osou x jsou feSenim rovnice

flz)=0 & 2°3-2)=0 <& x;=0ax,=23.

Odtud ihned plyne, Ze funkce nemiize byt suda, licha ani periodicka (ve vsech téchto
pripadech by muselo byt prusecikem i x = —3).
Funkce je spojita na celém R. Zkoumejme existenci asymptot v =00,

k= lim m: lim 3§—1:—1

Y

r—Foco I T—F00 T
g= lim (f(z)—kz)= lim V322 —23+z=1
T—300 T—>Foo

Piimka y = —x + 1 je tedy asymptotou v +00 i —o0.
Pro derivaci funkce f plati
x—a:2
(&UQQ—W’ Z 7é 0,3,
f/(fl?) = § —0Q, =3,
neexistuje, = = 0.
Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0 (de-

rivace neexistuje) a 2 (derivace je 0). Z prvni derivace podle znaménka ur¢ime typ
monotonie.

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,400)

znaménko f' — + — -
monotonie f klesa roste klesa klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokalni minimum v bodé 0 (f(0) = 0)
a maximum v bodé 2 (f(2) = v/4). Navic ze spojitosti na R a z limit lim f(z) =

r—+00
Foo plyne Hy = R.
Pro druhou derivaci v bodech = # 0, 3 dostavame

243

f(x) = 3y
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE PrixLADY

e Jok. maximum
lok. minimum
e inflexni bod

Obrazek 9.20: Priibéh funkce f(z) = v/32% — .

Znaménko zavisi pouze na znaménku jmenovatele (Citatel je kladny),

interval (—o0,0) (0,3) (3,4+00)

znaménko [/ — — +
konkavni konkavni konvexni

Nyni miZeme nacrtnout graf funkce f, viz Obrazek 9.20.

Priklad 9.21: Tuhost 7" tramu s obdélnikovym priifezem je imérna soucinu jeho
sifrky (horizontalni rozmér) w a tfeti mocniné tloustky (vertikalni rozmér) ¢. Pri
jakych rozmérech 1ze dosahnout nejvétsi tuhosti tramu, mame-li k dispozici strom
o kruhovém pruiezu s polomérem R?

Reseni. Parametrizujme trdm pomoci parametru = podle Obrazku 9.21. Tedy w = 2z
at=2vR?— z2 Uvazujeme 2z = w € (0, 2R), resp. z € (0, R).
Tudiz,

[SI[9Y)

T(z)=c-w-t*=2"c-z(R*—2%)>.
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE PrixLADY

Obrazek 9.21: Parametrizace problému s tramem.

Hledame extrém této funkce, derivaci je

(NI

T'(x)=2"-c- ((32—:;;2) —3:1;2-M) =2t VR a7 (R - 42?).

Nulovym bode derivace je bod z, = g. Funkci 7' vySetfujeme pouze na intervalu J.
Vidime, Ze na intervalu (0, %) funkce T roste a na intervalu (g , R) klesa. V bodé
x, tudiZ nastava lokalni maximum. Pro extremalni rozméry tramu plati

w, =2z, =R a t*:2\/R2—x§:\/§R.

Priklad 9.22 (Newtonuv trojzubec): Vysetiete prabéh funkce (véetné konvexnos-
ti/konkavnosti)

Nacrtnéte graf této funkce.

Reseni. Defini¢nim oborem je o¢ividné mnozina D; = R~ {0}. f je spojita v kazdém
bodé mnoziny D;. Vypoctéme derivaci,
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Znaménko derivace je, vzhledem ke kladnosti jmenovatele, kontrolovano vyrazem
22% — 1. Dostavame

fl(x) >0 o x>271/3

flz) <0 & c<2az#£0,
fx)=0 & z=2713

Funkce f je rostouci na intervalu (271/3, +00) a klesajici na intervalech (—o0, 0)
a (0,271/3). Vbodé a = 27/% ma tedy funkce f lokalni minimum (na pravém okoli
bodu a je rostouci, na levém okoli bodu a je klesajici a je spojita v bodé a). Podivejme
se na limity v nekonecnech a v bodé 0,

1 1
lim — + 2% = 400, lim — + 2 = +o0.
rz—Foco I z—0+ T

Funkce f neni spojité dodefinovatelna v bodé 0. Pfimka s rovnici x = 0 je asymptotou
funkce f v bodé 0. Asymptoty v nekonecnech neexistuji,

lim M = lim —2+x::|:oo.
r—+oco I T—Foo I

Vysetfeme konvexitu a konkavitu. Pro druhou derivaci plati

6% 22 — (223 —1)-2z _a3+1
=2 .
x? a3

f'(@) =

Odtud vidime, Ze
f"(z) >0 & < —1nebo0 < z,

") <0 & —1<x<0,
f'(x)=0 & z=-1.
Funkce f je proto konvexni na intervalech (—oo, —1) a (0, +00), konkavni na inter-

valu (—1,0). V bodé x = —1 ma inflexni bod.
Na zakladé téchto informaci nyni mtizeme nakreslit graf (viz Obrazek 9.22).

Priklad 9.23 (O priméru): Méjme n € N realnych hodnot x4, ..., z, € R, které se
mohou i opakovat. Ozna¢me
__Ig¢
= —
DL
k=1
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE PrixLADY

Obrazek 9.22: Newtonuv trojzubec.

prumér téchto hodnot. Ukazte, Ze primér  minimalizuje funkci

n

E(t):=) (t—z)’ teR,

k=1
tedy soucet kvadrati odchylek ¢ od vSech x4, ..., x,.

Reseni. Uvedené tvrzeni si lze rozmyslet dvéma zpasoby. Prvni vyuziva pouze
znalosti vlastnosti paraboly. Stadi si totiz povsimnout, Ze funkéni hodnotu E(t) lze
po roznasobeni zavorek a zméné poradi s¢itani prepsat do tvaru

E(t)=nt*—2tY z+ » 7},
k=1 k=1

Jedna se tedy o kvadratickou funkci v proménné ¢. Protoze n > 0, tedy koeficient
u kvadratického ¢lenu je kladny, ma tato funkce pravé jedno ostré globalni minimum
v bodé ¢, (staci pouzit vzorec pro horizontalni soufadnici vrcholu paraboly)

1
t*:E;xky

ktery je pravé zminénym pramérem.
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Druhy zptsob argumentace rovnou vyuziva diferencialniho poc¢tu. Pro derivaci
funkce E v bodé ¢ zfejmé plati (derivace souctu a slozené funkce)

E'(t)=2) (t—az)=2nt—2)
k=1 k=1

a je proto nulova praveé v bodé

1 n
te = E;xka

neboli priméru z. Jde skutecné o ostré minimum, nebot
E"(t) =2n > 0.

Z4dny jiny extrém tato funkce nema.
Nasledujici priklad tento thel pohledu rozviji i pro median.

Priklad 9.24 (O medidnu): Méme n € N realnych hodnot xy,...,x, € R, kte-
ré se mohou i opakovat. Ozna¢me jako z, jejich median. Ukazte, Ze median x,
minimalizuje funkci

E(t):=) [t—ax|, teR,
k=1

tedy soucet absolutnich odchylek ¢ od vsech z1, ..., z,.

Reseni. Na rozdil od Pfikladu 9.23 se v tomto pfipadé uz nemiizeme opfit o jedno-
duchou geometrii (znalost tvaru paraboly). Diferencialni pocet nas ovsem zachrani.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze mame zadané hodnoty setfidéné podle
velikosti, tj. plati z; < 29 < -+ < .

Nejprve si povsimnéme, Ze E je spojita funkce (soucet spojitych funkcei). V bodech
t =z, k € N, nema derivaci (stejny problém jako | - | v nule). Pro ¢ rizné od vsech
xg, k € n, plati

n

E(t) =) (—t+z)+ > (t—m).

k=1 k=1
TEp>1 xp <t

V prvni sumé zde sc¢itdme pouze pres ta k, pro které x;, > t. V druh0 sumé pak
naopak pouze pres ta k, pro ktera x;, < t. Proto pro derivaci funkce £ v bodé ¢,
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ruzném od vsech zy, k € 1, dostavame

Et)=> (-)+> 1 (9.7)
et st

Specialné plati £'(t) = —nprot < z; a E'(t) = n prot > xz,. Déale z pfedpisu
pro derivaci vidime, Ze derivace je mimo z; konstantni a prekroceni hodnoty
(zleva doprava) ma za nasledek zménu derivace o dvojnasobek poctu ¢ € n, pro které
T = Ty.

Nyni mohou nastat dvé kvalitativné rozdilné situace.

1. Pocet hodnot, n, je sudy a soucasné jsou hodnoty a := xz a b := z2,, vzijemné
ruzné. V tomto pripadé z rovnice (9.7) ihned vidime, ze kdykoliv je ¢ mez témi-
to hodnotami a a b, pak E’(t) = 0. Funkce E je konstantni na intervalu (a, b)
a v kazdém bodé tohoto intervalu ma neostré lokalni (globalni) minimum. V tomto
pripadé se vétsinou median uvedenych hodnot bere jako prumér x, = “TH’ Ale
vidime, Ze to je jen jedna z moznych hodnot minimalizujicich E.

2. Necht nenastava predchozi situace. Tj. n je liché, nebo je sice sudé, ale 2 = xn,.
V takovém pfipadé se nAm nepodafi presné vynulovat E’(t) a ta pti pfechodu pfes
xn v piipadé sudého n a x i1 v pripadé lichého n méni znaménko. V uvedenych
bodech tak ma funkce lokalni (globalni) ostré lokalni minimum. Pfislusna hodnota
je pravé medianem x, uvedenych hodnot.

Tim je priklad dokoncen.

222



10 Aplikace

10.1 Newtonova metoda

K numerickému feseni rovnic typu f(z) = 0 existuje mnoho metod. My zatim zname
jen metodu puleni intervalu (viz Vétu 7.4). V této kapitole si ukazeme Newtonovu
metodu (Sir Isaac Newton anglicky fyzik a matematik, 1642 — 1727). Newtoniv
pristup podrobné prozkoumame na nasledujicim prikladu.

Priklad 10.1: Vypoctéte tfeti odmocninu z kladného realného ¢isla c.

Zamyslete se, jak tento problém vyftesit, mame-li k dispozici kalkulator umoz-
nujici pouze scitat, odcitat, nasobit a délit ¢isla. Tedy operace, které mtze provadét
stroj i ¢lovék (s pomoci papiru). Tato otazka muze vyvstat v praxi: mame-li zjistit jak
velky mé byt polomér kulového tankeru o daném objemu V/, dostavame r = /2 V.

Pro krychli dostaneme délku hrany rovnou a = v/V. Vedle toho tfeti odmocnina
je jisté sama o sobé zajimava funkce, jejiz funkéni hodnotu je obcéas potfeba umét
vyhodnotit.

Bud ¢ > 0. Ozna¢me hledanou tieti odmocninu symbolem z, tj. = /c (toto
je ale jen symbolicky zapis, jakou hodnotu x pro zadané c ma?). Ekvivalentné to
znamena fesit rovnici 73 = ¢ s nezndmou c. Oznac¢ime-li f(z) := 2% — ¢, je nami
hledané ¢islo x resenim rovnice

f(x) =0.
Tuto tlohu bychom se mohli pokusit fesit nam jiz znamou metodou ptleni intervalu
(jaké dva pocatecni body byste zvolili?). Nyni si vsak ukazeme dalsi zpusob, tzv.
Newtonovu metodu.

Myslenka Newtonovy metody spoc¢iva v konstrukei posloupnosti (z,,)5° ; apro-
ximujici feseni rovnice f(z) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:
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10. APLIKACE NEWTONOVA METODA

Obréazek 10.1: Dvé iterace Newtonovy metody.

1. Je dano z,,.
2. Sestroj te¢nu funkce f vbodé x,: y = f(z,) + f'(z,) - (x — x,).

3. Prusecik této tecny s osou x necht je dalsi ¢len posloupnosti, tj. x,,+1 = =, —

f(zn)
f'(@n)

4. Opakuj s x,,11 misto z,,.

Graficky je tento proces znazornén na obrazku 10.1.
Z predchoziho obrazku se muze zdat, Ze vse je jasné. Ihned se vsak nabizi nasle-
dujici otazky:

« Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?
« Ma rovnice f(x) = 0 vitbec feSeni?

« Konverguje takto zkonstruovana posloupnost (z,,)5° ,?

« Cokdyz f'(x,) = 0 pro néjaké n € N?

Odpovédi na tyto otazky se v obecném pripadé nebudeme zabyvat. Vratme se
k nasemu konkrétnimu pfipadu s tfeti odmocninou, kde uvidime jak na nékteré
z nich odpovédét.
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Shriime si dosavadni vysledky. Je dano ¢ > 0 a funkce f(z) = 2* — c. Newtonova
metoda nam dava rekurentni vztah

flx,) 3 —c 2 L©
Tptl = Ty — =Tp — = —Tpt+ —F%-
H f(xy) 32 3 32

V naSem piipadeé si lze snadno vSimnout, Ze:

« Funkce f je prosta, f((0,400)) = (—¢,+00) a tudiz existuje pravé jedno
kladné fe$eni rovnice f(x) = 0. (Tj. vy3ettili jsme prabéh funkce f a zjistili
jsme, ze rovnice ma pravé jedno feseni.)

« Konverguje-li posloupnost (z,,)52 ; ke kone¢né kladné limité a, tedy plati a =

_ _ 2 c _
lim,,_,~ x, a soucasné a = 11mn_>OO Tpi1 = limy, oo <§xn + @> = ga + 303

TudiZ a je hledané fesenti, a® = ¢, nebo-li f(a) = 0.

Nyni si tedy zbyva rozmyslet, jestli nase posloupnost (z,,)52 ; skute¢né konver-
guje.
Véta 10.1: Bud ¢ > 0 a (z,)%°, posloupnost kladnych realnych ¢isel spliujici
rekurentni vztah

2 n c
Tp = -Tn PR
T3 32

n

pro vsechna n € N.

Potom tato posloupnost konverguje ke konecné kladné limite.

Dilkaz. Polozme g(x) = %x + 55 pro x > 0. VySetfenim pribéhu zjistime, ze
g(x) > /c, kde rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x = /c. Tudiz:

« Pokud z; = /¢, potom x,, = /c pro véechna n € N.

« Pokud z; > /c, potom z,, > /c ¢ pro libovolné n € N. Navic posloupnost
C3 2
je konvergentni s kone¢nou limitou.

()22, je Klesajici: x4 — 2z, = i < 0, a zdola omezena ¢islem +/c. Tudiz

« Pokud 0 < x1 < /¢, pak 25 > +/c a mizeme pouzit predchozi bod. O

Nyni vime, Ze posloupnost konverguje nezavisle na volbé prvni aproximace.
To je dobré, ale k praktickému pouziti nedostatecné. Kdy méame iteraci zastavit? Je
potfeba odhadnout chybu mezi ¢leny posloupnosti a skute¢nou (neznamou) hodnotou
hledané treti odmocniny.
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10. APLIKACE NEWTONOVA METODA

Dusledek 10.1 (Odhad chyby): Bud (z,)5°; posloupnost popsana v predeslé vété.
Potom plati

0 <zpy1 — Ve <2 —Tny1), pron=2,3....

Diikaz. Z piedeslé véty vime, ze pron = 2,3, ... jisté plati /¢ < z,,,1 < x,,. Potom
pro tato n plati i

0< l’n+1—\3/E = _2$n+1+3xn+1_\3/E = —2$n+1—|—2$n—|—% - \3/5 < 2<xn_$n+1>'
L
——
<0

]

Poznamka 10.1: Toto je pro praktické ucely velmi dilezity vysledek. Pomoci dvou
naposledy vypoctenych ¢lent posloupnosti mizeme odhadnout chybu mezi posled-
nim ¢lenem a skute¢nou hodnotou /¢ (tu nezname!) a tim dodrzet poZadovanou
presnost.

Shriime si vlastnosti Newtonovy metody aplikované na problém hledani treti
odmocniny. Posloupnost (z,,)5° ; zadana rekurentné vztahem

c
n+l — S 4n PYCE € N7
Tt 3:16 + 322 n
konverguje pro libovolné zvolené z; > 0 k ¢islu /c. Chybu mezi z,, a skute¢nou
hodnotou +/c lze odhadnout pomoci poslednich dvou vypoctenych ¢lent:
0<Zpi—Ve<2xy—Tny), n=2,3,....

Tato informace ndm umoznuje vypocet zastavit po dosazeni pozadované presnosti.
Jako ukazku pouziti metody uvadime Tabulku 10.2 s vypoctem tfeti odmocniny
z ¢isla 7. Jako prvni iteraci volime ¢islo 7 samotné. To neni optimalni volba.
Na vypoctu v Tabulce 10.2 1ze pozorovat, ze od 6. iterace se pocet spravnych
cifer ptiblizné zdvojnasobuje. Tento efekt nazyvame kvadratickou konvergenci
a presné ho pro nasi posloupnost formulujeme nize.

Véta 10.2: Je-lic > 1ax; > /c, pak pro kazdé n € N plati

2
Tpt+1 — \3/5 S (xn - \3/E> :
Diikaz. Vynechavame. O

Je-li tedy chyba n-tého ¢lenu naptiklad 10~°, pak chyba dalsiho ¢lenu je jiz pouze
107101
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10. APLIKACE KUBICKA INTERPOLACE

Clen posloupnosti Hodnota

T 7,0

T 4,71428571428571428571428571428571429
x3 3,24784642966461148279330097511915694
T4 2,38643130490037593935668895758001112
x5 2,00066641679591817635777458039226767
T 1,9167223956120869936993262626 7864600
Ty 1,91293867672049370288664833049651171
xg 1,91293118280174664702280424145842154
T 1,91293118277238910119956738659641893
T10 1,91293118277238910119911683954876030
VT 1,91293118277238910119911683954876028

Tabulka 10.2: Vypocet tfeti odmocniny ze sedmi pomoci Newtonovy metody. Posledni
radek obsahuje pfesnou hodnotu zaokrouhlenou na 36 desetinnych mist.

Newtonova metoda: zaludnosti

Rekurentni posloupnost pochézejici z Newtonovy metody se pro ,$patné” zvole-
nou pocate¢ni podminku mutze chovat neocekavané. Napiiklad maze oscilovat (tj.
posloupnost viibec nebude mit limitu), nebo maze divergovat do nekonec¢na.
Piiklad 10.2: Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(z) = 2° —
r* — x + 2 s pocateénim bodem z; = 2. Rekurentni vzorec Newtonovy metody
v tomto pripadé zni

0 —xt — oz, +2

S —4dxd — 1

Na obrazku uvadime prvnich nékolik ¢lenti této rekurentni posloupnosti

Tpt1 = Ty —

10.2 Kubicka interpolace

Jak v tomto textu vlastné vykreslujeme grafy funkci? Vétsinou nejjednodussim
zpusobem: tzv. linearni interpolaci.
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10. APLIKACE KUBICKA INTERPOLACE

T, ],

T T T
/ Ts Ty T3 T2 T T

Obrazek 10.2: Patologické chovani posloupnosti aproximaci generovanych Newto-
novou metodou. Problém ziejmé spociva ve Spatné volbé pocatecni aproximace.

Postup je jednoduchy: pro vykresleni grafu funkce f(z) := 1 — x? na intervalu
(—1,1) postupné

1. zvolme n vzorkovacichbodtiz; = —1+ 2 - (i —1),i=1,2,...,n,
2. vypoctéme vzorky f(x;),i=1,2,...,n,
3. spojme sousedni body (x;, f(z;)) a (xis1, f(xir1)),i=1,2,...,n—1, piimkou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci mfizku dostatecné hustou. Ukazka
tohoto procesu v zavislosti na riizném poctu boda je uvedena na Obrazku 10.3.
Formalné lze ulohu interpolace popsat pro nase ucely nasledovné. Méjme
mnozinun € N, n > 2, bodt v roviné {(z;,v;) € R?* | ¢ € n} takovych, Ze z; < ;11
prokazdéi = 1,2,...,n — 1. Ukolem je nalézt spojité funkce f;, 7 = 1,2,...,n—1,
splnujici
fl(ajl) =, fn—l(xn) = Yn,
fi(x;) = fim(z;) =y;, proj=2,3,...,n— L
Sestrojime-li pak funkci f s Dy = (21, z,,) pfedpisem

f(x) = f;(x) pokud z € (x;,z;11),

pak je tato funkce spojité a jeji graf prochéazi vsemi body (z;,y;), i = 1,2,...,n.
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10. APLIKACE

KUBICKA INTERPOLACE

51 Xo X3 Ty Ts

T
n = 20

Tg T7 Tg T9 Ti0 Y

Y

Obrazek 10.3: Ukazka linearni interpolace rovhomérné rozprostienych vzorka funkce

f(x) =1 — 2? na intervalu (-1, 1).
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10. APLIKACE PoPIS SLOZITOSTI ALGORITMU

Samoziejmé existuje cela rada zpiisobi, jak tuto ulohu vyftesit. Typicky musime
specifikovat jaké funkce f uvazujeme a doplnit dalsi pozadavky.

10.3 Popis slozitosti algoritmu

Mnoho problémii Ize fes$it riznymi zptisoby, riznymi algoritmy. Tyto algoritmy
bychom radi porovnavali z riznych pohledi. K tomu se velmi hodi pouzit asympto-
tické vztahy zavedené v predchozi ¢asti textu. Nejprve si ale ujasnéme koncepcni
ramec, v kterém se pohybujeme

+ Vypocetni problém P: ukol zpracovat/transformovat vstupni data / na vy-
stupni data O s pozadovanymi vlastnostmi.

« Algoritmus A: vypocetni postup feseni problému P, ¢ili posloupnost vypo-
cetnich kroku, ktera z vstupnich dat vyprodukuje vystupni data pozadovanych
vlastnosti.

« Instance problému: problém s konkrétnimi daty potfebnymi pro jeho feseni.

Definujeme-li ,velikost® vstupnich dat /, pak miZeme zkoumat chovani daného
algoritmu A z ruznych thla pohledu:

+ Primérny/minimalni/maximalni/fadovy (asymptoticky) pocet ,elementarnich
operaci®, nutnych k ziskani vystupu v zavislosti na velikosti vstupu.

« Primérna/minimalni/maximalni/fadova (asymptoticka) ,pamétova naroc¢nost®,
nutna k ziskani vystupu v zavislosti na velikosti vstupu.

10.4 Problém tridéni

Jak slozité je setridit (usporadat) zadanou n-tici objektd? Abychom na tuto otazku
mohli odpovédét, tak si musime ujasnit co presné myslime pod pojmem usporadat,
tj. pod symbolem < a jak méfit slozitost.

« Vstup: mnozina {x1, ..., z,} a Gplné usporadani (viz podkapitolu 11.6) < mezi
jejimi prvky. Velikosti vstupu rozumime jednoduse pocet prvka vstupu.
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10. APLIKACE PRrROBLEM TRIDENT{

« Vystup: uspofadana n-tice (zg,, ..., xx, ), kde (ki, ..., k,) je permutace mno-
ziny{1,...,ntaxy <--- <uxy,.

« Elementarni operace: porovnani dvou prvki pomoci <

Bublinkovy algoritmus (Bubble sort)

Pro pfipomenuti uvadime kompletni algoritmus, zfejmé ¢tenafi znamy z pfedmétu
BI-PA1.

procedure bubbleSort(A : array of length n)
for k in n-1 to 1 do
sorted = true
for 1 in 1 to k do
if A[i] > A[i+1] then
swap( A[i], A[i+1] )
sorted = false
end if
end for
if sorted then return A
end for
return A
end procedure

Celkovy pocet porovnani maze byt nejhuife (pokud je na vstupu seznam v presné
opacném poradi)

—_

m—14+nm-2)+-+2+1=) k=
1

n(n—l).
2

B
Il

Pokud je na vstupu jiz setiidény seznam, pak algoritmus provede (n — 1) porovnani
(nejlepsi varianta). Oznacime-li pocet porovnani pfi konkrétnim vstupu o velikosti
n jako 7},, mizeme tedy shrnout, ze pro slozitost Bubble sort plati

T, = O(n?).
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10. APLIKACE UMOCNOVANT{

Quick sort
Tento algoritmus pochézi z roku 1961, viz [2]. Necht je opét dan vstup {1, zo, ..., x,}
1. Vyber nahodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

2. Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi do
druhého podseznamu.

3. Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

4. Spoj usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pfipoj usporadany druhy
seznam.

Algoritmus probiha rekurentné. Usporadani dvouprvkového seznamu je jednoduché.
Ozna¢me nyni 7;, priimérny pocet porovnani pro usporadani seznamu délky n pomoci
algoritmu Quick sort. V pristim semestru ukazeme, ze plati

(T,) = O(n In(n)).

Pti nestastné volbé pivotli miize byt pocet porovnani blizko n?.

Vedle zde uvedenych dvou algoritmu existuje cela fada dalsich tfidicich algoritmu.
Napriklad Merge sort, ktery i fesi pfed chvili zminény nedostatek. Tento algoritmus
je ptipisovan Johnovi von Neumannovi (1945).

10.5 Umocnovani

Vedle problému tfidéni lze uvést dalsi jednoduchou ilustraci na problému umocno-
vani.

o Vstup: realné ¢islo «v a prirozené ¢islo N € N.
« Vystup: Hodnota oY

« Elementarni operace: aritmeticka operace (s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni).

N:

Naivni implementace dle definice « o - «- - - ayvyzaduje presné N —1 operaci
—_—

N x
nasobeni. Radové jde tedy o O(N) (resp. Q(N) a ©(N)) algoritmus.
Vsechny tyto poznamky plati tfeba i pro nasobeni matic, nebo ¢isel v kone¢nych
télesech, chapeme-li elementarni operaci jako nasobeni prislusnych objekta.
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10. APLIKACE UMOCNOVANT{

Square-and-multiply

Typicky ale mame k dispozici binarni reprezentaci ¢isla N = (N Ni_1 ... N1Np)a,
kde No, e ,Nk,1 € {O, 1} a Nk =1, tj.

k
N=> N2
§=0

Za tohoto predpokladu pak plati
oV = XN — TTaM?.
7=0

Pro vypocet oY je pak tedy potieba ziskat opakovanym umoctiovanim o —toje
k — 1 operaci nasobeni — a nasobit mezivysledek pokud N; # 0 - to je také nejhtre
k operaci nasobeni.

Pro square-and-multiply algoritmus tak dostavame operacni slozitost fadové
2k = O(log, N) = O(In N). Skute¢né, staci si uvédomit implikaci

N >2F = log, N > k.
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11 Dodatek: Definice a vlastnosti
zobrazeni

Tento dodatek slouzi jako shrnuti terminologie tykajici se zobrazeni. Drtiva vétsina
zde zminénych pojmu by ¢tenafi méla byt jiz znama z dfivéjsiho studia, napriklad
z pfedmétu BI-DML nebo i ze stfedoskolské matematiky. Prezentace latky v tomto
dodatku je proto velmi stru¢na, navic vynechavame nékteré partie, které pro nas
text nejsou podstatné. Hlavnim smyslem této kapitoly je usnadnéni dohledavani si
vyznamu konkrétniho pojmu, pokud si ¢tenar ¢i ¢tenarka pii studiu hlavniho textu
tfeba nejsou jisti.

11.1 Zobrazeni

Nasledujici tfi pojmy jste studovali v predmétu BI-DML. Pro tcely tohoto studijniho
textu pouzivame nasledujici formulace definic (BI-DML, Definice), (BI-DML, Definice)
a (BI-DML, Definice).

Definice 11.1 (Kartézsky soucin / cartesian product): Méjme dvé mnoziny A a B.
Mnozinu vSech uspotfadanych dvojic (a,b), kde a € A ab € B nazyvame kartéz-
skym soucinem mnozin A a B a znac¢ime ji A x B.

Definice 11.2 (Relace / relation): Méjme dvé mnoziny A a B. Podmnozinu R kar-

tézského soucinu A a B, tj. R C A x B, nazyvame relaci mezi mnozinami A
aB.

Definice 11.3 (Zobrazeni / mapping): Méjme dvé neprazdné mnoziny A a B. Relaci
f C A x B spliujici podminku

pro kazdé = € A existuje pravé jedno y € B tak, ze (z,y) € f,
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11. DoDATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRAZENT{ ZOBRAZENT{

fiA—B

A

frxe f(z)

Obrazek 11.1: Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Oborem hodnot zobrazeni f je
mnozina f(A), tj. obraz defini¢niho oboru A pfi zobrazeni f.

nazyvame (totdlnim) zobrazenim mnoziny A do mnoziny B a tento fakt zapisujeme
symbolicky jako f: A — B.Pokud (z,y) € f, pak piseme y = f(z) a 0 = mluvime
jako o vzoru prvku y a o y jako o obrazu prvku x pfi zobrazeni f. O mnoziné
A dale mluvime jako o defini¢nim oboru zobrazeni f a zna¢ime ji D;. MnozZinu
Hy:={y € B| (3r € Df)(f(z) = y)} nazyvame oborem hodnot zobrazeni f.

Diagram ilustrujici tento pojem lze nalézt prezentovany v Obrazku 11.1.
Varovani 11.1: Obor hodnot zobrazeni f: A — B neni nutné cela mnozina B.
Napftiklad pro zobrazeni f: R — R pusobici dle pfedpisu f(z) =1,z € Dy =R,
plati H; = {1}, coz jisté neni cel4 mnozina R.

I koncept rovnosti dvou zobrazeni mizeme prevzit z BI-DML, konkrétné z (BI-
-DML, Definice).
Definice 11.4 (Rovnost zobrazeni): Mame-li dvé zobrazeni f: A - Cag: B — C
pak fikame, Ze se rovnaji a pisSeme f = g, pravé kdyz A = Baprokazdé z € A =
Dy = Dy plati f(x) = g(z).
Poznamka 11.1: Vratme se k piikladu zobrazeni zminénému ve Varovani 11.1.
Definujeme-li dale zobrazeni g: R — {1} pfedpisem g(z) = 1,2 € D, = R, pak toto
zobrazeni neni rovné (neni shodné s) zobrazenim f definovanym ve Varovani 11.1,
ackoliv obé jsou na prvni pohled dané stejnym predpisem.
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11. DODATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRAZENI  INJEKCE, SURJEKCE A BIJEKCE

11.2 Injekce, surjekce a bijekce

Podle dodatec¢nych vlastnosti zobrazeni vyclenujeme nasledujici tfi dtlezité typy
zobrazeni. Opét jde o terminologii, kterou jiz davérné zname minimalné z definice
(BI-DML, Definice).

Definice 11.5 (Dulezité typy zobrazeni): Zobrazeni f: A — B je
« prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici x1, x5 € A pro kterou plati
rovnost f(z1) = f(x2) plati i rovnost z; = x.
« na (surjektivni), jestlize f(A) = B, to jest pro kazdé y € B existuje z € A
spliwjici f(x) = y.
« vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté a na.
Pomoci kvantifikatora lze tyto podminky zapsat nasledovné:

f je prosté VN (Vay, 20 € A)(f(21) = f(22) = 21 = 32),

fiema <5 (We B)Ez € A)(f(x) =y).

Podminku prostoty zobrazeni lze ekvivalentné vyjadrit' i takto:

f je prosté — (Var, 20 € A) (21 # 22 = f(m1) # f(22)).

Jako jednoduchy, ale obecny, ptiklad konkrétniho zobrazeni ¢tenafi pfipomenme
indentické zobrazeni.

Piiklad 11.1 (Identické zobrazeni): Bud A libovolna mnozina. Zobrazeniid,: A —
A definované predpisem
ida(z) =2, z€A,

nazyvame identické zobrazeni. Zobrazeni id, je injektivni, surjektivni a tedy
i bijektivni.

Vzpomeiite na vétu obménénou.
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11. DoDATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRRBREXNIA VZOR MNOZINY PRI ZOBRAZENT{

11.3 Obraz a vzor mnoziny pri zobrazeni

Zobrazeni f: A — B prvky mnoziny A zobrazuje? na prvky mnoziny B. Casto
chceme ale sledovat ,globalnéjsi“ pusobeni daného zobrazeni na celych podmno-
zindch mnoziny A. Pfirozené se tak dostavame k nasledujicim dvéma pojmtim, se
kterymi jste si setkali uz v (BI-DML, Definice). Ovsem pozor, v BI-DML se pouziva
lehce odlisné znaceni. Neni v tom ovSem problém, v dany okamzik byste méli védét,
jestli v kulatych zavorkach mate uvedeny jeden prvek mnoziny B, nebo jistou jeji
podmnozinu.

Definice 11.6 (Obraz a vzor mnoziny): Necht je dano zobrazeni f: A — B. Je-li
E C A, pak mnozinu

f(E):={f(z)eBlzeE}

nazveme obrazem mnoziny F pri zobrazeni f. Je-li G C B, potom mnozZinu
FUG) = {z e Al f(x) € G}

nazveme vzorem mnoziny G pfi zobrazeni f.

Symbol pro vzor mnoziny, f~!(G), je nutno chapat jako nedélitelny. Netvrdime
nic o existenci inverzniho zobrazeni (tj. f~!, viz Definici 11.9 niZe). V§imnéte si,
Ze obrazem jednoprvkové mnoziny {z} pro néjaké z € Aje f({z}) = {f(x)}
a tedy jednoprvkova mnozina, opacné tak tomu byt nemusi. Obor hodnot zobrazeni
f: A — B jev této terminologii obrazem defini¢niho oboru, tj. f(A4) = H; C B.

Priklad 11.2: Mé&jme zobrazeni f: Z — Z definované piedpisem f(n) = n? pro
kazdé n € Dy = Z. Potom plati

f({—l,(), 172}) = {f(_1)>f(0)v f(1)>f(2)} = {170’ 174} = {07 174}'

Tento vypocet obrazu mnoziny v takovémto diskrétnim pfipadé je zfejmé pomérné
nazorny. Pojdme uréit vzor mnoziny N = {—1,0, 3,4}. Hledame tedy vSechna
celociselna n spliwjici f(n) € N, tj. vlastné v tomto ptipadé postupné fesime sadu
rovnic:

flny=n>=-1 = neji,
flny=n*=0 = nec{0},
fln)=n*=3 = nejy,
f(n)=n*= = ne{-22}

?Jiné slovo zde bohuZel pouzit nemohu.
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11. DODATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRAZENI ZUZENI A SKLADANI ZOBRAZENT{

Priklad tak uzavirame s vysledkem f~1(N) = {—2,0, 2}.

Priklad 11.3: Koncept obrazu mnoziny pfi zobrazeni je casto vyuzivany v pro-
gramovacich jazycich podporujicich funkcionalni paradigma. Napiiklad mnozinu®
vSech druhych mocnin vsech pfirozenych ¢isel mezi 0 a 5 v Pythonu vytvofime
ptikazem*

[ n ** 2 for n in range(6) ]

Srovnejte tento zapis s matemati¢téjsim zapisem’
{n*|ne€{0,1,2,3,4,5}}.

Tato mnoZina pfedstavuje obraz mnoziny E = {0, 1,2, 3, 4,5} pfi zobrazeni defino-
vanym ptedpisem f(n) = n%, n € D; := N. Jedna se tedy o mnozinu f(E). V jazyce
Python tohoto faktu také mtizeme vyuzit nasledovné:

map(lambda x: x ** 2, range(6))

Tento zapis muze byt piehlednéjsi, na rozdil od konstrukce listu pomoci for cyklu.

11.4 Z1\zeni a skladani zobrazeni

Nyni se zaméfime na zpusoby jak lze ze zobrazeni vyrabét nova zobrazeni. Pfipome-
neme si nejprve operaci zuzeni a poté skladani. I zizeni zobrazeni jste jiz potkali
v definici (BI-DML, Definice). Dale néktera zobrazeni umime s¢itat a nasobit, témto
operacim se ale vénujeme v hlavnim textu v Definici 3.2 v pfipadé funkeci.

Definice 11.7 (Zazeni zobrazeni): Bud f: A — Ba M C A. Zobrazeni g: M —
B definované piedpisem g(x) := f(x) pro kazdé x € M nazyvame zuzenim
zobrazeni [ na mnozinu M. Zapisujeme g = f ‘ e

Nova zobrazeni miizeme také vytvaret pomoci operace skladani. Ovsem pouze
pokud jsou zobrazeni spravného typu. Zde se také lehce odchylujeme od definice
zavedené v BI-DML, tj. (BI-DML, Definice), ktera je pro nase ucely pfilis restriktivni.

3Technicky list.

*Operator ** v Pythonu pfedstavuje umocfiovani.

Podobnost obou zapisti samoziejmé neni ndhodné, ale tviirci Pythonu se matematickou syntaxi
inspirovali.
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C D

Obrazek 11.2: Ilustrace k sloZenému zobrazeni.

Definice 11.8 (Slozené zobrazeni): Necht f: A — Bag: C'— D jsou zobrazeni.
Ozna¢ime-li Dy, = {x € C | g(z) € A}, pak je-li tato mnozina neprazdna
definujeme slozené zobrazeni f o g: D, — B piedpisem

(fog)(z) = f(9(x))

pro viechna x € Dy.,.

Nazorné je tato situace uvedena na obrazku 11.2. O zobrazeni f se ¢asto mluvi
jako o vnéjsim a o g jako o vnitinim zobrazeni slozeného zobrazeni f o g.

Defini¢ni obor slozeného zobrazeni lze vyjadfit pomoci vzoru mnoziny pfi zob-
razeni. Pfi pouziti notace z Definice 11.8 plati Do, = g~ (A).

Poznamka 11.2: Pro nazornost rozeberme rozdil mezi Definici 11.8 a Definici
BI-DML (BI-DML, Definice).

Mgéjme zobrazeni f: (0, +00) — R definované predpisem f(z) = In(x), x €
(0, +00),a g: R — R definované pfedpisem g(z) = (z — 1)3, z € R. Chceme, aby f
hralo pti skladani roli vnéjsiho a g vnitfniho zobrazeni, tj. snazime se sestrojit f o g.

Dle definice (BI-DML, Definice) tato zobrazeni nemtzeme slozit, protoze g zob-
razuje mimo defini¢ni obor f. Podle této definice bychom mohli slozit tieba f se
zizenim g|(1,1o0). Ale méli bychom i dal$i moznosti, napiiklad vzit ziizeni g (42,1024)-
Které z nich mame vzit? To bychom vzdy museli explicitné zminit, nezZ bychom se
do skladani pustili.

~Nage"“ Definice 11.8 nAm rovnou umoziuje nad f o g uvazovat, tj. napsat In ((:1: —
1)3) s jednim jasnym vyznamem. Prosté defini¢ni obor zuzime tak, aby operace méli
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dobry smysl a vezmeme nejvétsi takovou mnozinu. Takto postupujeme v mnoha
situacich a uz nad tim ani prili§ nepfemyslime.

11.5 Inverzni zobrazeni

Pfirozené se nabizi otazka, jestli miZzeme ,zménit smér“ zobrazeni f: A — B.
Presnéji, jestli zadanému prvku x z oboru hodnot zobrazeni f mizZeme jednoznacné
ptifadit néjaky prvek v defini¢nim oboru Dy = A, ktery by se na = zobrazil pomoci
f. To lze zfejmé pouze v pripadé, Ze kazdy prvek v oboru hodnot zobrazeni f ma
pravé jeden vzor vzhledem k f, ¢ili kdyz zobrazeni f je prosté. Je-litedy f: A — B
prosté zobrazeni, pak kazdému prvku x z oboru hodnot f(A) lze pfifadit pravé
jedno y z mnoziny A tak, ze z = f(y). Takto ziskané zobrazeni nazyvame inverznim
a zna¢ime 1.

Tento thel pohledu se mirné lisi od pfistupu pouzitého v BI-DML (viz (BI-DML,
Definice)), kde hlavnim cilem je porovnavani velikosti mnozin pomoci mohutnosti.
Tamni definici bychom mohli shrnout nasledovné.

Definice 11.9 (Inverzni zobrazeni): Je-li f: A — B bijektivni zobrazeni, pak in-
verzni zobrazeni f~': B — Ak zobrazeni f definujeme pro kazdé x € B = f(A)
ptredpisem f~!(z) = y, kde y je (za uvedenych piedpokladt nutné jednoznaéné
dany) prvek A spliujici z = f(y).

Z této definice ihned plynou vztahy f~' o f =idsa fo 7' =idy(), pfitemz
/71 je jediné zobrazeni, které tuto dvojici podminek spliuje. Inverzi pro nase realné
funkce realné proménné zavadime v hlavnim textu v Definici 3.5.

Poznamka 11.3: Obecny zptisob rozhodovani o injektivnosti (prostoté) a surjek-
tivité (byt na) lze vyjadfit pomoci fesitelnosti jisté parametrické ulohy. Méjme
konkrétné® zobrazeni f: A — B a zamysleme se nad fesitelnosti rovnice

fly) ==z

pro zadany parametr v € B s neznamou y nabyvajicich hodnot z A. Mohou nastat
nasledujici situace:

1. Pronéjaké x € B tato rovnice nema feseni y € A. Tj. toto = neni v oboru hodnot
zobrazeni f a f tak neni surjektivni (na).

®Ano, konkrétni na této irovni. Neni potteba jit niZ.
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2. Pro kazdé = € B, pro které ma tato rovnice feSeni, existuje pravé jedno takové
feSeniy € A. Tj. f je prosté.

3. Pro néjaké x € B ma tato rovnice vice nez jedno feseni y € A. Tj. f neni prosté.

Pokud jsme postaveni pred ulohy urcit vlastnosti zobrazeni dle definice, tak si
efektivné musime rozepsat, jak rovnice f(y) = z pfesné vypada a fesit ji pro
neznamou y € A vzhledem k parametru z € B.

Poznamka 11.4: Vsimnéte si, ze vlastnost byt na“, tedy surjektivni, zavisi na cilové
mnoziné. Napiiklad uvazme dvé zobrazeni f : R — Rag: R — (—1,1) definované
stejnym predpisem f(x) := sin(x) a g(z) := sin(x) pro x € R. Prvni zobrazeni neni
surjektivni (na), druhé zobrazeni je surjektivni (na). Jsou to ruzna zobrazeni, piseme

I #g

11.6 Usporadani

Intuitivné si pod ,usporadanim” predstavujeme vztah mezi objekty néjaké mnoziny.
V BI-DML byl tento pojem zaveden pod heslem ,,éaste¢né usporadani® v Definici
(BI-DML, Definice).

Definice 11.10 (Usporadani): Relaci R na mnoziné M splnujici

1. (reflexivita): pro kazdé x € M plati Rz,

2. (antisymetrie): pro kazdé x,y € M plati, ze pokud 2Ry a yRz pakixz =y,
3. (tranzitivita): pokud pro x,y, z € M plati xRy a yRz, pak plati xRz,

nazyvame usporadanim na mnoziné M.
Relaci R, jez je usporadanim, vétsinou znacime symbolem <.

Priklad 11.4: Je-li M mnozina realnych ¢isel a xRy znamena ,.x je mensi nebo
rovno ¥, pak R piedstavuje usporadani na mnoziné R. Toto uspofadani je tzv. aplné.
Pro kazdé =,y € M plati 2Ry nebo yRz.

Piiklad 11.5: Uvazme mnozinu kladnych pfirozenych ¢isel M = {1,2,3,...}
a necht mRn pravé kdyz m déli n. Tato relace R na M je usporadanim.

Reseni. Ovéfme potiebné vlastnosti
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1. (reflexivita): Pro kazdé n € M plati, ze n déli n, tedy nRn.

2. (antisimetrie): Uvazme n, m € M tak, ze n déli m a m déli n, pak existuji k, ¢ € M
spliwgjici m = k-nan = £-m. Tudiz m = (k) - m, coZ mize nastat pouze
v pfipadé k = ¢ = 1. Proto m = n.

3. (tranzitivita): Podobné, pokud n déli m a m déli k, pak n déli k.
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12 Dodatek: Elementarni funkce

Pod terminem elementarni funkce mame na mysli
« polynomy (mnohocleny),
« odmocniny,
« racionalni (lomené) funkce,
« trigonometrické funkce,
« exponencialni a logaritmické funkce,
« soucty, souciny, podily a slozeni uvedenych funkci a jejich pfipadnych inverzi.

V této Casti textu uvadime struény prehled vlastnosti téchto funkci, které by studenti
meéli znat, pohybujeme se na stfedoskolské urovni. Navic uc¢inime nékolik dilezitych
poznamek, ke kterym se pozdéji béhem studia jesté vratime. Tato kapitola nepred-
stavuje uceleny vyklad této problematiky. Slouzi spiSe jako pfipomenuti dilezitych
vlastnosti, které tak ¢tenaf maze béhem studia na tomto misté snadno konzultovat.

12.1 Polynomy
Polynomy jsou v jistém smyslu z elementarnich funkci ty ,nejelementarnéjsi. K vy-
hodnoceni jejich funkéni hodnoty si vysta¢ime pouze se s¢itdnim a nasobenim

realnych ¢isel! Pfesna definice polynomu, v cestiné taktéz mnohoclenu, je nasleduji-
ci.
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE Porynomy

Definice 12.1 (Polynom — mnohoclen / polynomial): Funkci P: R — R nazveme
polynomem, pravé kdyz existuje n € Ny a konstanty ag, a4, ..., a, € R takové, ze
pro vSechna = € R plati

P(x) = Z apx”.
k=0

Pokud je v definici vyse a,, # 0, pak o n mluvime jako o stupni polynomu P.
Polynom P(x) = 0 nazyvame nulovym polynomem a jeho stupen nedefinujeme
(pozor, polynom stupné nula nikdy neni nulovy polynom). Kofenem polynomu P
nazyvame libovolné realné ¢islo x spliujici P(z) = 0. Déale si vSimnéte, ze kazdy
polynom je dle definice definovan na celé mnoziné R.

Nulovy polynom a polynomy stupné nejvyse 1 mizeme vyjadfit ve tvaru P(x) =
az + b pro néjaké realné konstanty a a b. O takovychto funkcich mluvime jako o li-
nearnich (nebo afinnich) funkcich. Pozor, v tomto kontextu je slovicko ,linearnich®
pouzito v jiném vyznamu, neZ je obvyklé v Linearni algebfe.

Grafem linearni funkce je pfimka. Ne kazda primka v roviné ovsem je grafem
néjaké linearni funkce (rozmyslete!). Je-li f(x) = ax + b linearni funkce, pak jejim
grafem je pifimka s rovnici y — ax — b = 0. O parametru @ mluvime jako o smérnici
této pfimky. Tato pfimka pak ma normalovy vektor (napiiklad) (—a, 1) a smérovy
vektor (1,a).

Existuji vzorce pro kofeny polynomu stupné 1, 2, 3 a 4. Je dokazano, ze podobné
vzorce pro polynomy stupné ostie vétsiho nez 4 neexistuji. Obycejny smrtelnik si
z praktickych davodii pamatuje vzorce pro kofeny polynomi stupné dva, tedy pro
kvadratické polynomy. Vzorce pro polynomy vyssich stupit (3 a 4) jsou pomérné
komplikované, viz napt. zde.

Kofeny kvadratického polynomu P(x) = ax? + bx + ¢, a # 0, umime snadno
nalézt. Jsou jimi x, a xz_ splnujici

xi:%<—bim>.

Tyto kofeny jsou realné pouze pokud je diskriminant D = b? — 4ac nezaporny.
Diky uipravé na ctverec,

b\2 v?
() = az® +br +c aw+2a +c "

vime, Ze vrchol paraboly (graf funkce P) se nachazi v bodé ( —
Obrazek 12.1.

b . ﬁ) i
5, C— 1), Viz
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y=ax’+br+c

a 9
=b
2a
x_ 1 T.ox
I
_D | N |
4a

Obrézek 12.1: Parabola jakozto graf kvadratické funkce f(z) = az?®+bx +c s dvéma
pruseciky osy x (tedy s kladnym diskriminantem) a znazornénymi souradnicemi
vrcholu.

Poznamka 12.1 (O stupni nulového polynomu): Jak bylo feceno vyse, stupen nulo-
vého polynomu v nasem kurzu nedefinujeme. Z tohoto thlu pohledu jde o vyjimecny
okrajovy piipad, ,stupen® tedy u nas maji pouze nenulové polynomy.

V nékterych materialech se stupen nulového polynomu klade roven —1, v dal-
sich zase —oo. Kazda z téchto tfi uvedenych moznosti ma svou motivaci a mize
v nékterych pfipadech zjednodusit znaceni, ¢i argumentaci.

12.2 Odmocniny

UvaZme k € N a zamysleme se nad existenci inverzni funkce k funkci f(z) = z*.

Musime rozlisit dva pfipady:

Pokud je k sudé, tj. k = 2 pro néjaké ¢ € N, pak funkce f neni prosta, ale f| o ;)
je a jeji inverzi dostavame funkci 3/, ktera mé defini¢ni obor i obor hodnot roven
(0,400). Funkce 3/ je ostie rostouci. Graficka ukéazka této situace je znazornéna
na Obrazku 12.2.

Pokud je £ liché, pak existuje ¢ € N takové, ze k = 2¢ — 1. V tomto pfipadé je
funkce f prosté a jeji inverzi dostavame funkci <Y, kterd ma defini¢ni obor i obor
hodnot roven R. Funkce *7/z je ostie rostouci. Graficka ilustrace této situace je
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] x

Obrazek 12.2: Tlustrace grafu sudé odmocniny: % ziZzené na (0, +oc) modie a 3/«
cervene.

Obrazek 12.3: Ilustrace grafu liché odmocniny: 2%/~! hnédé a *+/x zelené.

znazornéna na Obrazku 12.3.
Otazka 12.1: Definujte druhou odmocninu z nezaporného ¢isla z.

Otazka 12.2: Shrite zékladni vlastnosti sudych odmocnin, tj. funkei tvaru f(z) =
x prok € N.

Otazka 12.3: Shrite zékladni vlastnosti lichych odmocnin, tj. funkei tvaru f(z) =
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Obrézek 12.4: Grafy dvou racionalnich funkci: f(z) =
TeREE (hnéda).

23 (modré) a g(z) =

1+ 10 2+1’

*/zx prok € N.

12.3 Racionalni funkce

Pokud navic tfidu polynomu rozsifime i o operaci déleni, dostaneme:

Definice 12.2 (Racionalni funkce / rational function): Funkci f: D; — R nazveme
racionalni funkci, pravé kdyz existuji dva polynomy P a () takové, ze Dy = {x €
R | Q(x) # 0} a pro kazdé x € Dy plati

Defini¢nim oborem takovychto funkeci jiz nutné nemusi byt cela realna osa. Jako
priklady uvazme

4
f(fl?) = T:;I'Z’

1
9@0) =1+ a5

12.4 Trigonometrické (také goniometrické) funkce

Mezi trigonometrické funkce pocitame funkce sin, cos, tg, cotg a inverzni funkce
k vhodnym zazenim téchto funkei.
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12. DODATEK: ELEMENTARNT FURRRGPNOMETRICKE (TAKE GONIOMETRICKE) FUNKCE

Obrazek 12.5: Konstrukce funkci sinus a kosinus pomoci jednotkové kruznice, =
oznacuje délku znazornéného (¢erveného) oblouku.

Funkece sin a cos

Konstrukce funkci sin (sinus) a cos (kosinus) jiz neni algebraicka, jako u funkci
vyse, ale vychazi z geometrie. Funkce sin a cos definujeme pomoci jednotkové
kruznice. Viz Obrazek 12.5 a Obrazek 12.6.

Proménna x ma nyni vyznam uhlu méfeného od kladného sméru vodorovné osy
proti sméru hodinovych rucic¢ek v obloukové mife (radianech).

Funkce sin a cos maji jako defini¢ni obor celou realnou osu. Jsou periodické
s periodou 27 a omezené, jejich obor hodnot je Hg, = H.s = (—1,1). Nejsou
prosté, ani na, ani (ostfe) rostouci ¢i klesajici (na celém svém defini¢nim oboru).
Funkce sin je licha a funkce cos je suda.

P#imo z definice téchto funkeci plyne formulka sin?(x) + cos?(x) = 1 (Pythago-
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y = sin(x), cos(x)

N LN SN LN S

A} AY 7 AY AY 7 AY 7

_ T 3p _bw l9p 3w —j _T
2

T x
2 2 2 2\)7, 2 2/
,,,,, NN D74 ,,V,,,,,,,,v,\_(,

Obrazek 12.6: Grafy funkci sinus a kosinus.

ras!'). Dale tyto funkce spliuji dtilezité souctové vzorce

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y),
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

a z nich plynouci vzorce pro dvojnasobny thel
sin(2z) = 2sin(x) cos(z) a cos(2x) = cos®(z) — sin®(z).

Existuji i dalsi vztahy, které na tomto misté vynechame. Zde uvedené povazujeme
pro nas za nejdulezitéjsi.

Vsechny (a dalsi) vysledky tykajici se funkei sin a cos plynou z jejich geometrické
definice pomoci jednotkové kruznice.
Varovani 12.1 (Jak pocitat funkéni hodnoty sin a cos?): Geometricka konstrukce
se oc¢ividné nehodi naptiklad k vypoctu funkénich hodnot pomoci kalkulac¢ek nebo
pocitaci! Jednou z moznych metod vypoctu pomoci Taylorovych polynomi se
budeme zabyvat pristi semestr v BI-MA2.

Pokud si rozmyslime geometrii ve vhodné zvolenych rovnostrannych a rovnora-
mennych trojihelnicich, dostaneme funkéni hodnoty sin a cos pro nékteré vyznacné
uhly, viz Obrazek 12.7.

Otazka 12.4: Shrite zdkladni vlastnosti funkce sin.

Otazka 12.5: Shrite zékladni vlastnosti funkce cos.

!Pythagoras (570 — 495 pfed nasim letopoétem) byl fecky filozof.
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y = sin(x); cos(w) ‘
1’ ”””” i e S ol -
N3 PN
7 1 1 | 1
2 l l l l
Vil
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Obrazek 12.8: Funkce tangens a kotangens.

LYY

Funkce tg a cotg

Funkce tg (tangens) a cotg (kotangens) jsou odvozené od sin a cos pomoci vzorci

sin(x)

tg(x) = cos(z) a cotg(zr) =

cos(z)

sin(z)
Tyto funkce jiz nejsou definované na celém R, ale plati
D =R~ A{r/2+kn|ke€Z} a Dy=R~{kr|keZ}.

Obeé jsou periodické s periodou 7, nejsou prosté ani omezené. Jsou na, jejich obor
hodnot je Hy, = H.; = R. Nejsou ani (ostfe) rostouci ¢i klesajici. Obé jsou liché
funkce.

Otazka 12.6: Shrnte zakladni vlastnosti funkce tg.
Otazka 12.7: Shrnte zakladni vlastnosti funkce cotg.
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg

Trigonometrické funkce sin, cos, tg ani cotg nejsou prosté. Neexistuji k nim tedy
inverzni funkce.

Postupujeme proto tak, ze tyto funkce ziizime na vhodny interval, na kterém jiz
tyto funkce prosté jsou a inverzi maji. Standardni volba je nasledujici:

. . —1 -1
arcsin 1= (sm |<,,r/277r/2>) , arccos := (cos |<0,,r>) )

arctg := (tg ’(_ﬂ—/gm/g))_l : arccotg := (cotg \(o,w))_l

Poznamka 12.2: V riznych zdrojich a prostfedich nepanuje zcela jednota v kon-
strukci funkce arccotg. My ji definujeme jako inverzi zizeni funkce cotg na interval
(0, 7). Naptiklad ale Mathematica pod funkei ArcCot chape inverzi zazeni funkce
cotg (v Mathematica k dispozici pod jménem Cot) na mnozinu (—7/2,7/2) \ {0}.
Vyhodou ,nasi“ volby je, ze funkce arccotg je definovana na intervalu a je na ném
spojita a monotonni. Spojitosti funkci se bude zabyvat v Kapitole 7. Rozmyslete si,
jaké vlastnosti ma onen alternativni arccotg.

Otazka 12.8: Shrite zdkladni vlastnosti funkce arcsin.
Otazka 12.9: Shrite zakladni vlastnosti funkce arccos.

Otazka 12.10: Shrite zakladni vlastnosti funkce arctg.

12.5 Exponencialni a logaritmické funkce

Exponencialni a logaritmické funkce jsou dulezité samy o sobé, ale nachazeji i uplat-
néni v prirodnich aplikacich. Pomoci exponencialnich funkci mizeme napiiklad
vyjadrit fyzikalni zakon popisujici radioaktivni rozpad. Logaritmické funkce pak cas-
to najdeme ve ,stupnicich vnimani®, naptiklad Richterova $kala popisujici intenzitu
zemétteseni nebo decibely popisujici hlasitost zvuku jsou logaritmické skaly.

V této casti textu se budeme ovSem vice zabyvat matematickymi vlastnostmi
téchto funkeci a pozdéji béhem studia se k nim jesté nékolikrat vratime a budeme je
vyuzivat.
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Exponenciala

Exponencialni funkce o zakladu e (exponenciala), tj. e”, je funkce s defini¢nim
oborem R, oborem hodnot (0, +00), ostie rostouci a spliujici

ew-i-y — exey7 (ex)y — e‘ry7 eO = 17

pro kazdé z,y € R.

Varovani 12.2 (Jak je exponenciala vlastné definovana?): Jak se pocitaji funkéni
hodnoty e*? Timto problémem se budeme zabyvat v BI-MA2. Uz v BI-MAL1 si ale
s timto popisem e” nevystacime, jedna dulezita vlastnost nam zde chybi, konkrétné
viz rovnost (7.1)!

Otazka 12.11: Shriite zdkladni vlastnosti funkce e*.

Prirozeny logaritmus

Inverzni funkci k exponenciale nazyvame prirozenym logaritmem a znacime ji In.
Z vlastnosti exponencialy plynou vlastnosti pfirozeného logaritmu: jeho defini¢nim
oborem je (0, +00), oborem hodnot R, je ostfe rostouci a spliiuje vztahy

In(e*) =2z, In(zy) =In(z) +In(y), In(l)=0, In(e) =1,

kde z,y > 0az € R.
Otazka 12.12: Shrrite zakladni vlastnosti funkce In(z).

Exponencialni funkce o zakladu a > 0

Exponencialni funkci s jinym zakladem nez e mizeme odvodit od exponencialni
funkce. Nejprve si pfipomeinime umocnovani na celo¢iselny exponent:

1, pron = 0 alibovolné a € R,
o= d @ a---a, pron € Nalibovolné a € R,

nx

— pro zaporné celé n a nenulové a.

a—"n?

Exponencialni funkce o zakladu a pfedstavuje zobecnéni tohoto umociiovani i na
necelociselné exponenty, znacime ji a” a lze ji definovat pro @ > 0 a libovolné x € R
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Obrazek 12.10: Exponencialni funkce o zakladu a > 0: grafy.
predpisem
a® = exln(a)‘

Defini¢nim oborem a” je R, oborem hodnot (0, +00), je neomezena, pro z = 0 ma
hodnotu 1, je ostfe rostouci (resp. klesajici) pro a > 1 (resp. a < 1). Pro vSechna
z,y € R spliuje

In(a*) = zln(a), o =a"a’ a (a*)’=a".

Grafickou ilustraci funkce a® pro rizné hodnoty a uvadime na Obrazku 12.10.

Logaritmus

Exponencialni funkce a” je prosta pro 0 < a # 1, existuje k ni proto inverzni funkce,
kterou nazyvame logaritmem o zékladu a a zna¢ime log,,.

Funkce log,, je definovana na (0, +00), jejim oborem hodnot je R. Je prosta, ostie
rostouci (resp. klesajici) pro a > 1 (resp. a € (0, 1)).
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Y ‘
3 log, ()
| In(z)
Lz =1
3 log,(2)
0 : >
3 log% (x)

Obrazek 12.11: Logaritmus o zékladu a > 0, a # 1: grafy.

Z vlastnosti exponencialnich funkci pomérné primocare plynou nasledujici vlast-
nosti logaritmu o zakladu a:

log, ()
lo azl,loax:L, rox>0,a0<a,b#1,
g.(a) 8.(7) Tog, (1) p 7#
log, (zy) = log,(z) + log,(y), pro z,y > 0,
log,(z¥) = ylog,(z), prox >0ay e R.

Odtud i (mimo jiné) plyne

log, (g) =log,(z) —log,(y), proz,y > 0.

Grafickou ilustraci funkce log, x pro rizné hodnoty a uvaddime na Obrazku 12.11.
Logaritmus o zakladu e nazyvame pfirozenym logaritmem a znacime In (pozor,
v fadé jazykt/CAS je tento znacen rovnou jako log).
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE DALSI FUNKCE

12.6 Dalsi funkce

Definici absolutni hodnoty jsme pfipomnéli jiz diive, viz podkapitolu 2.2. Zde jesté
stru¢néji zminime dolni a horni celé ¢asti a znaménko realného ¢isla.

Dolni celou ¢ast realného cisla x, kterou ze stfednich skol asi znate jako celou
Cast, definujeme jako nejvétsi celé Cislo, které je mensi nebo rovno x a znacime |x].
Tj.

|z] ==max{k € Z | k < x}.
Horni celou ¢ast realného c¢isla x definujeme jako nejmensi celé ¢islo, které je vétsi
nebo rovno z a zna¢ime [z]. Tj.

[z] :==min{k € Z | k > z}.
Vsimneéte si, ze pro kazdé x € R plati
lz] <z <|z]+1 a [z]—-1<az<|z].

Dolni i horni cela ¢ast jsou rostouci funkce definované na celém R jejichZ obor
hodnot je mnozina celych ¢isel Z. Nejsou prosté ani na.

Poznamka 12.3: Dolni cela ¢ast realného ¢isla | x| v nékterych materidlech by-
vé znacena pomoci hranatych zavorek, tedy symbolem [z]. Toto znaceni v nasich
materialech nepouzivame, hranaté zavorky tim nechceme jesté vice pretézovat.

Znaménko realného ¢isla v € R je definovano predpisem

1, x>0,
sgn(z) :=<0, z=0, (12.1)
-1, z<0.

Graf funkce sgn uvadime na Obrazku 7.7. Konven¢né tedy klademe sgn(0) = 0.
Znaménko sgn je tak licha rostouci funkce definovana na celém R s oborem hodnot
{—1,0, 1}, kter& neni prosta ani na.

12.7 Uzitecné vztahy

V ramci této shrnujici kapitoly se hodi uvést i nékolik uzite¢nych algebraickych
vztahi.
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE UZITECNE VZTAHY

Véta 12.1 (Binomicka): Pro libovolna realna a, b € R a nezaporné celé n € N plati

(a+b)" = zn: (Z) b bk,

k=0
Symbolem (}) pron € Nak € {0,1,...,n} zde oznacujeme kombinaéni ¢islo

definované predpisem
ny n!
k) Kl(n—k)

Toto ¢islo oznacuje pocet moznosti, jak lze z n-prvkové mnoziny vybrat k prvkua, ne-
zavisle na jejich potadi. Napiiklad (}) = 3, protoze {1,2}, {2,3},{1,3} € {1,2,3}
a jiné dvouprvkové podmnoziny neexistuji. Prava strana v rovnici ve Vété 12.1 je
s touto interpretaci v souladu. Pokud si levou stranu této rovnice predstavime jako
soucin n zavorek (a+ b) a roznasobime je, pak koeficient u ¢lenu a*b"~* udava pocet
zpusobi, jak z uvedenych zavorek vybrat pravé k ¢lenti a a n — k ¢lent b, coz lze
praveé ( ) zpusoby.

Diikaz binomické vety. Dukaz Véty 12.1 Ize snadno provést indukei. Tvrzeni o¢ividné
platipron = Ovetvarul = laipron = 1 ve tvaru (a+b) = a+b. Pfedpokladejme,
Ze tvrzeni plati pro n € N, n > 2. Potom

(a+b)"" = (a+0b)(a+b)" = (a+0) Z (Z) aFpnk

k=0

— - n k+1pn—k . n kin+1—k
= Z (k)a "t 4 (k)a b
k=0 k=0
n+1
kpn+1-k kpn+1—k
3 (1 e ()

— ,ntl n n kin+1—k n+1
a +;<(k—1)+ k))ab +0"
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE UZITECNE VZTAHY

Pro libovolné n € N a k € n ovSem plati

(k i 1) * (Z) = 1)!(Z!+ —m k!(nni 2!

n! 1 1
- (k—1)!(n—k)!'(n+1—k+E)
B n! k+n+1—k
T k=Dln—k)! k(n+1—k)

TakZe celkem dostavame, vzhledem k rovnostem ("3“1) = (Zﬂ) =1,

(CL + b)n—H — an-l—l + zn: (n + 1) akbn+1—k + bn+1 _ g:l (n -+ 1) akbn+1_k- N
k=1 k k=0 k

Dalsim neméné dilezitym vztahem je rovnost uvedena v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 12.1 (O rozdilu n-tych mocnin): Pro libovolna realna a, b € R a nezaporné
celé n € Ny plati rovnost

n—1
a"—b" = (a—Db) Z atyrTioR,
k=0

Diikaz. Tvrzeni lze ovérit pfimym vypoctem. Vyjdeme z pravé strany, kterou rozna-
sobime a upravime,

n—1 n—1 n—1
(CL o b) Z aFpr—1-F — Z aFtipn—1-k Z aFpr—F
k=0 k=0 k=0
n n—1
_ Z P Z aFpr—F
k=1 k=0
n—1 n—1
_ Zakbnfk 4" — " — Zakbnfk =a" — ",
k=1 k=1
coz je presné leva strana dokazované rovnosti. [
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE UZITECNE VZTAHY

Poznamka 12.4 (Rozdil odmocnin): Vzorec z pfredchoziho Tvrzeni 12.1 ¢asto pouzi-
vame za Ucelem ,zbaveni se rozdilu odmocnin®. Naptiklad nds mize zajimat vyraz
VZ — /Y, pro néjaka kladna z a y. Chtéli bychom velikost tohoto vyrazu né&jak
vyjadrit pomoci rozdilu argumentii odmocnin, s kterym tieba jsme schopni pracovat.
K tomu piesné pouzijeme uvedené Tvrzeni 12.1, kde zvolime a = /z,b = \/y
a drobnou upravu uvedené rovnosti

a’ —b?

a+b

a—b=

Dostavame tak rovnost
Vr—y =
x/_ + \/'

Alternativné, ale lehce umeéle, 1ze tuto Gpravu interpretovat jako vyuziti Tvrzeni 12.1
a vynasobeni vhodnou jednic¢kou, konkrétné

V== (Ve - i) 1
(Vi) YERVY
=i
VTV a—y

VetV VeV

V citateli je jiz rozdil x a y, v jmenovateli soucet, ktery nas vétsinou netrapi. Analo-
gicky v pripadé tfetich odmocnin bychom naptiklad dostali

r—Yy

3 _ 3 —
Ve =y 223 + (zy) B + 23

Tato Gprava neni samotucelna. Ocenime ji v nékterych vypoctech. Vedle toho
lze pomoci ni v nékterych pfipadech ¢astecné fesit tzv. katastrofické kraceni pii
pocitani se strojovymi ¢isly.
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13 Dodatek: Casto kladené dotazy

Tato ¢ast textu vychazi z BI-MA1 Course Pages stranky FAQ, kde shrnujeme nejkfikla-
véjsi problémy, na které jsme béhem nékolika let vyuky BI-MA1 a drive starsiho
predmétu BI-ZMA narazili. Nasledujici seznam problémt nemusi byt kompletni
a pravdépodobné se bude rozrustat.

13.1 Zobrazeni a funkce na

Hned v prvnim semestru v pfedmétu BI-DML zavadime pojem ,zobrazeni na“ (resp.
sfunkce na“). Nejedna se o pieklep, jak si fada studentdt mysli. Ani jsme si tento
pojem sami nevymysleli. Narazite na néj v ¢eské literatuie celkem bézné. Casto se
také k oznaceni této vlastnosti zobrazeni pouziva cizi slovi¢ko ,surjektivni® (sur je
pravé francouzska predlozka ,na“). V tomto textu pro Gplnost tento pojem zavadime
v Definici 11.5.

13.2 Na stredni jsme to délali/znacili/nazyvali jinak

To je mozné a naprosto v poradku. Neocekavate ale prece, Ze vSichni na celém svété
budou ctit pfistup, ktery jste na stfedni méli. Rtzni lidé mohou pouzivat razné
konvence a mit k tomu velmi dobré davody.

Pokud studujete néjaky material, pak je rozumné se nejprve seznamit s jazykem,
ktery tento material pouziva. Napriklad (nejen) ve studijnim textu k BI-MA1 je
na konci uveden seznam symboli a rejstiik pojma umoznujici snadno konkrétni
definice dohledat.

Jako konkrétni a asi nejktiklavéjsi pfipad uvedme pojmy tykajici se monotonie
funkci a posloupnosti (rostouci, ostfe rostouci, nerostouci aj.). Existuje nékolik vari-
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13. DoDATEK: CASTO KLADENE DOTAZY ZNACENI INKLUZE

ant tohoto nazvoslovi. My pouzivame pouze jednu (viz Definice 3.8), aby nedochazelo
ke zmatkam.

Tato poznamka se netyka jenom matematiky, ale plati naprosto obecné. Preci
neexistuje pravé jeden programovaci jazyk i kdyz jsou si ve vysledku prakticky
ekvivalentni!

13.3 Znaceni inkluze

V tomto predmétu pouzivame pro inkluzi pfevazné symbol C a nepouzivame pojmy
vlastni a nevlastni podmnozina. Tj. inkluze A C B plati pravé tehdy, kdyz kazdy
prvek mnoziny A patfi do mnoziny B. Specialné pro libovolnou mnozinu plati A C A.
V celém kurzu bez problému vystacime s timto jednim pojmem. Ve vyjimeénych
pripadech pouzijeme zapis A C B implikujici A # B.

V textech, kde se mezi vlastni a nevlastni podmnozinou rozlisuje, byva zvykem
k tomu vyuzivat i specialni znac¢eni, naptiklad A C Ba A C B.

Pokud si nejste jisti vyznamem nékterého ze symbold, nebo si potencialné nejasné
pouziti symbolu chcete ovéfrit, tak nejlépe zkonzultuje seznam symbolii na konci
studijniho textu.

13.4 Definicni obory trigonometrickych funkci

Funkce sin, cos, tg nejsou prosté a tudiz k nim neexistuji inverzni funkce. Lze je
ov$em zuzit na obor, kde jsou prosté a k témto prostym zazenim pak sestrojit inverzni
funkce. Je ale nekone¢né mnoho zptsobt, jak tyto funkce zuzit a vyrobit tak prosté
funkce. Standardni volba je nasledujici

-1
arcsin = | sin ‘ ,
(=m/2,7/2)
-1
arccos = | cos ’ ,
(0,7)

-1
arctg = | t ’ .
& ( & (ﬂ/277r/2))
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13. DoDATEK: CASTO KLADENE DOTAZY NULA NA NULTOU

Odtud plynou nasledujici vztahy

Darcsin - <_]-7 1>7 Harcsin - <_7T/27 7T/2>7
Darccos = <_17 1>7 Harccos = <O77T>7
Darctg = R, Harctg = (—7T/2, 7T/2)

13.5 Nula na nultou

Algebraicky vyraz 0° definujeme jako 1. Nula v exponentu vyjadiuje prazdny souéin
(neni co nasobit) a vysledkem je proto neutralni prvek viéi nasobeni, tedy 1. Podobné
u prazdné sumy je vysledkem 0, neutralni prvek vici s¢itani.

To ovSem neznamena, 7e kazda limita ,typu” 0° je 1!

13.6 Nutna podminka, smér implikace

Pokud plati implikace A = B, pak o B ¢asto mluvime jako o nutné podmince pro
A. Pokud B neplati, pak nutné nemiize platit A (protoze kdyby A platilo, pak plati
B).

Studenti maji ¢asto tendenci smér implikace obracet. Napfiklad na pfednaskach
BI-MA2 si budeme formulovat nasledujici vétu: Pokud je fada ) , a;, konvergentni,
potom limy, a;, = 0. Z néjakého neznamého divodu pak nékteri studenti v pisemkach
tvrdi, ze pokud limy, a, = 0, pak je fada ) ", a; konvergentni. To je samoziejmé holy
nesmysl.
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14 Prehled pouzitého znaceni

14.1 Prehled symboliky BI-MA1

Nize uvedené znaceni je kompatibilni s pfednaskami, proseminafi a cvicenimi BI-
-MA1.

Symbol Vyznam Definice

= definice, symbol na levé strané je defino-
van vyrazem na strané pravé

priblizné vyjadieni na koneény pocet de-
setinnych mist

Q

A konjunkce BI-DML

\% disjunkce

= implikace

& ekvivalence

\ velky (obecny) kvantifikator

3 existen¢ni kvantifikator

{a,b,c} mnozina obsahujici prvky a, ba ¢

{reM|Px)} mnozina vsech x z M spliwjici P(x)

reMxg¢ M prvek x nalezi/nenalezi mnoziné M

ACB A je podmnozinou B (pfipousti se rov-
nost)

ACB A je podmnozinou B a soucasné A # B

0 prazdna mnozina

AUB sjednoceni mnozin A a B

ANB prunik mnozin A a B

ANB rozdil mnozin A a B
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14. PREHLED POUZITEHO ZNACENT{

PREHLED symBoLIKY BI-MA1

Symbol Vyznam Definice
Ax B kartézsky souc¢in mnoziny A a B
P(A) mnozina vSech podmnozin mnoziny A
min M minimum mnoziny M, existuje-li Definice 9.1
max M maximum mnoziny M, existuje-li Definice 9.1
inf M infimum mnoziny M Definice 9.2
sup M supremum mnoziny M Definice 9.3
N={1,23,...} mnozina pfirozenych ¢isel
Ny ={0,1,2,...}  mnozina pfirozenych ¢isel s nulou
Z mnozina celych cisel
Q mnozina racionalnich ¢isel
R mnozina realnych ¢isel
R rozsifena mnozina realnych ¢isel
RS nezaporna realna ¢isla, tj. (0, +-00)
R+ kladna realna ¢isla, tj. (0, +00)
R, nekladna reélna ¢isla, tj. (—oo, 0)
R~ zaporna realna Cisla, tj. (—o0, 0)
C mnozina komplexnich ¢isel
n! faktorial ¢isla n € N
) kombinaéni &islo n nad k
|x] dolni cela ¢ast realného x
[x] horni cela ¢ast realného
sgn(z) znaménko realného ¢isla
(a,b) otevieny interval, nebo uspofadana dvoji-
ce, podle kontextu
(a,b) uzavieny interval
U.(e) g-okoli bodu a Definice 2.5
Uf(e), Uy (e) pravé, levé e-okoli bodu a Definice 2.6
Usoolar), U_(c)  a-okoli bodu +o00, —00 Definice 2.7
fiA—B totalni zobrazeni mnoziny A do mnoziny Definice 11.3
B
Dy defini¢ni obor zobrazeni f Definice 11.3
Hy obor hodnot zobrazeni f Definice 11.3
Iy graf funkce f
f ‘ v zuzeni zobrazeni f na mnozinu M Definice 11.7
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14. PREHLED POUZITEHO ZNACENT{

PREHLED symBoLIKY BI-MA1

Symbol Vyznam Definice
f(M) obraz mnoziny M pfi zobrazeni f Definice 11.6
C(J) mnozina vSech funkci spojitych a defino- Definice 7.2
vanych na J
Y (M) vzor mnoziny M pfi zobrazeni f Definice 11.6
fog sloZzené zobrazeni Definice 11.8
id 4 identické zobrazeni na mnoziné A Piiklad 11.1
ft inverzni zobrazeni Definice 11.9
inf f infimum funkce f na mnoziné M, tj. rovnice 9.1
M .
inf f(M)
sup f supremum funkce f na mnoziné M, tj. rovnice 9.1
M sup f(M)
max f maximum funkce f na mnoziné M, tj. rovnice 9.2
max f (M), existuje-li
mAi4n f minimum funkce f na mnoziné M, tj. rovnice 9.2
min f (M), existuje-li
(an)2 1, (n)nen realna ¢iselna posloupnost Definice 4.1
lim a, limita posloupnosti Definice 5.1
TZZ)OO
Z ay soucet prvnich n c¢lentt posloupnosti
k=1 (an)niy
il{g f(x) limita funkce f v bodé a Definice 5.2
zllgq f(x) limita funkce f v bodé a zprava Definice 5.3
v
wlgg f(x) limita funkce f v bodé a zleva Definice 5.3
f'(a) derivace funkce f v bodé a Definice 8.1

O(f(x)) prox — a horni asymptotickd mez f(x) pro z jdouci Definice 3.12

ka
o(f(z)) prox — a  striktni horni asymptotickd mez f(z) pro Definice 3.13
x jdouci k a
Q(a,) pron — oo dolni asymptoticka mez Definice 4.7
w(a,) pron — oo striktni dolni asymptoticka mez Definice 4.8
O(a,) pron — oo tésna asymptoticka mez Definice 4.9
~ asymptoticka ekvivalence Definice 5.4
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14. PREHLED POUZITEHO ZNACENT{ RECKA ABECEDA

14.2 Recka abeceda

V nasledujici tabulce jsou uvedena ¢asto pouzivana fecka pismena i s jejich pribliznou
ceskou vyslovnosti.

Recké pismeno Kapitadlka Ceské4 vyslovnost LaTeX

o A alfa \alpha

15} B beta \beta

v I gama \gamma, \ Gamma

) A delta \delta, \Delta

€€ E epsilon \epsilon, \varepsilon
¢ A zeta \zeta

n H éta \eta

0,9 C) théta \theta, \vartheta, \Theta
L I iota \iota

K K kapa \kappa

A A lambda \lambda, \Lambda

1 M mi \mu

v N ny \nu

& = ksi \xi, \Xi

0 @) omikron 0

T 11 pi \pi, \Pi

ps 0 P ro \rho, \varrho

o by sigma \sigma, \Sigma

T T tau \tau

v T upsilon \upsilon, \Upsilon
o, ¢ d fi \phi, \varphi, \Phi
X X chi \chi

P U psi \psi, \Psi

w Q omega \omega, \Omega
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Odpovédi na nékteré otazky

2.1 Piirozena cisla i cela cisla lze scitat a nasobit, jsou splnény asociativni, distribu-
tivni i komutativni zakony, ale v pfirozenych ¢islech neexistuje 0 (neutralni prvek
vudi s¢itani) a v celych ¢islech k nékterym nenulovym prvkim neexistuji inverze
vuci nasobeni (napi. k 3). Tyto mnoziny spolu s uvedenymi operacemi proto télesa
netvori.

2.2 Ne, uvazte naptiklada = —2ab = 1.

2.3 Pfipomenme definici ostrého usporadani: pro dvé a,b € Q plati a < b, pravé
kdyz 0 < b — a. Mame-li a,b,c € Q a plati a < b, pak podminka a + ¢ < b+ c je
ekvivalentni podmince (b+c¢)— (a+c¢) > 0. S vyuzitim distributivniho, asociativniho

a komutativniho zédkona a pfedpokladu a < b dostavame (b + ¢) — (a + ¢) =
(b+c)+(—a—c)=(b—a)+(c—c)=b—a>0.

24 7 =49 < 8 =64

2.5 Ano, podivejte se znovu na definici neostré nerovnosti prvki v Q (Poznamka 2.3).
26 f(=2)=1,f(—-1/2)=2a f(1) = 3.

2.7 Ne, do R dle definice nepatfi. Prvkem R je bud realné ¢islo, nebo ,,+00“ a ,—00®
2.8 —o0.

2.9 Ne.

2.10 a.omezeni, b. omezena, c. neomezend, d. neomezena, e. neomezena, f. omezena.
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

2.11 Posledni moznost dle nasi definice nepfedstavuje okoli bodu —oc.

2.12 Ani jeden.

2.13 Naptiklad mnozina Z U {1/n | n € N} ma jako hromadné body —oo, 0 a +o0.
2.14 Ano, rozmyslete si toto tvrzeni pfimo z definice!

2.15 Maximem je &fslo 2 = +(1.11...11)y - 227271023 — 91024 _ 9971 Dypyhym
nejvétsim strojovym &slem je y = +(1.11 ... 10),-22" ~271023 — 91024_9972 Mezera
mezi nimi je tedy velikosti x — y = 2972 — 2971 = 2971,

1 4503599627370497
2.16 1+ 252 7 4503599627370496

3.1 Dyy,y = {0} a (f + 9)(0) = 0.

3.2 Ne.

3.3 Ano, napiiklad f(1) = 1, Dy = {1}. Vymyslite méné trivialni ptiklad?

3.4 Funkce sin je omezena jednickou, pro vSechna reélna x plati | sin(z)| < 1. Funkce
x neni omezena: kazdou hypotetickou mez K > 0 pfekoname volbou z = K + 1.

3.5 Ano, funkce f je konstantni, pravé kdyz jeji obor hodnot je jednoprvkova mno-
Zina.

3.6 Napiiklad f(z) = 0 - x, nebo méné trividlné g(z) = sin*(z) + cos*(x).
3.7 Plati f #g,g=ha f # h.

3.8 Ano. Dle definice a < b plati pravé tehdy, kdyz a = b nebo a < b.

3.9 Ano, napriklad konstantni funkce.

3.10 Ano, pokud plati a < b, pak platiia < b.

3.11 Ano.

3.12 F je licha, G je licha, H nemusi byt ani suda ani licha.
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

3.13 Ano, naptiklad f(z) = 0.
3.14 Ne.
3.15 Napriklad f(z) = z a g(z) = 2z.

4.1 Jedna se o stejny rozdil jako mezi funkéni hodnotou a funkci. Symbol a,, oznacuje
n-ty ¢len posloupnosti, kdezto symbol (a,, )32 ; celou posloupnost (zobrazenia: N —
R).

42 o= —1

4.3 Kazd4 posloupnost méa nekone¢né mnoho élenti. Cleny této konkrétni posloup-
nosti nabyvaji pravé tii hodnot {—1,0, 1}.

4.4 (a,)%°, je konstantni, tedy soucasné rostouci i klesajici, (b,)>2; je klesajici,
(€,)%%; neni ani jednoho typu z definice 4.2.

4.5 a.jerostouci, b. nemusi byt rostouct, napt. a,, = 0, b,, = n, c. nemusi byt rostouci,
napt. a, = —1, b, = n, d. nemusi byt ani dobfe definovana, natoZ rostouci.

4.6 (a,)%; a(c,)2°, jsou omezené, (b,)°° ; je neomezena.

4.7 Ano, zadana posloupnost totiz obsahuje nekone¢né mnoho ¢lent majicich hod-
notuli—1.

5.2 Tvrzenineni pravdivé, stac¢i vzit naptiklad ostfe rostouci posloupnost a,, = 1 — %,
n € N. Cleny této posloupnosti spliiuji a, < 1 pro kazdé n € N a proto tato
posloupnost nemtize mit jako limitu +o0o. Napfiklad interval (2, +00), tedy jedno

z okoli 400, neobsahuje ani jeden bod této posloupnosti.

6.1 1.an:0,bn:n,2.an:1,bn:n,3.an:%,bn:n.

S|

7.1 Moznosti je mnoho. Napfiklad pokud f = sgna J = (—1,1), pak f(J) =
{~1,0,1}.

8.1 f'(0) = —o0, ¢'(0) neexistuje.
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

9.1 Ne, viz napf. funkei f(z) = —1/x, 2 # 0a f(0) = 0.
9.2 Ano, staci vyuzit ¢isté definici ostfe rostouci funkce.

9.3 Ano, staci vyuzit ¢isté definici ostfe rostouci funkce a spojitost dané funkce
v bodé 0 (postupujte napriklad sporem).

9.4 Ano, viz napi. f(z) =z + = sin(x).

12.1 Druhou odmocninou z nezaporného é&isla x je nezaporné ¢islo y spliujici y? = x,
znaéime ho y = /.

12.2 Kazda takova funkce ma defini¢ni obor i obor hodnot roven mnoziné (0, +00).
Je ostfe rostouci a tedy i ryze monotonni a prosta, neni surjektivni.

12.3 Kazda takova funkce ma defini¢ni obor i obor hodnot roven mnoziné R. Je
ostfe rostouci a tedy i ryze monotonni a prosta, je surjektivni.

12.4 Defini¢nim oborem funkce sin je mnozina R, jejim oborem hodnot je interval
(—1,1). Tato funkce je omezena, neni prosta ani na. Je periodickd s minimalni
periodou 27. Neni monoténni.

12.5 Defini¢nim oborem funkce cos je mnozina R, jejim oborem hodnot je interval
(—1,1). Tato funkce je omezena, neni prostd ani na. Je periodicka s minimalni
periodou 27. Neni monoténni.

12.6 Defini¢nim oborem funkce tg je mnozina R \ {n/2 4+ kr | k € Z}, jejim
oborem hodnot je mnozina R. Tato funkce neni omezena ani prosta. Je surjektivni.
Je periodicka s minimalni periodou 7. Neni monoténni.

12.7 Defini¢nim oborem funkce cotg je mnozina R \ {kw | k € Z}, jejim obo-
rem hodnot je mnozina R. Tato funkce neni omezena ani prosta. Je surjektivni. Je
periodicka s minimalni periodou 7. Neni monoténni.

12.8 Tato funkce je definovana jako inverze k zizeni funkce sin na interval (— /2, /2
Defini¢nim oborem funkce arcsin je mnozina (—1, 1), jejim oborem hodnot je mnozi-
na (—m/2,m/2). Tato funkce je omezena i prosta. Neni surjektivni. Je ostfe rostouci.
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

12.9 Tato funkce je definovana jako inverze k zizeni funkce cos na interval (0, 7).
Defini¢nim oborem funkce arccos je mnozina (—1, 1), jejim oborem hodnot je mno-
zina (0, 7). Tato funkce je omezena i prosta. Neni surjektivni. Je ostte klesajici.

12.10 Tato funkce je definovana jako inverze k zizeni funkce tg na interval (—7 /2, 7 /2
Defini¢nim oborem funkce arctg je mnozina R, jejim oborem hodnot je mnozina
(—m/2,m/2). Tato funkce je omezena i prostd. Neni surjektivni. Je ostie rostouci.

12.11 Tato funkce ma defini¢ni obor R a obor hodnot (0, +00). Neni omezena
ani periodicka. Je prosta, ale neni na. Je ostfe rostouci. Spliiuje veledilezity vztah
e’V =e%eY, x,y € R.

12.12 Tato funkce ma defini¢ni obor (0, +00) a obor hodnot R. Neni omezena ani

periodicka. Je prosta a je na. Je ostfe rostouci. Spliuje vztah In(zy) = In(z) + In(y),
x,y > 0.

271



Literatura

[1] M.L. Bittinger, D.J. Ellenbogen, and S.A. Surgent. Calculus and Its Applications.
Pearson, 2015.

[2] C. A.R. Hoare. Algorithm 64: Quicksort. Comm. ACM, 4:321, 1961.

[3] IEEE. Ieee standard for floating-point arithmetic, 2008.

[4] Jifi Kopacek. Matematicka analyza nejen pro fyziky I matfyzpress, 2004.
[5] Jifi Kopacek. Matematicka analyza nejen pro fyziky II. matfyzpress, 2004.

[6] Michael Oberguggenberger and Alexander Ostermann. Analysis for Computer
Scientists. Springer, 2011.

[7] Richard A. Silverman. Essential calculus with applications. Dover, 1989.
(8] J. Stewart. Calculus. Cengage Learning, 2015.

[9] Steven Strogatz. Infinite Powers: How Calculus Reveals the Secrets of the Universe.
Houghton Mifflin Harcourt, 2019.

272



Index

algoritmus, 230
asymptota, 211
axiom

uplnosti, 12, 109

bod, 8
hromadny, 21
hromadny posloupnosti, 76
inflexni, 211
okoli, 19

derivace
inverzni funkce, 181
jednostranna, 186
slozené funkce, 178
souctu, soucinu a podilu, 175
vyssich rada, 186
zékladni vzorecky, 184
diference, 73
diskriminant, 244
dukaz
konstruktivni, 143
sporem, 9

ekvivalence
asymptoticka, 105
exponenciala, 253

273

extrém

lokalni, 191

nutna podminka existence, 192

spojité funkce na uzavieném inter-
valu, 194

funkce

(ryze) konkavni, 204
(ryze) konvexni, 204
afinni, 244

derivace, 167

derivace v bodé, 167
diferencovatelna v bodé, 167
elementarni, 243
exponencialni, 150
inverzni, 40

klesajici, 43

konkavni na intervalu, 207
konkavni v bodé, 204
konstantni, 41

konvexni na intervalu, 207
konvexni v bodé, 204
licha, 46

limita, 90

linearni, 244

monotonie, 202
monoténni, 44



ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

INDEX

nasobek, 37

obor hodnot, 36
omezena, 40
ostie klesajici, 43
ostfe rostouci, 43
periodicka, 47
podil, 37

priibéh, 213
prirtstek, 198
racionalni, 247
realna, 35

realna realné proménné, 38
rostouci, 43

ryze konkavni na intervalu, 207

ryze konkavni v bodé, 204

ryze konvexni na intervalu, 207

ryze konvexni v bodé, 204
ryze monoténni, 44
soucet, 37

soucin, 37

spojita na intervalu, 139
spojita v bodé, 137

spojita v bodé zleva, 137
spojita v bodé zprava, 137
suda, 45

¢ista, 36

hodnota

absolutni, 10

hypotéza

Collatzova, 76

interval, 17

délka, 12
koncovy bod, 17
krajni body, 17

274

neomezeny, 17
pocatecni bod, 17
uzavreny, 12
vnitiek, 202

konvergence
kvadraticka, 226
kosinus, 248
kotangens, 250
kritérium
podilové, 133
kruZnice
jednotkova, 248
kraceni
katastrofické, 259
kvocient, 74

limita
jednostranna, 94
jednoznacnost, 98
zleva, 94
zprava, 94
logaritmus
pfirozeny, 253

matematika

numericka, 30
maximum

globalni, 193

lokélni, 191

ostré lokalni, 191
median, 221
metoda

Newtonova, 223

puleni intervalu, 142
mez

asymptoticka dolni, 79



ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

INDEX

asymptoticka dolni striktni, 81
asymptoticka horni, 56
asymptoticka horni striktni, 62
asymptoticka tésna, 82
minimum
globalni, 193
lokélni, 191
ostré lokalni, 191
mnohoclen, 244
mnozina
infimum, 187
maximum, 187
minimum, 187
neomezena, 18
omezena, 18
supremum, 188

nerovnost
trojuhelnikova, 11

obor
maximalni defini¢ni, 38
obraz
mnoziny, 237
prvku, 235
odhad, 48
dolni, 50
horni, 50
okoli, 19-21
jednostranné, 19
levé, 19
nekonec¢na, 20
polomeér, 19
pravé, 19
realného Cisla, 19
stfed, 19

275

osa
realna, 13
realna rozsifena, 14
¢iselna, 9, 10

perioda, 47
podminka
nutna, 262
podposloupnost, 77
polynom, 244
nulovy, 244
stupen, 244
posloupnost, 68
aritmetick4, 73
Collatzova, 75
divergentni, 108
Fibonacciho, 75
geometricka, 74
klesajici, 69
konstantni, 70
konvergentni, 108
limita, 86
monotonni, 69
neomezena, 73
omezena, 73
ostte klesajici, 69
ostre rostouci, 69
rostouci, 69
ryze monotonni, 70
vybrana, 77
pravidlo
I'Hospitalovo, 199
Leibnizovo, 175
problém
instance, 230
vypocetni, 230



ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

INDEX

prameér, 220
primka
smérnice, 244

relace, 234
rozsireni
spojité, 153

sinus, 248
souéin

kartézsky, 234
spojitost

inverzni funkce, 148

tangens, 250

tecna, 169

téleso
uplné usporadané, 10
¢iselné, 7

usporadani, 241

vektor
normalovy, 244
smérovy, 244
vzdalenost
realnych cisel, 10
vzor
mnoziny, 237
prvku, 235
véta
binomicka, 257
Bolzano—Cauchy, 112
Bolzano—Weierstrass, 109
Heineho, 99
Lagrangeova, 198

metoda puleni intervalu, 142

o aritmetice limit, 115

o limité monotonni posloupnosti,
110

o limité sevfené funkce, 121

o limité seviené posloupnosti, 122

o limité slozené funkce, 125

O priruastku funkce, 198

o spojitosti slozené funkce, 141

o spojitosti souctu, soucinu a podi-
lu, 141

O vytlaceni do nekonec¢na, 120

Rolleova, 196

znaménko, 256
zobrazeni, 235

bijektivni, 236
identické, 236
injektivni, 236
inverzni, 240
na, 236

prosté, 236
rovnost, 235
sloZené, 239
surjektivni, 236
vnitrni, 239
vnéjsi, 239
vzajemné jednoznacné, 236
zOZeni, 238

zavora

dolni, 187
horni, 188

uprava

cast

na Ctverec, 244

dolni cela, 256



ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

INDEX

horni cela, 256
Cisla
harmonicka, 111
realna, 14
Cislo
kombinac¢ni, 257
normalizované, 27

277



	Úvod
	Obecné poznámky
	Poznámky k obsahu
	Formální náležitosti

	Reálná čísla
	Přirozená, celá a racionální čísla
	Axiom úplnosti a reálná čísla
	Rozšířená reálná osa
	Okolí bodu na rozšířené číselné ose
	Hromadný bod množiny
	Reprezentace čísel v počítači

	Funkce
	Reálná funkce
	Reálná funkce reálné proměnné
	Intermezzo: Odhady
	Asymptotické horní meze o a O

	Posloupnosti
	Definice reálné posloupnosti
	Vlastnosti posloupností
	Významné posloupnosti
	Hromadný bod posloupnosti
	Vybrané posloupnosti
	Asymptotické horní meze o a O
	Asymptotické vztahy omega, Omega a Theta

	Limity funkcí a posloupností
	Limita číselné posloupnosti
	Limita funkce
	Jednostranná limita funkce
	Základní vlastnosti limit
	Vztah hromadných bodů množin a limit
	Limity vybraných posloupností
	Asymptotická ekvivalence
	Limity a asymptotické vztahy (vlnovka, o, O, Omega, Theta a omega)
	Konvergence posloupností

	Výpočet limit posloupností a funkcí
	Věta o limitě součtu/součinu/podílu
	Nerovnosti a limity
	Věta o limitě složené funkce
	Limity význačných posloupností
	Podílové kritérium pro posloupnosti

	Spojitost funkce
	Definice a kritéria spojitosti
	Metoda půlení intervalu
	Vlastnosti spojitých funkcí
	Spojitost elementárních funkcí
	Typy nespojitostí
	Další důležité limity a shrnutí
	Limity výrazů f(x) na g(x)
	Shrnutí známých limit funkcí a posloupností

	Derivace
	Rychlost a hledání tečny
	Derivace funkce
	Vztah diferencovatelnosti a spojitosti
	Derivace součtu, součinu a podílu
	Derivace složené funkce
	Derivace inverzní funkce
	Derivace elementárních funkcí: přehled a příklady
	Jednostranné derivace a derivace vyšších řádů

	Analýza průběhu funkce
	Maximum, minimum, supremum a infimum
	Lokální extrémy funkce
	Globální extrémy funkce
	Věta o přírůstku funkce
	L'Hospitalovo pravidlo
	Důsledky pro monotonii funkce
	Důsledky pro konvexnost/konkávnost
	Kritéria pro hledání lokálních extrémů
	Inflexní body a asymptoty
	Shrnutí: vyšetřování průběhu funkce
	Příklady

	Aplikace
	Newtonova metoda
	Kubická interpolace
	Popis složitosti algoritmů
	Problém třídění
	Umocňování

	Dodatek: Definice a vlastnosti zobrazení
	Zobrazení
	Injekce, surjekce a bijekce
	Obraz a vzor množiny při zobrazení
	Zúžení a skládání zobrazení
	Inverzní zobrazení
	Uspořádání

	Dodatek: Elementární funkce
	Polynomy
	Odmocniny
	Racionální funkce
	Trigonometrické (také goniometrické) funkce
	Exponenciální a logaritmické funkce
	Další funkce
	Užitečné vztahy

	Dodatek: Často kladené dotazy
	Zobrazení a funkce na
	Na střední jsme to dělali/značili/nazývali jinak
	Značení inkluze
	Definiční obory trigonometrických funkcí
	Nula na nultou
	Nutná podmínka, směr implikace

	Přehled použitého značení
	Přehled symboliky BI-MA1
	Řecká abeceda

	Odpovědi na některé otázky
	Literatura
	Index

