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1 Uvod

1.1 Obecné poznamky

Tento dokument doplnuje slidy k prednasce predmétu Matematicka analyza 1 (BI-MA1)
na Fakulté informaénich technologii (FIT) Ceského vysokého uceni technického v Praze
(CVUT). Pfednasky predmétu se opiraji o slidy, které slouzi primarné jako doplnék k Zivé
prezentaci a prilis se nehodi ke studiu ¢i tisku. Slidy zejména neobsahuji vysvétlujici komentare
prednasejiciho a mohou byt proto bez téchto podptirnych informaci nejasné, az matouci.
V tomto textu je uvedeno vSe co na slidech, vcetné dalsich dodate¢nych informaci a zajimavosti.

Nejprve je vhodné seznamit milé ¢tenafstvo s historii vyuky matematické analyzy na
FIT. Jednosemestralni predmeét Zaklady matematické analyzy (BI-ZMA), piedchtidce BI-MA1
a BI-MAZ2, byl po zrodu fakulty nejprve vyuc¢ovan pod vedenim prof. Ing. Edity Pelantové, CSc.
(KM FJFI). Poté predmét prevzali Ing. Tomas Kalvoda, PhD. a doc. RNDr. Jaroslav Milota, CSc.
V roce 2021 byl pfi reakreditaci studijniho programu tento predmét rozdélen a prepracovan
do dvousemestralniho kurzu Matematicka analyza 1 a 2. V prvnich dvou bézich byl prednasen
Ing. Tomase Kalvodou, Ph.D. a Ing. Ivo Petrem, Ph.D. Aktualni letni semestr doslo ke zméné
a druhého zminéného prednasejiciho vystfidal RNDr. Pavel Patak, Ph.D. Tento text, a pojeti
vyuky vibec, jsou vysledkem tohoto postupného vyvoje.

Informace tykajici se samotné organizace predmeétu, jako napriklad podminky ziskani za-
poctu a slozeni zkousky, jsou uvedeny na oficialnich strankach predmeétu BI-MA1. Studentim
je dale k dispozici elektronicka cvicebnice prikladd MARAST, kde 1ze najit priklady, pfipravy
pro proseminare a i procvicovaci kvizy. Dale jsou zajemctm k dispozici Anki karticky s pojmy
a tvrzenimi a myslenkova mapa pojmi a tvrzeni.

1.2 Poznamky k obsahu

O Matematické analyze bylo napsano jiz mnoho ucebnic, skript a knih s rozmanitymi pfistupy
k problematice a rizné drovné. Pfipadnym zajemcim o dalsi studium, ¢i alternativni zptisob
vykladu, 1ze doporucit publikace [4] a [5]. Ze zahrani¢ni literatury by naseho ¢tenafe mohly
zaujmout knizky [7], [8], [1], ¢i [6]. Tyto knihy ovSem pokryvaji podstatné vice latky nez
tento text. Je proto nutné pfi jejich vyuziti vychéazet z materiala uréenych pro tento predmét.
Zajemce o motivacné bohaty text pokryvajici i historické detaily tykajici se této latky lze
doporucit vynikajici knizku [9].
V letnim semestru se v BI-MA1 postupné zabyvame

1. ¢iselnymi mnozinami, zejména realnymi ¢isly (Kapitola 2),


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1
https://marast.fit.cvut.cz
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/other/index.html#anki
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/other/index.html#anki
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/other/index.html#mindmap
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2. realnymi funkcemi jedné realné proménné a realnymi ¢iselnymi posloupnostmi (Kapitola 3
ad),

3. limitami funkeci a posloupnosti a izce souvisejicim konceptem spojitosti funkce (Kapito-
ly 5,6 a7),

4. hlavnim vysledkem je pak diferencialni pocet funkce jedné realné proménné (differential
calculus; Kapitoly 8 a 9), kde se protina nékolik témat z drivéjsich kapitol,

5. v neposledni fadé se snazime ve zbyvajicim Case probrat i nékteré zajimavé aplikace
vybudované teorie (Kapitola 10).

1.3 Formalni nalezitosti

Tento Gvod vyuzijeme k seznameni ¢tenare s formalnimi nalezitostmi tohoto dokumentu. Pro
vétsi prehlednost a zvyraznéni logické struktury latky je vyklad standardné clenén do definic,
vét a dalsich tvrzeni, diikazq, prikladt a obcas i poznamek. Pfipomenme Ctenari vyznam takto
oznacenych ¢asti textu:

« Definice ukotvuje definovany pojem. V celém textu ma od tohoto okamziku dany pojem
jednoznacny vyznam (porovnejte s definici funkce/metody ve zdrojovém kodu vaseho
oblibeného programovaciho jazyka).

« Véta (ptipadné Tvrzeni, Dusledek, Lemma) obsahuje tvrzeni o jiz dfive definovanych
pojmech.

« Dilkaz je argument postaveny na logickych pravidlech zarucujici pravdivost daného
tvrzeni (véty, dusledku ¢i lemmatu). Jde v podstaté o certifikat pravdivosti. Jedna se
také o vynikajici okamzik pro otestovani chapani latky, diikazy jsou podstatnou casti
kazdého matematického dilka.

Pouze ze zacatku vykladu nékteré pojmy, které by studentim mély byt znamy uz z dfivéjsiho
studia, explicitné neformulujeme jako samostatné definice, ale stru¢né je pouze pfipominame
pfimo v textu'.

Rovnice, obrazky a matematické objekty jsou v textu ¢islovany v ramci kapitol. Odkaz
na rovnici poznate podle zavorek, napft. (2.1) je odkaz na prvni ¢islovanou rovnici v druhé
kapitole. Konec ditkazti oznacujeme symbolem? [1. Na konci tohoto dokumentu je ¢tenafi
k dispozici seznam pouzivanych symboli (Kapitola 14) se struénym vysvétlenim vyznamu,
rejstiik pojmt pro pohodlnéjsi vyhledavani a seznam zajimavych odkazt na literaturu. Dale
je hlavni text doplnén dvéma dodatky (Kapitoly 11 a 12), které obsahuji shrnuti zakladnich
vlastnosti zobrazeni a elementarnich funkeci.

V textu se také prubézné vyskytuji ,otazky®, které kontroluji ¢tenafovo porozumeéni.
Odpovédi na tyto otazky naleznete na konci PDF nebo je 1ze rovnou rozkliknout v HTML
verzi dokumentu.

Pokud laskavy ¢tenaf nebo ¢tenarka v textu objevi nejasnosti ¢i chyby, necht je prosim
hlasi formou issue v BI-MA1 repozitar na fakultnim gitlabu. Alternativné k tomuto tucelu
muzZe vyuzit i email (tomas.kalvoda@fit.cvut.cz). Tento Gvod zakon¢ime motivaénim citatem.

IStale by vsak takovéto pojmy mély byt dohledatelné v indexu.
Tzv. Halmostiv ndhrobek. Paul Halmos (1916 — 2006) byl americky matematik madarského piivodu.


https://gitlab.fit.cvut.cz/BI-MA1/bi-ma1/issues
mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Halmos
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The calculus was the first achievement of modern mathematics and it is difficult to
overestimate its importance. I think it defines more unequivocally than anything
else the inception of modern mathematics; and the system of mathematical analysis,
which is its logical development, still constitutes the greatest technical advance in
exact thinking.

John von Neumann


https://en.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann

2 Realna cisla

V tomto kurzu predpokladame, Ze ¢tenar je jiz seznamen se zakladnimi zptisoby zadani
mnozin (vy¢tem, vlastnosti), mnozinovymi operacemi (prunik, sjednoceni, rozdil a doplnék)
a orientuje se mezi ¢iselnymi mnoZinami (pfirozena, cela, racionalni a realna ¢isla — tém se ale
v této kapitole budeme vénovat znovu a podrobnéji). Dale na strané ¢tenafe predpokladame
znalost vlastnosti elementarnich funkci (polynomialni, racionalni, mocninné, exponencialni,
logaritmické a trigonometrické). V neposledni radé téz vyzadujeme znalost zakladnich kom-
binatorickych vztaht, to jest definici a kombinatoricky vyznam faktorialu, kombina¢niho
Cisla ¢i znalost binomické véty. Z predchoziho studia také vyzadujeme znalost zobrazeni
a souvisejicich pojmu.

Pokud si ¢tenar v nékterych z téchto zminénych partiich neni jisty, mize si znalosti osvézit
napfiklad v prazdninovém Pripravném kurzu matematiky (BI-PKM) nebo s pomoci své obli-
bené ucebnice stfedoskolské matematiky. Pro pohodli ¢tenare a pro zafixovani notace nékteré
z téchto partii latky stru¢né shrnujeme v Kapitole 11 a Kapitole 12 Néktera z téchto témat
jsou i obsahem prvniho proseminare, ktery chapeme jako avodni rozcvicku pred hlavnimi
tématy semestru. V neposledni radé je dobré si osvézit nékteré partie prvosemestralnich
predméta BI-DML a BI-LA1.

Nas vyklad nyni zah4jime axiomatickym' popisem mnoziny realnych ¢isel, ktera v nasem
vykladu matematické analyzy predstavuje ustfedni pojem. V prubéhu tohoto a piistiho
semestru budeme totiz studovat

« realné Ciselné posloupnosti (Kapitola 4),

« realné funkce jedné realné proménné (Kapitola 3),

« realné ciselné fady (BI-MAZ2, kapitola),

« realné funkce vice realnych proménnych (BI-MA2, kapitola).

Je tedy ocividné, ze znalost vlastnosti mnoziny realnych ¢isel budeme intenzivné vyuzivat.
Mnozinu realnych ¢isel nejprve predstavime jako pfirozené rozsifeni mnoziny racionalnich
¢isel.

Mezi hlavni vysledky této kapitoly, které by si studenti a studentky méli odnést z této
kapitoly, resp. které by si méli pfipadné osvézit, patti zejména nasledujici body:

« orientace mezi ¢iselnymi mnozinami, chapani zasadni rozdilnosti mezi mnozinou racio-
nalnich ¢isel Q a mnozinou realnych ¢isel R,

- osvojeni si algebraickych operaci v rozsifené realné ose R,

!Samotné kontrukci mnoziny redlnych &isel se nevénujeme.


https://courses.fit.cvut.cz/BI-PKM
https://courses.fit.cvut.cz/BI-DML
https://courses.fit.cvut.cz/BI-LA1
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA2/textbook/chap_rady.html
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA2/textbook/chap_fce_vice_promenne.html
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« osvojeni si pojmu okoli bodu a hromadného bodu mnoziny,

« chéapani zasadniho rozdilu mezi mnozinou tzv. strojovych ¢isel a R.

2.1 Prirozena, cela a racionalni ¢isla

Varovani 2.1: V tomto textu symbol C pouzivame ve smyslu neostré inkluze, tj. kazda
mnozina A je pro nas podmnozinou sama sebe, plati A C A. Pokud chceme zduraznit, ze dvé
mnoziny v tomto vztahu jsou vzajemné rizné, tak pouzijeme symbolu C. Tj. zddna mnozina
A nesplni A C A.V tomto textu tento symbol pouzivame ale jen velmi vyjimecné.

Ozna¢me N = {1,2,3,...} mnozinu pfirozenych ¢&isel, Z = {...,—2,—-1,0,1,2,...}
mnozinu celych ¢isel a Q) = {§ |p€Z,qg € Nap,qjsou nesoudélné} mnozinu racionalnich
¢isel. Na téchto mnozinach, které jsou v mnozinovém vztahu N C Z C QQ, umime pfirozené
s¢itat a nasobit, pficemz vechny tfi mnoziny jsou viéi témto operacim uzavrené”. Tyto
operace dale pro kazdé a, b, c € Q (nebo Z a N) splnuji:

a+b=>b+a, a-b=">-a, (komutativita),
a+(b+c)=(a+0b)+c, a-(b-c)=(a-b)-c, (asociativita),
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c), (distributivita).

V souladu se zazitou konvenci zavadime pfednost nasobeni pred s¢itanim a distributivitu,
proto bez nebezpeci nedorozuméni mtizeme zkracené zapsat také bez uzavorkovani na pravé
strané, tedy

a-(b+c)=a-b+a-c

Poznamka 2.1: Priorita operaci je v programovacich jazycich znama pod terminem operator
precedence. Viz napf. prioritu operatort v jazyce C. Uvédomte si, Ze bez zavedeni této konvence
napfiklad vyraz 3 - 5 + 7 nema smysl — nelze ho jednozna¢né interpretovat. Tento postieh
neni vazan pouze na s¢itani a nasobeni realnych c¢isel. I kdyz tato poznamka miize znit
trivialné, existuje fada studenti, ktefi se ve svych uivahach praveé kvuli lajdackému zavorkovani
dostanou do potizi’.

Lnverznimi“ operacemi ke sé¢itani a nasobeni jsou od¢itani a déleni nenulovym éislem.
Vici nim vsak nejsou vSechny vyse uvedené mnoziny uzaviené. Jak uz vime, pfirozena cisla
muzeme bez omezeni pouze s¢itat a nasobit, aniz bychom mnozinu pfirozenych ¢isel opustili.
Cela ¢isla mizeme bez omezeni navic od¢itat a racionalni ¢isla odc¢itat a délit jakymkoli
nenulovym racionalnim ¢islem. Znamena to tedy, Ze v Z mizeme (jednoznacné) fesit rovnice
typu

a+xr=0b, abeZ,
pro neznamou z € Z. Toto nelze fict o mnoziné pfirozenych cisel (rovnice = + 5 = 3 pro
neznamou x nema mezi prirozenymi ¢isly feseni). Podobné v Q miZeme fesit rovnice typu

qg-xr=p, pqeQ, q#0,

pro neznamou z € Q. Toto tvrzeni ale neplati o celych ¢islech (rovnice 4r = 5 nema
celociselné feseni ).

To znamena, %e vysledek operace nad &isly z dané mnozZiny je opét &islo z této mnoziny.
3Ty mohou byt drobné, ale i fatalni.


http://en.cppreference.com/w/c/language/operator_precedence
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Poznamka 2.2 (Co to véechno znamena?): Za timto rozsifovanim ¢iselnych mnozin je mozné
vidét praktickou potiebu popisu stale sofistikovanéjsich realnych situaci. Prirozena ¢isla
nam postaci k popisu poctu stejnych objektt (deset krav, jeden vlk atp.). V jejich ramci uz
ale snadno nevyjadfime napft. koncept ,,dluhu®. Tento problém odstranuji cela ¢isla. Pomoci
celych ¢isel ale nejsme jednoduse schopni popisovat ¢asti celkt (ptl kolace, tfi pétiny senatu
atp.). Tento nedostatek odstranuji racionalni ¢isla. S jejich pomoci miZeme snadno pracovat
se zlomky (¢astmi) celkid. Za chvilku si ukazeme i motivaci pro prechod od racionalnich
k realnym c¢islim. Tento piechod bude motivovan v podstaté geometrickymi ivahami.

Podivejme se nyni podrobnéji na algebraickou* strukturu racionélnich ¢isel. Mezi racio-
nalnimi ¢isly existuji ¢isla 0 (nula) a 1 (jedna) spliujici

a+0=04+a=a a a-1=1-a=a,

pro kazdé a € Q. Déle ke kazdému a = % € Q existuje ¢islo —a = _7‘1 € Q splnujici
a+ (—a) = (—a) + a = 0. Podobné, ke kazdému nenulovému ¢islu a = £ € Q existuje ¢islo
a™l = BEH € Q splijici a - a~t !

V pfedchozich odstavcich jsme si ukazali, Ze mnozina racionalnich ¢isel spolu s operacemi
s¢itani a nasobeni spliiuje asociativni, distributivni a komutativni zdkony, existuji v ni prvky
0 a 1 a opacné, resp. inverzni, prvky popsané vyse. To znamena, Ze racionalni ¢isla spolu
s operacemi sCitani a nasobeni tvofi ¢iselné téleso. S timto pojmem jste se jiz setkali v (BI-LA1,
Definice).

Vsechny tyto vlastnosti télesa (Q, 4+, -) lze pomoci grupové terminologie (viz BI-LA1)
kompaktné vyjadrit nasledujicimi pozadavky:

=a " -a=1.

« (Q,+) je Abelovska grupa s neutralnim prvkem 0 (nula),
« (@~ {0},") je Abelovska grupa s neutralnim prvkem 1 (jednicka),
« plati distributivita nasobeni viici s¢itani.

Otazka 2.1: Tvoii pfirozena ¢isla spolu s operacemi s¢itani a nasobeni téleso? A jak je tomu
v ptipadeé celych ¢isel?

Usporadani racionalnich cisel
Vratme se zpét k racionalnim ¢isliim. Vedle vyse zminénych algebraickych vlastnosti maji
racionalni ¢isla dalsi zajimavé vlastnosti. Racionalni ¢isla 1ze porovnavat podle velikosti.
Jsou-li @ a b racionalni ¢isla, pak zapisem a < b vyjadfujeme, Ze Cislo a je (ostfe) mensi nez
¢islo b, a tuto vlastnost definujeme jako

a<b, pravekdyz 0<b—a, (2.1)

pri¢emz pro racionalni ¢islo ¢ = b — a zapsané v zakladnim tvaru jako ¢ = § plati ¢ > 0, prave
kdyz p, q € N (Citatel i jmenovatel jsou kladna pfirozena ¢isla). Takto zavedené porovnani
(oznacované symbolem <) predstavuje relaci (ostrého) usporadani na Q, ktera je uplna, tj.
pro libovolna dvé rtizna racionalni ¢isla a a b 1ze rozhodnout, zdali a < b, nebo b < a. Kdyz
b < a, tak fikame, Ze a je (ostfe) vétsi nez b, a zapisujeme a > b.

“Tj. co se séitani/od¢itani a ndsobeni/déleni tyce.


https://courses.fit.cvut.cz/BI-LA1/textbook/sec-vice-promennych.html#dfn-teleso
https://courses.fit.cvut.cz/BI-LA1/textbook/sec-vice-promennych.html#dfn-teleso
https://courses.fit.cvut.cz/BI-LA1
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b —a !
—
I I
+ +

0 a b

Obrazek 2.1: Ciselné osa s body a,b € Q. Zde a < b a proto vzdalenost b od a je b — a.

Tato relace usporadani < je svazana s operaci s¢itani a nasobeni znamymi stredoskolskymi
pravidly pro pocitani s nerovnicemi. Pfipomenme, ze pro kazdé a, b, c € Q plati tvrzeni

a<b = a+c<b+ec, (2.2)

a>0Ab>0 = a-b>0.

Z téchto vlastnosti 1ze snadno odvodit dalsi znamé vztahy, jako napriklad

a<bAhec>0 = a-c<b-c

a<bNhec<0 = a-c>b-c
platné pro kazdé racionalni a, b a c. Vzpomerite si na stiedoskolské tlohy na feseni nerovnic.

Otazka 2.2: Pokud plati nerovnost a < b pro dvé realna cisla a,b € R, plyne odtud pak
nerovnost a? < b*?

Otazka 2.3: Pomoci vySe definovaného usporadani < na mnoziné racionalnich ¢isel (viz
rovnici (2.1) a text hned pod ni) dokazte implikaci (2.2).

Otazka 2.4: Pomoci vyse zminéné definice usporadani prvki mnoziny Q dokazte, ze g < %.
Poznamka 2.3: Pomoci usporadani < muzeme zavést také (neostré) usporadani a < b,

ekvivalentni platnosti a < b nebo a = b. Pod @ > b mame pak pfirozené na mysli b < a.

Otazka 2.5: Predpokladejme, Ze mame racionalni ¢isla a a b spliujici @ < b. Plati potom
nutné i nerovnost a < b?

Diky existenci plného usporadani < na mnoziné QQ si mtizeme racionalni ¢isla geome-
tricky predstavovat jako body na ciselné ose, viz Obrazek 2.1. Skute¢né, protoze umime
kazdé racionalni ¢islo porovnat s kazdym jinym racionalnim ¢islem, miiZzeme je timto zptso-
bem usporadat na primce. Bez tohoto uplného usporadani bychom k takovémuto linearnimu
znazornéni racionalnich ¢isel neméli zadné opodstatnéni.

Neuplnost racionalnich ¢isel

Jak jiz bylo zminéno, racionalni ¢isla obvykle graficky znazoriujeme jako body na tzv. ¢iselné
ose, tj. na pfimce s vyznacenym pocatkem odpovidajicim ¢islu 0. Na Obrazku 2.1 je timto
zpuisobem znazornéno usporadani dvou racionalnich c¢isel a jejich vzdalenost.

V tomto geometrickém znazornéni racionalnich ¢isel je kazdému racionalnimu ¢islu
prifazen jeden bod na Ciselné ose. Opak vsak neplati. Existuji body na této idealizované
ptimce’, které neodpovidaji zadnému racionalnimu &islu. Pokud by éiselné osa byla tvorena
pouze racionalnimi ¢isly, byla by ,dérava® Ilustrujme toto tvrzeni na nasledujicim pfikladu.

>Pojem bodu na ¢iselné ose zde chapeme intuitivné. Korektni matematické definice jiz ve skute¢nosti vyuziva
realnych éisel.
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Obrazek 2.2: Bod na ¢iselné ose odpovidajici ,&islu“ v/2 lze zjevné zkonstruovat pomoci
uhlopricky ctverce o strané délky 1. Lze ho ale popsat pomoci racionalniho ¢isla? Priklad 2.1
ukazuje, Ze ne.

Priklad 2.1: Neexistuje kladné racionalni feseni rovnice 22 = 2. Geometricky toto tvrzeni
odpovida nemoznosti popsat bod odpovidajici konci uhlopricky ¢tverce o strané s velikosti 1
otoceného o 45° a s vrcholem v bodé 0 pomoci racionalniho ¢isla, viz Obrazek 2.2.

Dokazme toto tvrzeni sporem. Pfedpokladejme opak, tj. Ze existuji nesoudélna p,q € N
spliwjici p/q = /2. Potom (p/q)? = 2 a tudiz p? (= 2¢?) je nutné sudé éislo, ¢ili i p je sudé.
Lze ho proto vyjadrit ve tvaru p = 2k, kde k € N. Potom ale plati p? = 4k* = 2¢?, resp.
2k% = ¢?. Cislo ¢? a tedy i ¢ je proto sudé. To ale znamena, Ze p a ¢ jsou soudélna (obé jsou
délitelna ¢islem 2), coz je ale spor s nasim predpokladem nesoudélnosti p a g.

Poznamka 2.4: Dale si povsimnéme, Ze ackoliv symbol v/2 pro nas ma dobry geometricky
vyznam (délka thlopficky Ctverce o strané délky 1) a oznacujeme jim kladné realné feseni al-
gebraické rovnice 22 = 2, tak viibec v tento okamzik neni jasné, jakou ma vlastné numerickou
hodnotu! Tomuto dilezitému tématu se budeme vénovat pozdéji béhem semestru.

2.2 Axiom uplnosti a realna cisla

Nyni ukazeme, jak obecné zformulovat v tento okamzik vagni pozadavek ,bezdérovosti®
Ciselné osy. Piedpokladejme, Ze mame mnozinu R, ktera obsahuje racionalni ¢isla, Q C R,
a mame na ni definované operace nasobeni, s¢itani, jejich ,inverze® (od¢itani a déleni) a také
usporadani < a vSechny tyto operace maji stejné vlastnosti jako u racionalnich ¢isel (tj. jedna
se o uplné usporadané ciselné téleso, viz vyse).

Absolutni hodnota a vzdalenost realnych cisel

Usporadani < mnoziny R nam nyni umoznuje definovat veledtlezity pojem absolutni hodnoty
a vzdalenosti mezi body R. Vzdalenost dvou realnych cisel a a b definujeme jako hodnotu
|a — b, kde |z| je absolutni hodnota = € R definovana vztahem

x, rozr > 0,
2] == { P (2.3)
—z, proz < 0.

Tento zapis je tieba ¢ist takto: hodnota |z| je definovana jako x, pokud z je nezaporné, a jako
—x, pokud x je zaporné. Zpusob zapisu pouzity v rovnici (2.3) je pomérné Casty a jesté na néj
nékolikrat narazime. V oblibeném programovacim jazyce Python bychom napftiklad psali

def abs(x):
if x >= 0:


https://python.org
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return x
elif x < 0:
return -x

Otazka 2.6: Uvazme funkci

1, 22>1,
f(.fL'): 27 S <_17%)7
3, jinak.

Urcete hodnoty f(—1/2), f(—2) a f(1).
Absolutni hodnota splnuje fadu dtlezitych vlastnosti, pfimo z defini¢ni rovnosti (2.3)
snadno nahlédnete nasledujici vztahy:
ja-bf = laf - b, |=al =Ta] a la/c|=lal/lc],
platné pro kazdé realné a, b a nenulové c. Dale z definice okamzité plynou nerovnosti

—lal < a <al, (24)

platné pro kazdé a € R.
Dalsi fundamentalni vlastnosti absolutni hodnoty je tzv. trojuhelnikova nerovnost, kterou
béhem semestru nékolikrat v dulezité okamziky vyuzijeme.

Véta 2.1 (Trojuhelnikova nerovnost): Pro libovolna realna a a b plati nerovnost
la 4+ b] < |a| + 0] (2.5)

Dilkaz. Vyuzijeme nerovnosti (2.4), tj. a < |a| a —a < |a| platné pro libovolné a € R. Uvazme
libovolné a, b € R. Pokud a + b > 0, potom |a +b| = a+b < |a| + |b]. Je-lia + b < 0, potom
la+bl=—(a+b)=—a+(=b) <|a|+ b O

vvvvv

béhem semestru. Jde o dalsi nerovnost, kterou si zformulujeme jako tvrzeni.

Tvrzeni 2.1 (O absolutni hodnoté rozdilu absolutnich hodnot): Pro kazdé x,y € R plati
||z = lyl] < |z —y].

Diikaz. Skutec¢né, diky trojuhelnikové nerovnosti plati
| =yl =lz—y+yl— |yl < |z —yl+ Iyl - |yl = |z —yl

a po prohozeni z za y a jednoduché tpravé pak i |z| — |y| > —|z — y|. Cili dohromady
—lz —y| < |z| = |y| < |z —y|, coz je ekvivalentni dokazovanému tvrzeni. O

Bezdérovost realné osy

Nez se pustime do formulace axiomu uUplnosti, musime zavést, ¢i pfipomenout, jesté jeden
dulezity pojem. Pro a,b € R, a < b, oznaéme (a,b) := {x € R | a <z < b} a nazvéme tuto
mnozinu uzavienym intervalem a body a, b koncovymi body tohoto intervalu. Délkou
intervalu (a, b) nazyvame ¢islo |b — al, tj. vzdalenost jeho koncovych bodu. K dalsim typim

9
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Obrazek 2.3: Ilustrace ke konstrukei intervalti I1, I, a I3 obsahujicich v/2 s racionalnimi
koncovymi body.

intervalll se vratime jesté v Podkapitole 2.4. Z vlastnosti absolutni hodnoty, které jsou stejné
jako pro racionalni ¢isla, plyne nerovnost |z — y| < |b — al platna pro kazdé x,y € (a, b).

Vratme se nyni k Piikladu 2.1 a &islu v/2. Predpokladejme, e R jiz obsahuje kladné feseni
rovnice 72 = 2, které znacime /2. Pro v/2 musi platit V2 e (1,2) = I, (protoze a < 1
implikuje a> < a -1 < 1a a > 2 implikuje a®> > a - 2 > 2, tudi? pro v/2 nemuize platit ani
V2 < 1,ani V2 > 2). Rozpilenim /; podobnym zpasobem zjistime, Ze V2 e (1, %> =1
(protoze a > 3/2 implikuje a®> > 9/4 > 2). Pokracujeme dale plilenim téchto uzavtenych
intervali. Protoze takto konstruované koncové body jsou vzdy racionalni ¢isla a v/2 racionalni
neni (viz Ptiklad 2.1), nikdy se nestane, Ze by po né&jakém déleni byl bod v/2 koncovym bodem
intervalu, a postup tak lze libovolné opakovat. Dostavame tudiz intervaly I,,, n € N, uvnitf
kterych lezi V2.

Pro takto zkonstruované intervaly [, plati inkluze /,,.; C I,, a délka intervalu 7, je Qn—l_l
Tudiz (., I,, je nejvyse jednoprvkova mnozina. Opravdu, pro kazdé 2 ruzné body, mezi
nimiz je nutné vzdalenost d > 0, existuje m € N takové, ze délka intervalu [,,, je mensi nez d,
a nemohou tedy oba soucasné patfit do /,, a tedy ani do praniku ()7, I,,. Na§ pozadavek
V2 € R v tomto piipadé znamena, ze

fjlfnz{\/ﬁ}.

Grafickou ilustraci konstrukce téchto intervali lze nalézt na Obrazku 2.3.

Obecny pozadavek, aby mnozina R ,neméla diry“, miizeme nyni pfesné formulovat jako
tzv. axiom aplnosti: Kazdy systém uzavrenych a do sebe se vnorujicich intervalil, jejichz
délky jsou libovolné malé, ma neprazdny priunik. Podrobnéji, pokud jsou I,,, n € N, uzaviené
intervaly splnujici

1. I, D I,,y1 prolibovolnén e N, tj. Iy DI, D I3 D ---.

2. pro kazdé € > 0 existuje prirozené n tak, ze délka I, je mensi nez ¢,

10
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pak
ﬂ I # 0. (2.6)
n=1

Je dulezité si uvédomit, ze axiom uplnosti je to jediné, co odlisuje realna ¢isla od racio-
nalnich cisel. Jak bylo ukazano vyse na prikladu V/2, racionalni &isla tento axiom nespliuji.
Algebraicky (vzhledem k + a -) maji jinak tyto mnoziny shodné vlastnosti. Pro uplnost do-
dejme, Ze realna cisla také znazornujeme jako body na Ciselné ose, pficemz nyni jiz kazdému
bodu na této ose odpovida pravé jedno realné ¢islo. Z tohoto diivodu ¢iselnou osu nazyvame
také realnou osou.

Poznamka 2.5: V axiomu Uplnosti je zasadni pozadavek na neprazdnost priniku vzajemné
do sebe vnofenych uzavienych intervalt. Podminka na jejich délku neni nutna, ale zase pékné
vystihuje jadro problému a proto ji do axiomu zahrnujeme.

Realna c¢isla: shrnuti vlastnosti

V tomto textu tedy vyuzivame axiomatickou definici mnoziny realnych ¢isel, ktera intuitivné
predstavuje ¢iselny analog geometrické predstavy piimky. Skute¢na konstrukce® takovéhoto
télesa je nad ramec tohoto kurzu. Klasicka konstrukce pomoci tzv. Dedekindovych’ fezii
historicky spada az do druhé poloviny devatendactého stoleti. Vlastnosti mnoziny realnych
¢isel shrnuje nasledujici definice.

Definice 2.1 (Realna ¢isla / Real numbers): Mnozinu realnych c¢isel R chapeme jako ¢iselné
téleso (R, +, -), které je vybavené Gplnym uspofadanim < a které splituje axiom tplnosti.

Pro pohodli ¢tenare explicitné vypichnéme, co vse za pozadavky na operace +, - a < je
vlastné v predchozi definici nakladeno:

« asociativni zakony pro + a -,

« komutativni zakony pro + a -,

« distributivni zakon (- vici +),

« existence nuly (neutralni prvek vici +) a jednicky (neutralni prvek vadi -),
« existence opa¢nych prvka (vaci +),

« existence inverznich prvki (vadi - a pouze pro nenulové prvky) ,

« Uplné usporadani <,

axiom uplnosti.

Duikaz existence.
"Richard Dedekind (1831 - 1916) byl némecky matematik. Vice o tomto tématu se lze dozvédét v predmétu BI-
-ALO.
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2.3 Rozsirena realna osa

Pro budouci uvahy tykajici se limit posloupnosti i funkci je vyhodné formalné rozsifit redlnou

osu o dva dalsi prvky ,lezici v nekoneénu® oznacované symboly ,+00“ a ,,—o0”.

Definice 2.2 (Rozsifena realné osa / extended real number line): Mnozinu realnych ¢isel spolu
se symboly +00 a —00, tj. mnozinu R U {400, —00}, nazyvame rozsifenou mnozinou
realnych éisel (ptipadné té7 rozsiFenou realnou osou) a zna¢ime ji symbolem R.

Kazdy prvek mnoziny R je tedy bud realné ¢islo, nebo jeden ze symbolil +00, —o0o. Na
tyto body se miizeme divat jako na idealizované ,konce” ¢iselné osy (,kompaktifikace® R).
Nejcastéji o nich mluvime jako o ,plus nekoneénu® a ,minus nekoneé¢nu®.

Na mnoziné R pfirozené a intuitivné zavadime uspotradani nasledujicim zptisobem: a <
+o00 pro kazdé a € RU{—o00} a —o0 < a pro kazdé a € RU{+oc}. Naptiklad plati 7 < +o0,
6 > —o0o nebo —o0o < +00. Mnozina R je tedy tiplné uspofadan4, stejné jako R (nebo Q).

Pfi pocitani limit budeme chtit provadét algebraické operace nejen s realnymi ¢isly, ale
i s nékterymi vyrazy obsahujicimi pravé zavedené symboly nekonecen. Proto musime rozsirit
i algebraické operace s¢itani a nasobeni na R, tim se zabyva nasledujici definice.

Definice 2.3 (Algebraické operace na R): Nechf a € R, v zavislosti na jeho hodnoté klademe

proa > —oo: a+ (+00) = (+00) + a = +o0,

proa < 400 : a+ (—o0) = (—00) 4+ a:= —o0,

proa > 0: a-(+00) = (+00) - a := 400,

proa < O0: a-(+00) = (4+00) - a = —o0,

proa >0 : a-(—o0) =(—00) a:=—0o0,

proa < 0: a-(—o00)=(—00)-a:=+0c0
Dale klademe ++.o = — := 0. Rozdil definujeme vztahem a — b := a + (—b), podil ¢ := a - 1,
pouze v pfipadé Ze vyraz na pravé strané ma smysl jakoZto operace mezi realnymi ¢isly nebo
je definovan vyse. Kone¢né pak —(+00) := —o0, —(—00) := 400, |[+00| = |—00]| := 400,

/400 =400 a *7/—00 := —oo pro libovolné k£ € N.

Motivaci pro tuto definici je hlavné véta O limité souctu, soudinu a podilu (Véta 6.1), ke
které se dostaneme pozdéji béhem semestru. Pfi druhém c¢teni doporucujeme na tomto misté
Ctenafi si rovnou pripomenout poznamky u zminéné véty.

Ukazme si nyni konkrétni piiklad operaci, které nyni miizeme v R provadét.

Piiklad 2.2: Naptiklad tak v R plati

4+ (+00) = +o0, -2 (—00) = 400,
101010
= 07 +OO - (_OO) - +OO7
—0Oo0
1
— =0, 10 - (4+00) + (+00) = 400.
+00

Doporucuji v kazdé z téchto rovnosti rozmyslet, ktery bod v Definici 2.3 byl pouzit.

Pozor! Mnozina R vybavené operacemi uvedenymi v Definici 2.3 jiz netvoii téleso. Al-
gebraické operace jsme totiz (z dobrych davoda, jak uvidime pozdéji) ani nedefinovali pro
vSechny mozné hodnoty operandu.
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Varovani 2.2 (Nedefinované vyrazy): Nedefinovany zistavaji mimo jiné nasledujici vyrazy:
+o00

Too

—00 — (—00), —00+ (400), % proa € R.

+oo — (+00), 400+ (—o0), 0-(Fo0),

Opravdu, v zadném z bodt Definice 2.3 nejsou takovéto situace definovany.
Otazka 2.7: Patii symbol ,,00“ do mnoziny R?
Otazka 2.8: Jaka je hodnota vyrazu
(—00)’ £,
2+ \/JFTO

Peclivé svou odpovéd zduivodnéte pomoci Definice 2.3.

2.4 Okoli bodu na rozsirené ciselné ose

V této sekci pfipomeneme definici riznych typu intervalt a dale zadefinujeme novy po-
jem ,okoli bodu” na realné ose. Tento pojem budeme intenzivné vyuzivat v dalsim vykladu
a iv dalsich predmétech. Nejprve si pfipomenme znamé intervaly.

Intervaly

Vyse v textu, v Podkapitole 2.2, jsme pfipomnéli pojem uzavieného intervalu. Tuto definici
nyni zopakujme a roz$ifme i o dal$i znamé typy intervalw. Necht pro a,b € R platia < b.
Potom definujeme

otevieny interval: (a,b) == {z € R|a <z <b},
uzavieny interval: (a,b) == {z € R|a <z <b},
polootevieny (polouzavieny) interval: (a,b) :={z eR ‘ a <z <b},
polootevieny (polouzavieny) interval: (a,b) :={z eR ‘ a <z <b}.

Dale definujeme neomezené intervaly

(a,+0) :={z € R|a <z},

(a,400) :={z € R|a <z},

(—00,b) :={z € R|z < b},

(—00,b) 1= x€R|x<b}
(— oo—l—oo) =

Ve vsech téchto intervalech mluvime o a jako o pocatecnim bodu a o b jako o koncovém
bodu intervalu. O bodech a a b souhrnné mluvime jako o krajnich bodech danych intervala.
Grafickou ilustraci jednoho polouzavieného intervalu uvadime na Obrazku 2.4.

Pro neomezené intervaly s krajnim bodem 0 navic obc¢as pouzivame specialni znaceni:

R+ = (07 +OO)7 Ri = (_007 0)7 Rg = <O7 +OO)7 Ra = (_OO7O>7

tedy poporadé kladna, zaporna, nezaporna a nekladna realna cisla.
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5% t L 4

-1 0 3 R

Obréazek 2.4: Polouzavieny interval (—1, 3) je tvofen véemi redlnymi ¢isly ostfe vétsimi nez
—1 a soucasné mensimi nebo rovno 3.

Poznamka 2.6 (Znaceni intervall): V nékterych zdrojich lze narazit na alternativni znace-
ni otevienych a uzavienych intervalt vyuzivajici hranatych zavorek. Napiiklad ,[1, 2]“ by
pfedstavoval nas uzavieny interval (1,2) a | — 1, 1[* pak nas otevieny interval (—1, 1).

Aby to nebylo tak jednoduché, tak existuje jesté ,kompromisni® varianta znaceni, ktera
pouziva hranaté zavorky k oznaceni uzavienych intervali (napf. [1,2]) a kulaté zavorky
k oznaceni otevienych intervalt (napf. (1, 2)).

Ani jedno z téchto znaceni zde v tomto textu, resp. celém predmétu, nevyuzivame a striktné
se drzime kulatych a $picatych zavorek.

V ptfedchozich odstavcich jsme o nékterych podmnozinach realné osy mluvili jako o ,ome-
zenych®, resp. ,neomezenych®. Tento pojem je zfejmé intuitivné uchopitelny, ale pro uplnost
uvedme i jeho formalni definici.

Definice 2.4 (Omezena a neomezena mnozina / bounded and unbounded set): Mnozinu re-
alnych ¢isel A C R nazyvame omezenou, pravé kdyz existuje redlna kone¢na konstanta
K > 0 takova, ze pro kazdé x € A plati nerovnost |z| < K. Mnozinu A C R nazyvame
neomezenou, pravé kdyz neni omezena. Tedy pro kazdé realné konecné K > 0 existuje
r € A splnujici |z| > K.

Piiklad 2.3: Napfiklad mnozina N je neomezena. Naproti tomu mnozina {sin(n) | n € N}
je omezena. Jisté pro vSechna pfirozena ¢isla plati | sin(n)| < 4 nebo | sin(n)| < 1. VSimnéte
si, ze v Definici 2.4 se nevyzaduje, aby konstanta /K byla nejmensi mozna, staci libovolna
spliujici uvedenou podminku®.

Otazka 2.9: Zménil by se vyznam pojmu ,omezena mnozina“ zavedeny v Definici 2.4, pokud
bychom podminku |z| < K nahradili za |z| < K?

Otazka 2.10: Které z nasledujicich mnozin jsou omezené a které neomezené?
1

a. {— ‘ neN }
n

b. {tgz |z e (—n/4,7n/4)},

Atg |z e (—n/4,7/2)},
d. {z € R |sin(z) =0},

o

e. mnozina vSech prvocisel,
f. mnozina vsech cifer v desitkovém zapisu ¢isla 7.

Svou argumentaci peclivé zalozte na Definici 2.4, tj. bud naleznéte vhodnou omezujici kon-
stantu, nebo dokazte, Ze takova neexistuje.

8Najit uplné vsechny takové konstanty nemusi byt jednoduché.
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2. REALNA c¢isLa OKOLI BODU NA ROZSIRENE CISELNE OSE

Ua(e) Uy (9)

a—E¢e C:L a—+e Z bié R °

Obrazek 2.5: Okoli U, () bodu a o poloméru ¢ (zelené) a pravé okoli U," () bodu b s paramet-
rem ¢ (modré) graficky znazornéné na realné ose.

Okoli bodua € R

Dalsim dilezitym pojmem, ktery pro ¢tenare miize byt novym, je okoli bodu. Tento pojem
je pro nas vyklad pomérné ustfedni, spousta dalsich dulezitych pojmi, jako hromadny bod,
limita nebo derivace, tohoto pojmu vyuzivaji (at uz pfimo, nebo nepfimo). Okoli bodu mame
k dispozici ve dvou typech: podle toho, jestli onim bodem je realné ¢islo nebo +o0. V této
casti textu se vénujeme piipadu a € R.

Definice 2.5 (Okoli bodu a € R / neighborhood): Necht a € R je realné ¢isloac € R je
kladné, € > 0. Otevieny interval (a — €, a + €) nazyvame okolim bodu a o poloméru ¢
a zna¢ime U, (¢). Nékdy téz o této mnoziné mluvime jako o c-okoli bodu a.

Alternativné mizeme tato okoli popsat pomoci vzdalenosti bodl na realné ose, resp.
absolutni hodnoty. Je-lia € Rae > 0, pak x € U,(¢) plati pravé, kdyz |z — a| < . Bod
tedy patii do okoli U,(¢) bodu a € R pravé tehdy, kdyZ jeho vzdalenost od a je mensi nez e,
symbolicky

Use) ={x e R| |z —a| <e}.

O parametru ¢ se z ocividnych divodi ¢asto mluvi jako o poloméru a o bodu a jako o stiedu
okoli U, (¢).

Okoli U, (¢) zavedena v Definice 2.5 téZ ¢asto nazyvame oboustrann4, tyto mnoziny se totiz
,rozprostiraji“ na obé strany od bodu a, tedy okolo bodu a (odtud by méla byt patrna motivace
pro volbu nazvu ,,0koli®). Znaceni pomoci symbolu ,,U" pochazi z némeckého slovicka die
Umgebung pro ,okoli". Grafické znazornéni tohoto typu okoli na realné ose je uvedeno na
Obrazku 2.5.

Dale zavadime tzv. jednostranna okoli bodu a € R. Grafickou reprezentaci tohoto typu
okoli uvadime na Obrazku 2.5.

Definice 2.6 (Jednostranna okoli bodu a € R / One-sided neighborhoods): Necht a € R
a e € R spliiuje € > 0. Polouzavfeny interval (a,a + ¢), resp. (a — €, a), nazyvame pravym,
resp. levym, e-okolim bodu a a zna¢ime ho U (¢), resp. U, (¢).

Duwvod pro pouziti slovicka ,jednostranné® je patrné o¢ividné. Pro vétsi nazornost i tento
typ okoli naleznete ilustrovany na Obrazku 2.5.

Okoli boda +00 a —oc0
Pro dalsi vyklad (zejména o limitach posloupnosti a funkci) je vhodné definovat i okoli bodl
+00 a —oo patficich do mnoziny R. Nasledujici definice piesné tento dalsi druh okoli zavadi.

Definice 2.7 (Okoli +00 a —00): Necht ¢ € R. Otevieny interval (¢, +00), resp. (—o0, ¢),
nazyvame okolim bodu +oo, resp. —oo, v R a zna¢ime U, . (c), resp. U_(c).

Pro zadané ¢ € R tedy do mnoziny U, . (c) patfi véechna realna ¢isla, ktera jsou ostte
vétsi nez c. Graficka reprezentace takovéhoto typu okoli je uvedena na Obrazku 2.6.
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2. REALNA c¢isLa HROMADNY BOD MNOZINY

U_oo(d)

VR > UyoolC)

Obrazek 2.6: Okoli U, o (c) = (¢, +0) a U_(d) = (—00, d) graficky zndzornéné na realné
ose.

Vsimnéte si, ze pro vSechna zavedena okoli bodi a € R plati a € U,(¢), a € U/ (¢e)
aa € U, (). Naopak oviem +00 ¢ U, (c) a —00 ¢ U_x(c).

Okoli bodu z R
,Okoli bodu“ ted tedy mame definované pro libovolné a € R. Vsimnéte si, Ze toto okoli je
vzdy podmnozinou R. V zajmu zjednoduseni znaceni zavadime nasledujici zastfesujici pojem.

Definice 2.8 (Okoli bodu / neighborhood): Pod okolim bodu a € R, ozn. U,, mame na mysli
bud okoli U, () pro néjaké a € R ae > 0, nebo okoli Ui (c) pro néjaké c € R.

Priklad 2.4: Procvi¢me si vySe zavedené nazvoslovi,
« interval (—1, 1) je okolim bodu 0 s polomérem 1, jedna se o Uy(1),

« interval (—1, 1) neni okolim bodu 0, ale obsahuje jakoZzto podmnoziny nekone¢né
mnoho okoli bodu 0 nebo i bodu 1/2,

1,2) neni okolim bodu 0, jedna se ovsem o okoli bodu 1/2 s polomérem 3/2,

« interval ,

—10, +00) je okolim bodu 400, jedna se o U, (—10),

« interval (—o0, 1) neni okolim bodu +o00 ani —oo,

(
« interval (
(
. interval (2, 3) je pravym okolim bodu 2, jedna se o U, (1).

Laskavé ¢tenarstvo si v tento okamzik jisté rado vymysli dalsi priklady. U téchto tvah silné
doporucujeme si situaci graficky znazornit na realné ose.

Otazka 2.11: Ktery z nasledujicich intervala
(—o0,—10), (—00,0), (—00,10), (—o0,+00)

neni okolim bodu —o0?

2.5 Hromadny bod mnoziny

Pomoci pojmu okoli mizeme formalizovat uzite¢ny jev ,hromadéni se“ prvkd mnoziny. Tento
pojem bude zasadni pro pozdéjsi definici limity funkce/posloupnosti.

Definice 2.9 (Hromadny bod mnoziny / Cluster point of a set): Bod a € R nazyvame
hromadnym bodem mnoziny M C R, pravé kdyz v kazdém okoli U, bodu « lezi néjaky
prvek mnoziny M riizny od a.

Povsimnéte si, Ze hromadny bod o mnoziny M nemusi nutné byt prvkem mnoziny M.
Nazorné toto uvidime na nasledujicim prikladu.
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2. REALNA c¢isLa HROMADNY BOD MNOZINY

— Geeeoo—oo—o—— or—— ——— 06—
0 1 1 R
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3 2
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Obrazek 2.7: Hromadny bod mnoziny M = {1/n | n € N} je 0. Je to jediny hromadny bod,
ktery tato mnozina ma.

Piiklad 2.5: Jako ilustra¢ni ptiklad uvazme mnozinu M = {1/n | n € N} (viz Obrazek 2.7).
Tato mnozina ma jediny hromadny bod o = 0.

« Ukazme, Ze o = 0 je opravdu hromadny bod mnoziny M. Je-li Uy(¢) okoli bodu oo = 0
o poloméru € > 0, pak % € M lezi v tomto okoli pro libovolné n > % (ano, tato
nerovnost je ekvivalentni podmince % < ¢). Kazdé okoli bodu 0 tak skute¢né obsahuje
néjaky prvek mnoziny M razny od 0.

« Nyni ukazme, Ze libovolné nenulové o neni hromadnym bodem mnoziny M. Musime
postupné prozkoumat tfi situace. Je-li o zaporné, potom okoli U,, (|a| / 2) zfejmeé celé lezi
na zaporné Casti realné osy a tedy neobsahuje zadny prvek mnoziny M. Je-lia = % €M,
pak vezmeme-lie = m (polovina vzdalenosti k nejblizsimu dal$imu prvku mnoziny
M), pak U, () N M = {a}, coz vylutuje hromadnost tohoto «. Kone¢né, je-li o« ¢ M
kladné, pak je-li opét % prvek M nejblize « (a takovy jisté existuje, v pfipadé existence
dvou takovych prvki zvolme libovolny z nich), pak U,(e) N M se = |a — 1/m|/2 je
dokonce prazdna mnozina a toto o tedy neni hromadnym bodem mnoziny M.

V ramci procvicovani osvojeni si pojmi hromadny bod a okoli bodu doporucuji nakreslit si
v$echny situace o kterych se mluvi v pfedchozich bodech na realné ose.

Priklad 2.6: Mnozina M = {1} nema ani jeden hromadny bod. Opravdu, pokud vezmeme
a = 1, pak kazdé okoli U, obsahuje pouze 1, ale zadny jiny prvek mnoziny M. Pokud
vezmeme « # 1, tak pro € = |a — 1|/2, tj. polovinu vzdalenosti « od 1, je prinik U, (¢) a M
dokonce prazdny a neobsahuje zadny prvek mnoziny M.

V Definici 2.9 se v kazdém okoli vyzaduje existence alesponi jednoho bodu mnoziny M.
Neni tézké si rozmyslet nasledujici jednoduché tvrzeni davajici dalsi diivod pro oznaceni
hromadnych bodi mnoziny jakozto ,hromadnych®.

Tvrzeni 2.2 (O hromadéni bodii kolem hromadnych bodtl): Bod o € R je hromadnym bodem
mnoziny M, pravé kdyz v kazdém okoli U, bodu « lezi nekone¢né mnoho bodit mnoziny M.

Diikaz. Dokazeme postupné obé implikace.

« =: Méjme okoli U, bodu a. Bod « je hromadnym bodem mnoziny M a proto existuje
bod x; razny od « pattici do M i U,, tj. x; € M NU, a 1 # a. Nyni zvolme okoli
V. bodu a o poloméru mensim, nez vzdalenost o od z. I v tomto okoli nutné lezi bod
Xy pattici do M, V,, a tedy i U,, razny od «. Timto zpisobem induktivné sestrojime
nekonecné mnoho vzajemné raznych bodt x4, xs,... mnoziny M lezicich v U,,.

+ <«: Tento smér je snadny. Mame-li okoli U, bodu « v kterém lezi nekone¢né mnoho
¢lenti mnoziny M, pak v ném jisté lezi néjaky (alespon jeden) bod mnoziny M rizny
od a. O]

Tim je dukaz ekvivalence dokoncen.
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2. REALNA c¢isLa REPREZENTACE CISEL V POCITACI

Z predchoziho tvrzeni také ihned plyne, Ze kazda kone¢na mnozina nema ani jeden
hromadny bod. Aby mnozina mohla mit hromadny bod, musi byt nutné nekonecna.

Otazka 2.12: Kolik hromadnych bodtt ma mnozina A = {1 | n € N}?

Priklad 2.7: Rozmyslete nasledujici situace:
« Kazdy bod mnoziny (0, 1) je hromadnym bodem mnoziny M = (0, 1).
« Mnozina M = N ma pravé jeden hromadny bod, +o0.
« Mnozina M = 7 ma pravé dva hromadné body, +00 a —o0.
« Mnozina M = R ma jako hromadny bod libovolny prvek z R.
« Kazda mnozina M s konecnym poctem prvkii nema ani jeden hromadny bod.

Své zavéry peclivé vysvétlete s vyuzitim Definice 2.9, pfipadné Tvrzeni 2.2.

Poznamka 2.7: K tomu, aby bod « byl hromadnym bodem sjednoceni dvou mnozin M
a N staci, aby byl hromadnym bodem jedné z nich. Pozor ovsem, mame-li o hromadny bod
mnoziny M i N, pak jesté nutné nemusi byt hromadnym bodem praniku M a N, naptiklad
mnoziny

M:{l’nEN} a N:{—l‘nEN}

n n

maji obé hromadny bod 0, ale jejich prunik je dokonce prazdna mnozina, ktera nema zadny
hromadny bod.
Poznamka 2.8: Mnozina racionalnich ¢isel Q ma jako hromadné body libovolné realné ¢islo
R (toto je sice intuitivni, ale netrivialni vysledek plynouci z axiomu tplnosti) a dale body
+00 a —o0.

Otazka 2.13: V pfedchozim prikladu jsme vidéli mnozinu s dvéma hromadnymi body i s ne-
kone¢né mnoha hromadnymi body. Vymyslete pfiklad mnoziny majici praveé tii hromadné

body.

Otazka 2.14: Necht « je hromadnym bodem mnoziny A C R. Méjme néjakou mnozinu
B C R, ktera obsahuje mnozinu 4, tj. A C B. Je « hromadnym bodem mnoziny B?

2.6 Reprezentace cisel v pocitaci

Na zavér této kapitoly uc¢inime nékolik dilezitych poznamek k reprezentaci ¢isel v pocitacich.

Nejedna se o zcela podrobny vyklad této problematiky. Je ale dobré si uvédomit, zvlast pro

studenty fakulty informatického zaméfeni, jaky je rozdil mezi redlnymi ¢isly a ,strojovymi

Cisly® (,float®). Zkusenost ukazuje, Ze i ve vyssich ro¢nicich s témito koncepty studenti zapasi.
Nejprve pfipomenme znama fakta z BI-DML.

. Ciselné mnoziny N, Z, Q i R jsou nekonecné, tj. nemaji koneény pocet prvki.
« Mnoziny N, Z i Q jsou nekonec¢né a spocetné (maji stejnou mohutnost jako N).

« Mnozina realnych ¢isel R je dokonce nespocetna (Cantorav diagonalni argument).

18


https://courses.fit.cvut.cz/BI-DML

2. REALNA c¢isLa REPREZENTACE CISEL V POCITACI

Protoze pamét pocitact je omezena, je zfejmé, ze v celé obecnosti nelze ani jednu z téchto
mnozin v pocitaci reprezentovat. Jak uvidime na konci této podkapitoly, tak nedostate¢nost
reprezentace v piipadé realnych ¢isel R je zasadnéjsi nez v pripadé N, Z a Q.

Cela cisla
Cela ¢isla lze snadno reprezentovat v binarni soustaveé, tj. celé ¢islo k € 7Z lze vyjadrit naptiklad
ve tvaru

k=+> k2 >0 resp. k=-1-Y k2 <0,
j=0 Jj=0
kde n € Ny je pfirozené ¢islo a ko, . .., k, € {0,1}.

Typicky pro fixni n v paméti ukladame znaménko (jeden bit) a ko, ..., k, (n + 1 bitd),
tedy v paméti zaberem n + 2 bitd. Timto zplsobem pokryjeme jistou konecnou podmnozZinu
mnoziny Z. I kdybychom n neomezili (libovolna presnost, viz napt. GNU MP (GMP) knihovnu),
pak pro vétsinu hodnot narazime na kone¢nou pamét naseho stroje.

Naptiklad pro 64 bitovy integer se znaménkem je nejvétsi, resp. nejmensi, reprezentova-
telna hodnota

9223372036 854 775807,

62
+> 1Y
7=0
62
—1-) 1.2/ = —9223372036854 775 808.
7=0

Coz, pfiznejme si, v porovnani s vétsinou celych cisel nejsou zadné velké hodnoty.
Algebraické operace mezi takto popsanymi celymi ¢isly probihaji exaktné a nedochazi pfi

nich k chybam, vyjma problému s pfetecenim a podtecenim.

Priklad 2.8 (Ctytbitova ukazka): Pokud bychom méli pro nas ¢iselny typ k dispozici pouze

Ctyfi bity, pak by situace vypadala nasledovné. V paméti bychom méli uloZen jeden bit

s € {0,1} pro znaménko a tii bity ko, k1, ks € {0, 1} pro binarni cifry. Kazdému fetézci

skokiks € {0,1}* je pak ptitazeno ¢islo

+(ko + k12 + k92?), pokud s = 0,

2.7
-1 — (k0+k12+k222), pokuds =1. ( )

f(Skokle) = {

V tomto piipadé mizeme vSechna tato ¢isla i pékné vypsat, dekédovaci tabulka je znazornéna
v Tabulce 2.2. Mame tak kone¢nou mnoZinu o 2* = 16 ¢lenech popisujici cela ¢isla od —8 do

7, tedy mnozinu {—8, —7,..., 6, 7}. To je samoziejmé velmi malinkd podmnoZina mnoziny Z.
Aritmetické operace s¢itani a od¢itani lze provadét exaktné, spravné zde dostaneme napiiklad
2-(—3) = —6 nebo —2 + 7 = 5. Velmi ¢asto ale narazime na fatalni pfeteceni/podteceni

(overflow / underflow).

Racionalni ¢isla
Racionalni ¢isla miizeme v paméti uchovavat jakozto dvé cela ¢isla. Algebraické operace
mezi racionalnimi ¢isly vychazeji z algebraickych operaci mezi celymi ¢isly a tedy i je lze
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Skokll{?g f(Skokle) Skokle f(Slfokle)

0000 0 1000 —1
0100 1 1100 —2
0010 2 1010 -3
0110 3 1110 —4
0001 4 1001 -5
0101 5 1101 —6
0011 6 1011 -7
0111 7 1111 —8

Tabulka 2.2: Vypis 4bitovych celych ¢isel se znaménkém z Piikladu 2.8. Tento datovy typ tedy
popisuje cela ¢isla od —8 do 7, tj. mnozinu {—8, —7, ..., 6, 7}. Dekddovani binarniho fetézce
provadime pomoci zobrazeni f definovaného v rovnici (2.7).

vykonavat exaktné (bez chyby). Stale ovsem hrozi problém nemoznosti reprezentovat prilis
velky (v absolutni hodnoté) jmenovatel nebo ¢itatel. Nékteré programovaci jazyky (napf.
parametricky typ Rational{T} v Julia, tfidy std::ratio v C++ a Fraction v Pythonu, atp.)
a ruzné CAS (Mathematica, SageMath a pfibuzni) umoziuji pracovat s racionalnimi ¢isly
timto exaktnim zptisobem. Znovu upozornujeme na zasadni rozdilnost tohoto pfistupu od
pristupu zalozeném na ¢islech s plovouci desetinnou teckou (tzv. float), kterému se budeme
vénovat v nasledujici ¢asti textu.

Strojova cisla: IEEE-754

Nejpouzivanéjsim standardem pro praci s ¢isly s tzv. pohyblivou desetinnou ¢arkou je standard
IEEE-754 [3]. Tento standard je zcela jisté historicky nejrozsifenéjsi a nejpouzivanéjsi. Diky
jeho podpofe na urovni hardware, jsou vypocty s témito ¢isly velmi rychlé. Za rychlost je ale
nutné zaplatit nepfesnosti ve vypoctech, které mohou mit fatalni disledky pro vypocty. Im-
plementace ,matematického algoritmu® tak nemusi byt zcela jednoduch4, protoze akumulace
numerickych chyb mtze nékteré z téchto postupti ucinit prakticky nepouzitelné.

Nejedna se ovsem o jediny mozny zpusob prace s aproximaci realnych ¢isel na pocitaci.
Existuji i dalsi pfistupy jako napiiklad Unum (universal numbers) nebo intervalova aritmetika.
Do téchto oblasti v tomto textu zabihat nebudeme. Zvidavé ¢tenafstvo se maze dozvédét vice
z uvedenych odkazi.

Realna ¢isla miizeme popsat v binarnim ciferném tvaru, jehoz ¢ast za ,desetinnou” teckou
muze ovSem byt nekonecna. V zavislosti na hodnoté mantisy m € Z, exponentu e € 7Z
(maximélné d bitl), znaménka s € {0, 1} a typového parametru b € Z postupujeme takto:

« Pro0 < e < 2%—1amklademe x = (—1)%- (1.my), - 2°°° (tzv. normalizované éislo).
« Proe =0am # 0klademe x = (—1)* - (0.my)5 - 2!~ (tzv. subnormalni éislo).

« Proe=0,m =0as = 0klademe x = +0 (pro s = 1 pak x = —0).

« Proe=2%—1,m=0as = 0klademe x = +Inf.

e« Proe=2%—1,m =0as = 1klademe z = —Inf.
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2. REALNA c¢isLa REPREZENTACE CISEL V POCITACI

presnost mantisa m d = pocet biti e parametr b
polovicni (binary16) 10 bita ) 15
jednoducha (binary32) 23 bita 8 127
dvojita (binary64) 52 bita 11 1023
Ctyfnasobna (binary128) 112 bita 15 16 383

Tabulka 2.4: Parametry raznych strojové ¢iselnych datovych typt. Ve vsech pripadech jesté
mame jeden bit pro znaménko, s € {0, 1}.
« Proe = 2% — 1 am # 0 klademe x = NaN (Not a Number).

Omezeni téchto parametri definovana ve standardu IEEE-754 jsou uvedena v Tabulce 2.4.

Priklad 2.9: Podobné jako v Prikladu 2.8 se pojdme podivat, jak by mohla vypadat takovato
¢isla ve velmi extrémné malém, ale konkrétnim, prikladé 5 bitt. Téchto 5 bitd rozdélme
nasledujicim zpiisobem:

« 1 bit pro znaménko s € {0, 1},
« 2 bity pro signifikand mg, m; € {0,1}, tj. m € {0, 1,2, 3},
« 2 bity pro exponent eg, e; € {0,1},tj. e € {0,1,2,3}.

Parametr b zvolime analogicky (viz Tabulku 2.4) jako 1. Dale v souladu se znacenim vyse
mame d = 2.

Retézce smomyege; € {0, 1}5, kterych je celkem 2° = 32 riznych, pak dekédujeme podle
popisu vyse nasledujicim zpisobem. Specialni hodnota +Inf, resp. -Inf, odpovida situaci
e=3,m=0as=1,resp. s =0, tj. fetézcim

f(00011) = +1Inf a f(10011) = —Inf.
Kladna, resp. zaporna, nula odpovida situacie = m = 0a s = 0, resp. s = 1, tedy
£(00000) =+0 a f(10000) = —O0.
Nasledujicich Sest fetézct spliujicich e = 3 a m # 0 nepfedstavuje Zadna ¢isla, jde o NaN,

£(01011) = £(00111) = f(01111) = NaN,
F(11011) = f(10111) = f(11111) = NaN.

Pro normalizovana ¢isla mame hodnoty e = 1,2, m a s libovolné, dostavame tak celkem
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2. REALNA c¢isLa REPREZENTACE CISEL V POCITACI

2 -4 -2 = 16 normalizovanych c¢isel

£(00010) = (+1) - (1.00) - 21 =1, f(10010) = (—1) - (1.00)5 - 271 = —1,
f(01010) = (+1) - (1.10)y - 271 = ; f(11010) = (—1) - (1.10)y - 21 = —g,
£(00110) = (+1) - (1.01)y - 27! = Z, f(10110) = (=1) - (1.01)y - 27! = —Z,
f(01110) = (+1) - (1.11)y -2 = ;l, f(11110) = (=1) - (1.11)y - 21 = —Z,
f(00001) = (+1) - (1.00)5 - 2>t =2, £(10001) = (=1) - (1.00) - 2*7! = =2,
f(01001) = (+1) - (1.10)5 - 221 =3,  £(11001) = (—1) - (1.10)5 - 2> 1 = =3,
£(00101) = (+1) - (1.01)y - 2*° ! = g £(10101) = (—1) - (1.01)y - 2*7 ! = —g,
f(01101) = (+1) - (1.11)9-2*7! = ; f(11101) = (1) - (1.11)9 - 2> = —;,

Pro subnormalni ¢isla mame hodnoty e = 0, m # 0 a s libovolné, dostavame tak celkem
1-3-2 = 6 subnormaélnich ¢isel

£(01000) = (+1) - (0.10)y - 2! = % f(11000) = (—1) - (0.10)y - 27! = —%,
£(00100) = (+1) - (0.01)y - 271 = 411’ £(10100) = (—=1) - (0.01)y - 271 = _}L,
£(01100) = (+1) - (0.11)y - 27! = Z, f(11100) = (=1) - (0.11)y - 271 = —Z.

Shriime si struc¢né vysledky tohoto prikladu. Hypoteticky péti bitovy datovy typ popsany
v tomto prikladé svych 32 hodnot interpretuje jako

« 2 specialni hodnoty +Inf a -Inf,

« 2nuly +0 a —0,

6 neciselnych hodnot NaN,

« 16 normalizovanych ¢isel, zkracené zapsanych jako

:l:l,:|:§,:|:§,:|:z,:|:2,:|:§,:l:3,:lzz ,
47274 2 2

+ 6 subnormalnich ¢isel, zkracené zapsanych jako

+ 1 + 1 + 3
47274
Grafickou ilustraci uvadime na Obrazku 2.8.

Z vyse uvedeného je patrné, Ze z mnoziny R jsme schopni popsat vzdy jen velmi omezenou
a kone¢nou mnozinu tzv. strojovych ¢isel. Navic kazdé takové ¢islo je racionalni.

Dale standard definuje, jak se zaokrouhluje pii provadéni algebraickych operaci a pfi
ukladani cisel, ktera nejsou exaktné vyjadritelna ve zvolené presnosti. Vétsina algebraickych
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2. REALNA c¢isLa REPREZENTACE CISEL V POCITACI

_z _5 _T _5 _1 1 5 7 5 z
2 2 4 4 2 :‘:() 2 4 4 2 2
@ *—@ 0000000000000 000 ¢ @ @
_3 _2 _3 _1_3 _1 1 3 1 3 2 3
1 1 2 1 4 4 4 4 1 2 1 1

Obrazek 2.8: Graficka reprezentace Cisel popsanych v Prikladé 2.9. V tomto péti bitovém
pfipadé mame 16 normalizovanych ¢isel (¢ervené), 6 subnormalnich ¢isel (modfe) a 2 nuly
(hnéde). Dale zbyvaji dvé nekonecna a 6 NaN hodnot, které na obrazku znazornény pfirozené
nejsou.

10°

108

107

10°

10° | — —

\
—10 -5 0 5 10

Pocet binary32 ¢isel v intervalu délky 1/10

Obrazek 2.9: Rozlozeni 32 bitovych strojovych ¢isel okolo 0. Porovnejte s 5 bitovou situaci
prezentovanou na Obrazku 2.8.

operaci s takovymito Cisly je tudiz nutné zatizena chybou. V dasledku toho operace mezi
strojovymi ¢isly ztraci fadu oc¢ekavanych vlastnosti (jako asociativita nebo distributivita).
Dale se tato chyba muze postupné kumulovat, nebo i zasadné projevit i jen pii jedné operaci.

Vyhodou strojovych cisel je samoziejmé rychlost operaci, které probihaji na drovni hard-
ware. Cena za to je dana vysSe zminénymi problémy. Pfi implementaci ,matematického
algoritmu” je proto nutné se zabyvat i vlivem zaokrouhlovacich chyb. Nékteré algoritmy
nejsou pro implementaci ve strojovych ¢islech z téchto divoda vhodné, napriklad Gaussova
eliminace. Témito problémy se (mimo jiné) zabyva numericka matematika.

Zaokrouhlovani, vedle podteceni a preteceni, neni jedinou patologii strojovych ¢isel.
RozlozZeni téchto ¢isel po Ciselné ose je silné nerovnomérné. Daleko od nuly jsou mezery
mezi ¢isly pomérné velké! Graficky lze tento efekt vyjadrit pomoci histogramu uvedeného na
Obrazku 2.9.
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2. REALNA c¢isLa REPREZENTACE CISEL V POCITACI

Poznamka 2.9: Vsimnéte si, ze kazdé strojové ¢islo je nutné tvaru podilu celého ¢isla a néjaké
mocniny dvou. Ne kazdé takové ¢islo ovsem je strojové.

Otazka 2.15: Uvazme standardni 64 bitova strojova ¢isla. Jaké je nejvétsi a druhé nejvétsi
¢islo (Inf ted neuvazujeme) presné reprezentovatelné v tomto datovém typu? Jaka je mezi
nimi mezera?

Otazka 2.16: Cislo 1 je strojové ¢&islo. V dvojité piesnosti uréete nejmensi strojové &islo, které
je vétsi nez 1. Tj. které ,nasleduje” hned za 1.

Priklad ¢isel 1/2a1/3
Pojdme se podivat na konkrétni priklad. Uvazme v dne$ni dobé standardni dvojitou presnost
(64 bitovy ﬂoat)

Cislo 3 je ramci tohoto datového typu piesné reprezentovatelné jako normalizované
strojové 01slo protoze

1
5 = (+1)-(1.0---0)y - 91022-1023

Cislo 3 uz piesné reprezentovatelné neni’, jeho binarni rozvoj je nekone¢ny'’:

1 1 1S |
L2 ==y — = (10101010101
3 41— 4 :O( ) 4 0T)2 »

l
1

6004 799 503 160 661
18014 398 509 481 984

~ . 1021-1023 _
~ (+1) (1.0101b 01)s - 2
52 bita

= (.

Zde jsme zaokrouhlili smérem k nule. V pocitaci proto timto zptisobem nemize byt ¢islo 1/3
uloZeno presné! Piesné je v ném uloZeno vySe zminéné q.

Problémy s chybami pii provadéni algebraickych operaci mizeme nyni ilustrovat explicit-
né. Plati nasledujici rovnosti:

1 1 5 1 Y= 15011998 757901 653 1 Yo 3752999 689475413
27376 2 717 18014308500481984" 2 17 4503599 627370496

kde ~ opét znazornuje, jaké ¢islo bychom dostali po zaokrouhleni do strojovych cisel.

Operace s +Inf a -Inf

V Definici 2.3 jsme zavedli (nékteré) algebraické operace mezi prvky mnoziny R. Znovu
pfipominame, Ze motivaci pro tuto definici je Véta 6.1, které se budeme vénovat podrobnéji
pozdéji. Standard IEEE-754 vedle popisu reprezentace strojovych ¢isel a specialnich hodnot
+Inf, -Inf, NaN (Not a Number), +0 a -0 i urCuje hodnoty algebraickych operaci, kde jeden
z operandu je néktera z téchto specialnich hodnot.

Operace mezi témito specialnimi hodnotami takika presné odpovidaji nasi Definici 2.3. Je
zde ovSem nékolik drobnych rozdili.

Pri s¢itani a odcitani se strojova nekonecna +Inf (zkracené Inf) a -Inf chovaji tak,
jak bychom ¢ekali. Napriklad plati: Inf + Inf = Inf, -Inf - Inf = -Inf,a + Inf = Inf

?At uz zvolite kolik biti pfesnosti chcete!
107 de lehce predbihdme k nekoneénym fadam, reklama na BI-MA2.

24



2. REALNA c¢isLa REPREZENTACE CISEL V POCITACI

aa - Inf = -Inf, zde a je libovolné konec¢né strojové ¢islo (prvek Q). V pripadech, které
jsme v Definici 2.3 vynechali, nyni dostaneme NaN hodnotu. Tedy v podstaté chybu, naptiklad:
Inf - Inf = NaN, -Inf + Inf = NaN.

Pfinasobeni jsme také ve shodé s Definici 2.3. Napfiklad plati Inf * Inf = Inf,-Inf * Inf = -Inf,
a * (-Inf) = +Inf pro zaporné konecné strojové a, atd. Pokud nasobime nulou (jedno kte-
rou, +0 zkracené oznacujeme 0) nekone¢nou hodnotu, tak opét dostaneme chybu, resp. NaN.
Napriklad plati @ * Inf = NaN, © * (-Inf) = NaN.

V souladu s Definici 2.3 je i snaha o déleni dvou strojovych nekonecen. Tento pfipad neni
definovan, dostaneme NaN. Napftiklad plati Inf / Inf = NaN, -Inf / Inf = NaN, atd.

Varovani 2.3 (Nula, kladna nula a zaporna nula): Standard IEEE-754 zavadi kladnou nulu
+0 (zkracené zapisujeme 0) a zapornou nulu -0. ,Nula bez ptivlastku® mezi strojovymi ¢isly
v pravém slova smyslu neexistuje. Tyto dvé nuly jsou ale ¢asto povazovany za totozné (napf.
porovnani +0 == -0 vraci true). Obé tyto nuly se chovaji jako neutralni prvky vuci s¢itani.

Z naseho thlu pohledu toto neni vhodné. V mnoziné R i R mame pouze jednu nulu 0,
ktera neni ani ,kladna“ ani ,,zaporna“. Je to nula.

Zbyva shrnout zatim neprobrané situace tykajici se déleni. Zde se standard IEEE-754 od
nasi Definice 2.3 jiz zasadnéji odlisuje, protoze tu hraje roli znaménko strojové nuly. Nejprve,
podil kone¢ného strojového ¢isla a nekonecna je nula, jejiz znaménko se fidi znaménky
Citatele a jmenovatele podilu. Napfiklad plati:a / (-Inf) = +0aa / Inf = -0 pro libovolné
zaporné konecné a (vCetné zaporné nuly), atd. Pti déleni nulou pak mohou nastat dvé situace:

« podily dvou (libovolnych) nul vraciNaN, nejsou definovany. Tj.+0 / +0 = NaN,-0 / -0 = NaN,
+0 / -0 = NaNa-0 / +0 = NaN.

« podil, kde citatel je nenulové strojové ¢islo (véetné nekone¢nych hodnot) a jmenovatel
je jedna z nul, vyusti v nekone¢nou hodnotu ,se znaménkém danym znaménky cita-
tele a jmenovatele®. Napfiklad plati: Inf / -0 = -Inf,a / +0 = -Inf pro libovolné
zaporné nenulové strojové a, atd.

V tomto poslednim odstavci se tedy Definice 2.3 a standard IEEE-754 zasadné odlisuje. Neni
to prekvapivé, standard a nase definice jsou v tomto sméru nekompatibilni (0 neni +0 ani -0).
Kladna i zaporna strojova nula se ovsem chova rozumné, zminénou Vétu 6.1 by slo upravit
tak, aby vhodné motivovala i toto chovani. My se timto smérem nevydavame, v matematice
nebyva zvykem zapornou a kladnou nulu pouzivat.
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3 Funkce

V této kapitole vychazime ze znalosti tykajicich se zobrazeni ziskanych v predmétu BI-
-DML. Pro pohodli ¢tenafe v dodatku (Kapitola 11) ovsem na jednom misté shrnujeme vsechny
zakladni pojmy a informace tykajici se této latky. Dale v dodatkové Kapitole 12 shrnujeme
vétsinu dulezitych vlastnosti tzv. elementarnich funkci, které byste vétsinou uz méli znat ze
stfedni skoly.

Z popisu vyse je patrné, ze v této kapitole nebude vétsi mnozstvi nového materialu. I tak
muzeme vypichnout nasledujici zasadni body, které by si studentky a studenti méli odnést:

« realna funkce jakozto specialni ptipad zobrazeni,
« jesté specialnéjsi piipad realné funkce (zde zkracené ,funkce®) jedné realné proménné,
» zakladni vlastnosti takovychto funkci,

« popis asymptotického chovani funkci pomoci symbola 0 a O (zfejmé nejzasadnéjsi
,2hovinka®).

3.1 Realna funkce

Ustfednim objektem nageho zajmu v tomto pfedmétu bude ,realna funkce®. Pod timto slovnim
spojenim mame na mysli nasledujici obecny koncept.

Definice 3.1 (Realna funkce / real function): Méjme n € Na A C R” neprazdnou mnozi-
nu. Zobrazeni f neprazdné mnoziny A do mnoziny realnych ¢isel R, tj. symbolicky f: A — R,
nazyvame realnou funkci. O mnoziné A mluvime jako o defini¢cnim oboru funkce f
a znacime ji D;. Dale mnozinu Hy véech y € R, pro ktera existuje z € A spliwjici f(z) =y,
symbolicky

Hp:={y eR |Gz e A)(f(z) =y)},

nazyvame oborem hodnot funkece f.

Pfipomenme, ze takovéto zobrazeni f je formalné zadano jako podmnozina kartézského
souc¢inu A X R. Funkéni hodnotu zobrazeni f v bodé z € A zna¢ime standardné f(z).

Poznamka 3.1 (Funkce vs. funkéni hodnota): RozliSovani mezi realnou funkci a jeji hodnotou
je bézné i v programovacich jazycich. Naptiklad v Pythonu mizeme jedinym ptikazem vytvorit
funkei f pasobici na svém argumentu pfedpisem f(z) = z + 10,

f = lambda x: x + 10
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3. FUNKCE REALNA FUNKCE

V proménné f je nyni uloZen objekt typu funkce, piikaz type(f) nam vrati function. f ma
smysl samo o sobé (an sich). Teprve volame-li funkci f s konkrétnim argumentem, tak ziskame
funkéni hodnotu. Napriklad polozime-li x=3 po vyhodnoceni f (x) dostaneme 13.

Poznamka 3.2 (Neni funkce jako funkce): Z programatorského pohledu zde mluvime o tzv.
cisté funkeci (pure function). Vétsina ,funkei®, které pfi programovani pouzivate, nejsou
funkce ve vyse uvedeném smyslu (i kdybychom relaxovali pozadavek na redlnou navratovou
hodnotu - jejich vystup muze byt ovlivnén i né¢im dal$im, nez hodnotou argumentt, a navic
mohou mit vedlejsi efekty).

Poznamka 3.3: Uvedena Definice 3.1 je zdmérné obecna a zastiesuje pojmy ,realna funkce
realné proménné®, ,realna posloupnost® a ,realnéa funkce vice realnych proménnych®, s kterymi
se budeme postupné podrobnéji seznamovat.

Poznamka 3.4 (Zavisle a nezavisle proménné, znaceni): Realnou funkci realné proménné f
také 1ze chapat jako formalni popis zavislosti dvou veli¢in (proménnych), napt. x a y, kterou
znazornujeme v grafu s horizontalni osou z a vertikalni y, symbolicky v tomto pfipadé piseme
y = f(z). O x pak mluvime jako o nezavisle proménné a o y jako o zavisle proménné. Je-li
totiz zadana hodnota proménné z, pak pomoci f lze jednozna¢né urcit hodnotu proménné
y, Proto hodnota y zavisi na hodnoté x, ktera je v tomto smyslu nezavisla. Tuto interpretaci
Casto potkate ve fyzice, ale pro jeji nazornost ji obc¢as budeme pouzivat i zde.

Nezavisle proménnou riznych funkci budeme oznacovat symboly n, £, ¢i ¢ v situacich,
kdy probihaji néjakou podmnozinu celych ¢isel (,diskrétni proménna®). Symboly x, y a z po-

svvs

oboru.

Mezi realnymi funkcemi lze pfirozené provadét zakladni algebraické operace:
Definice 3.2 (Nasobek, soucet, soucin a podil redlnych funkci): Méjme realné funkce f: A —
Rag: B — Rakonstantu c € R.

« Potom definujeme nasobek realné funkce f konstantou c jako funkci
(cf)(z) =c- f(z), x€Dy:=A.

« Pokud C := AN B # (), pak definujeme soucet funkei f + ¢g: C — R a soucin
f-g: C = R téchto realnych funkci predpisy

(f+9)(x):=flx)+g(x) a (f-9)(z):=f(z) g(x) proxzeC.

« Dale pokud D := {x € AN B | g(x) # 0} # 0, pak definujeme podil funkci
g: D — R predpisem

([) S EAC ———

g g9()

Poznamka 3.5: Pro ty z vas, ktefi v letnim semestru studujete i predmét BI-LA2, pozname-
nejme, ze mnozina vsech realnych funkci definovanych pravé na néjaké neprazdné mnoziné
A C R™ a vybavena operaci s¢itani a nasobeni konstantou z Definice 3.2 tvofi vektorovy
prostor. Pokud je mnozina A konec¢na, pak (a pouze pak) je prostor vSech takovychto funkeci
konecénédimenzionalni.

Otazka 3.1: Mé&jme funkce f(z) = \/z a g(x) = /—x. Najdéte funkci f + g.
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3. FUNKCE REALNA FUNKCE REALNE PROMENNE

3.2 Realna funkce realné proménné

V BI-MA1 se budeme zabyvat realnymi funkcemi s pouze jednou realnou proménnou. Realnym
funkcim vice proménnych se budeme vénovat v zimnim semestru v navazujicim predmétu BI-
-MA2.

Definice 3.3 (Realna funkce realné proménné): Zobrazeni f: Dy — R, kde Dy C R je
neprazdna mnozina realnych c¢isel, nazyvame realnou funkci realné proménné.

Poznamka 3.6: V celém kurzu BI-MA1 budeme termin realna funkce realné promeénné povét-
S$inou zkracovat na termin funkce. Nebezpeci zmateni nehrozi, s funkcemi vice proménnych
se podrobnéji setkame az v BI-MA2.

Realna funkce realné proménné je casto zadana tzv. explicitné. Tedy pomoci funkéniho

ptedpisu typu f(x) = V(z), kde V() je néjaky vyraz v proménné z a bez explicitniho udani
defini¢niho oboru. Napt. ,.f(z) = 2% + 1% Timto zpiisobem ovsem funkce neni plné zadana.
Jaky je jeji defini¢ni obor? Bud musime explicitné fici, jaky defini¢ni obor uvazujeme, nebo
konvenc¢né zvolime nejvétsi mozny defini¢ni obor vzhledem k danému vyrazu:
Definice 3.4 (Maximalni defini¢ni obor): Funkci f zadanou pouze ptredpisem V' (x) chapeme
definovanou na maximalnim' defini¢nim oboru, tedy na mnoziné vsech realnych x, pro
které ma vyraz V (x) smysl jakoZto realné ¢islo, a 1ze mu tedy jednoznacné piifadit realné
¢islo.

Pro pripomenuti uvadime Tabulku 3.2 s defini¢nimi obory nékolika znamych funkeci.
Podrobny prehled vlastnosti elementarnich funkci, véetné jejich defini¢nich obort, nalezne
ctenar v dodatkové Kapitole 12.

Piiklad 3.1: Pod funkeci f zadanou explicitné vzorcem f(x) := v/ + 1 si tedy pfedstavime
funkci f: Dy — R urcenou timto pfedpisem na maximalnim defini¢nim oboru, kterym je
mnozina Dy takovych x € R, Ze v/x 4+ 1 mé smysl a dava realné ¢islo. Z pozadavku xz +1 > 0
pak hned dostdvame maximalni defini¢ni obor Dy = (—1, +00).

Tato funkce f je rizna od funkce g zadané predpisem ¢(z) := +/x + 1 s defini¢nim
oborem D, := (0, +00).

Priklad 3.2: Uvazme piedpis f(x) = x—‘ﬁ Prirozenym defini¢nim oborem f je mnozina
Df = <0, 1) U (1, +OO>

Podminky na ,,smysluplnost® daného vyrazu jsou totiz v tomto piipadé nenulovost jmenovatele
a nezapornost argumentu odmocniny. Konkrétné z — 1 # 0ax > 0.

Otazka 3.2: Zadava predpis f(z) = In (ln (sin(w))) funkci?

Funkci f: Dy — R si ¢asto mizZzeme také predstavit, respektive nakreslit, pomoci jejiho
grafu. Tim méme na mysli podmnozinu roviny R? zadanou predpisem I'; := {(z,y) | y =
f(z), prox € D;}. Vsimnéte si, Ze graf funkce f, tj. mnozina Iy, pfedstavuje relaci (BI-DML,
Definice), ktera formalné tuto funkci (zobrazeni) definuje. V nasem konkrétnim ptipadé realné
funkce realné proménné ovsem lze tuto mnozinu velmi nazorné vizualizovat v roviné.

Velké mnozstvi ukazek grafti riznych funkci mtze ¢tenar nalézt v dodatkové Kapitole 12.
Déle zde na Obrazku 3.1 ¢tenafstvu nabizime interaktivni ukazku grafu funkce a souvisejicich
pojmuL.

INékdy té% ,piirozeném” defini¢nim oboru.
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3. FUNKCE REALNA FUNKCE REALNE PROMENNE

funkce parametr podminka popisujici defini¢ni obor
# keN x#0

x keN x>0

2 x k € Ny zeR

e’ reR

In(x) x>0

sin(x) zeR

cos(z) reR

tg(z) r# 5 +nkprokeZ
cotg(x) x#krprok € Z
arcsin(x) —-1<z<1

arccos(z) —-1<z<1

arctg(x) ze€R

Tabulka 3.2: Maximalni defini¢ni obory nékterych elementarnich funkei.

a
®

-35 -3 25 -2 -15 -1 -05 0 05 1

-05

Obrazek 3.1: Interaktivni ilustrace k zakladnim vlastnostem funkci. Pomoci sluzby Geogebra
vizualizujeme graf funkce f(z) = 1 + v/ +/(z — 1)(2 — z). Jejim maximélnim defini¢nim
oborem je mnozina D; = (1,2) C R, oborem hodnot je mnozina H; = (1,1 + 3+/3/4)
(netrivialni, budete umét odvodit pomoci diferencialniho poctu na konci semestru). Na ob-
razku muzete pohybovat bodem a € Dy a sledovat zménu funkéni hodnoty f(a) € H;
abodu (a, f(a)) € I'y. (Otevrit v prohlizeci.)
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Protoze jsou funkce specialnimi ptipady zobrazeni, pfenasi se na né pojmy prosta (injek-
tivni), na (surjektivni) a vzajemné jednoznacna (bijektivni) funkce. Také ihned po zobrazenich
zdédime operace zuzeni zobrazeni, skladani zobrazeni a inverzni zobrazeni, a koncept rovnosti
zobrazeni. Viz Kapitolu 11.

V ptipadé inverze se ovSem s prostym podédéni pojmu od zobrazeni nespokojime. Pro
(nejen pouze) nase ucely studia vlastnosti realnych funkci realné proménné je pfistup v BI-
-DML Definici 11.9 p#ilis striktni. Nase ,funkce” (Definice 3.3) chapeme jako zobrazeni A — R,
kde A C R je neprazdna mnozina a vzdy zobrazujeme do R. Napfiklad exponenciala, e*, tak
standardné neni chapana jako surjektivni (na R), neni bijekci a neméla by tak inverzi, i kdyz
je prosta. Zavadime proto nasledujici koncept inverzni funkce.

Definice 3.5 (Inverzni funkce): Je-li f: Dy — R prosta funkce, pak inverzni funkci
/'t H; — Rk zobrazeni f definujeme pro kazdé x € H; = f(Dy) predpisem f~'(z) := v,
kde y je (za uvedenych piedpokladl nutné jednozna¢né dany) prvek mnoziny D splnujici
r = f(y).

Priklad 3.3: S touto definici je skute¢né In : (0, +00) — R inverzni funkcik e : R — R.
Obé funkce jsou prosté. Pouze In je surjektivni.

Otazka 3.3: Existuje funkce, pro kterou by platilo f~(z) = ﬁ pro vSechna o € Djy-1?
Pro popis chovani funkci se nam jesté mohou hodit nasledujici dva pojmy.
Definice 3.6 (Omezena funkce / bounded function): Funkci f: D; — R nazyvame omeze-

nou, prave kdyz existuje konstanta K > 0 takova, Ze pro vSechna x € D/ plati nerovnost

|f(2)] < K.

Alternativné, presnéji ekvivalentné, bychom mohli fici, Ze funkce f je omezena, pravé
kdy?z jeji obor hodnot je omezena mnozina. Vzpomente si, Ze omezenost mnoziny M C R
znamena existenci konstanty K > 0 takové, ze |z| < K pro viechna x € M.

Otazka 3.4: Udejte priklad dvou funkci, jedné omezené a jedné neomezené. Své volby radné
zdtvodnéte.

Vedle omezenosti funkce zavedené v Definici 3.6 je pro popis funkci uzite¢ny i nasledujici
pojem.
Definice 3.7 (Konstantni funkce / constant function): Funkci f: Dy — R nazyvame kon-

stantni, pravé kdy?z existuje konstanta ¢ € R takova, ze pro v§echna z € Dy plati f(x) = c.

Otazka 3.5: Dala by se konstantnost funkce f: D; — R vyjadrit podminkou nakladenou na
jeji obor hodnot? Podobné jako jsme to vyse udélali pro omezenost?

Otazka 3.6: Vymyslete funkci zadanou predpisem, ktery na prvni pohled formalné zavisi na
nezavisle proménné z, ale ktera je ve skutec¢nosti konstantni.

Dale uvadime pouze nékolik prikladti demonstrujicich pravé zminéné pojmy v pripadé
funkci.

Priiklad 3.4: Urcete, zda je nasledujici funkce f : R — R prosta, na, pfipadné bijektivni.

. 0
f@:{g iio

Reseni. Funkce f je prosta. Vskutku, piedpokladejme, Ze existuji x; # x5 takova, ze f(x;) =
f(z2). Protoze f(x) ma dle definice vyse vzdy stejné znaménko jako x (tj. sgn(z) = sgn(f(z)),
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Obrazek 3.2: Graf funkce z Prikladu 3.4. Tato funkce je bijekci mnoziny R se sebou samou.

platiipro z = 0), tak musi mit z; stejné znaménko jako z a zjevné téZ musi byt obé nenulova
(protoze x; # x5 a f(x) je nulova pouze pro x = 0). Pfedpokladejme, Ze jsou obé kladna.
Potom 1/x; = 1/x9 je ekvivalentni o = x; a dostavame spor s pfedpokladem x; # ws.
Analogicky postupujeme, pokud by byla obé zaporna.

Funkce f je také na. Pro y = 0 plati f(0) = O a proy # 0 plati f(1/y) = y, tedy ke
kazdému y € R najdeme bod z takovy, ze f(x) = y. Celkové je tedy f bijektivni. Graf této
funkce je znazornén na Obrazku 3.2.

Piiklad 3.5: Uvazme funkce f(z) = /7 a g(x) = /|2 jejich? maximéalnimi defini¢nimi
obory jsou Dy = (0,4+00) a D, = R. Funkce f je ziiZenim funkce ¢ na mnozinu (0, +00).
Plati tedy f = g|<07+oo).

Funkce f je prosta a pfislusna inverzni funkce f~! ma defini¢ni obor Dj-1 = (0, +00)
a pro kazdé x > 0 plati f~!(x) = 2. Funkce g prosté neni, protoze napi. g(—1) = g(1) = 1.
Piiklad 3.6: Uvazujme funkce f(z) = 22 a g(x) = \/x. Maximalnimi defini¢nimi obory jsou
Dy =RaD, = (0,+00).

Slozena funkce g o f ma defini¢ni obor Dyop = f~! ((0, +oo)) =Raprokazdé x € Dy
plati (g o f)(z) = g(f(x)) = Va2 = |z|. Slozena funkce f o g mé4 defini¢ni obor Dj., =
g (R) = (0,400) a pro kazdé x € Dy, plati (f o g)(z) = f(g(z)) = (v/x)? = 2. Je tedy
zfejmé, ze f o g # g o f. Pokud ale zizime f na (0, +00), dostaneme uZ prostou funkci, ke
které je funkce g inverzni. Tj. (f‘ <07+oo)) o g.

Priklad 3.7: Funkce f(x) = sin?(z) + cos?(x) je konstantni.
Skute¢né, pro véechna x € Dy = R plati znama trigonometricka rovnost f(z) = 1.

Piiklad 3.8: Funkce g(z) = %, D, = (1, +00) je omezena. Funkce h(x) = % omezena neni.

Tz T

Otazka 3.7: Méjme tfi funkce f, g a h s defini¢nimi obory
Df = R, Dg = <O, —|—OO), Dh = <0, —|—OO)
dané predpisy

x, x € Dy,
g(z) =z, x€ D,
h(z) = |z|, x € D,.

Které jsou si vzajemné rovny?
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Typy monotonie funkce

Vedle znamych vlastnosti funkci (prosta, na, bijektivni) rozeznavame nékolik typt monotonie
funkeci. Tyto vlastnosti uz vyuzivaji toho, ze defini¢ni obory i obory hodnot nasich funkci
jsou podmnoziny realnych ¢isel, na kterych mame zavedené aplné usporadani. Pro obecna
zobrazeni analog téchto pojma nemame.

Definice 3.8 (Typy monotonie funkci): Uvazme funkci f: Dy — R a mnozinu M C Dy.
Potom funkci f nazyvame

« rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x,, x5 € M spliujici 1 < x5 plati

f(z1) < f(z2),

+ klesajici na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x,, x5, € M spliujici 1 < x5 plati

f(z1) = f(a2),

« ostie rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé x, x5 € M spliujici 1 < x2

plati f(x1) < f(x9),

« ostre klesajici na mnoziné )M, pravé kdyz pro kazdé x1, 2o € M spliujici 1 < x5
plati f(z1) > f(z2).

Pokud néktery z vyse zminénych pojmt pouzijeme bez reference na mnozinu M, pak za M
bereme cely defini¢ni obor uvazované funkce. Nasledujici pfiklady ilustruji zcela elementarni
pouziti vyse uvedené definice. Pozdéji béhem semestru si ukazeme i sofistikovanéjsi metody
umoznujici odhalit typ monotonie funkce pomoci derivace.

Priklad 3.9: Naptiklad f(z) = z® pro z € D; = R je funkce rostouci na (0, +00), ale
nejedna se o rostouci funkei.

Reseni. Funkce f jisté neni rostouct: jeji defini¢ni obor je R a pro x; = —2 a x5 = 0 splitujici
1 < Iy plati f(ﬂfl) =4>0= f(xg)

Bavime-li se ov§em o intervalu (0, +00), pak jsou-li x; a x5 dvé nezaporna &isla splitu-
jici ¥ < x plati f(x1) = 23 < 2129 < 22 = f(x2) (dvojnasobné nasobeni nerovnosti
nezapornym cislem).

Priklad 3.10: Funkce g(x) = —2°, 2 € D; =R, je ostie klesajici.
Reseni. Méjme 11,75 € R splitujici 7; < 5. Rozmysleme si tfi moZné situace pokryvajici
vSechny moznosti:

« Pokud z; < 0awxy > 0,pak g(z1) = —a3 > 0 > —a3 = g(z2).

e Pokud 0 < 2y < 2o, pak 2% < 23 atedy g(z;) = —2% > —23 = g(z2).

« Pokud 71 < 1y <0, pak 23 < z3 atedy g(x1) = —23 > —x3 = g(z2).

Neni tézké si rozmyslet, ze kazda ostfe rostouci (nebo ostre klesajici) funkce je prosta.
Opak ale neplati, ne kazda prosta funkce je ostte klesajici (nebo ostfe rostouci). Skute¢né,
podivejte se na funkci z Pfikladu 3.4.

Otazka 3.8: Pokud pro néjaka a,b € R plati a < b, plyne odtud i nerovnost a < b?
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Poznamka 3.7 (Rizné terminologie): Ve svété neexistuje celkova shoda na terminologii
zavedené v Definici 3.8. Je mozné, ze stfedni skoly jsou zvykli na konvenci, ve které se rozlisuji

a3 v v ’ o7 rcC v ’ o7 rcC v v “r 7
srostouci” (nase ostte rostouci) ,neklesajici” (nase rostouci), ,klesajici” (nase ostte klesajici)
a ,nerostouci” (nase klesajici). Volba, kterou ¢inime zde, je rozsifenéjsi v anglickych materia-
lech a navic, jak pozdéji uvidime, 1épe ladi se vztahem téchto typl monotonie a znaménka
derivace.

Casto chceme souhrnné mluvit o (ostie) rostoucich nebo klesajicich funkcich. Proto
zavadime nasledujici dva pojmy.
Definice 3.9 (Monoténni funkce): Funkei, ktera je rostouci nebo klesajici, nazyvame mono-
tonni. Funkci, ktera je ostre rostouci nebo ostre klesajici, nazyvame ryze monotonni.

Otazka 3.9: Existuje funkce, ktera je soucasné rostouci i klesajici?
Otazka 3.10: Je kazda ryze monoténni funkce i monoténni?
Otazka 3.11: Je kazda ostfe rostouci funkce i rostouci?

Priklad 3.11 (Casty omyl): Zfejmé pod vlivem definice typi monotonie pro posloupnosti
(Definice 4.2) maji obc¢as studenti tendenci komolit podminky v Definici 3.8. Napiiklad vlast-
nost funkce byt ostfe rostouci na intervalu I by mylné vyjadfili pozadavkem: pro kazdé = z 1
plati nerovnost f(z) < f(z +1).

Tento pozadavek jisté nelze splnit pro intervaly, jejichz pravy krajni bod neni +o0c. Ale
to neni zasadni problém. Kvantifikaci pfes dvé hodnoty z; a 25 omezené pouze podminkou
x1 < 9 nelze nahradit volbou dvou bodii = a x + 1 posunutych o jednicku.

Nazorné to lze ukazat napriklad na nasledujici funkci. Konkrétni predpis neni tak zasadni,
hlavni pointa je patrna z Obrazku 3.3. Uvazme funkci definovanou predpisem f(z) = |x] +
[z] —x, x € Dy = R. Pfimym dosazenim pro libovolné = € R dostavame

fla+1)=|z]+1+[z]+1—2—1= f(x)+1> f(x).

Tj. tato funkce splnuje uvedenou mylnou podminku. Porovname-li ale funk¢ni hodnoty
v bodech 1/4 a 1/2 pak dostaneme opa¢nou nerovnost,

1 3
F4)=0+1- 5 =1,
1 1
/2 =041 5 =2,

tj. f(1/4) > f(1/2). Nazorné tuto situaci ilustruje Obrazek 3.3.

Parita funkci: sudost a lichost

Dalsimi uzitecnymi vlastnostmi funkeci je sudost a lichost. Tyto vlastnosti vyjadiuji symetri¢-
nost grafu vuci zrcadleni vzhledem k ose y, resp. bodové symetrii vaci poc¢atku souradného
systému. Mohou nam tedy z poloviny zjednodusit napfiklad problém kresleni grafu dané
funkce. Ukazku sudé a liché funkce najde ¢tenar na Obrazku 3.4.

Definice 3.10 (Suda a licha funkce / even and odd functions): Méjme funkci f: A — R, jejiz
defini¢ni obor je symetricky viici pocatku, tedy pro kazdé x € Dy jei —x € Dy. Funkei f
nazyvame

« sudou, pravé kdyz pro kazdé x € Dy plati f(—z) = f(x).
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Obréazek 3.3: Graf funkce f(z) = |z| 4+ [z] — x z Pfikladu 3.11. Tato funkce sice spliiuje

podminku f(z) < f(x + 1) pro kazdé realné x, ale neni

ostre rostouci.

y=+vax2—1

-1

E

Obrazek 3.4: Graficka ukazka sudé (vlevo) a liché (vpravo) funkce.

« lichou, pravé kdyz pro kazdé = € Dy plati f(—x)

= /().

Pti urcovani sudosti, resp. lichosti, dané funkce byva vyhodné vyuzit chovani téchto
vlastnosti viici souctu a soucinu funkeci. To je obsahem nasledujiciho pozorovani.

Pozorovani 3.1 (Chovani sudosti/lichosti funkce vici souc¢inu/souctu.): Plati nasledujici dvé
tvrzeni, jejichz ditkaz plyne velmi pfimocaie ptimo z definice?. V obou tvrzenich uvazujeme
takové funkce, jejichz defini¢ni obory maji neprazdny prinik.

2Rozmyslete!

34



3. FUNKCE INTERMEZZO: ODHADY

y = 4/sin(2z)
T - _I |7T 7;. T ITr x
_3x ™ -z 0 I T 8

Obrazek 3.5: Periodicka funkce s periodou 7.

« Soucet dvou sudych funkci je suda funkce. Soucet dvou lichych funkci je licha funkce.

« Soucin dvou sudych, nebo lichych, funkci je suda funkce. Soucin sudé a liché funkce je
licha funkce.

Otazka 3.12: Jsou-li f suda funkce a g licha funkce definované na R, jsou pak funkce

F(z) = f(z)-g(z), G(z)==-g(x)*, H(x)= f(z)+g(z)
sudé nebo liché?

Otazka 3.13: Existuje funkce, ktera by byla suda i lich4 zaroven?

Periodicita funkce

Posledni zajimavou vlastnosti, kterou zde budeme obcas potfebovat, je periodicita funkce.

Definice 3.11 (Periodicka funkce / periodic function): Méme funkci f: A — R, konstantu
T > 0 anecht prokazdé z € Ajeix+ T, 2 —T € A. Pokud pro kazdé x € A plati
f(x £ T) = f(x), pak funkci f nazyvame periodickou funkci s periodou 7.

Ukazku periodické funkce najde ¢tenafr na Obrazku 3.5.

Poznamka 3.8: Pozor, periodicka funkce nutné nemusi mit nejmensi periodu. Prikladem
je libovolna konstantni funkce definovana na R nebo tzv. Dirichletova funkce D: R — R

definovana predpisem
0
D((L’) — ) x 6 @7
1, zeR~NQ.

Zkuste se zamyslet nad tim, jak vypada graf této funkce D. Je také dobré poznamenat, ze pro
kazdé strojové ¢islo x plati D(z) = 0.

3.3 Intermezzo: Odhady

Nez se pustime do nasledujici Podkapitoly 3.4, ktera se zabyva asymptotickymi hornimi
mezemi, je vhodné ¢tenafe a ¢tenarky seznamit s konceptem ,odhadu®. Schopnost provadét
vhodné ,odhady” neuplatnime jenom ve zminéné kapitole, ale konkrétné i

« pfi studiu limit (Definice 5.2 a Definice 5.1) a dalsich asymptotickych vztaht (Podkapi-
tola 4.7),

« pfipouzivani Véty o limité seviené funkce (resp. posloupnosti),
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« pii pouzivani srovnavaciho kritéria pro konvergenci fad (BI-MA2, Véta),
« pfi odhadovani chyby aproximace pomoci Taylorova polynomu (BI-MA2, Véta),
« a v mnoha dalsich situacich.

Toto téma déla casto studentiim problémy. Tato Cast textu se snazi vyjasnit zakladni princip.
Z vyse uvedeného seznamu je patrné, Ze k procvicovani této techniky bude mnoho prilezitosti.

Reseni nerovnic

Béhem svého predchoziho studia jste se jisté setkali s feSenim nerovnic. Mame na mysli
priklady typu’
f(x) >0 nebo f(x)>0,

kde f(x) je jisty vyraz v proménné z (realné, celo¢iselné, atp.). Nasim ukolem je pak nalézt
v§echny hodnoty proménné z, pro které dana nerovnost plati/neplati. Tuto ulohu lze ale
zpravidla exaktné vyftesit k plné spokojenosti pouze v nékolika malo (Skolnich) prikladech.
Reseni téchto tloh tak Ize ¢asto chapat jako cviceni se v ekvivalentnich upravach a vyuzivani
vlastnosti funkci®, které se v tloze vyskytuji.

Uvedené tlohy lze i velmi pékné a nazorné graficky interpretovat. Resime-li napt. nerovnici
f(z) > 0, tak se ptame, pro jaka z je bod (x, f(z)) grafu funkce f nad osou z.

Zasadni u téchto tloh ovsem je, Ze zadani (ona nerovnice), je ddano predem. Resitel (tj.
student) rovnou dostava tulohu, kterou ma fesit, v tomto sméru se od néj nevyzaduje dalsi
mentalni aktivita.

Co to je odhad?

Pii odhadovani se také zabyvame nerovnicemi a nerovnostmi, ale vice ,kreativnim®“ zptisobem.
Pokusme se koncept ,odhadu” pfiblizit na konkrétnim jednoduchém piipadé, ktery svou
strukturou velmi odpovida pfipadiim, které budeme fesit pozdéji.

Méjme opét funkci f a zkoumejme, kdy plati nerovnost f(x) < 5 (¢islo 5 zde volime uméle,
nechceme tuto ¢ast vykladu zatézovat zavadénim dalsiho parametru). Proménna (realna ¢i
celodiselna) zde pripadné muze byt néjakym zptisobem omezena. Tfeba nas platnost této
nerovnosti zajima pro velka z, nebo pro  z néjakého okoli néjakého bodu. V typickém piipadé
bude uloha f(z) < 5 prakticky nefesitelna technikami, které jste vyuzivali dfive béhem svého
studia (ve smyslu poznamek z predchozi podkapitoly). At budeme s nerovnici f(z) < 5 cvicit
libovolné, tak se nam zkratka nepodafi ji prevézt do tvaru, kdy bychom mohli jednoduse uré¢it
(vSechna) vyhovujici z.

Jak se tedy s problémem vyporadat? Pouzijeme odhad! Pfedchozi odstavec v podstaté rika,
ze vyraz f(x) je Casto pfilis komplikovany, nez aby se s nim dalo néjak rozumné pracovat. Kli-
¢em k uspéchu (pokud ho lze dosdhnout, to samoziejmé nemusi byt jisté) je vyuzit tranzitivity
nerovnosti. Pokud pro vSechna vhodna z plati nerovnost f(z) < g(z) a nasledné nalezneme
mezi témito vhodnymi x viechna takova, pro ktera plati g(z) < 5, pak f(z) < 5 pro ta sama

3U kazdé nerovnice Ize jednoduchou ekvivalentni Gpravou jednu ze stran ptevést na nulu, znaménko
nerovnosti lze ménit vynasobenim nerovnice ¢islem —1.
4To samoziejmé neni na $kodu, ba naopak!
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3. FUNKCE INTERMEZZO: ODHADY

x! Cilem odhadu samozfejmé je, aby dloha ¢g(z) < 5 byla uz jednodussi a fesitelnd znamymi
prostfedky.

Funkei g, resp. vyrazu g(x), fikame horni odhad funkce f, resp. vyrazu f(z), na mnoziné
M, pravé kdyz nerovnost f(z) < g(z) plati pro vsechna = € M (pfipadné lze povolit
i neostrou nerovnost, tim se nic zdsadniho nezméni). Stejnym zptisobem bychom mohli mluvit
0 dolnim odhadu. Nyni se ovsem nabizi otazka, jak onen odhad nalézt. V podstaté se lze
vydat nasledujicimi dvéma cestami:

« Horni odhad ¢(z) si tipneme, je ndm néjak prozrazen (vidime ho zminény ve studijnim
textu, v poznamkach od kamarada, atp.), a poté se pokusime standardnimi technikami
dokazat, Ze nerovnost f(z) < g(x) plati pro véechna pozadovana x. Tento piistup ma
ale mnoho moznosti k selhani. Tieba jsme Spatné tipovali, tieba uvedenou nerovnici
opét nelze jen tak jednoduse vyfresit ve stredoskolském smyslu. Toto je ¢asta past, ¢i
slepa ulicka.

« Horni odhad g(x) cilené zkonstruujeme tak, abychom automaticky védéli, ze nerovnost
f(x) < g(x) plati pro vSechna uvazovana x. K tomu vyuzijeme zékladnich vlastnosti
nerovnosti a vlastnosti funkci vyskytujici se ve vyrazu f(x). Tj. misto pasivniho pfistupu
popsaného v pfedchozim bodé¢ je na nasi strané vyzadovana néjaka myslenka, ktera
nam umozni prvotni vyraz zjednodusit a zaroven zajistit platnost potfebné nerovnosti.

Odhadt v dané situaci typicky existuje vicero. Ne vSechny ale musi vést pfi feseni ptivodni
ulohy k cili. Ty, které jsou sice pravdivé (ve smyslu platnosti oné nerovnosti), ale k cili nevedou,
¢asto nazyvame ,prili§ hrubé®, uz jsou moc vzdalené od pocate¢niho vyrazu.

Jednoduché odhady

Nasim cilem je osvojit si schopnost provadéni hornich i dolnich odhadu. V této casti textu se
pokusime demonstrovat vyse zminéné koncepty na konkrétnich piikladech.

Pfi odhadovani pouzivame zakladni vlastnosti absolutnich hodnot, zlomki, atp. Rozmys-
lete si naptiklad nasledujici jednoducha tvrzeni o realnych ¢islech a, b, A, B:

« Pokud |a| < Aa|b| < B, potom podle trojihelnikové nerovnosti plati |a + b| < A+ B.
Napiiklad | sin(z) + cos(2z)| < 1+ 1 = 2 pro vSechna realna .

« Pokud a < b, potom 2a < a + b < 2b.

« Pokud0<a< Aab> B > 0, potom 0 < <%apr0toi

1
b

<

Sall RS
STES

Pokud chceme zvétsit hodnotu zlomku, tak zvétsujeme hodnotu Citatele a zmensujeme
hodnotu jmenovatele. Naopak, pokud chceme hodnotu zlomku zmensit, pak postupuje-
me opacné. Naptiklad pro vsechna realna x plati

2 + sin(z) < 2+1 3

3—cos?(z) ~3-1 2

Musime si také davat pozor na znaménka, kdyby naptiklad B bylo zaporné a b kladné,
tak uvedeny odhad jisté neplati (zaporné ¢islo nemuze byt vétsi, nez kladné).
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Ve zbytku této ¢asti ukazeme nékolik komplikovanéjsich prikladi.
Piiklad 3.12: Pro kazdé |z| < 1 (tj. x € Up(1) = (—1,1)) plati

. QJ%x < ﬁ = 1 (zmensili jsme jmenovatel).

(I T

1 Cevels .
715 > 337 — 3 (2veétsili jsme jmenovatel).

4o _ 141 _ szl 3 % Gli 5
5107 < 379 = 1 (zvétsili jsme Citatel a zmensili jmenovatel’).

. 21:;32 > 0 (dolni odhad pro ¢itatel je 0).

Zduraznéme, ze vSechny vysvétlivky v zavorkach, a tedy i uvedené odhady, vychazeji z pred-
pokladu |z| < 1, ekvivalentné —1 < z < 1.

Priklad 3.13: Prokazdé z > 1 (tj. z € U, (1) = (1, +00)) plati

. 2%0 < OJ%x = %, nebo 2% < ﬁ = % (zmensili jsme jmenovatel).

. QJ%x > 2x1+m = 3% (zvetsili jsme jmenovatel: kdyz x > 1, pak 22 > 2 atedyi2z +z >
2+ x).

c il < = 2 (zvétsili jsme Citatel a zmensili jmenovatel).

21:;2 2;2% = 725 (zmensili jsme Citatel a zvétsili jmenovatel).

Zduraznéme, ze vsechny vysvétlivky v zavorkach, a tedy i uvedené odhady, vychazeji z pred-
pokladu x > 1.

Piiklad 3.14: Naleznéte néjaké okoli U, . (c) bodu +oo tak, aby

6x
< 2. 3.1
1+a3 — 3.1)

Reseni. Kdybychom postupovali ,klasickym® zpisobem, tak bychom pro = # —1 zminénou
nerovnici pievedli na ekvivalentni nerovnici 22 — 6z + 2 > 0. Poté bychom hledali kofeny
polynomu tfetiho stupné na levé strané. Zde by ovsem nastal problém, protoze onen kofen
nelze jen tak uhodnout. Intuitivné (pfipadné i z prozkoumani obrazku) je ovSem zfejmé,
zZe jisté existuje okoli +00, na kterém tato nerovnost plati. To nam ovsem nedava zadnou
kvantitativni informaci o tom, jaké to okoli je.

Nastésti tuto ulohu ale dokazeme velmi snadno vyfesit i pomoci odhadu. V zadani se po
nas nechce nejvétsi takové okoli a tak mizeme skutecné nalézt néjaké libovolné vyhovujici
pozadavkim. Navic by ¢tenafi mélo byt jasné, Ze ulohu (3.1) 1ze vyfesit (zamyslete se nad
chovanim jmenovatele a Citatele zlomku na levé strané této nerovnosti).

Hledame okoli 4-00, a proto se z po¢atku omezme tfeba na x > 0. Za tohoto pfedpokladu je
citatel kladny. A pfi snaze o zmenseni jmenovatele (hodnotu zlomku chceme zvétsit) mizeme
pouzit nerovnost 1 + x® > z* > 0. Jinak feceno, pro viechna = > 0 plati

6x 6x 6

< — = —.
1423 23 22
’Ano, pro z = 0 k 74dné zméné v jmenovateli nedoglo, ale to neni pfili§ podstatné. Ostra nerovnost stale
plati, kvuli ostré nerovnosti v odhadu ¢itatele.
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Obrazek 3.6: Grafy funkci z Prikladu 3.12 spolu s jejich dolnimi a hornimi odhady odvozenymi
tamtéz. Cerveny graf odpovida vidy odhadované funkci. Na horizontalni ose se omezujeme
na |z| < 1, které se Pfiklad 3.12 tyka. Druhy graf nim naznaluje, Ze provedeny horni odhad
byl zfejmé prilis hruby.

To je nas odhad. Nyni staci vyfesit pro jaka x > 0 plati nerovnost
6
o <2
To uZ je vyrazné jednodussi tloha, ktera je ekvivalentni tloze 22 > 3, které mezi kladnymi
¢isly o vyhovuji pravé 2 € (v/3,+00), ale klidné bychom mohli pouzit i z € (3, 400).
Uvédomte si, ze vzhledem k zadani nemusime hledat nejvétsi mozné okoli.
Pozadovana nerovnost (3.1) tak plati ur¢ité® na okoli (v/3, +00).

3.4 Asymptotické horni meze o a O

Velmi Casto potfebujeme porovnavat chovani funkénich hodnot dvou funkeci, kdy?z se jejich
argument blizi néjaké hodnoté. Napriklad:

®Nevime, jestli tato mnoZina je nejvétsi mozn4, pravépodobné ne, ale to neni problém.
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Obrazek 3.7: Grafy funkci z Prikladu 3.13 spolu s jejich dolnimi a hornimi odhady odvozenymi
tamtéz. Cerveny graf odpovida vzdy odhadované funkci. Na horizontalni ose se omezujeme
na x € (1,10), které se Ptiklad 3.13 tyka, celou mnozinu (1, 400) zde samoziejmé zobrazit
nemuzeme.

« Funkce f(z) ,klesa“ v bodé a = 1 ,rychleji“ k nule nez (z — 1)
« Funkce g(z) ,neroste rychleji“ nez v/z pro x jdouci do nekoneéna.
« Funkce f(z) a g(z) se ,chovaji stejné®, kdyz « jde k 0.

Slovicka jako ,rychleji“ nebo ,chovaji“ jsou pomérné vagni. Co tim presné minime? Co to
znamena?’

Tyto, a dalsi asymptotické vztahy, nachazeji siroké uplatnéni v riznych aplikacich. Studenti
FITu na né nejcastéji narazi pii porovnavani vypocetnich a pamétovych slozitosti algoritmi.
Jedna se ale o sikovny nastroj umoznujici efektivné mluvit o chovani funkeci obecné, vyuzijeme
ho napriklad i v BI-MA2 pfi studiu Taylorovych polynomu.

V této Casti textu predstavime dva zpusoby (0 a O), jak prvni dva body pfesné kvantifikovat.
K tomuto tématu se ovSsem vratime i pozdéji béhem semestru. V Podkapitolach 5.7 a 4.7

"Pfi druhém ¢teni doporuduji porovnat tuto pasaz s textem na zac¢atku Podkapitoly 6.5.
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zavedeme i dalsi zpisoby porovnavani asymptotického chovani funkci a posloupnosti (~, O,
() a w). Pozdéji i ukazeme, jak k zkoumani téchto vztahii vyuzivat limity (Podkapitola 5.8).

Asymptoticka horni mez O

Zacneme asi nejznaméjsim asymptotickym symbolem O. Tuto notaci rozsifil zejména Edmund
Landau (némecky matematik, 1877 — 1938). Tato notace nachazi uplatnéni nejen v teoretické
informatice a matematice, ale i ve fyzice a obecné kdykoliv se snazime vystihnout a popsat
chovani ,komplikovanych® funkci pomoci ,jednodussich® funkci (asymptotika).

Predstavme si, Ze zkouméame pocet operaci f(n), které musi jisty algoritmus vykonat, je-li
jeho vstup délky n € N. Byli bychom radi, kdyby se choval nejhiire linearné ,pro velka n®. To
znamena, ze bychom se spokojili se zavislostmi jako f(n) = n, f(n) = 2n—1, f(n) = 10n+1,
nebo jesté lépe f(n) = \/n nebo f(n) = In(n). Uz by nas ale nepotésila zavislost f(n) = n?.
v BI-MA2. Mame dvé funkce f a g a snazime se vyjadrit, jak se chova velikost rozdilu
f(z) — g(x) pro x na okoli néjakého bodu a, pro jednoduchost zde zvolme a = 0. Mizeme
byt naptiklad v situaci, kdy pocitat funkéni hodnoty jedné z nich je tézké, nebo nemozné,
a snazime se ji nahradit tou druhou funkeci. Zajima nas, jak dobra je tato aproximace pro x — 0.
Byli bychom spokojeni, kdyby tento rozdil sel k nule nejhiife kvadraticky. Tj. spokojime se
s f(z) — g(z) = 222, nebo f(x) — g(x) = 10z, ale uz by se ndm nelibilo f(z) — g(z) = =
proz — 0.

Nasledujici pojem souhrnné vystihuje tyto — na prvni pohled lehce riznorodé - situace.

Definice 3.12 (Asymptoticka horni mez O): Méjme dvé funkce f, g a bod a € R takovy, ze
a je hromadnym bodem mnoziny D; N D, a existuje okoli V, splaujici® (V, N Dy) \ {a} =
(Va1 Dy) ~ {a}.
Rekneme, 7e funkce f je asymptoticky shora omezena funkci g pro x jdouci k a,
symbolicky
f(z) = O(g(z)) proxz — a,

pravé kdyz existuje kladna konstanta ¢ € R a okoli U, bodu a tak, Ze pro vSechna z €
(U.N Dy D,) N {a} plati
[f(z)] < c-g(z)].

Rovnost v zapise f(x) = O(g(x)) je potieba chapat spise ve smyslu f(z) € O(g(x)).

Tedy ve smyslu pfislusnosti funkce f k mnoziné vsech funkci, které jsou shora asymptoticky
omezené funkci g (pro x jdouci k jistému bodu). Zapis s rovnosti je ale zdaleka nejrozsifenéjsi,
vzhledem k pouziti této notace i vhodnéjsi (viz dale). Také se v pripadé O casto pouziva slovni
spojeni ,,f () je nejvyse fadu g(z) pro z — a”.
Priklad 3.15: Vratme se k prvnimu motivacnimu odstavci pfed Definici 3.12. V nasledujicich
bodech uvazujeme dvé funkce f a g definované na Dy = D, = N. Jedinym hromadnym
bodem mnoziny Dy N D, = N je bod 400 a porovnavame proto chovani téchto funkei v bodé
+00, v nekonec¢nu. Dale si pov§imnéte, ze +o00 nepatti do defini¢niho oboru uvedenych funkei
ani do okoli 400 a nemusime se jim zabyvat (v Definici 3.12 se v kvantifikaci nezavisle
proménné explicitné odstranuje a prvni podminka na podobnost defini¢nich obort je trivialné
splnéna).

8Vagné bychom mohli ¥ici, Ze defini¢ni obory obou funkci vypadaji na okoli bodu a stejné.
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« Pro f(n) = nag(n) = nplati f(n) = O(g(n)), tj. n = O(n), pro n — +oc.
Skute¢né, v definici miizeme trivialné zvolit ¢ = 1 a U, = (0, +00). Pro vSechna
ne€lUieNN=Nplati|n|=n<1-n=1-|n|.

« Pro f(n) =2n+1lag(n) =nplati f(n) = O(g(n)), tj.2n+1 = O(n), pron — +oc.
Skute¢né, v definici miizeme trivialné zvolit ¢ = 3 a U, = (0, +00). Pro vSechna
n€UiooNN=Nplati2n+1|=2n+1<2n+n=3n=3-|n|.

« Pro f(n) = y/nag(n) = nplati f(n) = O(g(n)), tj. v/n = O(n), pron — +oc.

Skute¢né, v definici mizeme trivialné zvolit ¢ = 1 a U, = (0, +00). Pro vSechna

n€ Ui NN=Nplati |\/n|=v/n<n-yn=1-|n|

Nasledujici tvrzeni plyne velmi pfimocare rovnou z Definice 3.12. Doporucujeme ¢tenafi,
aby si jeho dikaz samostatné promyslel.

Tvrzeni 3.1 (Alternativni formulace vztahu O): Méjme dvé funkce f, g a bod a spliujici
uvodni pfedpoklady uvedené v Definici 3.12 a déale predpokladejme, Ze hodnota g(z) je
nenulova na néjaké mnoziné (V, N D,) \ {a}, kde V; je okoli bodu a. Potom f(x) = O(g(x))
pro x — a, pravé kdyz existuje konstanta ¢ > 0 takova, Ze nerovnost

<cg,

s

plati pro kazdé x € (U, N D, N D¢) \ {a}, kde U, je néjaké okoli bodu a.

Jinak vagnéji, nepfesnéji a struc¢néji feceno: pro funkci g nenulovou na okoli bodu a
(s moznou vyjimkou bodu a) je platnost f(z) = O(g(z)) pro x — a ekvivalentni omezenosti
podilu f(x)/g(x) na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a. Odtud je pékné vidét, ze
nenulova multiplikativni konstanta, at uz nasobici f ¢i g, nema vliv na platnost vztahu
f(x) = O(g(x)).
Priklad 3.16: Pro z — oo plati sin(z) = O(1), ale neplati 22 = O(x) pro x — +o0.

Reseni. Argumentovat mtizeme vyuzitim predchoziho Tvrzeni 3.1. Konstantni funkce s hod-
notou 1 i funkce z jsou nenulové (dokonce kladné) tieba na U, (1) = (1,400). V pfipadé
prvniho vztahu diky znalosti oboru hodnot funkce sin plati

Slnl(‘c) = [sin(z)] < 1.
Podil sin(x)/1 je tedy omezeny na zminéném okoli a skute¢né plati sin(z) = O(1) pro

T — +00.
V druhém ptipadné pro = ze zminéného okoli U, (1) plati

Tento vyraz muze napfiklad nabyvat libovolné pfirozenéciselné hodnoty (zde jednoduse
x = n € N) a proto neni omezeny, tj. vztah 2> = O(x) pro x — +00 neplati.
Pomoci vztahu O miZeme ovsem porovnavat chovani funkei i v jinych bodech, nez v +oc.

Piiklad 3.17: Plati vztah 102? = O(z) pro z — 0.
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X

Obrazek 3.8: Ilustrace platnosti vztahu 10z = O(z) pro z — 0. Modry graf reprezentuje
1022, Cerveny graf pak 10 - |z|.

Y

0 1 x

Obréazek 3.9: Ilustrace platnosti vztahu 21/ = O(x) pro x — +00. Modry graf reprezentuje
2,/z, Cerveny graf pak 2|z|.

Reseni. Skute¢né, obé funkce jsou definované na celém R a vezmeme-li libovolné z € Uy(1) =
(—1,1), pak plati
|102%| = [10z] - |z| < 10 - |z],

protoze pro uvazované x plati |x| < 1. Konstantu v Definici 3.12 1ze tedy volit jako ¢ = 10
(nebo jako libovolné jiné ¢islo vétsi nez 10). Ilustrace této situace je uvedena na Obrazku 3.8.

Priklad 3.18: Plati vztah 2\/x = O(z) pro x — +o0.

Reseni. Skute¢né, obé funkce jsou definované alespoti na (0, +00) - okoli bodu +o0. Vezmeme-
-li nyni libovolné z € U, (1) = (1,400), pak plati

2
12Vz] = —= 2 <2 |x].
x

7

Za konstantu v Definici 3.12 lze tedy volit ¢ = 2. Pro ilustraci uvadime Obrazek 3.9.

Poznamka 3.9 (Pouzivejte vypocetni nastroje): Grafy na Obrazcich 3.8 a 3.9 ilustruji grafické
ovéfeni nerovnosti pozadované v Definici 3.12. Mizeme tam vidét volbu hledané konstanty
¢ a okoli zkoumaného bodu a. Obrazek samozfejmé nenahradi dikaz. Velmi ale studentim
doporucuji pfi samostatném pocitani svoje nerovnosti/odhady takto graficky testovat tfeba
pomoci Mathematica. Odhalite tim velké mnozstvi chyb.

Intuitivné tedy pomoci O vyjadiujeme ,neostrou horni mez“ az na multiplikativni konstan-
tu (viz prvni bod nasledujiciho Tvrzeni 3.2). VSimnéte si, Ze k tomu, aby platilo f(z) = O(g(z))
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pro x — a, tak funkce g nutné nemusi mit vétsi funkéni hodnoty nez f. Naptiklad uvazte
pravdivy vztah 10z = O(x) pro z — +0c0. V tomto pfipadé na okoli U, ,(0) dokonce nikdy
neplati 10z < z.

Ucinme jesté ¢tyfi jednoduchéa a uzite¢na pozorovani. Jde opravdu o tvrzeni plynouci
pfimo z Definice 3.12.

Tvrzeni 3.2 (Zakladni vlastnosti O): Pro vztah O plati nasledujici ¢tyfi tvrzeni.

« Mame-li funkci f, hromadny bod a € Dy a libovolnou nenulovou konstantu K, pak
plati

Kf(x) = O(f(x)) a f(z) = O(K f(x)) pro z — a.

« Pokud pro funkei f a bod a plati f(z) = O(1) pro x — a, pak existuje okoli U, takové,
ze funkce f|(,np,)~{a} j& OMezena.

« Vztah O je tranzitivni. Tj. pokud f(x) = O(g(z)) a g(x) = O(h(z)) v obou pfipadech
pro z — a, pak f(z) = O(h(x)) pro z — a.

+ Pokud f(x) = O(g(x)) a h(z) = O(g(x)) pro = — a, pak f(x) + hx) = O(g(x))
a f(z) - h(z) = O(g(x)?) proz — a.

Diikaz. Postupné dokazeme vsechny ¢tyfi body.

« V Definici 3.12 staéi zvolit libovolné okoli U, bodu a. Potom pro ¢ = | K| > 0 alibovolné
z € (U, N Dy) \ {a} plati

[Kf(@)] = [K]-|f(@)] <c-|f(@)].

Déle pro ¢ = ﬁ > 0 alibovolné x € (U, N Dy) \ {a} plati

1
()] = & [Kf(@)] <c-|Kf(z)l.

« Za téchto predpokladt z Definice 3.12 plyne existence konstanty ¢ > 0 a okoli bodu U,
takovych, ze pro vsechna x € (U, N Dy) \ {a} plati

[f(@)] <c-1=c,
tj. funkce f zuzeno na (U, N Dy) \ {a} je omezena.

« Z ptedpokladu f(z) = O(g(z)) plyne existence konstanty ¢; > 0 a okoli U, bodu a
takového, ze (Dy N U,) \ {a} = (D, NU,) \ {a} aprokazdé x € Dy N U, \ {a} =
D,NU, ~A{a} plati | f(x)| < ¢1|g(x)]. Z pfedpokladu g(z) = O(h(x)) plyne existence
konstanty ¢, > 0 a okoli V,, bodu a takového, ze (D, N V,) ~{a} = (D, NV,) ~ {a}
aprokazdé z € D,NV, \ {a} = D, NV, \ {a} plati |g(x)| < co|h(x)|. Polozime-li
W, = U,NV,, pak W, je okolim bodu a a pak Dy "W, ~\ {a} = D, N W, \ {a} apro
c = ciep plati | f(2)| < c1|g(2)| < crcalh(z)| = c|h(x)| pro kazdé x € Dy N W,.

« Z ptedpokladu f(z) = O(g(x)) plyne existence konstanty ¢; > 0 a okoli U, bodu a
takového, ze (D NU,) \ {a} = (D,NU,) \ {a} aprokazdé x € D;NU, \ {a} =
D,NU,~{a},plati | f(x)] < c1]g(x)]|. Z pfedpokladu h(z) = O(g(x)) plyne existence
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konstanty ¢, > 0 a okoli V, bodu a takového, ze (D, N V,) \ {a} = (D, NV,) \ {a}
aprokazdé z € D, NV, {a} = D,NV, \ {a} plati |h(z)| < c3]g(x)|. PoloZime-li
W, = U,NV,, pak W, je okolim bodu a a pro ¢ = ¢; + ¢y plati | f(z) +h(z)| < |f(z)|+
|h(x)] < (c1 4 ¢2)|g(z)| = c|g(x)| prokazdé x € W, N Dy~ {a} =W,NDy~\ {a} =
W, N Dy, ~\ {a}. Podobné pro ¢ = ¢y plati | f(z)h(z)] = | f(x)||h(z)| < cica]g(x)?|
prox € W,N Dy~ A{a} =W,N Dy~ {a} =W, N Dy~ {a}. O

Tim je dikaz vsech bodi dokoncen.
Jz

Reseni. Pro kazdé = > 1s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti a za uvedeného piedpokladu
platné nerovnosti \/x < x plati

Priklad 3.19: Plati Smﬁ% =0 (L) pro z — +o00.

sinz +cosz| |sinz + cosz| < | sinz| + | cos z| <

T T

11, 1
NN

Za konstantu v Definici 3.12 1ze tedy volit ¢ = 2.

T

<

Priklad 3.20: Postupné si rozmysleme nasledujici pfipady. Po prostudovani predchozich
prikladd a tvrzeni by s témito body neméla mit ¢tenarka zadny problém.

« 2 =0(1) proxz — +o0,
« £ = 0O(z?) prox — +00,
. %z@(%)prow—)(),

« 10z = O(x) pro x — +o0,
« 101 22 = O(2?) pro x — +o0,
e 1023 4+ 22 — 12 = O(2?) pro z — +o0,

« 22 = O(zx) proz — 0.

Striktné vétsi horni mez o

Nyni ptejdéme k druhému typu asymptotické horni meze, ktera je ,ostiejsi“ nez piedchozi O.
Rozdil mezi 0 a O je analogicky rozdilu mezi ostrou nerovnosti < a neostrou nerovnosti <.
Definice 3.13 (Striktné vétsi horni mez o): Mé&jme dvé funkce f, g abod a € R takovy, ze a
je hromadnym bodem mnoziny Dy N D, a existuje okoli V; spliijici’ (V, N Dy) \ {a} =
(Van D,) ~ {a}.

Rekneme, 7e funkce f je asymptoticky shora striktné omezena funkci g pro z
jdouci k a, symbolicky

f(x) = o(g(x)) prox — a,
praveé kdyz pro kazdé kladné ¢ € R existuje okoli U, bodu a tak, ze pro vsechna z €
U, N D¢ N D, razna od a plati
[f(@)] < e-lgla)l

%Vagné fe¢eno, definiéni obory obou funkci vypadaji na okoli a stejné.
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X

1
Obrazek 3.10: [lustrace vztahu x—lg =0 (%) pro x — +o0. Cerveny graf reprezentuje %, modry
1
graf —.

Vsimnéte si jemnych, ale zasadnich rozdilti mezi Definici 3.12 symbolu O a Definici 3.13
symbolu o. Pouze jsme zménili kvantifikator u konstanty ¢ a zménili typ nerovnosti! Pokud
f(z) = o(g(x)) pro x — a, pak se také ¢asto pouziva slovni spojeni ,, f(z) je striktné mensiho
fadu nez g(x) pro x — a.

Podobné jako v pfipadé ¢isel plati ,pokud a < b, pak a < b% plati i nasledujici o¢ividny
primocary dusledek Definic 3.12 a 3.13.

Pozorovani 3.2 (Vztah O a 0): Pokud pro funkce f a g a bod a plati f(z) = o(g(x)) pro
r — a,paki f(z) = O(g(x)) pro x — a. Naopak ne.

Podobné jako v pfipadé O muzeme ziskat alternativni formulaci definice v pfipadé, ze
funkce g je nenulova, viz Tvrzeni 3.1. Za nékolik stranek toto tvrzeni budeme moci inter-
pretovat pomoci limity funkce a pouzit tak nastroje na vypocet limit i pro ovéfovani téchto
asymptotickych vztaht mezi funkcemi.

Tvrzeni 3.3 (Alternativni formulace vztahu o0): Méjme dvé funkce f, g a bod a spliujici
uvodni pfedpoklady uvedené v Definici 3.13 a dale predpokladejme, ze hodnota g(x) je
nenulova na néjaké mnoziné V, N D, \ {a}, kde V, je okoli bodu a. Potom f(x) = o(g(x))
pro x — a, praveé kdyz pro vSechny konstanty ¢ > 0 existuje okoli U, bodu a tak, ze plati
nerovnost

flx

] <

(2)
g9()

pro kazdé x € U, N Dy N Dy, x # a.

Diikaz. Pouze bychom zde opakovali ditkaz Tvrzeni 3.1 s jinymi kvantifikatory. Promyslete!
O

Priklad 3.21: Plati x% =0 (%) pro x — +oo.

Reseni. Skute¢né, vezmeme-li libovolné ¢ > 0ax € U, (1/c) = (1/c, +00), pak plati

1/c
T

1

xz

1

T

1

T

l=c.

<c

Graficka ilustrace této situace je na Obrazku 3.10.

Priklad 3.22: Neplati © = o(2z) pro x — +o00, i kdyz z = O(2z) by v tomto bodé platilo.
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X

Obrézek 3.11: Vztah x = 0o(2x) pro z — +oc neplati. Cerveny graf reprezentuje 2z, modry
graf x.

Reseni. Skute¢né, vezmeme-li naptiklad ¢ = ; a libovolné z > 0, pak
2] = ~12a] -2 > +|2]
o] = 4|22 7122l

Opacna nerovnost tedy nemiiZe platit na zadném okoli +oc. [lustrace k tomuto piikladu je
uvedena na Obrazku 3.11.

V néasledujicim tvrzeni shrnujeme ty nejzakladnéjsi vlastnosti o plynouci takrka ihned
pfimo z Definice 3.13. Opét toto tvrzeni porovnejte s Tvrzenim 3.2.

Tvrzeni 3.4 (Zakladni vlastnosti 0): Vztah o oplyva nasledujicimi vlastnostmi.

« Vztah o je tranzitivni. Tj. pokud f(z) = o(g(z)) a g(x) = o(h(z)) v obou piipadech
pro x — a, pak f(x) = o(h(z)) pro z — a.

» Pokud f(z) = ofg(x)) a h(z) = o(g(x)) pro x — a, pak f(z) + h(x) = o(g(x))
a f(z) - h(z) = o(g(x)?) proz — a.

Diikaz. Tento uz opravdu zkuste provést sami. Jako voditko lze pouzit dikkaz Tvrzeni 3.2. [

Priklad 3.23: Rozmyslete si nasledujici tvrzeni.

« & =0(%) proz — +o0.
« Jaka funkce spliiuje f(z) = o(1) pro x — +00?

Otazka 3.14: Muze pro néjakou funkei f a bod a platit f(x) = o( f(x)) pro x — a?

Otazka 3.15: Udejte ptiklad dvou raznych funkei f a g pro které plati f(z) = O(g(x)) pro
x — 1, ale neplati f(z) = o(g(z)) proz — 1.

Interaktivni ilustrace

Na zavér této podkapitoly uvedeme jesté nékolik interaktivnich ukazek. Na Obrazku 3.12
ilustrujeme graficky vyznam podminky v definici o v pfipadé porovnavani funkci v bodé
a € R (Definice 3.13).
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©=58000001

A e R A

Obrazek 3.12: Tato ukazka se snazi ilustrovat vyznam podminek v Definici 3.13. Uvazujeme dvé
funkce g(z) = (x—2)3/2 (modry graf) a f(x) = (z—2)?/5 (zeleny graf reprezentuje c| f (z)]).
Pomoci 0 porovnavame chovani téchto dvou funkei v bodé a = 2. Plati g(x) = o( f(x)) pro
x — 2. Vizualizace umoznuje pro kazdé ¢ > 0 znazornit okoli U; bodu 2 (zvyraznéno
cervenou barvou; zde nachazime dokonce nejvétsi mozné, coz definice samotna nevyzaduje)
takové, Ze pro vSechna x € U, \ {2} plati nerovnost |g(z)| < ¢|f(z)|. (Oteviit v prohlizeci.)

48


https://www.geogebra.org/calculator/h8gwtww4

4 Posloupnosti

Na posloupnosti narazime jak v nasledujicich partiich textu, tak i v mnoha rznorodych apli-
kacich. Hrubé fec¢eno, pomoci pojmu posloupnosti mizeme formalizovat procesy probihajici
v diskrétnich krocich (at uz prostorovych, nebo ¢asovych).

Predstavte si napriklad posloupnost méfeni primérné denni teploty v jistém misté nebo
kurz bitcoinu vi¢i dogecoinu v daném okamziku (tzv. casové rady). Numerické algoritmy ty-
picky konstruuji posloupnosti aproximaci feseni daného problému. Cleny téchto posloupnosti
nemusi byt nutné ¢iselné (napfiklad matice nebo vektory). My se v nasich ivahach ovsem
omezime pouze na c¢iselné posloupnosti, na kterych je fada koncepts pékné a jednoduse
ilustrovatelna.

Konkrétnéjsim prikladem posloupnosti s ocividnym presahem do IT mohou byt posloup-
nosti pseudondhodnych cisel, které se pouzivaji k vytvareni reprodukovatelnych nahodné
vypadajicich posloupnosti (PRNG - pseudorandom number generator). Tyto posloupnosti jsou
typicky rekurentné zadané a jejich prvni ¢len (pfipadné nékolik prvnich ¢lent) predstavuje
tzv. seed.

Mezi hlavni vysledky této kapitoly lze zaradit nasledujici body.

« Zavedeni pojmu posloupnosti, zakladni terminologie a znaceni.

« Prozkoumani zakladnich vlastnosti posloupnosti (typy monotonie, omezenost, hromad-
né body posloupnosti).

« Pripomenuti asymptotickych vztahtt O a o pro posloupnosti a zavedeni dal$ich asympto-
tickych vztahti w, {2 a ©.

4.1 Definice realné posloupnosti

Pojdme nejprve formalné zavést pojem posloupnosti jakozto jisty typ zobrazeni.
Definice 4.1 (Posloupnost / sequence): Zobrazeni mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnozi-

ny realnych ¢isel R nazyvame realna ¢iselna posloupnost (pokud nebude hrozit zmateni,
budeme zkracené mluvit o posloupnosti).

Dale budeme pouzivat nasledujici standardni znaceni. Je-li a: N — R posloupnost, pak
funkéni hodnotu a v bodé n € N, tj. realné ¢islo a(n), oznac¢ujeme pomoci dolniho indexu’
symbolem a,, a nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti a. Skutecnost, ze a: N — R je

posloupnost, zapisujeme také zkracené symbolem (a,, ) ;.

1Zavislost na diskrétnich parametrech (napf. celo¢iselnych) ¢asto vyjadfujeme pravé pomoci dolnich indext.
Jako naptiklad u posloupnosti: a,,. Naopak zavislost na spojitych parametrech pak vétsinou pomoci zavorek, tj.
napfiklad u realnych funkci redlné proménné piseme f(z).
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Obréazek 4.1: Piiklad posloupnosti (a,,)32 ;, kde a,, = (—1)", n € N.

n=1»

Otazka 4.1: Vyzyvame ctenarky a ¢tenare, aby vlastnimi slovy zformulovali, jaky je rozdil
mezi symbolem a,, a (a,)S° ;. Srovnejte s podobnou symbolikou u funkci, tedy rozdilem mezi
f(x) a f v pfipadé funkce f: Dy — R.

Zdaraznéme, ze Ciselné posloupnosti uvazované v tomto textu jsou vzdy nekonecné.
Nékdy zavadény pojem ,konecné posloupnosti® je pro nas prosté jista usporadana n-tice
(s pevné danym n) a nemame proto pro néj jakoukoliv potfebu.

V tomto textu nejcastéji narazime na posloupnosti zadané explicitné vzorcem pro n-ty
¢len. Dalsim zpusobem zadani posloupnosti je pomoci rekurenci (tedy zadanim vztahu mezi
n-tym ¢lenem a nékolika pfedchozimi ¢leny). Rekurentné zadanymi posloupnostmi se budeme
vénovat zejména v BI-MA2, ale na dilezité priklady narazime i zde (viz Newtonovu metodu
v Podkapitole 10.1). Tyto zplisoby ale nejsou jediné mozné zptuisoby zadani posloupnosti.
Poznamka 4.1 (Indexace): V Definici 4.1 jsme se omezili na indexovou mnozinu N. Obecné
bychom mohli index posloupnosti n nechat probihat libovolnou nekone¢nou podmnozinou
mnoziny N. Takovou mnozinu ovSem vzdy mizeme preindexovat, nejde tedy o zadnou velkou
ujmu na obecnosti. Nejcastéji narazime na praktickou potfebu indexovat prvky posloupnosti
od nuly, pak pfirozené piseme (a, )5 .

Piiklad 4.1: Uvazme posloupnost a: N — R definovanou pfedpisem a,, := (—1)" pro kazdé
n € N. Napriklad tedy plati rovnosti a; = —1, a; = 1, ¢i agy; = —1. Tuto posloupnost jsme
mohli zadat i ekvivalentnim zptisobem:

a= ((_1)71)20:1.

Oborem hodnot posloupnosti a je mnozina obsahujici pouze dva prvky, {—1, 1}. Jinak feceno,
Cleny této posloupnosti nabyvaji pouze dvou hodnot, bud 1 nebo —1. Posloupnost (a,, )2 ;

ma ale nekone¢né mnoho ¢lent. Posloupnost (a,, )52, je graficky znazornéna na Obrazku 4.1.

Otazka 4.2: Uvazme posloupnost (a,, )22 ; zadanou hodnotou prvniho ¢lenu a; = « a reku-
rentnim vztahem a,,.; = 2a,, + 1, n € N. Urcete hodnotu « tak, aby a, = —1.

Otazka 4.3: Kolik ¢lentt ma posloupnost (sin ”7”)2011? Kolika riiznych hodnot nabyvaji jeji
cleny?

4.2 Vlastnosti posloupnosti

Posloupnosti, jakozto specialni piipady funkci, automaticky ziskavaji celou fadu vlastnosti za-
vedenych v predchozi kapitole. S posloupnostmi dale mizeme prirozené provadét algebraické
operace ve smyslu Definice 3.2, jen u déleni musime byt jako obvykle opatrni. Mnozinu vSech
realnych ¢iselnych posloupnosti znacime R*°.
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Podobné jako u funkci (viz Definice 3.8 a 3.9), mame nékolik typt posloupnosti podle
vlastnosti jejich sousednich ¢lenti®. V naSem pojeti jsou posloupnosti specialnim ptipadem
funkci a tak se nasledujici definice mize zdat redundantni. Pro uplnost ji zde ale uvadime.
Rozmyslete si, Ze neni v rozporu s Definicemi 3.8 a 3.9 (tj. Ze kazda ostfe rostouci posloupnost
je i ostfe rostouci jakozto funkce atd.).

Definice 4.2 (Typy monotonie posloupnosti): Posloupnost (a,)32 ; je rostouci (resp. kle-
sajici) pokud a,, < a,.1 (resp. a, > a,1) pro kazdé n € N. Posloupnost (a,,)>2 ; je ostie
rostouci (resp. ostre klesajici) pokud a,, < a1 (resp. a,, > a,1) pro kazdé n € N. Posloup-
nost (a,,)>° ; nazyvame monotonni jestlize je rostouci nebo klesajici. Posloupnost (a, )5 ;
nazyvame ryze monotonni jestlize je ostie rostouci nebo ostre klesajici.

Razni autofi pouzivaji dale termin ,neklesajici“ misto naseho ,rostouci” (a podobné
Lnerostouci® v pfipadé ,klesajici®). V tomto textu a v pfedmétech BI-MA1 i B-MA2 se budeme
durazné drzet nazvoslovi zavedeného v Definici 4.2.

Varovani 4.1: Vsimnéte si, Ze rizné typy monotonie v pfedchozi definici zavadime Cisté jako
vlastnosti celé posloupnosti.

Dale se nam pii diskuzi o posloupnostech muze hodit pojem konstantni posloupnosti.
Patrné je jasné co si pod nim predstavit, ale pro uplnost si ho formalné zavedeme.

Definice 4.3 (Konstantni posloupnost): Posloupnost (a,,)5° | nazyvame konstantni, pravé

kdyz existuje konstanta ¢ € R splnujici a,, = ¢ pro kazdé n € N.

Piiklad 4.2: Posloupnost (sin(E))):):1 je konstantni, kazdy jeji ¢len je roven ¢islu sin(5).
Naproti tomu posloupnost (1), neni konstantni, jeji prvni ¢len je roven ¢islu 1 a druhy
Cislu 2, tfeti clen je roven cislu 3, atd.

Priklad 4.3: Rozmysleme si nasledujici jednoduché tvrzeni: posloupnost je konstantni, pravé
kdyz je soucasné rostouci i klesajici.
Reseni. Tvrzeni ma formu ekvivalence. K jeho ditkazu proto dokaZeme obé implikace.
Dutkaz =-: Pfedpokladejme, zZe mame konstantni posloupnost a,, = ¢, n € N, kde ¢ je
realnad konstanta. Potom jisté plati a,y; = ¢ > ¢ = a, pro kazdé n € N. Posloupnost
(an)2; je proto dle Definice 4.2 rostouci. Stejny argument ukazuje, Ze se jedna i o klesajici
posloupnost.
Duikaz <: Naopak nyni pfedpokladejme, Ze mame posloupnost (a, )52 ,, ktera je rostouci
i klesajici zaroven. Dle Definice 4.2 tedy plati nerovnosti a,, > a,+1 > a, pro kazdé n € N.
To je mozné pouze v piipadé, ze plati a,, = a1 pro kazdé n € N. Jinak feceno, a, = a1
pro kazdé n € N a posloupnost (a,, )2, je tedy konstantni. Cislo a; hraji roli konstanty ¢
v definici konstantni posloupnosti.

Otazka 4.4: Rozmyslete si, které posloupnosti uvedené na Obrazku 4.2 jsou rostouct, klesajici,
ostfe rostouci, ostte klesajici, ¢i monotoénni.

Pokud méame pomoci definice rozhodnout jakého (a jestli viibec) typu zadana posloup-
nost je, musime ovérit/vyvratit podminky uvedené v Definici 4.2. To samo o sobé muze
byt komplikovana tloha zavisejici na zadané posloupnosti. Ukazme si to na jednoduchych

prikladech.

Piiklad 4.4: Uvazme posloupnost a,, = (n+1)? — n% n € N. Rozhodnéte o piipadném typu
jeji monotonie.

2Pozor, u funkei o ,sousednich” ¢lenech ¢asto nema smysl mluvit.
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Obrazek 4.2: Tii posloupnosti uvedené v Otazce 4.4.

Reseni. Nejprve je vhodné vyraz lehce upravit,
an=n’+2n+1—-n*=2n+1, neN.
Tato posloupnost je ostfe rostouci, protoze
ny1 =2n+1)+1=2n+142>2n+1=a, néeN,

a tedy neni klesajici, ale je i rostouci.

Priklad 4.5: Uvazme nasledujici posloupnost: pro zadané n € N necht b,, oznacuje nejvétsi
faktor v prvociselném rozkladu ¢isla n > 2, resp. 1 pro n = 1. Rozhodnéte o pfipadném typu
jeji monotonie.

Reseni. Rozmysleme si nejprve definici posloupnosti (b, )2, prozkoumanim prvnich nékolika
Clenu:

l=1=b =1,
2:2:>b2:2,
3—3= by =3,

4=2.2=b,=2.

Vidime, Ze by < by, ale b3 > by. Proto nemuze platit ani jedna z podminek v Definici 4.2.
Uvedena posloupnost proto neni (ostfe) rostouci ani (ostie) klesajici.

Ptiklad 4.6: Uvazme posloupnost ¢, = n? — n, n € N. Rozhodnéte o ptipadném typu jeji
monotonie.

Reseni. Prvnich nékolik ¢lentt ma hodnotu
C1 = O, Cy = 2, C3 = 6, Cyp = 12.

»Zda se”, ze posloupnost bude ostfe rostouci. To ale nemiiZeme tvrdit na zakladé porovnani
jejich prvnich ¢tyr ¢lent! Srovnejte to se situaci v predchozim prikladé, kde jsme rust/klesani
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vyvraceli. Nyni ho chceme prokazat, musime proto ovéfit platnost nerovnosti a,, < a,41 pro
v§echna n € N. Tato nerovnost je v nasem konkrétnim ptipadé ekvivalentni nerovnosti

n—-n<n+1)?-m+1), neN
Po jednoduchych ekvivalentnich apravach ziskavame nerovnost
0<2n, neN,

ktera je ocividné pravdiva (dvojnasobek libovolného pfirozeného ¢isla je jisté kladny). Po-
sloupnost (¢,)5°  je proto ostfe rostouci.

Priklad 4.7: UvaZme posloupnost s ¢leny b, = n? — 8n, n € N. Rozhodnéte o piipadném
typu jeji monotonie.

Reseni. Pokud se nyni podivame na nékolik prvnich par ¢lentl, pak dostaneme
by = -7, by=-12, bg=—15.

Pouze z téchto prvnich ¢lent by se mohlo zdat, Ze jde o ostte klesajici posloupnost. Pro kazdé
prirozené n je ale nerovnost

b, > bn+1
ekvivalentni nerovnosti .

7’L<§,

ktera jisté neplati pro vSechna n. Konkrétné plati pro n = 1, 2, 3, ktera jsme shodou okolnosti
pouzili vyse. Pro zbyvajici pfirozena n uz plati opacna ostra nerovnost.

Tato posloupnost proto neni monotonni. Ano, toto pozorovani se da odtusit ze samotného
zadani a pak ho prokazat spoctenim tfi vhodnych ¢lenti.

Otazka 4.5: Méjme rostouci posloupnosti (a,)5° ; a (b,)5° . Ktera z nasledujicich posloup-
nosti je nutné rostouci?

a. (a, + 3b,)22,

b. (1000a, — b,)

( n=1
(

n - bn)oy

n
oo
bn n=1

Protoze kazda posloupnost je soucasné i funkce, mame i pro posloupnosti koncept ,ome-
zenosti®, viz Definici 3.6. Pro Gplnost tento pojem explicitné zavadime i pro posloupnosti.

C.

o

Definice 4.4 (Omezena posloupnost / bounded sequence): Posloupnost (a,)5° ; nazyvame
omezenou, pravé kdyz existuje konstanta K > 0 takova, ze pro vsechna n € N plati
nerovnost |a,| < K. Posloupnost, ktera neni omezen4, nazyvame neomezenou.

Otazka 4.6: Ktera z posloupnosti na Obrazku 4.2 je omezena a ktera je neomezena?
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4.3 Vyznamné posloupnosti

Ctenafi i étenafce jsou jisté dobie znamy nasledujici dva specialni priklady velmi jednodu-
chych posloupnosti.
Priklad 4.8 (Aritmeticka posloupnost): Aritmeticka posloupnost je definovana rekurent-
nim vztahem a,1, = a,, + d, kde parametr d € R se nazyva diference.

Aby tento rekurentni vztah jednoznacné zadaval posloupnost je nutné zafixovat prvni
¢len a;. Je-li dan prvni ¢len a; pak o¢ividné® plati

an=a1+(n—-1)d, n=1,23,...

Aritmeticka posloupnost je ostfe rostouci pokud d > 0, ostfe klesajici pokud d < 0 a kon-
stantni pokud d = 0. Pro vSechny hodnoty uvazovanych parametri je proto monoténni.
Pro soucet jejich prvnich £ € N ¢lent plati

k
ZCL :kha1+ak
n=1 ' 2 '

Tento vztah se pamatuje snadno, jde totiz o primér hodnoty prvniho a k-tého clenu této
posloupnosti vynasobeny poctem c¢leni.

Priklad 4.9 (Geometricka posloupnost): Geometricka posloupnost je dana rekurentnim
vztahem
ap41 = Ap - 4, n:172737"‘

kde parametr ¢ € R se nazyvéa kvocient. Je-li dan prvni élen ay, pak je a,, = a; - ¢" . Snadno
nahlédneme, Ze geometricka posloupnost je

« ostfe rostouci pokud a; > 0,¢ > 1 neboa; <0,0<g<1la
« ostfe klesajici pokud a; > 0,0 < ¢ < 1 neboa; <0,q > 1.
« V pfipadé kdy a; # 0 a ¢ < 0 ale neni ani monoténni.
V ,extrémnich® ptipadech pak
« konstantni, tedy rostouci i klesajici soucasné, pokud a; = Onebog=1a
« klesajici (resp. rostouci) pokud a; > 0 (resp. a; < 0) a ¢ = 0, v obou pfipadech ne ostfe.
Pripomenme ¢tenafim zndmy vzorec pro soucet jejich prvnich k£ € N ¢lent,

k

k 1—
Zan:all_q> Q#l
n=1

q

V piipadé ¢ = 1 plati

k
E a, =k -aj.
n=1

3Lze snadno dokazat pomoci matematické indukee.
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Dale existuje cela fada posloupnosti, o kterych ¢tenafti jiz pravdépodobné slyseli. Za
vSechny uvedme alespon dvé.

Priklad 4.10 (Fibonacciho posloupnost): Fibonacciho* posloupnost je zadina rekurentné
pomoci hodnoty prvnich dvou ¢lentt F; = 0, F5 = 1 a rekurentniho vztahu

F,=F, 1+F,s, neNan>3.

Tj. nékolik dalsich ¢lent je rovno F5 = 1, Fy = 2, F5 = 3, Fy = 5, atd. I pro cleny této
posloupnosti existuje explicitni predpis, jehoz odvozeni lze nalézt ve studijnim textu k BI-LA1.

Plati
A () (597 e

Dalsi detailni informace o této posloupnosti lze nalézt tfeba v On-line databazi celo¢iselnych
posloupnosti (OEIS) pod ¢islem A000045.

Piiklad 4.11 (Collatzova posloupnost): Collatzova’ posloupnost je opét rekurentni po-
sloupnost, ktera je zadana hodnotou prvniho ¢lenu a; a rekurentnim vztahem

. - et a1 je sudé,
n — . . ’
3a,-1+1, a,_1jeliché.

Pro a; = 5 napriklad plati: ay = 16, a3 = 8, a4 = 4, a5 = 2 a ag = 1. Toto chovani je pro tuto
posloupnost notorické, zkuste si jinou pocatecni hodnotu a po chvilce iterovani byste se méli
dostat k hodnoté 1. Pfesné toto tvrzeni je obsahem tzv. Collatzovy hypotézy (1937, zvédavy
Ctenar Ci Ctenarka se miize dozvédét vice zakladnich informaci zde). Je ovérena pro obrovské
mnozstvi (ale porad jen konec¢ny pocet) pocatecnich hodnot, ale pfes svou jednoduchost
dlouha desetileti odolava snaze ji dokazat.

4.4 Hromadny bod posloupnosti

I pro posloupnosti ma smysl zavést pojem hromadného bodu. Od hromadného bodu mno-
Ziny se ale drobné lisi. Tento pojem jistym zptisobem vystihuje dlouhodobé chovani ¢lenti
posloupnosti a jak brzy uvidime, uzce souvisi s pojmem limity posloupnosti.

Definice 4.5 (Hromadny bod posloupnosti / cluster point of a sequence): Bod o € R nazyvame
hromadnym bodem posloupnosti (a, )5 ;, pravé kdyz v kazdém okoli bodu « lezi nekoneéné

n=1-
mnoho ¢lenti posloupnosti (a,,)22 ;.

Priklad 4.12: Rozmysleme si nasledujici jednoduché ptipady:

« Konstantni posloupnost (¢)?° ; ma pravé jeden hromadny bod ¢: v kazdém okoli U, lezi
dokonce vsechny cleny této posloupnosti, téch je nekone¢no mnoho, jeden pro kazdé
n € N.

« Posloupnost ((—1)")%°; ma pravé dva hromadné body a to —1 a 1.

*Leonardo Bonacci (cca 1170 — 1250) byl italsky matematik, ktery se vyznamné zasadil o rozsifeni hindsko-
-arabského pozi¢niho zapisu ¢isel v Evropé.
SLothar Collatz (1910 - 1990) byl némecky matematik.
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« Posloupnost (sin(n))?; ma nekone¢né mnoho hromadnych bodu, které dohromady
tvofi® mnozinu (—1, 1).

Je potfeba duisledné rozlisSovat dva zavedené pojmy hromadny bod posloupnosti a hro-
madny bod mnoziny. Tento rozdil 1ze pékné ilustrovat na konkrétnich posloupnostech z pred-
choziho prikladu.

« Posloupnost (¢)%°; ma pravé jeden hromadny bod ¢. Mnozina {c} nema hromadny

bod.

« Posloupnost ((—1)")%°; mé pravé dva hromadné body 1 a —1. Mnozina {—1, 1} nema
ani jeden hromadny bod.

Naopak ale posloupnost (1/1)22 ; i mnozina {1/n | n € N} maji pravé jeden hromadny bod
0. Tato pozorovani jen opét ukazuji, ze posloupnost je daleko vice, nez jen mnozina jejich
¢lent.

V pristi kapitole si ukazeme, jak hromadné body posloupnosti charakterizovat pomoci
limit jejich podposloupnosti, viz Vétu 5.6.

4.5 Vybrané posloupnosti

Chovani posloupnosti 1ze dale zkoumat pomoci tzv. vybranych posloupnosti, ¢i podposloupnosti.
Jde o jeden ze zpUsobi, jak z dané posloupnosti vytvorit novou posloupnost. Pfesna definice
je nasledujici.

Definice 4.6 (Vybrana posloupnost / subsequence): Necht (a, )5, je libovolna posloupnost
a (k)22 , je ostte rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak posloupnost (ay, )22 ; nazyvame
posloupnosti vybranou z posloupnosti (a,)° ;. Posloupnost (ay,)>° ; nazyvame také
podposloupnosti posloupnosti (a,,)> ;.

Poznamka 4.2: Ve vyrazu ,ay, * v pfedchozi definici se vyskytuje dvojity dolni index. V pod-
staté jde o zapis slozeného zobrazeni, tj. ve funkéni notaci bychom psali a(k(n)) misto ag, .
Pfesné feceno se jedna o k, -ty ¢len posloupnosti (a, )5 ;. Pomoci n nejprve uréime k,, a po-
tom ay,,. Je-li naptiklad a,, = 2n,n € Nak,, = 3n,n € N, pak plati a;, = 6n pro kazdé
n € N.

Rozhodnout o tom, zda-li je jista posloupnost (b,,)>; vybrana z posloupnosti (a,)52 ,,

znamena nalézt ostfe rostouci posloupnost pfirozenych éisel (k,, )2, tak, aby rovnost b,, = ay,
platila pro kazdé n € N.

Priklad 4.13: Posloupnost (1)22, je vybrana z ((—1)")

Reseni. Skute¢né, staci vzit sudé ¢leny, tedy k,, = 2npron = 1,2, ...

o0

n=1"

9]
n=1"

Priklad 4.14: Posloupnost (1)°° ; neni vybrana z posloupnosti (1)
Reseni. 1 ptesto, ze se ¢len s hodnotou 1 v posloupnosti (1), vyskytuje, nelze z posloupnosti
(n)$e, vybrat podposloupnost (1) ;. Museli bychom totiz volit k&, = 1 a to neni ostie
rostouci posloupnost (vybirali bychom stale stejny ¢len).

Na prvni setkani miize byt predesla Definice 4.6 pro studenty nejasna. Cleny posloupnosti

(kn)s2, pouze udavaji indexy ¢lent vybiranych z (a, )52 ;. Pozadavek aby (k)2 , byla ostfe

®Diikaz tohoto tvrzeni je nad ramec BI-MA1, uvadime ho pro zajimavost.
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n: 1 2 3 4 5 7 8 9 10

6
e @ @@ 0 0 @
kn: 2 5 6 9

ag,, - a9 as Qg Q9

Obrazek 4.3: Vybirani podposloupnosti z posloupnosti (a,,)22 ;.

rostouci znamena, Ze pfi vybéru ¢lend se nesmim vracet k pfedchozim ¢leniim ani nemohu
vybrat stejny ¢len dvakrat. Pro nazornost uvadime Obrazek 4.3.

Piiklad 4.15: Uvazme posloupnost a,, = (—1)"n,n = 1,2, 3, .... Prvnich par ¢lent tedy je
—1,2,-3,4, ... Posloupnost (2n)%° , je vybrana z (a, )5 . Posloupnost (2)°° ; neni vybrana
z (an)pey-
Reseni. Ano, staci volit ostie rostouci k,, = 2n a pak aj, = 2n pro kazdé n € N,

Sice plati, ze kdyz polozime k,, = 2, pak ay, = 2 pro kazdé n € N, ale (k, )52, neni ostfe
rostouci (je konstantni s hodnotou 2).

Otazka 4.7: Lze z posloupnosti ((—1)")22 ; vybrat libovolnou posloupnost s ¢leny nabyvaji-
cimi hodnot pouze 1 a —1?

4.6 Asymptotické horni meze o a O

Jedinym hromadnym bodem defini¢niho oboru posloupnosti, ktery maji vsechny stejny, je
+00 a proto chovani posloupnosti pomoci asymptotickych hornich mezi O a 0 mizeme
porovnavat pouze pro n — +oo. Tuto specifikaci bodu proto mtizeme bez hrozby zmateni
u posloupnosti vynechavat (tj. naptiklad ,a,, = O(b,)“ znamena ,a,, = O(b,) pron — +00).
Uvazime-li tvar okoli 400 a defini¢ni obor posloupnosti, pak v pfipadé posloupnosti

(an)2; a (b,)2° ; mizeme pozadavek v Definicich 3.12 a 3.13 pfeformulovat nasledovné
an = O(b,,) E (@3> 03NeN)(VneN)(n> N = |a,| < b)),

an = 0(by) E  (ve>0)3BN eN)(Vn e N)(n> N = |a,| < ¢by]).

hy

iy

Pokud jsou ¢leny b,, posloupnosti zminéné vyse nenulové (na okoli +o0o prunik N), mtze byt
vyhodné na uvedené nerovnosti nahlizet jako na )Z—”‘ < c (pfipadné s neostrou nerovnosti).

Odtud je ihned vidét, Ze posloupnost (a,,)2 ; je omezena, pravé kdyz a,, = O(1).

4.7 Asymptotické vztahy w, () a ©

V Podkapitole 4.6 jsme se seznamili s hornimi asymptotickymi mezemi o a O. Vztah a,, = O(n)
splni jak posloupnosti s ¢leny a,, = n, tak i a,, = \/n nebo dokonce a,, = 0. Pfi porovnavani
chovani posloupnosti bychom pfirozené chtéli mit moznost byt presnéjsi! Pro jednoduchost
se v této podkapitole uz omezime pouze na posloupnosti, i kdyz bychom mohli pfislusné
definice snadno modifikovat i pro funkce.
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Dolni asymptoticka mez )

Pomoci O porovnavame chovani jedné posloupnosti ,zeshora“ pomoci druhé posloupnosti.
Prirozené bychom chtéli i spodni odhad rustu ¢i poklesu. K tomu presné slouzi vztah €2
zavedeny v nasledujici definici.

Definice 4.7 (Asymptoticka dolni mez §2): Mé&jme dvé posloupnosti (a,,)%; a (b,)>>,. Rek-
neme, Ze posloupnost (a,,)> ;| je asymptoticky zdola omezena posloupnosti (b,)> ;,
symbolicky ,a,, = (b,) pron — oo, pravé kdyz existuje kladna konstanta ¢ € R a pfirozené
N € N tak, ze pro vsechnan > N plati

lan,| > ¢+ |byl.

Symbol € je fecké velké pismenko omega. Podobné jako u O v pripadé posloupnosti
upfesnéni ,n — 0o“ vynechavame. Nikde jinde neZ v +o00o posloupnosti asymptoticky porov-
navat nelze (podobné tomu bude i v pfipadé w a ©). Z Definice 4.7 ihned plynou nasledujici
pozorovani.

Tvrzeni 4.1 (Zakladni vlastnosti €2): Méjme dvé posloupnosti (a,)5° ; a (b,)52 ;. Potom plati
nasledujici tvrzeni.

e a, = Qby), pravé kdyz b, = O(ay,).
e a, = Qay,).
« Vztah (2 je tranzitivni.

Diikaz. Postupné si promysleme ditkaz jednotlivych tvrzeni vyuzivajici pfimocare Definice 4.7
a 3.12 (resp. jeji formulaci pro posloupnosti).

« Vztah a,, = Q(b,) plati pravé tehdy, kdyz existuje kladna konstanta ¢ > 0 a pfirozené
N € N tak, ze kdykolivn > N pak

|an| > c|by].

Diky kladnosti konstanty c je tato nerovnost ovsem ekvivalentni nerovnosti
1
|bn| < =lanl,
c

kde d = % je kladna konstanta. Tudiz plati b, = O(a,,). Opac¢nou implikaci dokazeme
naprosto analogicky:.

« Zcela jisté plati |a,| < 1-|a,| pro kazdé n € N.
« Tento fakt jsme jiz dokazali v Tvrzeni 3.2. [

Az budeme vybaveni pojmem limity, tak se k tomuto tématu jesté jednou vratime v Pod-
kapitole 5.8. Pojdme se nyni zamyslet nad nékolika jednoduchymi piiklady. Dle prvniho
bodu Tvrzeni 4.1 ale vlastné nejde o skute¢né novou latku.

Priklad 4.16: Platin = Q(y/n).
Reseni. Skute¢né, pro ¢ = 1 a kazdé pfirozené n platin = /n-+/n > 1-/n.
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Piiklad 4.17: Plati § — 100 = Q(n).

Reseni. Toto tvrzeni se miize zdat neintuitivni, vidyt pro kazdé piirozené n preci plati
5 — 100 < n a §2 ma byt spodni mez. Je potteba si ale uvédomit, ze (2 je ,necitliva vici
konstantam®.

Ovéime defini¢ni podminku vztahu (). Nejprve se na nasi cesté ke spodnimu odhadu,
ktery vyzaduje definice €2, zbavme absolutni hodnoty. Pro kazdé ptirozené n vétsi nez 200
jisté plati

n n
2 -100| = £ - 100,
>0

Nyni nam na pravé strané vadi konstanta —100, které se ale zbavime nasledujicim odhadem,
platnym pro vsechna n vétsi nez 400:

n n n n

Z_100= — + = —100 > —

5 00 4—|—4 OO_4
~——

Proto je dokazované tvrzeni pravdivé, v Definici 4.7 staci volit c = }l a N = 400.

Dolni striktni asymptoticka mez w

»Spodnim® analogem ,Horniho® o je vztah w zavedeny v nasledujici definici.

Definice 4.8 (Striktné mensi dolni mez w): Méjme dvé posloupnosti (a,)°; a (b,)°,. Rek-
neme, ze posloupnost (a,)32 , je asymptoticky zdola striktné omezena posloupnosti
(bn)>2,, symbolicky ,a,, = w(b,) pro n — 0o, pravé kdyz pro kazdé kladné ¢ € R existuje

n=1>

N € N tak, ze pro vSechna n > N plati
lan| > ¢ |by.

Symbol w je malé fecké pismenko omega. Opét piimo z Definice 4.8 ihned plynou nasle-
dujici pozorovani. Opét se ukazuje, ze w lze ekvivalentné vyjadrit pomoci o.

Tvrzeni 4.2 (Zakladni vlastnosti w): Mé&jme dvé posloupnosti (a,)5°; a (b,)5° ;. Poté plati
nasledujici tvrzeni.

o a, = w(by), pravé kdyz b, = o(a,).
« Pokud a,, = w(b,), pak a,, = Q(b,).
+ w je tranzitivni.

Diikaz. Dukaz prvniho a tfetiho bodu se provede naprosto analogicky ditkkazu Tvrzeni 4.1.
Implikaci v druhém bodé si staci rozmyslet porovnanim Definic 4.8 a 4.7. [

Pojdme se zamyslet nad nékolika priklady, ve kterych v tento okamzik uz budeme pracovat
hned s nékolika vztahy.

Priklad 4.18: Pomoci vztaht o, O, w a () porovnejte posloupnosti
an=n, by,=+n, c,=2n, neEN,

kdykoliv to lze.
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Reseni. Bavime se zde o tiech ostie rostoucich posloupnostech, proto ma smysl je usporadat
podle miry jejich ristu.

~Nejpomalej$i“ z nich, (b,)2,, je o(n), O(n), o(2n), O(2n). Platnosti téchto tvrzeni jsme
se zabyvali dfive v textu a ted je podrobnéji uz rozebirat nebudeme.

Déle pro posloupnost (a,,)2 ; plati

n=w(vn), n=Q(n), n=02n). (4.1)

Uz ale neplati n = o(2n). Podivejme se podrobnéji na platnost prvniho vztahu z rovnice (4.1).
Pro libovolné ¢ > 0 zkoumame platnost nerovnosti

n = |n| > c|v/n| = cv/n,

ktera je ekvivalentni nerovnici
Vn > e,
a ta plati pro véechna pfirozena n vétsi nez c¢?>. Podminka v Definici 4.8 je tak splnéna.
Koneé¢né pro posloupnost (¢, )52 plati

2n=Q(n), 2n=w(Vn), 2n=9Q(vn).

Opét ovsem neplati vztah 2n = w(n).
Alternativné bychom mohli v argumentaci vyuzit ekvivalenci v Tvrzenich 4.1 a 4.2.

Asymptoticka tésna mez O

Vztah © kombinuje dolni i horni odhad pomoci O a (2. Jde o ,oboustranny” odhad. Pfesna
definice je nasledujici.

Definice 4.9 (Asymptotické tésna mez ©): Méjme dvé posloupnosti (a,,)2; a (b,)52 ;. Rek-

neme, ze posloupnost (a,)>° , je téhoz fadu jako posloupnost (b,)° ,, symbolicky

n=1>
»an = O(b,) pro n — oo, pravé kdyz existuji kladné konstanty ¢;,co € Ra N € N
tak, Ze pro vSechna n > N plati

Cl’bn’ S ’an’ S C2’bn’-

Symbol O je velké fecké pismenko theta. Z definice ihned plynou nasledujici pozorovani:

Tvrzeni 4.3 (Zékladni vlastnosti ©): Méjme dvé posloupnosti (a,,)° ; a (b,,)5° ;. Potom plati
nasledujici tvrzeni.

. a, = O(b,), pravé kdyz b, = O(ay,).

« Vztah © kombinuje O a 2 v nésledujicim smyslu: a,, = O(b,), pravé kdyz a,, = Q(b,,)
aa, = O(by).

+ O je tranzitivni.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne pfimo z Definice 4.9. Pii rozmysleni druhého bodu je vhodné

vvvvv

dokazaného a tranzitivitu Q2 a O. O

Poznamka 4.3: Z predchoziho tvrzeni dale plyne, Ze vztah © je relaci ekvivalence.
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asymptoticky symbol nerovnostni symbol

SECHONORS
ANIN IV V

Tabulka 4.2: Na asymptotické symboly pro porovnani chovani posloupnosti lze nahlizet jako
na jistou analogii nerovnostnich symboli pro porovnavani realnych cisel.

Priiklad 4.19: Napfiklad plati (rozmyslete!):

Uz ale tfeba neni pravda, zZe

« n+sin(n) = O(n?).

Poznamky

Vidime, Ze nové zavedené vztahy w, {2 a © jsou v podstaté odvozené od o a O, kterym jsme
vénovali vice ¢asu. Mize pomoci se na porovnavani posloupnosti pomoci w, €2, ©, O a o divat
jako na jistou analogii porovnavani ¢isel, viz Tabulku 4.2.

Tento zplsob porovnavani chovani funkci byva casto pripisovan Edmundu Landauovi
(némecky matematik, 1877 — 1938). Diky své obecnosti nachazi vyuziti v matematice, fyzice,
informatice, ...

Na zavér této kapitoly uvedme nékolik notacnich poznamek, které jsou platné i pro dalsi
asymptotické symboly a i funkce.

« Nékdy narazite na zapis tvaru ,O(a,) = O(b,)“. Tim ma autor na mysli, ze kazda
posloupnost (¢,,)° ; spliwjici ¢, = O(ay,), splije i ¢, = O(b,).

« Napiiklad plati O(n) = O(n?), nebo o(n) = O(n). Tento zpiisob zapisu mize byt
potencialné matouci, nejde zde o skute¢nou rovnost, vzdy je potieba ho interpretovat
zleva-doprava, jako inkluzi: kazd4 funkce patiici do O(n) pattii do O(n?).

. Cas se muzZete setkat i se zapisem tvaru ,a, = n “. Tim se mysli, Ze ona
Ob te setkat t = O(nPln) )« T 1

posloupnost (a,,)5° ; spliwyje a,, = O(n), kde (¢,,)5°; je néjaka posloupnost spliujici

cn = O(by).
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5 Limity funkci a posloupnosti

V této kapitole se seznamime s veledtlezitym pojmem ,limity“, ktery bude zasadni pro spoustu
pozdéjsich témat nejen v tomto semestru. Béhem tohoto a pristiho semestru se postupné
setkame napriklad s

« derivaci funkce,

« Ciselnymi fadami,

« Riemannovym integralem funkce,

« nékolika iterativnimi numerickymi metodami.

Vsechny tyto pojmy a témata koncept ,limity“ zdsadnim zptisobem pouzivaji. Dobré osvojeni
si latky této kapitoly je proto pomérné zasadni pro studium dal$ich partii nejen predméta
BI-MA1 a BI-MA2. Vedle téchto obecnych pojmu koncept ,limity” vyuzijeme naptiklad i pfi
zkoumani asymptotickych mezi posloupnosti.

V této kapitole se budeme zabyvat

« definici samotné limity posloupnosti a funkci,
« jednoduchymi ilustra¢nimi pfiklady limit a
« zcela zakladnimi vlastnostmi limit.

K sofistikovanéjsim vypocetnim nastrojim limit se dostaneme v pfisti kapitole (Kapitola 6).
Pojdme se nejprve zabyvat nejjednodussi formou ,limity*, kterou je limita posloupnosti.

5.1 Limita c¢iselné posloupnosti

V této podkapitole zavedeme pojem limity posloupnosti. Hlavni myslenkou je vyjadfeni
intuitivniho pozadavku, aby se ,cleny posloupnosti a,, blizily libovolné blizko k jistému
Cislu o Pro¢ by nas takovato otazka méla zajimat? V praxi je Casto potfeba zjistit, jestli
proces, ktery ¢leny dané posloupnosti popisuji, nékam spéje (napf. jestli posloupnost jistych
aproximaci konverguje k hledanému feseni jistého problému).

Poznamenejme, Ze limita neni jedinym nastrojem pro zkoumani chovani ¢lenti posloupnos-
ti pro velké indexy n. Jiz dfive jsme se setkali s asymptotickymi mezemi o a O a hromadnymi
body posloupnosti.

Pfistupme nyni bez dalsich okolki k definici limity ¢iselné posloupnosti.
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5. LIMITY FUNKCI A POSLOUPNOSTI LIMITA CISELNE POSLOUPNOSTI

Definice 5.1 (Limita posloupnosti / limit of a sequence): Realna posloupnost (a,)5°; ma
limitu o € R, pravé kdyz pro kazdé okoli U, bodu « Ize nalézt N € N takové, ze pro vSechna
n € N vétsi nebo rovno nez N plati a,, € U,. V symbolech

(VU.)(3N €eN)(VneN)(n > N = a, € U,). (5.1)
Tuto skutecnost miizeme zapsat nékolika moznymi ekvivalentnimi zptsoby:

lim a, =« nebo lima, =a nebo a, — a.
n—o0

Slovné miizeme Definici 5.1 pieformulovat i takto: v € R je limitou posloupnosti (a,,)2°,,

praveé kdyz v kazdém okoli U, bodu « lezi vsechny cleny posloupnosti s dostate¢né velkym
indexem, tj. vS§echny az na konecny pocet vyjimek. Na druhou stranu, k tomu aby lima,, = «
ale nestaci, aby v kazdém okoli bodu « leZelo nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti. Uvazte
napftiklad posloupnost

e sudg
a=qy T .2
—, njeliché.

V kazdém okoli bodu 0 lezi nekone¢né mnoho jejich ¢lent, ale tato posloupnost nemize mit 0
jako limitu, protoze mimo toto okoli lezi taktéz nekone¢né mnoho jejich ¢lenti. Podobné tomu
je s ptipadem +o00. Prvnich nékolik ¢lent této posloupnosti je znazornéno na Obrazku 5.1. Na
druhou stranu ale plati, Ze 0 i 400 jsou hromadnymi body této posloupnosti (rozmyslete!).

Zanedlouho uvidime (Véta 5.2), Ze kazda posloupnost ma maximalné jednu limitu a proto
znaceni zavedené na konci Definice 5.1 je korektni.

Poznamka 5.1: Pokud bychom v definici limity zaménili ,N € N“ za ,N € R" pak se jeji
smysl nezméni. Vyznam zustane také zachovan pfipustime-li ,n > N misto ,n > N* Index
N totiz vyjadfuje pouze to, Ze inkluze a,, € U, plati pro vSechna dostatec¢né velka n.

Jinak feceno, nerovnostin > 4,n > 3an > 3.75 pro pfirozena n popisuji stejné mnoziny
prirozenych ¢isel.

Pokud uvazujeme o € R, mizeme definici pfeformulovat bez pouziti pojmu okoli. Kazdé
okoli U, je v tomto piipadé tvaru (o — €, « + ¢) pro né&jaké kladné ¢. Déle inkluze a,, € U,
plati, pravé kdyz |a,, — a| < €. Dostavame tedy ekvivalentni formulaci definice,

lima,=a€eR <«

n—oo

& (VeeR, e>0)(INeN)(VneN)(n>N = |a, — a| <e).
Podobnou uvahou pro pfipad o = +o00 obdrzime nasledujici tvrzeni

lim a, = +0 < (VCGR)(EINEN)(VTLE N)(n2 N = a, > c).
n—oo
Okoli bodu 400 totiz jsou intervaly tvaru (¢, +00). Rozmyslete si podminku pro o = —oc.
Nyni si pochopeni vyznamu Definice 5.1 ozkousime na nékolika jednoduchych piikla-
dech. Poté tento pojem zobecnime i na funkce a budeme zkoumat obecné vlastnosti limit
posloupnosti i funkeci.
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5. LIMITY FUNKCI A POSLOUPNOSTI LIMITA CISELNE POSLOUPNOSTI

Obrazek 5.1: Grafické znazornéni posloupnosti definované v rovnici (5.2).

Pouziti definice na jednoduchych prikladech

Pfi pocitani limit vétsinou (pfimo) nepouzivame Definici 5.1, ale vypocet zakladame na zna-
losti jednoduchych (¢i elementarnich) limit. Limity téchto posloupnosti samoziejmé musime
korektné odvodit. V této podkapitole si proto ukazeme pouziti Definice 5.1 na jednoduchych
prikladech a tim snad i vice osvétlime pojem samotny.

Priklad 5.1: Limita konstantni posloupnosti a, = o € R, n € N, je rovna a.
Reseni. Pii argumentaci postupujeme ptesné podle Definice 5.1, stejné tomu bude i v dalgich

podobnych prikladech. Bud ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li jakékoliv N € N, tfeba N := 42,
potom pro n > N trivialné plati

la, —al =0 <e.

Priklad 5.2: Limita posloupnosti a,, = n? je rovna +oo.

Reseni. Bud ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li pfirozené N > ./c, pak pro kazdé n > N plati
n> N > /catudiza, = n® > c.
Pro ¢ < 0 je situace jednoducha. Pro kazdé ptirozené n pak plati n? > c.

1
Priklad 5.3: DokaZte tvrzeni lim — = 0.

n—oo M,

Reseni. Bud £ > 0 libovolné. Pozadavek!

1

1
la, — 0] = =—<c¢
n n

je ekvivalentni podmince n > % Staci tedy k danému ¢ volit libovolné N € N splnujici
N > 1 Explicitné bychom mohli brat napiiklad N := [1] + 1, kde [z] oznacuje horni celou
cast realného ¢isla z, tj. nejmensi celé Cislo, které je vétsi nebo rovno x.

'Vykftiénikem oznacujeme nerovnost, kterou se budeme snazit dokéazat, ktera neplyne naptiklad z néjakého

odhadu.
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1/n

?

6:7?.

R T R (R (R SR I, S )
0‘12L3456789n

Obréazek 5.2: Grafické znazornéni posloupnosti a,, = 1/n a volby N pro jedno konkrétni e
v definici limity.

Potom pron > N plati % < % < ¢. Pro ilustraci viz Obrazek 5.2. VSimnéte si, Ze ¢im
mensi okoli zvolime (¢im mensi je ) tim vétsi musime NV zvolit, aby vSechny ¢leny za nim
padly do zadaného okoli.

Poznamka 5.2: Z predchozich tii prikladi by mélo byt patrné, Ze plati

400 a >0,
lim n* =<1 a=0,
n—oo

0, a <0.

Toto tvrzeni je pomérné snadné ovéfit® na zakladé definice stejné jako v predchozich prikla-
dech.

Otazka 5.1: Pomoci definice si rozmyslete (pro dana okoli 0, resp. +00 naleznéte prislusna
N) nésledujici tvrzeni

. lim n*? = 400,

n—oo
) 1
+ lim 75 =0.

Otazka 5.2: Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni: limita kazdé ostie rostouci posloup-
nosti je +00.

5.2 Limita funkce

U posloupnosti (a,,)32 ; jsme zkoumali, jak se chovaji jejich ¢leny pro velka n. Pokud se jejich
¢leny ,blizily“ k jistému o € R, pak jsme tuto hodnotu nazyvali limitou této posloupnosti.
Vyznam slova ,blizit" pfesné popisovala Definice 5.1, ktera fikala, ze v ,kazdém" okoli bodu «
lezi vsechny ¢leny posloupnosti (a,,)? ; az na koneény pocet vyjimek.

Nyni u funkci se mizeme ptat, jak se zadana funkce f chova, kdyz se nezavisle proménna
x € Dy blizik zadanému bodu a € R, piipadné o0 (tj. pokud x roste nad/pod vsechny meze).
V nasledujici definici limity funkce si vS§imnéte podobnosti s definici limity posloupnosti

(Definice 5.1).

Definice 5.2 (Limita funkce / limit of a function): Méjme funkci f: A — R, hromadny bod
a € R mnoziny A abod b € R. Funkce f ma v bodé a limitu rovnou b, pravé kdyz pro

ZProvedte!
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kazdé okoli U, bodu b existuje okoli U, bodu a takové, Ze pokud = € U, N A a x # a, pak

f(ZL‘) € Ub.
Formalné tento pozadavek vyjadiuje formule

(VUb) (EIUa) (Vac €(ANU,) ~ {a}) (f(af) c Ub).
Tuto skute¢nost symbolicky zapisujeme nasledovné
lim f(x) =0, piipadné limf =b.
r—a a
Ucinme nejprve nékolik dalezitych komentaru k této definici. Pro prehlednost je formalné
oddélime jako samostatné Poznamky.

Poznamka 5.3: Je mozné, ze z diivéjsiho studia znate pojmy ,vlastni” a ,nevlastni® limita ve
yvlastnim® / ,nevlastnim® bodé. V BI-MA1 tyto pojmy nepouzivame. Definice vSech téchto
pojmu je obsazena v nasi Definici 5.2. Dale, dfive zavedeny pojem limity posloupnosti (Defini-
ce 5.1) je pfirozené zahrnut v Definici 5.2. Defini¢ni obor kazdé posloupnosti, tj. N, ma pouze
jeden hromadny bod, konkrétné +co.

Poznamka 5.4: Hromadnost bodu a v Definici 5.2 zaruc¢uje neprazdnost mnoziny (ANU,) \
{a} pro libovolné okoli bodu a. Viz definici hromadného bodu mnoziny (Definice 2.9).

Poznamka 5.5: V pripadeé, kdy a (bod, kde se limita pocita) i b (hodnota limity) jsou prvky
R je podminka
lim f(z) =b (5.3)
r—a
ekvivalentni pozadavku, aby bod a byl hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f a

(Ve >0)(30 >0)(Vz € Dy)(0< |z —a| <d = |f(z)—b] <e).

Analogické formule lze zformulovat pro riizné kombinace piipadii a,b € R.
Pokud bychom napiiklad méli situaci a € R a b = 400, pak by podminka (5.3) byla
ekvivalentni pozadavku hromadnosti a ve vztahu k defini¢nimu oboru f a dale

(Ve €eR) (30 >0)(Vz € D) (0 < |z —a| <& = f(z)>c).
V ptfipadé a = —oo a b = +00 by pak podminka v definici limity $la vyjadrit ve tvaru
(Ve eR)(3d e R)(Vz € Dy)(z <d = f(z)>c).

Poznamka 5.6 (Vztah limity funkce v bodé a a funkéni hodnoty v a): Hodnota limity funkce
f v bodé a zavisi pouze na chovani funkce f na okoli bodu a mimo bod a. Vysvétleme tento
fakt pomoci nasledujicich pozorovani:

« Limita funkce f v bodé a mize byt rizna od funkéni hodnoty f(a), existuje-li. Pfikladem
budiz funkce f(x) := sgn 2? definovana na celém R. Ac¢koliv pro funkéni hodnotu plati
f(0) = 0, pro limitu mame lin%] flx)=1.

T—

« Funkce f v bodé a ani nemusi byt definovana, pfesto limita miiZe existovat. Pfikladem
je funkce f(z) := sgn %, Dy = R\ {0}. Ackoliv 0 nepatii do Dy plati hH(l) f(z)=1.
T—

Vztah mezi funkéni hodnotou a limitou funkce v bodé a pozdéji vyuzijeme v definici spojitosti
funkce.

Poznamka 5.7: Zanedlouho uvidime (Véta 5.2), Ze kazda funkce ma v daném bodé maximéalné
jednu limitu a proto znaceni zavedené na konci Definice 5.2 je korektni.

K snazsimu vizualnimu predstaveni si pozadavka v Definici 5.2 uvadime Obrazek 5.3.
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b= lim f(z)

T—ra

o

@ U, {a} x

o
©

Obrazek 5.3: Tlustrace k definici limity funkce (Definice 5.2) pro pfipad a, b € R. Je vizualné
patrné, ze at zvolime cervené okoli bodu b libovolné velikosti, pak budeme schopni nalézt
modré okoli bodu a s vlasnosti pozadovanou ve zminéné definici.

Jednoduché priklady

Pojdme si s definici pohrat na nékolika jednoduchych, ale pro dalsi pocitani dilezitych,
prikladech.

Priklad 5.4: Limita konstantni funkce f(x) = ¢,z € R, vlibovolném bodé je rovna dané
konstanté. Symbolicky lim ¢ = ¢ pro kazdé a € R.
r—ra

Reseni. Je-li c € R zadan4 konstanta a f(x) = c pro kazdé x € D; = R, pak pro libovolny
bod a € R plati lim,_,, f(x) = c. Skute¢né, bud U,(¢) libovolné okoli bodu b s polomérem
e > (. V pripadé nasi konstantni funkce mizeme zvolit libovolné okoli U, bodu a. Pak totiz
pro x € U, \ {a} jisté plati f(z) = b € Uy(e).

Piiklad 5.5: Pro libovolné a € R plati

limz = a.

Tr—a
Reseni. Skute¢né, vezmeme-li libovolné okoli U, bodu a pak pro z € U, \ {a} zcela jisté
plati, ze z € U,.

Priklad 5.6: Plati

lim — = +o0.
z—0 :12'2

Reseni. Skute¢né, bud U, .. (c) = (c,+00) okoli bodu +0c a ¢ > 0. Hleddme okoli Uy(6)
bodu 0 o poloméru § > 0 takové, ze pokud = € Uy(0) . {0} pak -5 € U, (c). Pozadujeme

tedy aby X . X
—>c e < e |2 < —.
C

x? Ve
Staci proto zvolit tfeba § := \/LE
Pokud bychom uvazovali U, . (d) s d < 0, pak ziejmé staci za 0 volit tieba 1. Nerovnost

x% > d plati pro takova d vzdy.
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Piiklad 5.7: Pro kazdé a € R plati lim |z| = |a|. Pfipomefime nasi konvenéni definici
r—a

| £ oo| = +o00.
Reseni. Ptipad a = +o0 je prakticky totozny jako v Pfikladu 5.5. Zabyvejme se nyni piipadem
a = —o0. Méjme okoli U, . (c) = (¢, +00), bez Gjmy na obecnosti s ¢ > 0. Pak zvolime-li
d:= —c,tak proz € U_o(d) = (—00,d) = (—00, —c) C (—00,0) jisté plati |z| = —z > ¢
(protoze x < —c).

Nyni rozebereme piipad a € R. Méjme libovolné U () okolibodu a. Vezmeme-li § := ¢/2
ax € U,(d) pak s vyuzitim Tvrzeni 2.1 plati

| —lall <lx—a §5:E<€.
el Jal] < o —a <5 =

Piiklad 5.8: Pro druhou odmocninu /7 a a € (0,+00) U {+00} plati lim v/z = +v/a.
Tr—a
Pripomenme nasi konvenéni definici v/+o00 = +o0.

Reseni. Piipad a = 0: mé&jme Uy(e) libovolné okoli bodu 0. Je-li z € Uy(6) N D 5z = (0,0)
nenulové, pak podminka 1/z < ¢ je ekvivalentni podmince x < €2 Staéi proto volit § := £2.
Piipad a = +oo: mé&me U, (c) libovolné okoli bodu +oc. Pfipad ¢ < 0 je trivialni
(rozmyslete!). Pokud ¢ > 0 pak pro libovolné kladné z je podminka /= > ¢ ekvivalentni
podmince x > ¢?. Pro kazdé x € U, o.(c?) tedy plati \/z € U, (c).
Prozkoumejme nyni pfipad a € (0, +00). Méjme £ > 0 a hledejme k nému 6 > 0 tak, aby

platila implikace
|z —al <d = |Vr—+al <e.

Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze 6 < a/2, pak pro kazdé x € U,(¢) plati x > a/2
a diky monotonii odmocniny i v/z > y/a/2. Potom pro = € U,(0) plati

Al |z — al ) .

kde ¢ = m je kladna konstanta. Vidime, ze zvolime-1i § < a/2 a soucasné ¢ < €/c, pak
skutecné pro z € U,(9) plati |\/z — /a| < e.

V ptipadé k-té odmocniny mizeme postupovat naprosto analogicky. Jen argumentace
bude algebraicky naro¢néjsi, protoze budeme muset pouzit znamy algebraicky vzorec

k—1

=yt =@ —y)) Y, zyeR
=0

Doporucujeme studenttim ale zkusit se poprat alespon s pripadem tfeti odmocniny.
Piiklad 5.9: Necht k£ € N. Pro kazdé a € R plati

lim *V/z = *7V/a, lim *Vr=+oo.

r—a r—+oo

Pro kazdé a € (0, +00) U {400} plati

lim ¥z = ¥/a.

r—a
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Uy

N\

Qe

U~ {a} e

Obrazek 5.4: Tlustrace k definici jednostranné limity funkce (Definice 5.3) pro ptipad a,b € R
a limity zprava. Je vizualné patrné, ze at zvolime cervené okoli bodu b libovolné velikosti,
pak budeme schopni nalézt modré pravé okoli bodu a s vlasnosti pozadovanou ve zminéné
definici.

5.3 Jednostranna limita funkce

V Definici 5.2 jsme nerozlisovali mezi body z defini¢niho oboru lezicimi vlevo, ¢i vpravo, od
bodu a. Casto je ale takové rozliseni potfeba a pfesné z toho ditvodu se zavadi nasledujici
pojem.

Definice 5.3 (Jednostranna limita funkce / one-sided limit of a function): Bud f: A — R
funkce, a € R a oznaé¢me M, 1= AN (a,+00)a M_ := AN(—00,a). Potom limitu funkce
f v bodé a zprava definujeme jako limitu ztzeni funkce f na mnozinu M, a znacime ji

i f(2) = lim (], ) (2).

Podobné limitu funkce f v bodé a zleva definujeme jako limitu zizZeni funkce f na mnozinu
M_ a znacime ji

lim f(2) := lim(f]as )(2).

r—a—

V definici vyse je implicitné obsazen pozadavek, aby bod a byl hromadnym bodem mnoziny
M., resp. M_. V opatném pripadé uvedené limity samoziejmé neexistuji. Déle stoji za
povsimnuti, Ze pro a € R plati U, N (a,00) = U ~\ {a}.

Pro lepsi predstavu odkazujeme ¢tenare na Obrazek 5.4. Na zavér této podkapitoly uvedme
nékolik priklada vypocta limit jednoduchych funkei.

Piiklad 5.10: Plati .

lim — =400 a lim — = —o0.
z—=0+ T z—0— g

Reseni. Ukazme nejprve prvni z limit. Bud U, «,(c) libovolné okoli bodu +oo dané konstantou
¢ > 0 (nekladné c mizeme osetfit podobné jako v pfedchozim ptikladu). Zvolime-li 6 = % > 0,
pak pro z € (0,6) = Uy (d) \ {0} plati

1

1
O<arx<d = —>—-=c
r 0
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5. LIMITY FUNKCf A POSLOUPNOSTI JEDNOSTRANNA LIMITA FUNKCE

Podobné v druhém piikladé pro libovolné okoli U_ . (c) bodu —oo zadané konstantou ¢ < 0
stac¢i polozit § = |i > (. Pak pro libovolné = € U; (6) ~\ {0} = (=6, 0) plati

7]
1 1
—0<zr<0 = —-<——-=—|c]=c
x )

Vzpomeiite, Ze ¢ < 0. Na tomto misté je dobré si pfipomenout graf hyperboly y = %
Nyni se pfirozené nabizi otazka, jestli existuje néjaka souvislost mezi jednostrannou
limitou a (,oboustrannou®) limitou. Tento vztah zachycuje nasledujici véta.

Véta 5.1 (O vztahu limit a jednostrannych limit): Méjme funkci f: Dy — Ranecht a € R
je hromadnym bodem mnoziny D; N (a, +00) 1 DN (—00,a). Potom limita lim f(x) existuje
r—a
aje rovna b € R, pravé kdyz existuji obé jednostranné limity hm+ f(z)a lim f(x)a obé
T—a r—a—
jsou rovny b.

Ditkaz. K dikazu si staci rozmyslet obé implikace.

« Necht existuje limita lim f(z) = c. Je-li U, libovolné okoli bodu ¢, pak existuje U, okoli
T—a

bodu a takové, ze je-lix € (U,NDs)~{a},pak f(x) € U.. Tudizproz € (U,NDs)~{a}
je f(z) € U. nezavisle na tom, jestli x > a nebo = < a. Jednostranné limity Iimi f(z)
Tr—ra

proto obé existuji a obé jsou rovny c.

« Naopak. Necht obé jednostranné limity existuji a obé jsou rovny c. Bud U, libovolné
okoli bodu c. Pak existuje levé okoli U, (¢1) bodu a a pravé okoli U, (g;) bodu a tak,
ze pokud =z € (U, (e1) N Dy) \ {a} nebo x € (US(e3) N Dy) \ {a}, pak f(z) €
U.. Polozime-li ¢ = min{ey, s}, pak pro x € (Uy(e) N Dy) \ {a} plati f(z) € U..
Oboustranna limita funkce f v bodé a tedy existuje je rovna c. [

Tim je duikaz dokoncen.

Dusledek 5.1 (O vyvraceni existence limity): Necht f je funkce a bod a € R s vlastnostmi
uvedenymi v predpokladech predchozi véty. Plati-li alespon jedna z podminek

« obé jednostranné limity funkce f v bodé a existuji a jsou rizné,
« alespon jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé a neexistuje,

potom limita funkce f v bodé a neexistuje.

Diikaz. Jednoduchym sporem s tvrzenim Véty 5.1. [
Priklad 5.11: Limita

lim sgn z

z—0

neexistuje. Pfresvédcte se o tomto faktu studiem vhodnych jednostrannych limit.

Reseni. Pro jednostranné limity plati (rozmyslete!)

lim sgnz =1,
z—0+

lim sgnz = —1.
z—0—

Podle Dusledku 5.1 oboustranna limita nemuze existovat (1 # —1).
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5. LIMITY FUNKCI A POSLOUPNOSTI ZAXKLADNI VLASTNOSTI LIMIT

Piiklad 5.12: Limita

1
lim —
z—0
neexistuje.
Reseni. Opravdu, jiz jsme odvodili, ze
.1 1
lim — =400 a lim —=—o0
r—0+ 2 r—0— 2

a proto uvedena limita neexistuje.
Situaci popsanou v pfedchozim prikladu miizeme zobecnit na nasledujici pozorovani.

Priklad 5.13: Méjme a € Ra k € N. Potom

. 1 {j:oo, k je liché,
lim =

e—at (x — a)k +00, K je sudé.

5.4 Zakladni vlastnosti limit

V této podkapitole prozkoumame zakladni vlastnosti limity funkce (a tedy i posloupnosti).

Zacnéme zcela zakladnim postfehem. Funkce v daném bodé bud limitu nema, nebo ji ma
a jeji hodnota je pak dana jednoznacné. Jinak feceno, zadna funkce v daném bodé nemuze
mit dvé rizné limity. Pokud tedy dva lidé pocitaji jeden piiklad a vyjde jim rozdilny vysledek,
pak alespon jeden z nich musel nékde ve vypoctu udélat chybu.

Véta 5.2 (O jednoznac¢nosti limity): Funkce f ma v bodé a nejvyse jednu’® limitu.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Piedpokladejme, Ze mame funkci f, hromadny bod a
jejiho defini¢niho oboru a tato funkce ma v tomto bodé dvé riizné limity b € Rac € R.
Protoze body b a c jsou razné, nutné existuji dvé jejich okoli, oznacme si je U, a U,, ktera
jsou disjunktni, tj. U, N U, = (). Podle definice limity funkce existuji ke kazdému z téchto
okoli jista okoli bodu a, oznacme si jejich prinik jako V,, tato mnozina je stale okolim bodu a.
Potom stéle dle definice pro kazdé x € (V, N Dy) \ {a} je f(z) € U, a soucasné f(z) € U..
To ale neni mozné, protoze tyto mnoziny jsou disjunktni! O]

Nasledujici pozorovani plyne velmi pfimocare pfimo z definice pfeformulovanim jedné
jediné podminky. Pro pocitani a elementarni ivahy mtize byt velmi uzite¢né.
Pozorovani 5.1 (Riizné ekvivalentni formulace limity): Budte f : A — R funkce, a € R
hromadny bod jejiho defini¢niho oboru a b € R. Potom plati nasledujici dvé ekvivalence.
1. lim f(z) = b, pravé kdyz lim | f(x) — b|] = 0.

r—a T—a
2. lim f(x) = 0, pravé kdyz lim |f(z)| = 0.

r—a T—a

Diikaz. Druhy bod plyne z prvniho. V prvnim bodé staci polozit b = 0. Ekvivalence v prvnim
bodé vychazi z definice limity funkce a jednoduchych ekvivalenci

f(x) e Uple) & |f(z) —bl <& < |f(x) —b] € Usle),

platnych pro libovolné € > 0. Pozor, v§imnéte si, ze zde piedpokladame b € R, nepripoustime
nekone¢né b. u

3 Nejvyse jednu” znamena bud Z4adnou, nebo pravé jednu.
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5. LIMITY FUNKCI A POSLOUPNOSTI ZAXKLADNI VLASTNOSTI LIMIT

Dale je uzite¢né a primocaré nasledujici tvrzeni ukazujici chovani limity vaci zazeni
defini¢niho oboru funkce.
Véta 5.3 (O limité zizeni): Mé&jme funkci f a bod a € R, ktery je hromadnym bodem
defini¢niho oboru Dy funkce f. Déle uvazme mnozinu M C Dy takovou, Ze bod a je stale
jejim hromadnym bodem.

Potom pokud limita lim f(z) = b € R, pak i pro funkci g := f|y, ziZeni funkce f na

T—a
mnozinu M, plati lim g(x) = b.
T—a

Diikaz. Pouhé prepsani definice a vyuZiti pozorovani: pokud néjaka vlastnost V() plati pro
vSechna x € A, pak plati i pro vSechna x € B C A. O]

Poznamka 5.8: Tato véta neni pfimo pouzitelna pro posloupnosti (jedna z nich by neméla
defini¢ni obor celé N, coz nepfipoustime). Jistou analogii pro posloupnosti je véta o limité
vybrané posloupnosti, ke které se dostaneme zanedlouho.

Dalsi véta nam ukazuje dulezitou souvislost pojmu ,limita posloupnosti® a ,limita funkce®.
Diky této vété mizeme nékteré limity posloupnosti pocitat pomoci znalosti limity funkeci.
Vyhoda tohoto postupu spociva v tom, Ze na limity funkci miZzeme pouzit nastroje dife-
rencialniho poctu (jako napriklad I'Hospitalovo pravidlo), které pro posloupnosti nemame
k dispozici.

Véta 5.4 (Heine): Limita lim f(z) je rovna b € R, pravé kdy# a je hromadnym bodem D;
Tr—a
a pro kazdou posloupnost (x,,)5% ; s limitou a, jejiz ¢leny spliji {z,, | n € N} C Dy \ {a},
plati lim f(z,) =b.
n—oo

Diikaz. Implikace = jiz byla dokazana, jde v podstaté o Vétu 5.3. Dikaz druhé implikace <
v tomto textu vynechavame. O

Pomoci Heineho® véty, resp. véty o limité ziZeni, mizeme snadno pocitat limity posloup-
nosti na zakladé znalosti limity funkce v +o00. V predchozi ¢asti textu (Priklad 5.8) jsme
napriklad odvodili, ze

lim vz = +oo.

T—+00

Odtud ihned plyne, Ze i pro limitu posloupnosti (ﬁ) plati

n=1

lim /n = +o0.

n—oo

Pro¢? Mame k dispozici dokonce tfi zptisoby argumentace:
« Funkci /2 jsme zuzili na N (a ziskali tak onu posloupnost) a pouzili vétu o limité zuzeni.
« V Heineho vété jsme pouzili posloupnost s ¢leny x,, = n,n € N.
« V tomto piipadé bychom samoziejmé mohli i vyjit pfimo z definice limity posloupnosti.

Heineho véta, resp. véta o limité zazeni, ma jeden velmi dulezity dusledek, pomoci kterého
budeme moci naopak existenci limity funkce vyvracet.

*Eduard Heine (1821-1881), némecky matematik.
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5. LIMITY FUNKCI A POSLOUPNOSTI ZAXKLADNI VLASTNOSTI LIMIT

Dusledek 5.2 (Vyvraceni existence limity funkce pomoci Heineho véty): Necht a € R

je hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f. Dale necht (z,,)%, (2,)52, jsou dvé

posloupnosti s ¢leny z D, majici limitu a a spliiujici podminky z,, # a a 2, # a pro vSechna
n € N.
Pokud limity lim f(z,)a lim f(z,) existuji a jsou rizné, nebo alespon jedna z nich
n—oo n—oo

neexistuje, potom limita lim f(z) neexistuje.
T—a

Dilkaz. Sporem: kdyby limita lim f(z) existovala a méla hodnotu «, pak by podle Heineho
Tr—a
véty (Véta 5.4) pro libovolné dvé posloupnosti (z,)%; a (2,)5°; s uvedenymi vlastnostmi
existovaly i limity posloupnosti (f(z,))o2, a (f(z,))22, a obé mély stejnou hodnotu ae. [
Ukazme si pouziti Heineho véty a jejiho dtsledku na nékolika prikladech.
Piiklad 5.14: Limita funkce f(x) = sin(x) v +00 neexistuje. Srovnejte tento piiklad s Pfi-

kladem 5.18

Diikaz. Intuitivné by tvrzeni mélo byt nepfekvapivé, zamyslime-li se nad netrivialnim perio-
dickym chovanim funkce sin. Krasné této predstavy mtzeme vyuzit pfi volbé dvou ,testova-
cich® posloupnosti:

Ty 1= 27N,

Yn ::27m+g, n € N.

Obé posloupnosti ()22, a (y,)22; jsou tvofeny prvky defini¢niho oboru funkce sin (tj. R)
a jsou ruzné od +00 a maji limitu +-00. Pro obrazy jejich ¢lent ale plati

f(x,) =sin(27n) =0 — 0,

f(y,) = sin (27m + g) = sin <g> =1—1.

Posloupnosti obrazii maji riizné limity a proto dle Dusledku 5.2 limita lim sin(x) neexistuje.
r—>+00
]

Poznamka 5.9: Priklady 5.14 a 5.18 je vhodné doplnit jesté dvéma ukazkami. Rozmyslete si,
ze limita funkce
lim sin(27x)
T—+00
neexistuje, ale limita posloupnosti

lim sin(27n)
n—oo

existuje a je rovna 0 (jde o limitu konstantni posloupnosti s v§emi ¢leny rovnymi 0).
Piiklad 5.15: Limita
1
lim sin (—>
z—0 T

neexistuje.
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5. LIMITY FUNKCI A POSLOUPNOSTI VZTAH HROMADNYCH BODU MNOZIN A LIMIT

y=sin (1)

Obrazek 5.5: Graf funkce sin (). Limita této funkce v bodé 0 neexistuje.

z
ReSeni. Ozna¢me f(x) :=sin (1) a polozme

T

Tyto posloupnosti splnuji

lim z, = lim 2, =0 a {z,|Jn e N}U{z,|n e N} C Dy =R~ {0}.

n—oo n—oo
Konec¢né
lim f(x,)= lim sin(27n) = 0,
n—oo n—o0
: o T T
nll_>ngo f(zn) = nlggo sin (27m + 5) =sing = L.

Pro predstavu uvadime Obrazek 5.5. Z obrazku je patrné, ze limita posloupnosti obrazii zavisi
na zpusobu, resp. konkrétnich krocich, jakym se k bodu 0 blizime”.

5.5 Vztah hromadnych bodd mnozin a limit

Hromadné body mnoziny miizeme plné charakterizovat® také pomoci posloupnosti a jejich
limit.

Véta 5.5 (O vztahu limity a hromadnych bod mnoziny): Méme mnozinu M C R. Bod
b € R je hromadnym bodem mnoziny M, pravé kdyz existuje posloupnost (a,, )22 ;, jejiz ¢leny
vSechny lezi v M, jsou razné od b a pro jeji limitu plati lim a,, = b.

n—oo

Diikaz pro pripad b € R. K ditkazu ekvivalence staci dokazat obé implikace.

« =:Prokazdé n € N zvolme néjaké a,, € M pattici do Uy(1/n) artzné od b - to lze, b je
hromadnym bodem mnoziny M. Je-li U, () néjaké okoli bodu b, tak pron > N = [1/¢]
plati a,, € Uy(1/n) C Up(e). Tudiz a,, — b.

« <: Mé&jme posloupnost (a,)%°; uvedenych vlastnosti. Uvazime-li libovolné U, pak
jisté existuje (dokonce je jich nekone¢né mnoho) néjaké a,, € M pattici do tohoto okoli
ruzné od b. Bod b je tedy hromadnym bodem mnoziny M. O

>,Zpusob blizeni se k 0 v tomto pfipadé pfesné vystihuji posloupnosti (2,)5%; a (2,,)32 ;.
8V nésledujici Vété je ekvivalence!
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Tim je dukaz dokoncen.

Diikaz pro pripad b = +00 a b = —oo. Staci vhodné modifikovat predchozi pripad. Tento di-
kaz prenechavame Ctenafi. [

Vztah mezi hromadnymi body posloupnosti a vybranymi posloupnostmi popisuje nasle-
dujici véta.
Véta 5.6 (O vztahu podposloupnosti a hromadnych bodi1 posloupnosti): Bod a € R je hro-
madnym bodem posloupnosti (a,);2;, pravé kdyZ existuje vybrana posloupnost (ay,, )52,
majici limitu o € R.

Diikaz. Opét ukazeme obé implikace.

« <:V kazdém okoli U, lezi nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (ay, )5 ; a tim padem

i posloupnosti (a,)% ;.

« Provedeme diikaz = pouze pro a € R: Uvazme okoli U, (1), existuje k; takové, ze ay, €
Us(1).Je-lin € N, n > 1, pak pro okoli U, (1/n) existuje k,, > k,_; spliwjici a;, €
U,(1/n). Takto zkonstruovana posloupnost (ay, )%, je vybrana z (a,)S° ; a konverguje
k a. Skute¢né, je-li U, (¢) libovolné okoli bodu «, pak pro vsechnan > N := [1/¢] je
1 <+ <eaprotoay, € Uy(1/n) CU.(1/N) C Uq(e). O

Tim je dtkaz dokoncen.

5.6 Limity vybranych posloupnosti

Pfimo z definice limity posloupnosti ihned nahlédneme nasledujici pozorovani, které pro jeho
dalezitost ale formulujeme jako vétu.

Véta 5.7 (O limité vybrané posloupnosti): Necht posloupnost (a,,)>>; ma limitu o € R. Pak
kazda podposloupnost vybrana z (a,)S° ; ma také limitu .

1 oo
Priklad 5.16: Plati lim ——— = 0. Posloupnost <%) je totiz vybrana posloup-
n—oco 4n! + n? Anbn® ) 1
o0 1
nost z (%) a jiz vime, ze lim — = 0.
n=1 n—oo N
Dusledek 5.3: Lze-li z posloupnosti (a,, )22 ; vybrat dvé podposloupnosti s riiznymi limitami,

pak limita pavodni posloupnosti (a,)S° ; neexistuje.

Pomoci podposloupnosti tak mizeme prozkoumavat limitni chovani komplikovanéjsich
posloupnosti. Tento disledek v kombinaci s Vétou 5.6 implikuje nasledujici pozorovani:

[e.9]

Pozorovani 5.2: Ma-li posloupnost (a,)%°,

limitu.

alespon dva riizné hromadné body, pak nema

Piiklad 5.17: Limita posloupnosti ((—1)")20:1 neexistuje.

Reseni. Vybereme podposloupnosti se sudymi a lichymi indexy. Tj. polozime k, := 2n
al, =2n — 1pron = 1,2,... Potom obé odpovidajici vybrané podposloupnosti jsou
konstantni s riznymi limitami:

akn:1—>1, ap, =—1— —1.

n

Také vidime, ze tato posloupnost ma dva hromadné body.
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Priklad 5.18: V tomto ptikladu ukdZeme, Ze limita posloupnosti (sin n)> ; neexistuje. Srov-
nejte tento priklad s Prikladem 5.14.

Reseni. K tomu dospéjeme sporem. Pfedpokladejme, Ze limita této posloupnosti existuje
a oznacme ji o € R, tedy

a = lim sinn.
n—oo

Protoze nerovnost —1 < sinn < 1 plati pro vSechna n € N, je jisté « € (—1,1) (specialné,
neni to nékteré z nekonecen).

Protoze je posloupnost (sin 2n)> ; vybrana z posloupnosti (sinn)>2 ;, ma dle véty o limité
vybrané posloupnosti také za limitu a. Ze znamych trigonometrickych vzorct nyni plyne
nasledujici vztah

cos 2n = cos’n — sin’n = (1 — sin’n) — sinn = 1 — 2sin*n

a proto posloupnost (cos 2n)2°, ma za limitu 1 — 2. Odtud ovsem plyne, s vyuzitim soug-
tovych vzorcti pro funkci sin, zZe

sin2 = sin(2n + 2 — 2n) = sin(2n + 2) cos 2n — cos(2n + 2) sin 2n —
— a(l —2a%) — (1 —2a*)a =0,

[eS)
n=1"

protoze (sin(2n+2))9° ,, resp. (cos(2n+2))3 |, jsou vybrané z (sin 2n)5° |, resp. (cos 2n)

n=1> n=1> n=1°
Celkem jsme dospéli k rovnosti sin 2 = 0, coz je spor.

5.7 Asymptoticka ekvivalence ~

Tento vztah definujeme pro funkce, definice nize ale pfirozené zahrnuje i pfipad posloupnosti,
ke kterym se dostaneme v nasledujici kapitole.

Definice 5.4 (Asymptoticka ekvivalence ~): Mé&me dvé funkce f, g a bod a € R takovy, ze
a je hromadnym bodem mnoziny D; N D, a existuje okoli V, splaujici’” (V, N Dy) N {a} =
(Va1 D,) ~ {a}.

Rekneme, 7e funkce f je asymptoticky ekvivalentni funkci g pro z jdouci k a,
symbolicky ,,f(z) ~ g(x) pro z — a, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a a funkce u
definovana na U, pro jejiz limitu v bodé a plati 2lflir(l1 u(z) = 1 tak, ze pro vSechna = €
U, N D¢ N D, razna od a plati

f(x) = u(z)g(x).

Tento asymptoticky vztah ~ je v jistém smyslu nejpfesnéjsi. Za jistych dodate¢nych
predpokladt lze vztah f(x) ~ g(z) pro x — a vyjadfit pomoci limity podilu f(z)/g(z) pro
x — a, timto Casto pouzivanym pozorovanim se zabyva Véta 5.8 nize. Zamysleme se nad
zékladnimi vlastnostmi tohoto pojmu.

Tvrzeni 5.1: Plati nasledujici tvrzeni:
« Vztah ~ je symetricky, tranzitivni a reflexivni, jde skute¢né o ekvivalenci.

« Méjme dvé funkce f a gabod a.Pokud lim f(x) existuje a je rovna a a f je asymptoticky
Tr—a

ekvivalentni g pro x — a, pak existuje i lim g(z) a je také rovna .
r—a

"Vagné feéeno, definiéni obory obou funkci vypadaji na okoli a stejné.
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Priklad 5.19: Méjme dva polynomy P a (). Potom P je asymptoticky ekvivalentni () pro
r — 400 (tj. P(z) ~ Q(z) pro z — +00), pravé kdyz polynomy P a () maji stejny stupen
a stejny koeficient u nejvyssi mocniny.

5.8 Limity a asymptotické vztahy (~, o, O, (), © a w)

Nasledujici véta je velmi uzite¢na. Umoznuje nam rozhodovat o platnosti vztahti 0 a O bez
nutnosti hledani konstant z definice 0 a O. Jeji pouZiti si ukazeme hned jakmile budeme mit
v ruce mocnéjsi nastroje na vypocet limit, naptiklad v podkapitole o podilovém kritériu.
Véta 5.8 (O vztahu o, O, ~ a limit): Mé&jme dvé funkce f: A - R, g: B — Raboda € R.
Dale predpokladejme, Ze

« Bod a je hromadnym bodem mnoziny A i B.

« Existuje okoli U, bodu a takové, ze (U, N A) \ {a} = (U, N B) \ {a}.

« Pro vSechna x z mnoziny U, N B rizna od a plati nerovnost g(x) # 0.
Potom plati nasledujici tfi implikace:

@ € R, pak f(z) = O(g(x)) pro x — a.

« Pokud limita lim
g9()

r—ra

(=)

g9()
f()

« Plati :}:lgé re) = 1, pravé kdyz f(x) ~ g(z) pro z — a.

Diikaz. Stru¢né bychom se mohli odkazat na Tvrzeni 3.2 a 3.4. Rozeberme dtikaz ale podrob-
néji.

V prvnim piipadé si stac¢i uvédomit, ze existence konecné limity implikuje omezenost
funkce na okoli: je-li lim, , | f(z)/g(z)| = b € R, pak dle definice limity pro okoli Uy(1)
existuje okoli U, takové, Ze pro kazdé x € U, \ {a} je |f(z)/g(x)| € Up(1) atedy | f(x)| <
(b+1)lg(a)!

V druhém pripadé je situace jednodusi, roli ¢ v definici o pfesné hraje ¢ z definice limity.

V tfetim pfipadé je potfeba dokazat dvé implikace. Implikace zprava do leva plyne pfimo
z definice ~. Implikace zleva doprava vyplyva ze vztahu

« Plati lim
r—ra

=0, pravé kdyz f(z) = o(g(x)) pro z — a.

platného na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a. [
V podkapitole 4.7 jsme pro posloupnosti zavedli asymptotické vztahy 2, w a ©. Pomoci
limit miZzeme zformulovat nasledujici kritérium:

Tvrzeni 5.2 (O vztahu limit a 2, w a ©): Mé&me dvé posloupnosti (a,)2 ;, (b,)22 . Dale
predpokladejme, ze vSechny ¢leny posloupnosti (b,,)2° ; jsou nenulové. Potom plati nasledujici
tvrzeni.
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1. Pokud lim % > 0, potom a,, = (b,,).
n—oo n

2. Pokud lim % = 400, potom a,, = w(by,).
n—oo n

3. Pokud lim % € (0, +00), potom a,, = O(b,,).
n—o0 n

Ditkaz. Staci si procvicit definici s pojmy limita a pfislusnymi asymptotickymi vztahy.
1. Predpokladejme tedy, ze

lim
n—oo

=a >0,

n
kde pfipoustime i moznost o = +oc. Z definice limity posloupnosti pouzité pro ¢ = a/4,
resp. € = 42 v pfipadé o = +00, existuje N € N takové, ze pro kazdé pfirozené n > N
plati

tj. pro libovolné n > N je

>c, tudizi |a,| > c|by),

ba
kde ¢ = 3a, resp. ¢ = 42 v pfipadé oo = +o0. Tim jsme ovéfili vztah a, = Q(b,).

2. Nyni postupujme podobné jako v pfedchozim bodé. Z uvedeného predpokladu plyne: pro
kazdé ¢ > 0 existuje N € N takové, ze pro kazdé ptirozené n > N plati

|
—|>c
b, ’
¢ili
|an| > c|by].
Tim jsme ovéfili vztah a,, = w(b,,).
3. Predpokladejme, ze
lim || = a € (0,4+00).
n—o0 n

Existuji tedy dvé realné konstanty c¢1,co > 0 a N € N takové, Ze pro kazdé n > N je

Qn

C1 S S C2,

n

tedy
Cl|bn‘ S ‘an‘ S CQ‘bn‘-

Tudiz a,, = O(b,). O]

Vztah mezi ~ a © odhaluje nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 5.3 (O vztahu ~ a ©): Pokud a,, ~ b, pro n — o0, pakia, = O(b,) pron — oo.
Pro ilustraci uvadime nékolik prikladu.

Priklad 5.20: Plati 2" = Q(n?).

Reseni. Skute¢né, protoze

27+ /(4 1) 1 1

lim ——————=2lm ———— =2 ——=2>1
e 2n /n? v (1+1)2 (1+0)2 '

pak podle podilového kritéria plati

n

lim—2:+oo>().

n—oo M

V tomto piipadé vidime, Ze plati i 2" = w(n?).

5.9 Konvergence posloupnosti

Z pohledu existence limity rozliSujeme nasledujici dva dilezité typy posloupnosti.

Definice 5.5 (Konvergentni posloupnost / convergent sequence): Bud (a, )52, posloupnost.
Pokud pro jeji limitu plati ILm a, € R, pak se nazyva konvergentni. V ostatnich pripadech
ji nazyvame divergentni.n -

O konvergentni posloupnosti nékdy také ze zjevnych davoda hovorové fikame, ze ,ma
kone¢nou limitu®, Na zakladé vysledku ptikladii z predchozi podkapitoly 5.1 mizeme tvr-
dit nasledujici: posloupnost (%)Zozl je konvergentni, libovolna konstantni posloupnost je
konvergentni, posloupnost (1), je divergentni.

Shrime si nejpodstatnéjsi vysledek predchoziho textu tykajici se limit posloupnosti.
Nejelementarnéjsim zptisobem vypoctu limity posloupnosti (a,,)° ; je Gispésné provedeni
nasledujicich dvou krokd.

1. Uhodnéme kandidata na limitu, ozna¢me si ho a € R,

2. Pomoci definice dokaZme, Ze lim a,, = a.
n—o0

V dalsi ¢asti tohoto textu si ukazeme sofistikovanéjsi nastroje pro vypocet limit. Velmi casto
je nam hodnota limity (pokud viibec existuje) neznama. Typicky je jeji pfipadna hodnota praveé
to, co hledame. Vyvstava proto prirozena otazka: 1ze rozhodnout o konvergenci posloupnosti
(an )52, pouze na zakladé znalosti jejich ¢lentl, bez toho abychom museli operovat s hodnotou
limity, kterou nezname? Na tuto otazku zanedlouho kladné odpovime.

Pfipomenme si axiom uplnosti realnych ¢isel probirany v podkapitole 2.2. Nyni jiz navic
muzeme podminku, kladenou na délky intervald, formulovat pomoci pojmu limity.
Poznamka 5.10 (Pfeformulovani axiomu tplnosti): Kazdy smrstujici se systém vnofenych
uzavienych intervald ma neprazdny prinik. Pfesnéji, pokud pro kazdé n € N plati

<(ln, bn) 2 <a7b+17 bn+1>

a navic

lim (b, — a,) =0,

n—oo

pak existuje realné x lezici v kazdém z intervala (a,, b,), n € N.
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Pfistupme nyni k dulezité vété nesouci jméno po Bernardovi Bolzanovi (matematik s ital-
skymi predky narozeny a studujici v Praze, 1781 — 1848) a Karlovi Weierstrassovi (némecky
matematik, otec moderni matematické analyzy, 1815 — 1897). Jeji tvrzeni neni vitbec oc¢ividné
a jak uvidime v duikazu, plyne z axiomu tplnosti mnoziny realnych ¢isel.

Véta 5.9 (Bolzano-Weierstrass): Kazda omezena ¢iselna posloupnost ma hromadny bod «
lezici v R.

Diikaz. Bud (a,,)? , omezena posloupnost. Jisté existuje interval (by, ¢;) takovy, ze obsahuje
vSechny ¢leny posloupnosti (a,,)%2 . Rozdélime-li interval (b, ¢;) na poloviéni intervaly
(by, Wty a (B4 ), pak aspont jeden z téchto intervall obsahuje nekoneéné mnoho ¢lent
posloupnosti (a,)5° ;, ozna¢me ho (b, ¢3).

Timto zptisobem induktivné sestrojime systém vnofenych intervalt (b,,, ¢,,) z nichz kazdy
obsahuje nekone¢né mnoho ¢lent (a,,)7°, a pro jejichz délky plati

n—00 n—oo 2N

Podle axiomu tplnosti existuje realné x patiici do kazdého z intervalt (b,,, ¢, ). Protoze
délky intervala (b, ¢,) konverguji k nule, 1ze pro libovolné okoli U, bodu x nalézt n dostate¢né
velké na to, aby cely interval (b, ¢,,) patfil do U, (zcela jisté do néj patii naptiklad viechny
intervaly (b,, ¢,,), jejichz délky jsou mensi nez ¢tvrtina délky U,). Proto lze v U, nalézt
nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (a,,)%2 ; a z je tedy hromadnym bodem (a,,)°,. [

Poznamka 5.11: Jinak feceno, predchozi Véta 5.9 tvrdi, Ze z kazdé omezené posloupnosti lze
vybrat konvergentni podposloupnost. Skutecné, vzpomerite si na Vétu 5.6.

Nasledujici vétu, ktera je dusledkem pravé dokazané Bolzanovy-Weierstrassovy véty,
budeme velmi ¢asto vyuzivat. Dava nam totiz postacujici podminku pro konvergenci posloup-
nosti. Pokud ovéfime tuto podminku (v tomto pfipadé monotonii a omezenost posloupnosti)
pak je zarucena existence jeji konec¢né limity.

Véta 5.10 (O limité monoténni posloupnosti): Kazda realnd monoténni posloupnost ma limitu.
Tato limita je kone¢na, pravé kdyz je dana posloupnost omezena.

Dilkaz. V piipadé, ze je zkoumana posloupnost (a,)S° ; neomezena, je z definice limity zfejmé,

ze lim a, = Fo00 (znaménko + pro neomezenost shora, — pro zdola).
n—oo

Piedpokladejme, Ze (a,)5°, je rostouci a (shora) omezena. Potom podle Bolzanovy-
Weierstrassovy véty mé posloupnost (a,, )22 ; hromadny bod, ozna¢me ho x. Bud U, libovolné
okoli bodu x. Potom existuje jisté ay patfici do U,. Do tohoto okoli ale musi patfit vSechna
a, sm > N, protoze pro né nutné plati ay < a,, < z. Kdyby totiz a,, pferostlo =, nemohl by
x byt hromadnym bodem (a,, )32 O

n=1"
Ukazme si pouziti hned nékolika novych konceptti na nasledujicim piiklade.
Priklad 5.21 (Limita posloupnosti harmonickych ¢isel): Zkoumejme limitu posloupnosti
"1 o0
- . 54
) 5
k=1 n=1

Této posloupnosti se pro jeji dilezitost budeme vénovat jesté dale v semestru. Nyni si ukazeme
jak je to s jeji limitou. Na prvni pohled se mize zdat prekvapivé, ze limita této posloupnosti
je +oo0.
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Tato posloupnost je o¢ividné ostie rostouci (nasledujici ¢len vznikne z pfedchoziho pfi-
¢tenim kladného cisla). Podle véty o limité monotonni posloupnosti tudiz existuje jeji limita.
Vyberme posloupnost (b, ),en,

1
b, = —.
k
k=1
Plati ) ) ] ) ]
b — J I
b=y Ty T T ey 2t Ty
Odtud )
— -1 n
bn:b1+2(b]+1_bj)>b1+—:1+§
j=1

Posloupnost (b,,)5° ;, a tedy i (a,)52 ;, neni omezena shora. Proto

Poznamka 5.12: Tento vysledek zdaleka neni zfejmy. Kdybyste s ¢leny posloupnosti z pred-
choziho prikladu experimentovali na pocitaci, tedy pocitali v kone¢né presnosti (typicky
pomoci 64 bitovych ¢isel s pohyblivou desetinnou ¢arkou), tak byste pravdépodobnéji dospéli
k zavéru, ze tato posloupnost konverguje. Rozmyslete proc! K této posloupnosti se pozdé;ji
vratime a ukazeme si, Ze do nekonecna jde stejné rychle jako logaritmus.

Dalsi véta nam dava nutnou a postacujici podminku pro konvergenci posloupnosti. Te-
dy podminku ekvivalentni s definici konvergence. Podstatnou vyhodou této podminky je,
ze vyzaduje pouze znalost ¢lent zkoumané posloupnosti, nepotiebujeme se odvolavat na
pfipadnou hodnotu limity (srovnejte s Definici 5.1).

Véta 5.11 (Bolzano—-Cauchy): Posloupnost (a,)32, je konvergentni, pravé kdyz pro kazdé
e > 0 existuje N € N takové, ze pro kazdé n,m > N je |a, — an| < €.

Diikaz. Nejprve dokazme implikaci =: necht ma (a,,)5° ; limitu @ € R. Bud ¢ > 0 libovolné.
Potom Ize nalézt N € N takové, ze pro kazdé n > N je |a, — a| < 5. Takze pro libovolné
n,m > N plati

£ €
]an—am\:]an—a+a—am|S\an—a|+\a—am\<§+§:5.

Pfi odhadu jsme vyuzili znalosti trojuhelnikové nerovnosti.
Nyni se podivejme na implikaci <=: necht (a,,)>° ; spliiuje podminku

(Ve > 0)(IN € R)(Vn,m € N)(n,m > N = |a, — an| < ¢).
Zvolme za € = 1, pak existuje index NV € N tak, ze
|ay, —ay| <1 prokazdé m > N.
Jinak feceno, pro m > N patii a,, do intervalu (ay — 1,anx + 1) = U,, (1). Mimo tento

interval muze leZet pouze koneény pocet prvka posloupnosti. Posloupnost (a, )5, je proto
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omezena. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje x € R, hromadny bod posloupnosti
(an)pey-

Bud U, (¢/2) okolibodu x. Pro £ /2 existuje N tak, ze pokud m,n > N pak plati |a,—a,,| <
e /2. Diky hromadnosti bodu z ale existuje m > N tak, ze a,, € U,(g/2). Tudiz pron > N je

e €
|an—x]:|an—am+am—x|§|an—am|+|am—x|<§+§=5

Tim je dukaz dokoncen. [

Priklad 5.22: Vratme se jesté jednou k posloupnosti harmonickych ¢isel (5.4). Ukazme, ze
jeji limita je nekonecno alternativné pomoci Bolzanova—-Cauchyova kritéria. Nejprve si opét
povsimneme, Ze zkoumana posloupnost (a, )02, a, = >_,_; =, je rostouci a tedy mé limitu
(podle véty o limité monotonni posloupnosti). Dokazme, Ze tato limita nemtze byt kone¢na (tj.
nemuze patfit do R) a proto musi byt nutné rovna +o0. K tomu pouzijeme Bolzano—-Cauchyova
kritéria, chceme ukazat jeho negaci. Tedy

(36>0)(W\76N)(E|n,m€N)(n,m> N ala, — ap| 26),

kde (a,):2, je zkoumana posloupnost. Zvolme ¢ = 3 abud N € N libovolné. Polozme
n=4Nam = 2N, potomn >m > N a

4N

ol =

k=2N+1

1 1
— 2N = —.

> .
— 4N 2

e

V odhadu jsme pouzili jednoduchého pozorovani: soucet ¢ € N kladnych ¢isel je vétsi nebo
roven nejmensimu z nich krat £.
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6 Vypocet limit posloupnosti a funkci

V predchozi kapitole jsme zavedli pojem limity a ukazali jeho zakladni vlastnosti. Také jsme
vypocetli celou fadu limit jednoduchych funkci a posloupnosti. V této kapitole si ukazeme,
jak tyto zakladni vysledky vyuzivat pfi vypoctu komplikovanéjsich limit.

Poznamka 6.1 (Zjednodusujici poznamka): Nase definice limity funkce (Definice 5.2) je
zamérné obecna a vyuziva pojmu hromadného bodu (Definice 2.9). U funkci, na které typicky
narazime, budeme pocitat limity v bodech a, na jejichz (jednostrannych) okolich, s ptipadnou
vyjimkou bodu a, jsou funkce definovany. Naptiklad, mame-li

sin(z — 2)
r—2

f(x) =In(z) a g(z)=

pak nis mize zajimat limita f v bodé 0 zprava (f je definovana na (0,1) = U (1) \ {0})
nebo limita g v bodé 2 (g je definovana na (1,3) \ {2} = Us(1) \ {2}). Samoziejmé by nas
u obou funkci mohla zajimat tfeba i limita v bodé 10, jehoz celé okoli o poloméru tieba 1 patii
do pfislusnych defini¢nich obort.

Je dobré si rozmyslet, jaké dusledky tato situace ma. Je-li funkce f definovana na okoli
bodu a € R, s moznou vyjimkou bodu a (tj. U,(¢) C Dy nebo Uy,(e) \ {a} C Dy, pro néjaké
e > 0), pak je bod a automaticky hromadnym bodem mnoziny D;. Mame-li dvé takovéto
funkce, tak i jejich soucet a sou¢in ma takovouto vlastnost.

6.1 Véta o limité souctu/soucinu/podilu

Velmi Casto se setkavame se souctem, soucinem, ¢i podilem funkci a posloupnosti. U tako-
vychto funkei a posloupnosti se pfimo nabizi pouziti strategie ,rozdél a panuj®, tedy pokusit
se ze znalosti jednoduchych limit ,sestavit® hledanou limitu. Tento pfistup ovsem nemusi
byt uplné jednoduchy a vétsinou vyzaduje jistou pripravu. Zformulujme nejprve astfedni
vétu této podkapitoly, kde k ,sestavovani® pouzivame algebraické operace séitani, nasobeni
a déleni.

Véta 6.1 (Véta o limité souctu/soucinu/podilu): Necht f a g jsou funkce a a je hromadnym
bodem D; N D,. Necht dale existuji limity lim, f a lim, g. Potom rovnosti

lim(f + g) = lim f + lim g,
limf-g=1Iimf-limg,
. limg f

lim = =

a g lim,g’

plati v ptipadé, zZe jsou algebraické operace na pravé strané definovany.
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Tato véta je také znama jako Véta o aritmetice limit.

Poznamka 6.2: V pripadé posloupnosti a jejich limit v nekone¢nu tato véta samoziejmé
plati také, predpoklady o hromadnych bodech budou automaticky splnény. Analogicka véta
plati i pro jednostranné limity:.

Dukaz této véty neni komplikovany, je spise pracny. Zejména vzhledem k nutnosti rozebrat
vSechny mozné situace. Zde v textu si ukazeme alespon dva pripady.

Diikaz pro konecné limity a soucet. Ukazeme pouze pripad souctu koneénych limit, lim, f =
c € R, lim, g = d € R. Pro libovolné £ > 0 existuje okoli U, tak, zZe

Va € (U, N Dy N D) ~ {a} : ]f(a:)—c]<ga|g(x)—d]<g.

Je-litedy x € (U, N Dy N Dy) ~ {a}, pak pomoci trojuhelnikové nerovnosti plati

3

£@)+ g(w) = e—dl = |(F(z) = ) + (9(2) = d) | < If(@) = | + |gle) —dl < S+

=¢&.

Tudiz lim,(f + g) = ¢+ d. O

Diikaz pro soucin a jednu nekonec¢nou limitu. Pfedpokladejme, ze lim, f = b € R, b > 0,
alim, g = +o00. Ozna¢me C := Dy N D,.

Chceme dokazat rovnost lim,(f - g) = +oo. Méjme ¢ € R. Potfebujeme odhadnout
f(x) - g(z) zespoda hodnotou c. Dle pfedpokladt ovsem postupné plati

« pro b/2 > 0 existuje U, takové, ze pro x € (C NU,) \ {a} je f(x) € Uy(b/2), tj.
f(z) >b/2,
- proc/(b/2) € Rexistuje V, takové, ze pro z € (CNV,)~{a} je g(z) € Ui (c/(b/2)),
tj. g(x) > ¢/(b/2). O
Polozime-li W, := U, N V,, pak pro xz € (C NW,) \ {a} mame

b

f(x)-g(x) >3-

7' b &

wic| O

t, f(2) - 9(x) € Upso(0)-

Nyni se miizeme vratit k definici algebraickych operaci na R, vzpomeiite na Definici 2.3.
Nékteré operace mezi prvky R jsme nedefinovali, coz bylo pravé motivovano touto Vétou 6.1.
Pro nedefinované operace by takovouto vétu neslo zformulovat. Ukazme si na konkrétnich
pripadech.

Priklad 6.1 (Nemoznost smysluplné definice +00 + (—00)): Nedefinovany (neur¢ity) vyraz
+00 + (—00) mize vzniknout v riznych situacich, které vyusti v riizné limity. Ukazme si to
na posloupnostech (a,,)22; a (b,)22 ;:

« Je-lia, =nab, = —n, pak lim, a, + lim b, je skute¢né tvaru +oo + (—o0). Pro limitu
souctu ale jednoduse plati lim,,(a,, + b,) = lim,, 0 = 0.

« Je-lia, =nab, = —n+ 1, pak lima, + limb, je skute¢né tvaru +o0o + (—o0). Pro
limitu souétu ale jednoduse plati lim(a,, + b,) = lim1 = 1.
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« Je-lia, = 2n ab, = —n, pak lim, a,, + limb,, je skute¢né tvaru +oo + (—o0). Pro
limitu souctu ale jednoduse plati lim(a,, + b,) = limn = +oc.

« Je-lia, = nab, = —2n, pak lima,, + lim b, je skute¢né tvaru +oo + (—o0). Pro limitu
souctu ale jednoduse plati lim(a,, + b,) = lim(—n) = —oc.
e Je-lia, =nab, =—n+(—1)", pak lim, a, + lim, b, je skute¢né tvaru +o0o + (—0c0).

Pro limitu sou¢tu ale dostavame lim(a,, + b,,) = lim(—1)" a ta neexistuje (Pfiklad 5.17).

Otazka 6.1: Vymyslete piiklady posloupnosti (a,,)> ; a (b,)>2, takovych, aby lim,, a,, = 0
a lim,, b, = 400, tj. soudin limit v tomto pfipadé je nedefinovany (neurcity) vyraz 0 - (+00)
a presto aby platilo

1. lim (a, -b,) =0,

n—oo

2. lim (a, -b,) =1,

n—oo

3. lim (a, - b,) = +o0.

n—oo
Pocitat limitu polynomi je diky predchazejici vété velmi jednoduché.
Piiklad 6.2: Bud P(x) libovolny polynom a a € R. Potom
lim P(z) = P(a).

T—a

Jiz jsme ukazali, Ze lim z = a a vime lim ¢ = c. Pouzijeme-li mnohonasobné vétu o limité
Tr—a Tr—a

souctu a soucinu funkei (Véta 6.1), ihned dostaneme tvrzeni uvedené na zacatku naseho
prikladu. Napriklad tedy plati

lim (z* =3z +1)=2"-3-2+1=—1
T—2

O néco slozitéjsi je pocitat limitu racionalnich lomenych funkci. Zde uz mtze nastat
vice moznych situaci. Veskeré nastroje uz ale mame pfipravené a nasledujici priklad jen
demonstruje jejich aplikaci.

Priklad 6.3: Vypoctéte limitu funkce

xt + 222 -3

) = 3 — 322 + 2z

vbodecha=—-1,b=1,c=2ad = —o0.

Reseni. Nejprve si vS§imnéme, Ze jmenovatel lze rozlozit na kofenové Cinitele

2 — 327 + 22 = x(x — 1)(x — 2),

tudiz Dy = R\ {0, 1,2}. Pro vypocet limity v bodé « = —1 muZeme proto pouzit vétu
o limité podilu,
lim, ., x* + 222 — 3 0
li = =— =0.
ey f(z) lim,_,, 23 — 322 +2x —6
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y=f(z)

)

Obrézek 6.1: Graf racionélni funkce z Prikladu 6.3.

Déle, pred vypoctem limity v bodé d upravme vyraz pro f(z) nasledovné

_A+E-2)_ 145-4
(I (e TR e E

Pouzijeme-li nyni vétu o limité souctu a podilu, dostavame

) 1
ilil’(lif(w) =007 =00

Pro vypocet limit v bodech b a ¢ je vhodné upravit na soucin kofenovych ¢initelt i ¢itatel,

(22 +3)(z?—1) (2*+3)(z—1)(z+1) (2*+3)(z+1)

= = = € Dy.
LG e P 2z — 1)(z — 2) o(x—2) -
Tudiz, opét pomoci predeslych vét,
: 8 . o
91613% == -8, :ICILI’}: f(z) neexistuje.

Neexistence posledni limity plyne z nerovnosti jednostrannych limit,

lim f(z)= 2 (+00) = +o00, lim f(z)= 2 (—00) = —0

T—et 2 T—rc— 2

Je dobré porovnat nase vysledky s grafem uvazované funkce, viz Obrazek 6.1.

Priklad 6.4: Vypoctéte limitu

. >+ —2
lim )
v2x3 — a2 —x+1

Reseni. V bodé x = 2 je jmenovatel roven 3, coZ je nenulové &islo. Podle véty o limité podilu
proto ihned dostavame
, >+ x—2 4
lim = —.
e=s2 3 —x2 —x+1 3

Priklad 6.5: Vypoctéte limitu

. >+ —2
lim )
=1 g3 — a2 —x+1
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6. VYPOCET LIMIT POSLOUPNOST{ A FUNKcC{ NEROVNOSTI A LIMITY

Reseni. Nyni je limita typu %. Z polynomu v ¢itateli a jmenovateli proto miizeme vytknout
kofenovy Cinitel x — 1,

. 2+ —2 o (z=D(z+2) . x+2 1
lim = lim =1i . :
el —?2—x 41 a1l (x—1)(22—=1) 2o1241 -1

Protoze ale pro jednostranné limity plati

z+2 1 3
li . ~ 2 (doo) = 4
Jm o T T () =0,

puvodni limita podle Dusledku 5.1 neexistuje.

Priklad 6.6: Vypoctéte limity

o3 —4n+5
L lim —————,
n—oo n—mn

2% —4n+5
2. lim —_—
n—00 n—n

Co2n® —4n+5
3. llm _—.
n—so0 n — n2

Reseni. Je potieba pouZit Vétu 6.1, ale pred tim je tfeba vyrazy za limitou vhodné upravit.
V prvnim prikladé plati

ool —4n+s5 . 2—4 45 2040
hm—:lm 1” n- = :—2.
n—00 n —ns n—00 m—l 0—1

Vsimnéte si, Ze predchozi vétu jsme pouzili hned nékolikrat (podil limit, vypocet limity citatele
a jmenovatele pomoci souc¢tu/rozdilu limit). Ve druhém prikladé podobné mame

o2 —dn+5 . 2443 9040
lim ——— = lim 1” nT — = 0.
n—o0 n —ns n—oo  ~ —7 0— o0
A konec¢né ve tfetim
g 2 AnS 2y 4o0—040
n—00 n — n2 et %— N 0—1

Samoziejmé zpusobu jak provést upravu téchto typt zlomku, tak aby bylo mozné pouzit vétu
na podil/soucin/soucet limit, je vice moznych.

6.2 Nerovnosti a limity

Casto je vyhodné, nebo dokonce nutné, k odvozeni limity jedné funkce pouZit jeji srovnani
s jinou, jednodussi, funkei se znamou limitou. V této kapitole si ukdZeme dvé variace na toto
téma. Zacnéme nejprve velmi pfimocarym diisledkem definice limity.

Véta 6.2 (O vytlaceni do nekoneéna): Mé&jme dvé funkce f, g a bod a € R. Nechf existuje
okoli U, bodu a spliujici
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6. VYPOCET LIMIT POSLOUPNOST{ A FUNKcC{ NEROVNOSTI A LIMITY

1. DynU, = D, NU,, ozna¢me tuto mnozinu M,
2. a je hromadnym bodem mnoziny M,
3. pro véechna x € M \ {a} plati nerovnost f(z) < g(x).
Potom plati nasledujici dvé tvrzeni:
+ Pokud lim, f = 400, potom i lim, g = +o0.
« Pokud lim, g = —o0, potom i lim,, f = —oo0.

Dilkaz pripadu +00. Vezméme okoli U, o, = (¢, +00). Protoze lim, f = 400, mame pro toto
ck dispozici jisté okoli U, takové, ze pro viechna z € (U,NM)~{a} plati f(z) > c. Vezmeme-
-li proto nyni libovolné = € (U, N M) \ {a}, pak platiic < f(z) < g(z) a g(x) € (¢, +00).
Tudiz lim, g = +oc. [

Priklad 6.7: Uvazme naptiklad posloupnost
an=(2+(-1)")n, n=1,23,. ..

Na vypocet limity této posloupnosti nelze pouzit vétu o limité soucinu, protoze ¢len v zavorce
nema limitu. Vzhledem ke kladnosti a omezenosti této zavorky ale o¢ekavame, Ze limitou
posloupnosti (a,,)22 ; bude +oo. Kazdy ¢len této posloupnosti miizeme odhadnout zespoda
takto:
ap=024+(-1)")n>2-1)n=n, neN.

O posloupnosti (n)9° ; vime, Ze jeji limitou je +o0. Odtud pak podle pfedchazejici véty ihned
plyne lim,,_,  a, = +o0.

Nyni se dostavame k velmi dalezité vété, kterou ¢asto pouzijeme. Jeji myslenka spociva
v tom, ze dokazeme-li ,dobfe odhadnout” chovani dané funkce pomoci funkci se znamymi
shodnymi limitami ve stejném bodé, pak zname i limitu zkoumané funkce v daném bodé.
Véta 6.3 (O limité seviené funkce): Mé&jme tfi funkce f, gahaboda € R. Necht existuje okoli
U, bodu a spliujici

1. DynU, = D,NU, = Dy NU,, ozna¢me tuto mnozinu M,
2. a je hromadnym bodem mnoziny M,
3. pro viechna x € M ~ {a} plati nerovnosti f(z) < g(z) < h(x).

Necht dale existuji limity funkci f a h v bodé a majici spole¢nou hodnotu b € R, tj.

lim f(x) = lim h(x) = .

r—ra T—a

Potom existuje i limita g v bodé a a je také rovna b, tj. lim g(x) = b.
Tr—a

Diikaz. Méjme okoli Vj, bodu b. Dle predpokladi existuje V,, okoli bodu a takové, ze V,, C U,
a pro kazdé z € (M NV,) \ {a} patii f(z) i h(z) do V,. Protoze ale pro tato x plati
f(z) < g(x) < h(x), je nutné i g(z) prvkem V. O
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6. VYPOCET LIMIT POSLOUPNOST{ A FUNKcC{ NEROVNOSTI A LIMITY

X

Obrazek 6.2: Ilustrace k vété o limité seviené funkce, pripad konec¢né limity (Véta 6.3; barvy
grafl odpovidaji ve vété f (modra), g (Cervend) a h (hnéda)).

Tato véta také ¢asto byva oznacovana jako ,véta o dvou policajtech®, v angli¢tiné ji 1ze
také nalézt pod heslem squeeze theorem. Graficka ilustrace k vété o limité seviené funkce je
uvedena na Obrazku 6.2.

Pro uplnost zde explicitné zminme i dulezity disledek plynouci z predchozi véty pro
posloupnosti. Pfipomenme si, Ze vSechny nase posloupnosti jsou definovany na mnoziné
N. Proto 1ze pro tento konkrétni piipad dostat pouhym pfeformulovanim predchozi véty
nasledujici tvrzeni.

Dusledek 6.1 (O limité seviené posloupnosti): Méjme tii posloupnosti (a,)> , (b,)5
a (¢,)5°, anecht plati

1. existuje IV € N takové, ze pro vsechna n > N plati nerovnosti a,, < b, < ¢,,,
2. existuji limity posloupnosti (a,,)>>; a (c,)>; a jsou rovné b € R, tj. lima,, = lim¢,, = b.

Potom existuje i limita posloupnosti (b,,)7° , a je také rovna b.
sinn

Priklad 6.8: Vypoctéte limitu lim

n—oo N

Reseni. Funkce sin méa obor hodnot Hg, = (—1, 1). Tedy plati nerovnost
—1 <sinz <1, prokazdéz € R.

Tudiz pro kazdé prirozené n plati

1 sinn 1
—— < < -
n n n
Protoze ale lim — = lim — =0, je podle véty o limité seviené posloupnosti
n—oo N n—oo M
sinn
lim =0.
n—oo N
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6. VYPOCET LIMIT POSLOUPNOST{ A FUNKcC{ NEROVNOSTI A LIMITY

Yy = T sin (%)

Obrazek 6.3: Tlustrace k Prikladu 6.9, graf funkce x sin ( %)

1
Priklad 6.9: Vypoctéte lim x sin (—) .
x—0 €x

Reseni. Ziejmé nelze pouzit vétu o soucinu limit, limita lim,_,( sin (%) totiZ neexistuje. Ovsem
nerovnost

1
f(z) = —|z] < g(z) :==zsin (—) < |z| =: h(x)
x
plati pro libovolné x € R ~\ {0}. Zvolime-li napt. U, = (—1, 1) okoli bodu a = 0, pak
« nerovnost f(x) < g(z) < h(z) plati pro kazdé x € (—1,1) ~ {0},
o existuji lim f(x) = lim A(x) = 0.
z—0 z—0
. . . . (1
Podle véty o limité seviené funkce pak lim g(x) = lim z sin (—) =
z—0 r—0 xX
Priklad 6.10: Ovéfte spravnost nasledujicich tvrzeni

sinx

limsinx =0, limcosx =1, lim =1.

x—0 x—0 z—0 2

Reseni. V tento okamzik mame k dispozici pouze geometrickou definici goniometrickych
funkci, viz Obrazek 6.4. Pro z € (0, %) plati

L < ‘ < L t
—sinzx < = < —tgx.
2 228
Skutec¢né, porovnejte obsahy trojuhelniku OAB, vysete OAB a trojihelniku O AC' na Ob-

razku 6.4. Funkce sin je licha a tudiz

. T
—|z| <sinz < |z|, z€ (— =, —>.
2°2
Potom lim sinz = 0. A z rovnosti sin? x + cos?z = 1 pak i lim cosz = 1. (Rozmyslete

z—0 x—0
znaménko!) Funkce sin i tg jsou liché a proto z nerovnosti

. €
—sinr < —

! <Ly e(oﬂ)
2 g S8 TENy
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6. VYPOCET LIMIT POSLOUPNOSTI A FUNKCI VETA O LIMITE SLOZENE FUNKCE

O 1 A

Obrazek 6.4: Jednotkova kruznice a vypocet funkci sinus a tangens.

plyne nerovnost
1

CoST

1< |-2L

<

, T € (—g,g) ~ {0}.

Odtud pomoci Véty 6.3 dostavame posledni hledanou limitu

sinx

sinx

lim =1.
z—0 X

sinx
T

Funkce je totiz kladna na jistém okoli nuly.

6.3 Veéta o limité slozené funkce

Mnoho funkci, na které narazime, jsou slozené funkce. Nasledujici dlezita véta nam umoznuje
pocitat jejich limity, aniz bychom se museli obracet na definici limity.

Véta 6.4 (O limité slozené funkce): Necht f a g jsou funkee, a, b, c jsou prvky R a plati étyii
podminky

1. ilil}l g(x) =b,
2. lim f(z) =¢,
z—b

3. bod a je hromadnym bodem mnoziny D ..
4. bud (3U,)(Vz € D,NU, ~{a})(g(x) # b) nebo (b € Dy a f(b) = ¢).
Potom pro limitu slozené funkce f o g plati glclig (fog)lx)=c
Diikaz. Méjme libovolné okoli U, bodu c. Potom dle predpokladt postupné plati:
« existuje V}, okoli bodu b takové, ze pro kazdé x € (V;, N Dy) ~\ {b} plati f(z) € U,
« existuje W, okoli bodu a takové, ze pro kazdé x € (W,ND,)~{a}platig(z) € V,. O

Vezméme nyni libovolné x € (W, N Dy.,) \ {a} (dle pfedpokladu je toto neprazdna mnozina).
Takovéto = oplyva nasledujicimi vlastnostmi: x € W,, z € D,, g(z) € Dy ax # a. Kone¢né
zbyva vyuzit podminek v bodé ¢tyfi.
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6. VYPOCET LIMIT POSLOUPNOSTI A FUNKCI LIMITY VYZNACNYCH POSLOUPNOSTI

« Prvni moznost: bez G4jmy na obecnosti lze predpokladat, ze W, C U, a tedy g(z) # b
atudiz f(g(x)) € U..

« Druha moznost: pokud g(x) # b, pak f(g(z)) € U, ale v tomto ptipadé i pokud
g(r) = b, pak f(g(z)) = f(b) = ¢ € U

Tim je dtikaz dokoncen.

Poznamka 6.3: Podminka v bodé ¢tyii je dulezita. Demonstrujme to na nasledujicim lehce

extrémnim piipadé,
1, x#0,
xrT) =
o-{y

Pro tyto funkce plati Dy, = R a
limg(z) =0 a lim f(z)=1.

z—0 z—0
Podminky v bodé jedna a dva i tfi jsou tedy splnény, ale ani jedna podminka v bodé ¢tyfti
neplati. Dale, slozena funkce f o g existuje a plati (f o g)(z) = 2. Jeji limita v bodé 0 je zfejmé
2, cozneni 1.
Hrubé feceno lze fici, ze pokud se vnitfni funkce na okoli bodu a nechova ,pékné,
nesplnuje bod ¢tyfi predchozi véty, pak véta o limité sloZzené funkce nemusi platit.

Priklad 6.11: Vypoctéte limitu
lirri Va2 + x4+ 1.
r—
Reseni. Ozna¢me
fla)=vz a glx)=2"+z+1=(x+1/2)*+3/4>0.
Z ptedchoziho vykladu vime, Ze
limg(z) = lim(z? 4z +1)=3 a limyz = V3.
z—1 z—1 r—3

Déale Do, = R a 1 je hromadnym bodem této mnoziny. Konec¢né 3 patii do defini¢niho oboru
Dy a f(3) = /3. Dle ptedchozi véty proto

lim Va2 +z+1= 3.
T—

6.4 Vypocet limit dalsich vyznac¢nych posloupnosti

V této podkapitole odvodime nékolik zakladnich limit posloupnosti, které se ¢asto hodi znat
pii vypoctech. V predeslé casti textu jsme totiz odvodili nékolik vét, které vsak v podstate
nelze pouzit, nezname-li limity aspon nékterych jednoduchych posloupnosti.

Pfipomenme, Ze hned po zavedeni pojmu limity posloupnosti jsme si prakticky odvodili
limitu

400, a >0,
lim n® =<1, a =0,
n—oo

0, a < 0.

Pristupme nyni k dalsim prikladtm.
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6. VYPOCET LIMIT POSLOUPNOSTI A FUNKCI LIMITY VYZNACNYCH POSLOUPNOSTI

I : T T T T T T T T T T T
12345678 91011121314151617181920 "

Obrazek 6.5: Grafické znazornéni ¢lent posloupnosti (C/ﬁ) Zozl a jeji konvergence k 1. Jenom
na zakladé tohoto obrazku nelze rozhodnout o tom, Ze tato posloupnost konverguje k 1.

Piiklad 6.12: Plati

lim ¥/n = 1.

n—oo

Reseni. Polozme h,, := /n — 1. Z jedné strany plati h,, > 0 pro kazdé n = 1,2,3,...
Z binomické véty dostaneme pro n > 2

n=1+h)" =Y (Z)h2> 1+ (Z)hg

k=0

a tedy pro n > 2 plati
n(n —1) 2
2 "
Pro n > 2 je vyraz =“— kladny a miZzeme jim proto posledni nerovnost vydélit a diky
nezapornosti h,, poté i odmocnit. Po téchto apravach dostavame

n—1>

(n—1)

0<h, < g
n

Odtud ihned pomoci véty o seviené posloupnosti dostavame lim h,, = 0. Graf této posloup-
n—oo

nosti je pro nazornost uveden na Obrazku 6.5.
Piiklad 6.13: Pro kazdé a € R, a > 0, je

lim Va=1.

n—oQ

Reseni. Ptipad a > 1: Pro kazdé celé n > a plati

1< ¥/a < 3/n.

V piedchozim piikladé jsme vsak ukéazali rovnost lim {/n = 1. Tudiz podle véty o seviené
n—oo

posloupnosti lim /a = 1.

n—o0

1
Piipad 0 < a < 1: Z predchozi bodu plyne lim % = 1, tudiz
a

n—oo
: n : 1
lim {/a = lim =1
n—00 n—00 ., /1

a

Pro ilustraci uvadime Obrazek 6.6.
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’VLa

a=5a=5/2,a=1,

L |
1 | o-o-o-o-2 8 8 8 8 8 8 8 8 0.0 090999 -

12345678 91011121314151617181920 "

Obrazek 6.6: Grafické znazornéni ¢lent posloupnosti (C/E) :;1 pro ruzné hodnoty a a jeji
konvergence k 1.

Priklad 6.14: Plati

lim Vn! = +00.

n—o0
Reseni. Pii vypoctu této limity vyuZijeme nasledujici trik. Cleny v souc¢inu dvou faktorialt
promichame v ,zrcadlovém® poradi:

()= (1-2-3---n)-(1-2-3---
=(Ln)- 2 Mm-1)- (3 nm=2)(n1)=

n

=[[x(n+1-k)

k=1

Z grafu paraboly f(z) = z(n + 1 — x) je zfejmé (viz Obrazek 6.7), ze
fk) = f(1) = f(n) =n, ke{l,2,....,n},

a proto (n!)? > n™. Kone¢né, 2n-t4 odmocnina dava
Vn! > /n — 4o0.

Piiklad 6.15: Necht a € R. Pak pro limitu realné posloupnosti (a™)5° , plati:

0, la| < 1,
. m 1, a=1,
lim a" =
n—00 +00, a>1,

neexistuje, a < —1.

Reseni. Jednoduché piipady: Pokud a = 0 nebo a = 1, pak se jedna o konstantni posloupnost
jejiz limita je rovna prislusné konstanté. Pro a = —1 jsme jiz ukazali, Ze limita ((—1)”)OO
neexistuje.

Necht 0 < |a| < 1. Plati

n=1

|| = |a"| -Jal < a"].
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Y

Obrézek 6.7: Ilustrace k ptikladu vypoétu limity posloupnosti v/7!.

n

n!

5__

12345678910 "

Obrazek 6.8: Grafické znazornéni ¢lenti posloupnosti ( V n!):;l.

o0
Posloupnost (|a”}> je tedy ostfe klesajici a omezena, 0 < |a"‘ < |a|. Z véty o limité mo-
n=1

notoénni posloupnosti plyne existence kone¢né limity, ozna¢me ji L = lim |a"‘. Posloupnost
n—oo

o0 o0
(} antl D je vybrana z (}a”‘) a proto maji stejnou limitu. Kone¢né
n=1 n=1

L= lim |a"™| = lim |a| - |a"| = |a| - lim |a"| = |a| - L.
n—oo n—oo n—oo
Diky predpokladiim nakladenym na a odtud nutné plyne rovnost L = 0.
Pripad a > 1: Podobné jako v pfedchozim pripadé ukazeme, ze (a")zozl je ostfe rostou-

ci posloupnost zdola omezena napt. ¢islem 1. Existuje proto limita . = lim a". Protoze
n—oo

posloupnost roste, musi nutné byt L > a. Navic plati

L=1lmd"" ' =a lima*=a-L.
n—oo n—oo

Protoze ale L > a > 1 mize tato nerovnost platit pouze v piipadé L = +oc.

Piipad a < —1: Pro vybranou posloupnost (a®*)™ = ((az)n) nyni podle predcho-
n= n=1
ziho bodu plati lim a”™ = 400, protoze a? > 1. Limitu vybrané posloupnosti (a*"+!)™
snadno spocteme
lim ¢®™ =a- lim a® = a- (+00) = —o0.
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posloupnost limita

400, a >0,
(na>;1,.o=1 ]-) a =V,
0, a < 0.

((/E)Zozl, lproa >0

n=1
0, la| < 1,
a=1
a™)>® ) ’
( >n_1 ~+o00, a>1,

neexistuje, a < —1.

Tabulka 6.2: Znamé posloupnosti probirané v této sekci a jejich limity.

Nasli jsme dvé vybrané posloupnosti s riznymi limitami. Pivodni limita, tj. lim a", tedy
n—oo
neexistuje.

Shriime si doposud odvozené limity v Tabulce 6.2.

6.5 Podilové kritérium pro posloupnosti

Nésledujici kritérium je nedocenitelné pfi poéitani nékterych ,o¢ividnych® limit posloupnosti.
Podivejme se napriklad na limitu

lim —. (6.1)

Zamysleme se nad tvarem ¢lent této posloupnosti. Jedna se o podil polynomu (v Citateli)
a exponencialy o zakladu vétsim nez 1 (ve jmenovateli). Pokud si ¢lovék predstavi grafy téchto
posloupnosti, ihned ziska dojem, Ze ,exponenciéla ve jmenovateli roste podstatné rychleji“ '
nez polynom v ¢itateli. Tusime tedy, Ze pro velka n bude tento podil velmi maly. Intuitivné
limita (6.1) existuje a je rovna nule.
Bohuzel, avaha v predchozim odstavci ma hlinéné nohy, je to pouze nase domnénka.
Podobné pozorovani bychom preci také z grafu ucinili, kdybychom studovali limitu
I o
Jim o
jmenovatel této posloupnosti také prece roste podstatné rychleji nez jeji ¢itatel. Presto je tato
limita rovna 10720"", coz neni nula. Takovyto argument je tedy sim o sobé nepouzitelny.
Kdyz se nad témito komentari zamyslite, tak uvidite, Ze problém je vlastné v tom, co
to pfesné znamena ,roste podstatné rychleji“. Co timto slovnim spojenim vlastné chceme

'Exponenciala o zakladu vétsim nez 1.
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popsat? Pfirozené bychom mohli fici, Ze mame-li dvé posloupnosti (a,,)>2; a (b,)22, obé
majici za limitu +o00 pak o (a,)22 ; fekneme, Ze ,roste podstatné rychleji nez (b,)22 , pravé
kdyz
. b'l"L
lim — =0.
n—00 (y,
Zde ale ihned vidime problém. Toto je pozadavek ekvivalentni tomu co mame spocitat!
Nemuzeme prece fici, Ze limita podili je nula, protoze limita podila je nula!
Diskuze v pifedchozim odstavci dale rozviji motivaci v tvodu podkapitoly 3.4. Také zde
krasné vidime, jak jsme pfirozenymi tvahami dospéli pfesné k jednomu z tvrzeni Véty 5.8.
Vratme se k limité v rovnici (6.1). Mohli bychom se pokusit dok4zat pomoci definice, Ze
tato limita je rovna nule (zkuste!). Na tomto misté zvolime ale jiny postup, ktery se nam bude
hodit i v dalsich prikladech. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 6.5 (Podilové kritérium): Bud (a,,)22 ; posloupnost kladnych ¢isel a necht existuje limita

g:= lim 2L (6.2)

n—00

Potom plati nasledujici dvé implikace:

a. pokud g < 1, pak limita posloupnosti (a,, )% ; je rovna nule, tj. lim a, = 0,
n—oo

b. pokud ¢ > 1, pak lim a,, = +o0.
n—oo

Diikaz. Provedme ditkaz bodu a. Protoze g < 1 urcité existuje r spliujici ¢ < r < 1. Diky

tomu pak i
lim Q41

n—00  (y,

<r

Z definice limity posloupnosti pak existuje N € N takové, ze nerovnost

Ap+1
G,

plati pro vSechna n > N. Diky nezapornosti ¢lenii posloupnosti pak plati i nerovnost a,, 1 <
ray, pro libovolné n > N. To ovSem znamena, Ze pron > N je

0<a, < T”_N_laN+1.

Protoze 0 < r < 1 je limita pravé strany nerovnosti rovna nule (viz pfiklad v predchozi
podkapitole). Dle véty o limité seviené posloupnosti (véta 6.3) pak ihned dostavame kyzeny
vysledek lim a, = 0.

n—o0

Bod b. se dokaze naprosto analogicky. O]

Aplikujme podilové kritérium na pfiklad uvedeny na zacatku této podkapitoly. Teprve
az tuto limitu vypocteme, budeme moc tvrdit, Ze ,2" roste do nekone¢na podstatné rychleji,
nez n2“. Presnéji, ze 2" je asymptotickou strikni horni mezi n? pro n — oco. Teprve po tomto
vypoctu bude tato vlastnost téchto dvou funkci odvozena.

Priklad 6.16: Vypoctéme limitu
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Reseni. Pro limitu podilf plati

(n+1)? 2
lim 27 — fim 1(”+w Lo

n—oo 12 n— &32 n 2
271

Podle podilového kritéria proto ptivodni posloupnost konverguje k nule. Podle Véty 5.8 proto
plati
n? = o(2"), pron — +oo.

Poznamka 6.4: Prvni bod Véty 6.5 lze relativné snadno formulovat i pro nékteré posloup-
nosti nemajici pouze kladné cleny. Skutec¢né, pokud pomoci podilového kritéra zjistime, ze
posloupnost s nezapornymi ¢leny (|a,|)2; konverguje k nule, pak k nule konverguje i po-
sloupnost (a, )5 ;. Stadi vzit do Gvahy nerovnosti —|a,| < a, < |a,|a vétu o limité seviené
posloupnosti. Alternativné se lze odvolat na Pozorovani 5.1.

Poznamka 6.5: Pokud limita podilti vyjde rovna 1, pak podilové kritérium nelze pouzit.
Napftiklad pro posloupnost (1), plati

1 1
m 2 fm1a s =1

n—o0 n n—oo n

a lim n = +o00. Avsak pro limitu (1/n)% ; plati

n—0o0

L n 1
lim == = lim = lim =1,

n—00 l ngxw71#—1 n—00 1—+—l
n n

1
ale lim — = 0.
n—oo M,

Poznamka 6.6: Podilové kritérium jsme ve Vété 6.5 formulovali v tzv. limitnim tvaru. Z dika-
zu je zfejmé, Ze plati i silnéjsi nelimitni verze: Jestlize pro posloupnost kladnych ¢isel (a,, )52
existuji N € N a g € R takové, ze

n=1

Ap+1 Ap+1

<qg<1, resp.

7 Qn

>q>1

pro kazdé n > N, potom lim a,, = 0, resp. 11m ay = +00.
n—o0

Poznamka 6.7: Existuje i mnoho dalsich tvrzeni a kritérii pomahajicich pfi vypoctech limit.
V tomto textu se omezujeme na par uzite¢nych tvrzeni, ktera pfimo pouzijeme v naSem dalsim
badani. Pokud studujete z alternativnich zdroju, tak se sta¢i omezit na zde probirana tvrzeni.

Poznamka 6.8: V BI-MA1 se snazime naucit studenty umét ovéfit a spravné vysvétlit sva
tvrzeni. Proto argument ,roste rychleji nez“ pfi poéitani pfikladl je neakceptovatelny. V téchto
prikladech je to typicky argumentace kruhem, jak bylo vyse zminéno. Ano, je to dobra intuice,
ale je potfeba umét si ji obh4ajit, napriklad praveé podilovym kritériem (to nemusi byt vzdy
jedina moznost).

Priklad 6.17: Dokazte, ze plati vztah

3" = o(n!) pron — oo.
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Reseni. To je nyni snadné, nemusime bojovat s definici o. Skuteéné, hodnoty 3" /n! jsou kladné
pro kazdé prirozené n a plati

3n+1

S . 3
Podle podilového kritéria proto plati
377,
lim — =0
n—oo N

a podle Véty 5.8 pak skute¢né 3" = o(n!) pro n — oo.
Priklad 6.18: Vypoctéte limitu

Reseni. Tento ptiklad lze fesit dvéma zptisoby. Nejprve se pokusme pouzit podilové kritérium.
Uvedena posloupnost je tvofena kladnymi ¢leny a plati
(n+1)! n?

l 2 e limn—— — 400 ———— — 400> 1.
n 360 (n+1)3 nl nooo (1+l)3 oo (1+0)3 oo

Tudiz hodnota limity v zadani je +oo.
Alternativné lze pouzit jednoduchou upravu, neni nutné se odvolavat na podilové kritéri-
um. Pro libovolné prirozené n > 3 plati

nl_ n(n—1)(n-2)

= 2 (n—3)!
:(1-%) (1—%)-(n—3)!—>1-1-(+oo):+oo.
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7 Spojitost funkce

7.1 Definice a kritéria spojitosti

Jak jiz bylo feceno (vzpomente na Poznamku 5.6), hodnota limity funkce v bodé a € R nezavisi
na funkéni hodnoté funkce f v tomto bodé (funkce v daném bodé ani nemusi byt definovana
a pfesto v ném muZe mit limitu). Zavadime proto pojem ,spojité funkce®, ktery se vztahem
mezi limitou a funkéni hodnotou funkce f v bodé zabyva.

Definice 7.1 (Spojitost funkce v bodé / continuity at a point): Necht f je realna funkce realné
proménné a necht bod a € D;. Rekneme, 7e funkce f je spojita v bodé a, pravé kdyz pro
jeji limitu v bodé a plati

lim f(z) = f(a).

T—a

Dale zavadime dva dalsi pojmy:

« Funkce f je spojita v bodé a zprava, pravé kdyz pro jednostrannou limitu lim+ f(z) =
T—a
f(a).
« Funkce f je spojita v bodé a zleva, pravé kdyz lim f(z) = f(a).

r—a—
Spojitost funkce je velmi dulezita pro praktické aplikace'. Intuitivné lze pozadavek spo-
jitosti funkce f v bodé a chéapat takto: ,,f(x) je blizko f(a), pokud z je blizko a“. Pfesné to
totiz korektné fika Definice 7.1.

Pozorovani 7.1: Jako prvni pozorovani uvedme, ze pokud a ¢ Dy, pak takovato funkce
nemuze byt z definice spojita i kdyby ligl f(x) existovala. V definici spojitosti se totiz pred-
poklada, ze funkce je definovana v bog(ciéaa. Jinak bychom vibec nemohli mluvit o funkéni
hodnoté f(a). Riznymi zpasoby ,selhani® spojitosti se budeme zabyvat v podkapitole 7.5.

Protoze v Definici 7.1 uvazujeme a € Dy C R a tim padem i f(a) € R, dostavame
preformulovanim definice limity (viz Poznamku 5.5) nasledujici € — ¢ vyjadfeni spojitosti pro
funkce definované na okoli bodu a:

Poznamka 7.1: Funkce f majici v definiénim oboru okoli bodu a je spojita v bodé a € Dy,
pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé = € R splijici |z — a| < § plati
|f(z) = fla)] <e.

Jako prvni priklad spojité funkce zminme piiklad libovolného polynomu.

Priklad 7.1: V predchozi podkapitole jsme ukazali (viz Pfiklad 6.2), ze pro libovolné realna a

a libovolny polynom P(z) plati
lim P(x) = P(a).
T—a

!Na druhou stranu, i nespojité funkce hraji v pfirodé dileZitou roli, napiiklad v popisu fazovych ptechodd.
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7. SPOJITOST FUNKCE DEFINICE A KRITERIA SPOJITOSTI

Obrazek 7.1: Graf funkce f(z) = z — |z z Ptikladu 7.2.

Kazdy polynom je proto spojitou funkci v kazdém bodé a € R.

Vsimnéte si, Ze diky znalosti vlastnosti pojmu limity (konkrétné véty o limité souctu a sou-
¢inu) a pouze znalosti spojitosti funkce f(x) = z a konstantni funkce jsme odvodili spojitost
libovolného polynomu. Vibec jsme nepotfebovali explicitné pouzit definici spojitosti/limity:.

Dale se podivejme na komplikovanéjsi priklad, ktery pékné ilustruje vsechny mozné
druhy spojitosti (zleva/zprava).
Piiklad 7.2: Zkoumejte spojitost funkce f(x) = = — |z].
Reseni. Pfirozenym defini¢nim oborem funkce f je D; = R. Funkce f je spojita v kazdém
bodé a € R \ Z. V bodech a € Z je spojita zprava, ale ne zleva.

lim f(z)=f(a) a lim f(x)= f(a)+ 1.

r—a+ r—a—

Graf této funkce je uveden na Obrazku 7.1.
Doposud jsme pojem spojitosti méli zaveden pouze v jednom jediném bodé, tedy slo
o ,lokalni vlastnost funkce®. Nyni ho rozsifime na cely interval.

Definice 7.2 (Spojita funkce (na intervalu) / continuous function): Funkce f je spojita na
intervalu J, pravé kdyz f|; (f zuzeno na J) je spojita v kazdém bodé intervalu J. Funkci f
nazyvame spojitou, pravé kdyz je f spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Mnozinu
vsech spojitych funkci definovanych na intervalu J znac¢ime C(.J).

Poznamka 7.2: Specialné tedy plati
« spojitd na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé x € (a, b).

« spojita na intervalu (a,b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé = € (a,b) a v bodé a
je spojita zprava.

« spojitd na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé x € (a,b) a v bodé b
je spojita zleva.

« spojitd na intervalu (a, b), pravé kdyz f je spojita v kazdém bodé x € (a,b), v bodé a je
spojita zprava a v bodé b je spojita zleva.

Priklad 7.3: Funkce f(z) = 1 je ...
« ... spojita v kazdém bodé mnoziny R \ {0} = (—o0,0) U (0,400) = Dy.
« ... Spojita na intervalu (—o0, 0).

« ... Spojita na intervalu (0, +00).
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7. SPOJITOST FUNKCE DEFINICE A KRITERIA SPOJITOSTI

Obrazek 7.2: Graf funkce f(z) = 1 z Ptikladu 7.3.

* ... spojita.
« ... neni spojita v bodé a = 0.
« ... neni spojita na intervalu (—1,1).

Prozkoumejte graf této funkce na Obrazku 7.2.

Kritéria spojitosti

V dalsim textu i dalsich kapitolach se budeme uz casto vénovat funkcim, které jsou definované
na intervalech. Tj. specialné, pokud se budeme bavit o ,spojitosti v bodé®, tak typicky nase
funkce budou definovany na celém (oboustranném) okoli takovéhoto bodu.

Nasledujici tvrzeni umoznuji snadno rozhodnout o spojitosti funkci v jistych bodech. Jsou
bezprostiednim dusledkem vlastnosti limity funkce, které jsme probirali v minulé kapitole.

Véta 7.1 (O vztahu raznych typt spojitosti): Funkce f definovana na okoli bodu a € Dy
je spojita v bodé a € Dy, pravé kdyz je spojita v bodé a zleva i zprava.
Diikaz. Viz Vétu 5.1. ]

Priklad 7.4: Vzpomente si na funkci sgn definovanou v rovnici (12.1). Pro kazdé nenulové a
plati, Ze sgn je konstantni na jistém okoli bodu a a proto

glcl_I}’(ll sgn(x) = acligl:l: sgn(z) = sgn(a).

Vratime-li se zpét k Priklad 5.11, pak vime, ze

zlg& sgn(z) =1 a xli%l sgn(z) = —1.

Funkce sgn je proto spojita v kazdém bodé a # 0 a je nespojita v bodé 0. V bodé 0 neni spojita
ani zleva ani zprava, protoze sgn(0) = 0 # +1. Graf funkce sgn naleznete v Obrazku 7.7.

Funkce casto zadavame jako soucty, souciny, podily a slozeni dalsich funkci. Nasledujici
véty umoznuji v nékterych pripadech rozhodnout o spojitosti takovychto funkeci v jistych
bodech.

102



7. SPOJITOST FUNKCE METODA PULENT INTERVALU

Véta 7.2 (O spojitosti souctu, soucinu a podilu funkci): Soucet a soucin dvou funkci f a g
definovanych na okoli bodu a a spojitych v bodé a je funkce spojita v bodé a. Pokud navic
g(a) # 0, pak podil § je funkce spojita v bodé a.

Diitkaz. Viz Vétu 6.1. O]

Véta 7.3 (O spojitosti slozené funkce): Budte g funkce definovana na okoli bodu «a a spojita
v bodé a a f funkce definovana na okoli bodu g(a) a spojitd v bodé g(a). Potom slozena
funkce f o g je spojita v bodé a.

Diikaz. Viz Vétu 6.4. Povsimnéte si, ze druha moznost ve ¢tvrtém predpokladu Véty 6.4 je
pro spojité funkce automaticky splnéna. O

Priklad 7.5: Funkce

je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru Dy = R \ {—-2,2}.
Reseni. Skute¢né, polynomy v &itateli a jmenovateli jsou spojité funkce v kazdém bodé R
(vzpomente si na priklad 7.1). Jediné body, v kterych je polynom v jmenovateli nulovy jsou
—2 a 2. Podle Véty 7.2 je pak tedy funkce f spojita v kazdém bodé mnoziny R \ {—2, 2}.
Poznamenejme, Ze v bodech —2 a 2 tato funkce neni spojita, tyto body ani nepatti do
defini¢niho oboru!
Dalsi priklady pouziti vét z této podkapitoly si ukazeme hned jak odvodime spojitost
i dalsich elementarnich funkci (podkapitola 7.4). Pouze s polynomy pfilis zajimavych priklada
vymyslet nelze. Nejprve je ale vhodné jesté prozkoumat obecné vlastnosti a disledky spojitosti.

7.2 Metoda pileni intervalu a feseni rovnice f(z) =0

Spojitost funkce na uzavieném intervalu ma zavazné dusledky pro feseni rovnic. Nasledujici
véta dava postacujici podminku pro existenci feseni rovnice f(x) = 0 a dokonce i nabizi
algoritmus jak toto feSeni nalézt. Mimo to ji jesté dale s vyhodou vyuzijeme.

Povsimnéte si, Ze neni zddnym omezenim mit na pravé strané rovnice ¢islo 0. Pokud
bychom méli fesit rovnici h(x) = g(x) pro neznamou x, vzdy miiZzeme tento problém piefor-
mulovat do tvaru f(z) := g(z) — h(x) = 0.

Véta 7.4 (Metoda puleni intervalu / bisection method): Necht funkce f je spojita na uzavieném
intervalu (a, b) a necht f(a) - f(b) < 0. Potom existuje bod ¢ € (a, b) takovy, ze f(c) = 0.
Poznamka 7.3: Podminka f(a)- f(b) < 0v pfedchozi vété kompaktné popisuje dvé vzajemné
se vylucujici se moznosti:

« f(a) <0a f(b) > 0, nebo
« f(a) >0af(b) <O.

Dilkaz. Polozme a; := a a b := b. Protoze znaménka f(aq) a f(by) jsou riiznd, nastane pravé
jedna ze tfi moznosti

L f(52) =0

2. znaménka f(a;) a f (“E2) jsou rtizna,
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3. znaménka f (“E2) a f(b;) jsou rtizna.

Dale postupujeme podle toho, ktera z téchto moznosti nastala:

a1+b1
2

1. Hledanym bodem c je a véta je dokazana.

2. Polozme a9 := a1 a by := ‘“—;bl

3. Polozme a5 := “12& aby = by.

Pokud nenastala prvni moznost, provedme stejnou uvahu s a, a b, misto a; a b;. Timto
zpusobem postupné konstruujeme dalsi as, b3, atd. Pokud v nékterém z krokd nastane prvni
moznost (tj. existuje n tak, ze f (%) = 0), pak je véta dokazana.

V opa¢ném pripadé jsme zkonstruovali dvé posloupnosti (a,,)5° ; a (b,)5°; spliujici
_b—a

An, by € (a,b), a<a, <apy1 <bppr <b, <D, bn—an_F7

pro kazdé n € N. Obé posloupnosti jsou monoténni a omezené, tudiz existuji jejich konec¢né
limity, a,, - aa b, — [ pfin — oo. Navic

b_
0.

g —a= lim (b, —a,) = lim
n—o00 n—oo 2n—1
Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu, ozna¢me ji ¢ :== o = € (a,b). Ze spojitosti
funkce f v bodé c a Heineho véty nyni plyne
lim f(a,) = lim f(b,) = f(c).
n—oo n—oo
Ale protoze vsechny f(a,) maji raizné znaménko od f(b,), mizou posledni rovnosti nastat
pouze v piipadé, ze f(c) = 0. Tim je dikaz véty dokoncen. O

Dukaz predchazejici véty je konstruktivni. Tvrzeni véty, existenci ¢isla ¢, jsme dokazali
jeho konstrukci. Algoritmus pouzity v dikazu se nazyva metoda piileni intervalu a lze ho
prakticky pouzit k hledani feseni rovnice f(z) = 0. Jeho vyhodou je, Ze mame pod kontrolou
chybu vypoctu, hledané feseni c vzdy lezi v intervalu (a,,, b,). Pokud délka tohoto intervalu
je jiz kratsi nez pozadovana presnost, miizeme algoritmus zastavit a tfeba o priméru %
prohlasit, ze se jedna o hledané feseni (v dané piesnosti). Nevyhodou metody puleni intervalu
je jeji ne prilis vysoka rychlost (typicky je potfeba udélat vice iteraci nez se dostaneme
k pozadované presnosti). Pozdéji béhem semestru si ukazeme Newtonovu metodu, ktera ¢asto
konverguje vyrazné rychleji.

Poznamka 7.4: Predpoklad spojitosti v predeslé Vété 7.4 je podstatny. Jako priklad uvazme
funkci

@) = 1, 93€<0,%>,
v -1, z€(3,1)

na intervalu (a, b) = (0, 1). Sice f(0) - f(1) = —1 < 0, ale neexistuje bod = € (0, 1) spliujici
f(z) = 0. Viz Obrazek 7.4.

Priklad 7.6 (Numericky vypocet hodnoty odmocniny ze dvou): Na tomto misté uvedme velmi
jednoduchou ukazku pouziti metody pileni intervalu. Zadmérné naivni Python implementace
této metody (viz dikaz Véty 7.4) by mohla vypadat nasledovné:
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~1t o—t

Obrazek 7.4: Predpoklad spojitosti pro tvrzeni Véty 7.4 je podstatny.

def bisection(f, a, b, eps):

# Kontrola intervalu, pripadné prohozeni krajnich bodd
if f(a) * f(b) >= 0:
raise BaseException("Nevhodny interval!")

if a > b:

a, b=>b, a
# PocCitadlo iteraci, nultd aproximace
n=2~0

Xx=(a+b) /2
# Vypocetni cyklus
while b - a >= 2*eps:
if f(x) == 0:
return x, n
elif f(a) * f(x) < 0:

b =x
else:

a =X
X =(a+b) /2
n+=1

# Vratime posledni aproximaci a pocet iteraci
return x, n

METODA PULENI INTERVALU

Funkce bisection ocekava spojitou funkci f, jejiz nulovy bod se snazime nalézt v intervalu
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7. SPOJITOST FUNKCE VLASTNOSTI SPOJITYCH FUNKCI

k  Aproximace \/§ Pocet iteraci n
1 1,4062500000000000 4
2 1,4121093750000000 8
3 1,4143066406250000 11
4 1,4142150878906250 14
5 1,4142093658447266 18
6 1,4142129421234130 21
7 1.4142135679721832 24
8 1,4142135623842478 28
9 1,4142135616857558 31
10 1,4142135622969363 34
11 1,4142135623678769 38
12 1,4142135623726517 41
13 1,4142135623730780 44
14 1,4142135623730940 48

Tabulka 7.2: Aproximace hodnoty v/2 ziskané pomoci metody piileni intervalu (viz diikaz Vé-
ty 7.4) aplikované na funkci f(z) = 2> —~2abody a = 0 a b = 3 s absolutni ptesnosti 10~*. Vy-
pocet byl zastaven po n iteracich. Prvnich ,spravnych® 17 cifer /2 je 1,414 213 562 373 095 0.
Viz Priklad 7.6.

s krajnimi body a a b. Dale musime zadat pozadovanou pfesnost vypoctu eps. Metoda pak
vraci aproximaci x, ktera se od skute¢né hodnoty nulového bodu lisi nejvyse o eps, a pocet
provedenych iteraci n.

Pouziti této metody pro vypocet aproximaci odmocniny ze dvou je nyni pfimocaré. Vez-
meme funkci f(z) = 22 — 2, tedy f = lambda x: (x ** 2) - 2,anapiiklada =0ab= 3.
Vysledky tohoto experimentu s riznou presnosti vypoctu jsou uvedeny v Tabulce 7.2. V tomto
pripadé je samoziejmé presnost vysledku navic limitovana pouzitym datovym typem (zde 64
bitovy float, viz podkapitolu 2.6). Samotna metoda ale neni v principu nijak omezena. Pokud
bychom chtéli vétsi presnost, staci pouzit jiny datovy typ.

7.3 Vlastnosti spojitych funkci

Véta 7.4 ma nejen praktické dasledky pro hledani nulovych bodia funkci, ma ale i dalezité
dasledky pro spojité funkce. Pfesnéji, mizeme pomoci ni dokazat fadu vlastnosti spojitych
funkci.

Dusledek 7.1 (O nenulové spojité funkcei): Bud f spojita funkce na intervalu J C Dy a necht
plati f(z) # 0 pro vSechna x € J. Potom pro vsechna x € J plati bud f(x) > 0 nebo

f(z) <0.

Diikaz. Pokud by existovalo a a b z intervalu J takové, Ze f(a) a f(b) maji rizna znaménka,
pak by podle Véty 7.4 existovalo c lezici nékde mezi a a b a spliwjici f(c) = 0, coz je spor
s predpokladem nenulovosti f na J. ]
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Dalsi vlastnosti spojitych funkci je, Ze zobrazuji intervaly na intervaly. To pro nespojité
funkce nemusi byt pravda.

Otazka 7.1: Vymyslete pfiklad nekonstantni funkce f a intervalu J tak, aby obraz f(J)
nebyl interval.

Véta 7.5 (O obrazu intervalu pfi spojitém zobrazeni): Bud f funkce spojita na intervalu J.
Potom obraz f(.J) intervalu J pfi zobrazeni f je bud interval, nebo jednoprvkova mnoZina.

Diikaz. f(J) je jednoprvkova mnozina pravé tehdy, kdyz funkce f je konstantni. Ve zbytku
dikazu predpokladejme, Ze f neni konstantni.

Ukazme, ze f(J) je interval. K tomu je tieba ukazat, Ze pro libovolné dva prvky «, 5 €
f(J), a # B, lezi viechna v mezi o a 5 také v f(J).

Jisté existuji a,b € J, f(a) = a, f(b) = [ a bez G4jmy na obecnosti a < b. Polozme
g(z) := f(x) — 7. Funkce ¢ je spojita na (a,b), g(a) = a — v a g(b) = f —  jsou nenulova
s rozdilnym znaménkem. Podle Véty 7.4 existuje ¢ € (a,b) takové, ze g(c) = 0, tj. f(c) =
7. [

Spojitym obrazem intervalu pro nekonstantni funkci f je tedy interval. Zachovava spojitost
i uzavrenost, resp. otevienost, intervalu? Neni tézké si rozmyslet, Ze obrazem otevieného
intervalu nemusi byt opét otevieny interval®. Spojitym obrazem uzavieného intervalu uz ale
vzdy bude uzavieny interval. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 7.6 (O obrazu uzavieného intervalu pfi spojitém zobrazeni): Bud f funkce spojita na
uzavieném intervalu .J. Potom obraz f(./) intervalu .J je bud jednoprvkova mnozina, nebo
uzavieny interval.

Dilkaz. Podle Véty 7.5 jiz vime, ze f(J) je bud jednoprvkova mnozina (pokud je funkce
konstantni) a nebo interval (pokud je funkce nekonstantni). Ukazme nyni uzavienost f(.J)
pro nekonstantni f.

Ozna¢me J = (a, b). Postupujme sporem, bez (jmy na obecnosti tedy predpokladejme,
Ze obraz intervalu J pfi zobrazeni f je tfeba tvaru (¢, d) kde ¢ € Rneboc = —occad € R.
Tj. je to interval s alespon jednim ,otevienym“ koncovym bodem. Existuje posloupnost (y,,)
konvergujici k ¢ jejiz ¢leny lezi v f(.J). Skute¢né, v piipadé ¢ € R miizeme volit y, = ¢ + +
od dostatecné velkého n a v pfipadé ¢ = —oo lze volit y,, = —n opét pro dostatecné velké n.
Protoze y,, € f(J), existuji x,, € J spliujici y,, = f(x,). Posloupnost (x,,)>2 ; patii do (a, b)
a je proto omezena. Podle Bolzano-Weierstrassovy véty 5.9 1ze z této posloupnosti vybrat
konvergentni podposloupnost (zy, )2 ;. Existuje tedy x € J = (a, b) spliujicilim 2y, = z.Ze
spojitosti funkee f dostavame ¢ = lim f(zy,) = f(limzy, ) = f(x). Proto ¢ € f(J) = (c,d),
COZ je spor. [

Na zavér této sekce s disledky spojitosti jesté zformulujeme vétu umoznujici za jistych
predpokladi odvodit spojitost inverzni funkce ke spojité funkci.

Véta 7.7 (O spojitosti inverzni funkce): Bud f: I — R ryze monotdnni a spojita funkce na
intervalu /. Potom jeji inverzni funkce f~! je také ryze monoténni a spojita na intervalu

J = f(I).

Uvazte napiiklad funkci f(z) = sinz a otevfeny interval J = (0, 2m). Obrazem tohoto otevieného
intervalu je uzavieny interval (—1,1).
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Obrazek 7.5: K dikazu véty o vlastnostech inverzni funkce (Véta 7.7).

Ditkaz. Za uvedenych predpokladt funkce f~! existuje a je ryze monoténni. J je skute¢né
interval, jak tvrdi Véta 7.5. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze funkce f je ostfe rostouci.
Ukazme, Ze f~! je spojita zprava v kazdém bodé b € J, ktery neni pravym koncovym bodem.
Ozn. a := f~1(b),tj. f(a) = b.

Bud ¢ > 0. Potom pro  := f(a+¢) —bay € (b,b+ 0) plati

b<y<b+d=fla+e)
a=f(b) <f(y) <a+te.

Pro lepsi orientaci je dobré nakreslit si obrazek, viz Obrazek 7.5. Tedy f~'(y) € U,(e),
a = f~1(b). Podobné pro spojitost zleva. O

V souvislosti s pfedchozi vétou se hodi uvést i nasledujici uzite¢né pozorovani, které casto
vyuzivame pozdéji pii vysetfovani prabéhu funkce.
Véta 7.8 (Monotonie na krajich): Uvazme funkci definovanou na intervalu (a, b), ktera je
spojitad v bodé a zprava a je (ostfe) rostouci (resp. klesajici) na intervalu (a, b). Pak ma stejny
typ monotonie i na intervalu (a, b).

Diikaz. Dtkaz pro urcitost uvedeme pro pfipad rostouci funkce, ostatni typy monotonie se
oSetfi stejné.

Postupujme sporem. Mame tedy funkci, ktera je zprava spojita v a, je rostouci na intervalu
(a,b), ale neni rostouci na intervalu (a, b). To znamena, Ze existuje ¢ € (a,b) takové, Ze
f(a) > f(c). Potom ale pro kazdé x € (a,c) plati f(z) < f(c) < f(a). Odtud plyne (definice
limity), Ze limita funkce f v bodé a zprava je nejvyse rovna f(c), ale soucasné diky spojitost
zprava je rovna f(a), oviem f(c) < f(a). Tato situace nemize nastat, ziskdvame spor. [

7.4 Spojitost elementarnich funkeci
V této podkapitole rozebereme spojitost nékterych elementarnich funkci. Pfipomenme, ze

v dfivéjsim textu jsme jiz odvodili spojitost libovolného polynomu (Priklad 7.1). Pojdme se
postupné zamyslet nad ostatnimi elementarnimi funkcemi (viz dodatek 12).
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Spojitost trigonometrickych funkci

Podivejme se nyni na spojitost nékterych trigonometrickych funkci (viz podkapitolu 12.4).
Priklad 7.7: Funkce sin a cos jsou spojité v kazdém bodé a € R.

Reseni. Ptipomenime znamé, v minulé podkapitole v Ptikladu 6.10 vypoctené, limity

limsinz =0 a limcosz =1.
x—0 z—0

Podle souctového vzorce pro funkei sin plati

sinz = sin ((z — a) + a)

= sin(x — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a)
Tudiz podle véty o limité sloZzené funkce (Véta 6.4) a soucinu/souctu limit (Véta 6.1) plati

limsinz =0 cos(a) + 1-sina = sina.
Tr—a
Coz ukazuje spojitost funkce sin. Spojitost funkce cos se ukaze analogicky.
Z posledniho prikladu a z véty o spojitosti podilu dvou funkei (Véta 6.1) ihned plyne, ze
funkce tg a cotg jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
Protoze ted uz vime, Ze funkce sin, cos, tg a cotg jsou spojité na svych defini¢nich oborech,
a vhodné zuzené jsou i ryze monotonni, ihned pomoci Véty 7.7 dostavame spojitost inverznich
funkci

-1
arccotg = (cotg ‘( )> .
0,7

Exponencialni funkce a logaritmus

Jak jsme uz varovali v podkapitole 12.5, jednu vlastnost exponencialni funkce o zakladu e
(exponencialy) budeme muset v tento okamzik postulovat, nez tuto funkci v pfistim semestru
korektné zavedeme.

Navic k ,algebraickym"® vlastnostem e” pfidavame ,limitni“ vlastnost. Pro uplnost formalné
vlastnosti exponencialni funkce shrneme v nasledujici definici:

Definice 7.3 (Exponencialni funkce / exponential function): Pod exponencialni funkci
mame na mysli funkeci oplyvajici nasledujicimi vlastnostmi:

« e” je ostfe rostouci funkce s defini¢nim oborem R a oborem hodnot (0, +00).

« Pro kazdé x,y € R plati

"V =¢"¥ a (&)Y =e".
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« Plati rovnost e’ = 1.

« Plati rovnost

et —1
lim
x—0 x

=1 (7.1)

V dalsi kapitole tohoto textu vysvétlime vyznam pozadavku (7.1), v podstaté zde predepi-
sujeme pozadavek na derivaci funkce e”.

Priklad 7.8: Funkce e” je spojita v kazdém bodé a € R.
Reseni. Argumentace v tomto piipadé sleduje podobné kroky jako u trigonometrickych
funkci:

« Spojitost v 0: Nejprve ukazeme rovnost lil’l’(l) e” = 1. Pro libovolné € > 0 ze vztahu
z—

et —1
lim
x—0 €x

=1
plyne existence § > 0, bez 4jmy na obecnosti d < =, takového, ze pro z € Up(d) {0}
plati |(e* — 1)/x — 1| < ¢ a pro tato = pak i

-1
e~ 1= |-

=¢&.

) 1 i 1 )
‘ lz] < (14¢)-d < (1+¢) 112

Tedy lime” =1 = €.
x—0

« Spojitost v a € R: Nyni sta¢i pouzit zakladni vlastnosti exponencialy, vétu o limité
soucinu a vétu o limité slozené funkce. Pro libovolné = € R plati

at+xr—a a a

lime® = lime =e’lime” ™ *=¢% -1 =c¢e"
Tr—a Tr—a r—a

Pozorovani 7.2: U exponencialy (tj. e*) se jesté na chvili zastavme a zformulujme nékolik
s ni souvisejicich pozorovani.
- Exponenciélni funkci o zakladu a € R* ~ {1} jsme definovali piedpisem a® := e*™(®),
x € R. Proto nam véta o limité slozené funkce a spojitost exponencialy dava

lim a® = lim e®™™(®) = gbn(@) — b
z—b r—b

a i funkce a” je proto spojita v kazdém bodé b € R.
« Pro limity funkce e” v nekonecnech plati (stejné pro zaklad a > 1, opacné pro a < 1)

lim e* =4+ a lim e* =0.
Tr—+0c0 T——00

K tomu je potfeba si pfipomenout nasledujici fakta, strucneé:
— Dle axiomatické definice e” platie! > e’ =1ae” =e---e (n krat).

— Limity geometrickych posloupnosti pocitat umime, konkrétné

lime" =400 a lime ™ =0.
n—oo n—oo
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— Vyuzijeme-li navic monotonii e”, dostaneme dokazované tvrzeni.

Piiklad 7.9: Funkce In je spojita v kazdém bodé a € R*.
Reseni. Jiz vime, Ze exponenciala je spojita funkce v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
Navic vime, Ze je ostfe rostouci (tedy i ryze monotonni).

Z véty O spojitosti inverzni funkce ihned plyne spojitost logaritmu In v libovolném bodé
jejiho defini¢niho oboru.

Diky spojitosti funkce In tedy plati rovnost

limlnz = Ina,
r—a

pro kazdé a € (0, +00). Navic z vlastnosti exponencialy zminénych v Pozorovani 7.2 plynou
vztahy

lim lnz=—-0c0 a lim lnx = +4o0.
z—0+ T—+00

Analogicky lze ovéFit spojitost logaritmu o zakladu a € R* ~ {1}, alternativné lze vyuzit
jeho vyjadfeni pomoci In.

Odmocniny a absolutni hodnota

Z drivéjsiho vykladu okamzité plyne spojitost odmocnin (Pfiklad 5.9) a absolutni hodnoty
(Priklad 5.7). Pro aplnost zde tento vysledek explicitné uvedme.
Konkrétné z Piikladu 5.9 vime, ze plati vztahy

lim /x = /a a lim x =0,

r—a z—0+

proa > 0ak =2,3,... To znamena, ze /x je spojita funkce na intervalu (0, +00).
Obdobné, Priklad 5.7 zarucuje platnost vztahu

lim |x| = |al
Tr—a

pro a € R. Coz ihned implikuje spojitost |x| na R.

7.5 Typy nespojitosti

Zamysleme se nyni jakym zptisobem muze spojitost funkce v bodé ,selhat”. RozliSujeme
nékolik ,arovni” nespojitosti.

Odstranitelna nespojitost
Méjme funkci f, ktera je definovana na okoli bodu a € R vyjma bod a (tj. @ ¢ Dy), ale plati
lim f(z) =ceR.

r—a
Potom se takovéto nespojitosti mizeme zbavit dodefinovanim této funkce v bodé a

hodnotou ¢, tj. nova funkce
f(x), x € Dy,
g(x) = { ( ) f

c, r=a,
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s defini¢nim oborem D, = Dy U {a} je jiz spojita v bodé a a funkce f je zuZenim funkce g
na mnozinu Dy, tj. f = g|p,. Tato funkce g je tzv. spojité rozsifeni (nebo dodefinovani)
funkce f v bodé a. Nékdy se také v tomto pripadé mluvi jako o odstranitelné nespojitosti
funkce f v bodé a.

Priklad 7.10: Typickym piikladem funkce s odstranitelnou nespojitosti je funkce

sin(x)

f(:t): z Df:R\{O}'

Tato funkce neni spojita v bodé 0.
Z predchoziho vykladu (Priklad 6.10) jiz vime, Ze

lim S2®) _
x—0 x
Proto funkce )
smix , 0’
sinc(z) = @ v (7.2)
1, x=0

je jiz spojita na celém Dy, = R. Ilustrace této situace je ctenafi k dispozici na Obrazku 7.6.

Poznamka 7.5: Funkce sinc je diilezita nejen z matematického pohledu, ale nachazi uplatnéni
i v riiznych inzenyrskych aplikacich, naptiklad ve zpracovani signalu (filtry, wavelety, ...).

Konecny skok

Opét méjme funkci definovanou na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a samotného.
Nyni ovsem piedpokladejme, Ze existuji jednostranné limity v bodé a, ale
cy = lim f(z)#c_:= lim f(x).
r—ra+ r—a—
Takovouto funkci jiz nelze spojité dodefinovat, pripadné predefinovat, v bodé a. Zadanim
funkéni hodnoty v bodé a bychom maximalné mohli ziskat funkci spojitou v bodé a zprava,

nebo zleva.
Na Obrazku 7.7 uvadime priklad dvou funkeci s takovouto vlastnosti.

Nekonecno a neexistence limity
Dale miiZe spojitost selhat nasledujicimi tfemi zasadnimi zptisoby.

« Méjme opét funkci f definovanou na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a samot-
ného. Funkce f ma limitu (alespon zleva nebo zprava) v bodé a rovnou +o0o nebo —oc.
Napriklad funkce % v nule mé ,nekoneény skok” a funkce :712 ma v nule limitu +00. Ani
jednu z nich nelze spojité dodefinovat a to ani zleva, ani zprava.

« Méjme opét funkci f definovanou na okoli bodu a s moznou vyjimkou bodu a samot-
ného. Funkce f nema limitu (alespon zleva nebo zprava) v bodé a. Napriklad sin(%)
v nule.
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_ sin(x)

A NEWAN /\ /\ A 5
ARV \/0 v Vv T
y = sinc(z)
1
VAN VA .

N N
\/\/Ov\/ 2

Obrazek 7.6: Funkce sinc (viz rovnici (7.2)) jakoZto spojité dodefinovani funkce % v bodé 0
hodnotou 1
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y = sgn()
1®
L 4
0 T
D—1
1y = arctg(1/z)
54
0 T
=

Obréazek 7.7: Funkce sgn a arctg(1/x) majici neodstranitelnou nespojitost v bodé 0 s konec-
nymi jednostrannymi limitami v bodé 0 (konec¢ny skok).

7.6 Dalsi dilezité limity a shrnuti

Na zavér této kapitoly pomoci vybudovaného aparatu odvodime jesté dalsich nékolik dilezi-
tych limitnich vztaha, které budeme pozdéji vyuzivat. Pro jejich dulezitost je zformulujeme
jako lemmata (pomocna tvrzeni).

Vzhledem k inverznimu vztahu mezi exponencialou a logaritmem jsme jisté schopni
z limity (7.1) odvodit i podobné tvrzeni pro logaritmus.

Lemma 7.1 (O limité In(1 + z)/x v 0): Limita funkce @ v bodé nula je rovna jedné, tj.
In(1
lim 2T
r—0 x

Diikaz. Nejprve zkoumany vyraz vhodné upravme,

In(1+2) In(l+z) 1
- _ - ell’l(lw‘*z)fl °
t 1+z 1 In(14x)

Ze spojitosti logaritmu vime, Ze lirr(1) In(z + 1) = 0. Véta o limité slozené funkce (Véta 6.4)
z—

a rovnice (7.1) ihned davaji kyzeny vysledek. [

V predchozich ¢astech jsme se jiz zabyvali limitami souc¢tt, soucind a podili funkci
(a posloupnosti) a dale limitami sloZzenych funkeci. V nasledujici podkapitole se podrobnéji
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Obrazek 7.8: Ilustrace k Lemmatu 7.2, graf funkce f(z) = (1 + 1/x)".

podivame na vypoéet limit tvaru f(2)?®). Nyni zaéneme specialnim ptipadem, kdy zaklad
f(z) =14 1jdek1aexponent g(x) = x do 00, pfipadné —oc. Po prvnim zamygleni by
clovéka napadlo, ze limita takovéto funkce bude rovna 1. Nasledujici lemma nas ovsem vyvadi
z omylu.

Lemma 7.2 (O limité (1 + 1/x)* v nekone¢nu): Limita funkce (1 + %)x je rovna e v 400

1 —o0, tj.
1 X 1 xT
lim <1 + —> =e a lim (1 + —) —e.
r——+00 T rT——00 €T

Diikaz. Opét zkoumany vyraz nejprve upravme (definice a”),

(1 + l) — exln(l—s—%)‘
x

Diky spojitosti exponencialy staci zkoumat limitu jejiho argumentu. Pro ten vsak plati
1\ In(1+1
xln (1 + —> = #
.CE =
x
O funkci % vime, Ze ma limitu v +00 i v —oo rovnou 0. Z pfedchoziho Lemmatu 7.1 a véty
o limité slozené funkce (Véta ¢. 6.4) pak dostavame

In(1+1 In(1+1
lim M =1 a lim M =1.
T—+400 po T——00 p
Tudiz ] 1
lim <1—i——> —el=e a lim <1—i——> —el —e.
Tr—400 €T T——00 €T
Tim je dukaz obou tvrzeni dokoncen. [

Poznamka 7.6: Tento vysledek je Casto pfi prvnim setkani prekvapivy. Naivni intuice
studentd je typicky takovato: zaklad jde k 1 a 1*° (af jednicku nasobim kolikrat chci) je
jednicka. Pfedchozi Lemma odhaluje tuto intuici jako chybnou.

V Cem je problém? Kdyz napiiklad uvazujeme libovolné kladné z, tak 1 + % je vzdy ostre
vetsi nez 1 a se zvétSujicim se x se zmensuje a blizi shora k 1. Naopak ale kdyz pak toto
¢islo umocnujeme na (stale vétsi a vétsi) kladné z, tak se od 1 vzdalujeme (pokud z > 1 pak
2% > 2). Zéklad se tedy snaZi dostat k jedné, ale umoctiovani ho od jedné vzdaluje. Vysledek
pak zalezi na tom, ktera z téchto tendenci je silnéjsi. Podrobné se tomuto jevu budeme vénovat
v nasledujici podkapitole 7.7.
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Pro posloupnosti pak na zakladé predchoziho lemmatu dostavame nasledujici dasledek.

Dusledek 7.2 (O limité (141/n)™): Pro libovolnou posloupnost (a,, )5 ; spliujici lim |a,| =
n—oo

1 an
lim (1 + —) = e.
n—oo an

) 1\"
lim (1 + —) =e.
n—o0o n

Diikaz. V dusledku Lemmatu 7.2 a Heineho véty 5.4 dostavame

an| —lan]
. 1 . 1
lim (1+ — =e¢e a Ilm |(1+—— = e.

Vezméme nynilibovolné € > 0. Z platnosti predchozich limit plyne existence mo € Naky € N
takovych, ze pro kazdé n > m, plati

lan|

1

(1 + —) e
|an|

+o0 plati

Specialné plati

<€

a pro kazdé n > kg plati

<E.

Polozme ng = max(my, ko). Pro kazdé n € N je a,, = |a,| nebo a,, = —|a,|. Tudiz pro kazdé

n > ny dostavame
1\™
’ (1 + —) —e
Qn

¢imz je tvrzeni dokazano pfimo z definice. [

<,

Dalsim zajimavym dusledkem je nasledujici vyjadreni exponencialni funkce.

Dusledek 7.3 (O limité (1 + «/x)” v nekoneénu): Pro libovolné o € R lze pomoci limity
vyjadrit exponencialu nasledovné

lim <1+g> =e% a lim <1+2> = e,
x x

Tr—-+00 T—r—00

Diikaz. Pro o = 0 je tvrzeni trivialni (limita konstantni funkce s hodnotou 1). Pro a # 0
tento fakt snadno nahlédneme pomoci nasledujici apravy

a\ T a_ln(l+a/z)
2y =
i

Pro z jdouci do +00 nebo —o0 jiz vime, Ze vyraz na pravé strané této rovnosti konverguje

k el = e, O]

Na zavér této podkapitoly vypoctéme par prikladi.
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7. SPOJITOST FUNKCE LimITy VYRAZD f(z)9(®)

Priklad 7.11: Vypoctéte limitu funkce

) esin 2r esinz
lim -
z—0 sinx
Reseni. Vyraz nejprve upravime,
esin 2r esSine eSin 2 1 sin2z 2 esinz _
sinx sin 2x 2x sinx sinx

Pouzijeme-li nyni vétu o limité slozené funkce a znamé limity, pak

in 2z sinz
. esin —e
lm———=1-1-2—-1=1.
z—0 smx

Priklad 7.12: Vypoctéte limitu funkce

lim (2 — 31:)ﬁ .

r—1

Reseni. Opét vyraz nejprve upravme pomoci exponencialni funkce

1 In(2—=x) _ In(14+(1—=))
(2 — x) z—-1 — e =z-1 = e 1—x

Funkce v argumentu exponencialy ma za limitu —1 (ano, staci pouzit vétu o limité slozené

N , (1
funkce s vnéjsi funkei %

funkce a znamé limity, pak

a vnitfni funkci 1 — z). Pouzijeme-li nyni vétu o limité slozené

lim (2—1:)-111 =e =

L1
z—1 e

7.7 Limity funkeci tvaru f(2)/") se specialnim
piihlédnutim k limitam typu 0° a 1>

Véta o limité souctu, soucinu a podilu nam davala nastroj na vypocet limit souctu, soucinu
a podilu funkei za piedpokladu, Ze souet, souin ¢ podil byl definovan v R. Pokud limita
byla napfiklad typu +00 — (400), nebo 0 - +o0, tak jsme s danou funkei jesté museli dale
zacvicit.

Nyni se podivame jak je to s vypoéty limit funkei ve tvaru f(x)9®). Hlavnim vysledkem
této podkapitoly bude Véta 7.9. Tato véta na prvni pohled mize vypadat komplikovaneé,
protoze osetiuje nékolik moznych situaci, které mohou nastat a navic nékteré vynechava
(viz priklady nize v této podkapitole). I z toho divodu je toto pékny priklad véty, kde je
dulezité pochopit dikaz, protoze v konkrétnim prikladé je jednodusi uvedeny dikaz provést,
nez si tuto vétu pamatovat. Celé tvrzeni stoji na tom, Ze vyraz f(z)9®) pfepiseme pomoci
exponencialni funkce na vyraz e9@ " f(#) 3 poté fesime uz limitu sou¢inu g(z) In f(z). Pojdme
nejprve zformulovat hlavni vétu.

Véta 7.9 (O limité funkci tvaru f (2)9®)): Uvazme funkce f a g definované na okoli bodu a €
R s moznou vyjimkou bodu a samotného a necht funkce f je kladna na néjakém okoli bodu a.
Predpokladejme dale, ze existuji limity

a:=lim f(z) a f:=limg(z).

T—a T—ra

Potom plati nasledujici tfi tvrzeni:
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7. SPOJITOST FUNKCE LimITy VYRAZD f(z)9(®)

1. Pokud 0 < a < 400 a |B| < +o0, potom lim f(2)9) = o,
r—a
2. Pokud o = 0a 3 > 0 (pfipoustime i f = 400), potom lim f(z)9® = 0.
r—a

3. Pokud o = 400 a 8 # 0, potom lim f(x)g(x) existuje a je rovna 0 pokud S < 0 a 400
r—a
pokud 5 > 0.
Diikaz. Dukaz stoji na vyuziti vlastnosti exponencialni a logaritmické funkce a spojitosti
exponencialni funkce. Navic neni nijak komplikovany, takto bychom danou limitu jednoduse
i pocitali.
Nejprve si pov§imnéme, Ze za uvedenych predpoklada je funkce
h(z) = f(z)*®
definovana na okoli bodu a, s moznou vyjimkou bodu a samotného, a ma tedy smysl pocitat
jeji limitu v bodé a. Nyni provedeme upravu
h(x) = e9(@)In f(z)
a budeme zkoumat limitu argumentu exponencialy v bodé a, tj. limitu
lim g(z) - In f(z).
r—a
Postupné nyni projdeme uvedené predpoklady:
1. V tomto piipadé podle véty o limité soucinu plati lim g(x) - In f(z) = 5 - In« (tento
T—a
vyraz je definovany a patfi do R) a proto diky spojitosti exponencialni funkce mame

lim f(z)9@® = efne — of,

r—a

2. Zatéchto predpokladi plati lim g(z)-In f(z) = 8- (—00) = —oco a proto lim f(z)/® = 0.
T—a

r—a
3. Nyni plati lim g(x) -In f(z) = 8- (+00), coZ je +00 (resp. —o0) pro kladné (resp. zaporné)
Tr—a
B. Z limit exponencialni funkce v 400 (resp. —oco) pak plyne dokazované tvrzeni. O]

Tim jsou vSechna tvrzeni véty dokazana.

Ukazme si pouziti véty, resp. myslenky jejiho dikazu, na konkrétnich piikladech.
Priklad 7.13 (Limita typu 1°°): Pokud je limita
i g9(x)
lim f(z)
typu 1*° (4. lim,, f = 1 alim, g je +00 nebo —o0), pak pfipadny vysledek zavisi na samotnych
f a g. Napriklad (ve vypoctech vyuzivame znalosti znamych limit odvozenych v pfedchozi
podkapitole 7.6):

2

X
. 1 ) 2. (+1/2)
lim (14— = lim e 1= =400,
x——+00 €T r——+00
. 1/22 ) In(14a%) .
11m(1+x3)/ = lime" 5 =&’ =1,
x—0 z—0
. a\*T
lim <1 + —> = e“,
T——00 x
.2
] 1\ * ] g In(141/2)
lm (14— = lim e 7= = (.
z—r+00 x T—+00
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7. SPOJITOST FUNKCE SHRNUTI ZNAMYCH LIMIT FUNKCi A POSLOUPNOSTI

Vsechny tyto limity jsou typu 1°°. Jako vysledek mtizeme dostat libovolny prvek mnoziny
(0, +00) U {+00}.
Piiklad 7.14 (Limita typu 0%): Pokud je limita

lim f(z)9@)

T—ra

typu 0° (tj. lim, f = 0 a lim, g = 0), pak ptipadny vysledek z4visi na konkrétnim chovani
funkci f a g. Napriklad pro libovolné realné o mame

. _ —Q/T
lim (e x) /= _ «,
Tr—+00
o\ 1/z
lim (e x) = lim e *=0,
r— 400 Tr—+00
o\ —1/x
lim (e r ) = lim e* = 4o0.
Tr——+00 Tr—+00

Z téchto piikladt vidime, Ze i kdyZ je limita typu 0%, tak vysledek mtize byt libovolny prvek
(0,400) U {+00}.
Na tomto misté se hodi zminit i limitu

lim 2% = lim e*"* =¥ = 1.
r—0+ r—0+

K jejimu vypoctu ale potfebujeme znat limitu lir(l)qJr xIn(x) = 0, kterou odvodime zanedlouho
—
v Prikladu 9.8.

7.8 Shrnuti znamych limit funkci a posloupnosti

Tabulky 7.4 a 7.6 shrnuji ,znamé” limitni vztahy, které jsme odvodili v této a pfedchozi kapitole.
Tyto vysledky lze v ptikladech v pisemkach povazovat za znamé (pokud ovsem zadani/otazka
nemifi pfimo na jejich odvozeni).
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7. SPOJITOST FUNKCE SHRNUTI ZNAMYCH LIMIT FUNKCi A POSLOUPNOSTI

Dulezité limity =~ Hodnota Parametry
lim ¢ & celR
n—oo
400 a >0,
lim n* 1 a=0, aeR
n—oo
0, a < 0.
li 9k
e lay T
k=1
lim {/n 1
n—oo
lim /c 1 c € (0,4+00)
n—oo
lim /n! +00
n—oo
0, la| < 1,
1 =1
lim a” ’ “T5 4eRr
n—00 400, a>1,

neexistuje, a < —1.

) "
lim (1 + —) e
n—o00 n

Tabulka 7.4: Dulezité limity posloupnosti odvozené v kapitolach 5 a 7.
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7. SPOJITOST FUNKCE SHRNUTI ZNAMYCH LIMIT FUNKCi A POSLOUPNOSTI

Dulezité limity =~ Hodnota Parametry
lim ¢ c ceR aeR
T—a
lim z a a€R
T—a
1 + k liché
lim ——— 2 PSS L eRkeN
v—ax (1 — a)k +00, k sudé.
lim |z| |al a € R, kde |[+oo| = |—o0| = +00
T—a
xlgcl)li sgn(x) +1
lim /= Va liché k € N,a € R
T—a
lim /z Ya sudé k € N, a € (0,400) U {+o0}
T—a
lim P(z) P(a) a € R, P polynom
T—a
r—1
lim 1
x—0 €T
In(1

lim n(l +2) 1
z—0 x
lim $2(%) 1
z—0 x
lim sin(z) sin(a) acR
T—a
lim cos(x) cos(a) a€eR
T—ra
lim e”* e’ acR
T—a

lim e” +00
T—r+00

lim e” 0
T——00
lim In(z) In(a) a € (0,400)
T—a

lim In(z) +00
T—+00

lim In(x) —00
z—0+

lim <1 + —) e
r—+o00 xX

lim <1+g>x e aeR
r—r+oo x

Tabulka 7.6: Dulezité limity funkci odvozené v kapitolach 5 a 7.
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8 Derivace

8.1 Rychlost a hledani tecny

Zacnéme nejprve s jednoduchym motivacnim pfikladem s fyzikalnim nadechem. Jaky je vztah
mezi polohou a rychlosti télesa? Uvazme pripad télesa pohybujiciho se podle Obrazku 8.1.
Graf na Obrazku 8.1 zachycuje vzdalenost d urazenou télesem (napt. vozidlem) v zavislosti
na Case. Poloha d télesa je tedy funkci ¢asu t. Primérna rychlost télesa mezi okamziky ¢, < o
je dana podilem
d(tz) — d(t1)
ty—t1

Cim jsou ¢; a t, navzajem bliZe, tim lépe priimérna rychlost odpovida okamzité rychlosti
vozidla. V case t; se tedy téleso pohybuje okamzitou rychlosti

lim —d(t2) — d(tl).

ta—1t1 to — 1

Nad timto problémem se mizeme zamyslet i geometricky. Divame-li se na graf urazené
vzdalenosti, pak ,sklon® tohoto grafu v daném bodé udavé okamzitou rychlost. Podrobné;ji
tento pohled rozebereme na Obrazku 8.2, hlavni otazkou je, jak uréit ,sklon® grafu v daném
bodé. Zde vstoupi do hry pojem te¢ny ke grafu funkce. Na obrazku 8.2 uvadime grafickou
reprezentaci konstrukce te¢ny limitnim procesem pomoci secen. Vidime, ze vyse uvedeny
podil Ize interpretovat jako tangens thlu sviraného te¢nou grafu funkce a osou = (smérnice).

vzdalenost [km], d

300 L 1 77771
2000
00| o o
: ! d(tl)
0 120 3 44

Obrazek 8.1: Graf uraZzené vzdalenosti v zavislosti na ¢ase.
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8. DERIVACE RYCHLOST A HLEDANI TECNY

Obrazek 8.2: Konstrukce te¢ny pomoci secen.
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8. DERIVACE DERIVACE FUNKCE

8.2 Derivace funkce

V souladu s tim, co bylo uvedeno na zacatku této kapitoly, nyni definujeme:

Definice 8.1 (Derivace funkce v bodé): Necht f je funkce definovana na okoli bodu a € R.
Pokud existuje limita
T = f()

T—ra Tr— a

(8.1)

nazveme jeji hodnotu derivaci funkce f v bodé a a oznac¢ime f’(a). Pokud je tato limita
konecna (tj. f'(a) € R) fekneme, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé a.

Derivaci funkce f se mizeme pokouset pocitat ve véech bodech Dy. Ziskavame tak novou
funkci, derivaci funkce':

Definice 8.2 (Derivace): Bud f funkce s defini¢nim oborem D;. Necht M oznacuje mnozinu
vsech a € Dy takovych, Ze f ma kone¢nou derivaci v bodé a, tj. f’ (a) € R. Derivaci funkce
f nazyvame funkci s defini¢nim oborem M, ktera kazdému = € M ptifadi f'(z). Tuto funkci
zna¢ime symbolem f’.

Poznamka 8.1: Derivace funkce f v bodé a se z riznych historickych dvodi znadi i nasle-

dujicimi ekvivalentnimi zpasoby

(@

—(a).

dz

V tomto textu se budeme dirazné drzet znaceni derivace pomoci ¢arky v hornim indexu.
Vsimnéte si, Ze limitu v definici derivace (8.1) 1ze ekvivalentné prepsat do tvaru

Lo b = (@)

h—0 h

Tento tvar je ¢asto vyhodny pro vypocty. Bod a se vyskytuje pouze v predpisu funkce jejiz
limitu pocitame.

Diky derivaci nyni mizeme zkonstruovat te¢nu udanim jeji rovnice. Rozlisujeme dva
kvalitativné rozdilné pripady.

Definice 8.3 (Te¢na): Méjme funkci f a bod a € Dy a necht existuje f'(a). Tecnou funkce
f v bodé a nazyvame

« pfimku s rovnici z = a je-li funkce f spojitd vbodé a a f'(a) = +oo nebo f'(a) = —oc.

« ptimku s rovnici y = f(a) + f'(a)(x — a) je-li f'(a) € R (tj. je-li f diferencovatelna
v bodé a).

V prvnim piipadé svira te¢na grafu funkce f v bodé a thel 7 s osou x, v druhém piipadé
svira s osou x uhel « spliwgjici tg o = f'(a).

Na Obrazku 8.3 je modfe znazornén graf funkce f(z) = vz — 1+ 1, Dy = R. Pro jeji
derivaci v bodé 2 plati

V1i4+h—1 i 1+h—-1
— = |lIm T
=0 h h=0 b (14 R)5 + (1+R)5 +1)

'Vsimnéte si rozdilu mezi definicemi 8.1 a 8.2, tedy mezi vyznamem f/a f/(a).

1
5
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8. DERIVACE DERIVACE FUNKCE

Vr—1+1

Obrazek 8.3: Dva typy te¢ny grafu funkce.

Tecnou grafu funkce f v bodé 2 je proto pfimka

y= @)+ PO -2 =2+ (e~ 2)

na Obrazku 8.3 vynesena zelené. Pro derivaci v bodé 1 plati

3
(1) = lim vVh -0 = limh 3 = +o0.

h—0 h h—0

Protoze funkce f je v bodé 1 spojita, je tecnou v bodé 1 (Cervena) pfimka x = 1.

Poznamka 8.2: Zduraznéme, ze pozadavek spojitosti v prvnim bodu Definice 8.3 je podstatny.
Napftiklad funkce f(z) = sgn(z) ma v bodé 0 nekone¢nou derivaci,

£(0) = lim sgn(z) — sgn(0) o 1

z—0 x—0 z—0 |x’

v nule neni spojita a o tecné v tomto bodé z geometrického pohledu pfili§ nema smysl mluvit
(viz Obrazek 7.7).

Vypocet derivace jednoduchych funkci

Nyni vypoctéme derivace nékterych funkci pfimo pomoci definice derivace (Definice 8.1).
Uvazme nejprve funkci ze vSech funkci nejjednodussi.

Priklad 8.1: Derivace konstantni funkce definované na celém R je rovna 0 v kazdém bodé.

Reseni. Je-li f(z) = ¢ € R pro kazdé = € R, pak
fz) = f(a) -

. . c .
lim =lim—=1lm0=0
T—a Tr—a r—=a L — Q T—a
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8. DERIVACE DERIVACE FUNKCE

pro kazdé a € R.

Tento vysledek by nas nemél nijak prekvapovat. Grafem konstantni funkce je pfimka
rovnobézna s osou z. Te¢na tohoto grafu v libovolném bodé je pak opét tato primka, jez je
rovnobézna s osou x a svira proto s osou z thel 0, tg 0 = 0.

Pfistupme nyni k odvozeni vztahi pro derivace dalsich elementarnich funkeci.

Priklad 8.2: Derivace funkce e” je opét funkce e”. Tedy (ez)/ =e”.

Reseni. V minulé kapitole jsme postulovali® vztah (Definice 7.3)

Pro libovolné a € R podle véty o limité slozené funkce a o limité soucinu funkei plati

x a T—a _ ]

. €= )
lim = lime* —— =¢%-1 =¢e"
r—a T — A r—a TrT —Qa

Pro derivaci funkce f(z) = e” v bodé a € R tedy skute¢né plati f'(a) = f(a).
Piiklad 8.3: Derivace funkce In(z) je funkce % kde x > 0.

Reseni. Tedy pro kazdé a > 0 mame dokazat rovnost In'(a) = 1. V minulé kapitole jsme
odvodili vztah (Lemma 7.1)
. In(1+2x)
lim —————=
z—0 x

= 1.
Podobné jako v predchozim pfikladu nyni pro kladné a plati

— In% In(1+%2-—-1
lim —ln(x) In(a) = lim - = lim —n( Rl ) = 1 1= 1
r—a T —aQ x—=a L — QA T—a a(f—l) a a

Pro derivaci funkce f(z) = Inz v bodé a > 0 plati f'(a) = 1.

Pro grafickou predstavu o funkci a jeji derivaci uvadime Obrazek 8.4. V zavislosti na
bodu na ose z si viimnéte vztahu mezi sklonem modré kiivky (logaritmus In(x)) a hodnotou
Cervené kiivky (1/z)!

Poznamka 8.3: Vsimnéte si, Ze funkce In z je definovana na mnoziné (0, +00) a v kazdém
bodé x jejiho defini¢niho oboru je jeji derivace rovna i Funkce % je ale definovana pro
v$echna nenulova .

Ozna¢ime-li f(x) = In|z|, s defini¢nim oborem D; = R \ {0}, pak v kazdém bodé Dy
plati f'(z) = 1. Pro kladna z jsme to jiz ovéfili. Pro zaporna z neni tézké nahlédnout, ze stale
plati

Mim In(—z—h) — In(—x) _

In|x + h| — In|z|
m =

li

h—0 h h—0 —h
— lim In(—z +t) — In(—2) 1 1
t—0 t —x X

Priklad 8.4: Pro kladné pfirozené n € N je derivaci funkce z™ funkce nz"!.

2Sloveso postulovat ma vyznam slovesa poZadovat, &i stanovit.
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8. DERIVACE DERIVACE FUNKCE

Obrézek 8.4: Grafy funkci f(z) = In(z) a g(z) = % pro x > 0.

x

Reseni. Nejprve vhodné upravme zkoumany vyraz,

" —a” 1
= (z—a)(@" '+ 2" Pa+ -+ xd" T+ a" )
T —a T —a
— xn—l +xn—2a+ . +xan—2 _’_an—l.
NG ~~ J/
n ¢lent
Proto
2" —a" 1 2 2 1 1
lim =limz"" 4+ 2"a+ - F2ad" "+ ad" =na""
z—a T — @ T—a

Priklad 8.5: Specialné pak napiiklad plati

(xz), =2z, nebo (xQZ), = 2227
Priklad 8.6: Derivace funkce sin x je funkce cos x a derivace funkce cos x je funkce — sin z.
Reseni. Pomoci souétového vzorce pro sin dostavame

sin(x) — sin(a) sin(z — a + a) — sin(a)

lim = lim _
T—a T — a T—a T —a
I sin(x — a) cos(a) + cos(z — a) sin(a) — sin(a)
= lim _
r—ra T —a
n(z - —a)—1

T—ra Tr— a r—ra Tr — a
= cos(a) - 1 + sin(a) - 0 = cos(a).

Vyuzili jsme znalosti jiz spoctenych limit a véty o limité slozené funkce. Navic

I cosh—l_l, cos’h —1 1 B
hlg(l) h _hlg(l) h cosh+1
sin? h h 0
=1 . =—1.-—— =0.
hli% h? cosh+1 1+1

Podobnym zpiisobem muzeme odvodit (provedte!)

cos(z) — cos(a)

lim

lim P = —sin(a),

pro kazdé a € R.
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8. DERIVACE VZTAH DIFERENCOVATELNOSTI A SPOJITOSTI

8.3 Vztah diferencovatelnosti a spojitosti

Jiz jsme zavedli dvé lokalni vlastnosti funkci. Mame-li zadanu funkci f a bod a v jejim
defini¢nim oboru, mizeme zkoumat spojitost funkce f v bodé a a diferencovatelnost funkce
f v bodé a, resp. existenci derivace funkce f v bodé a. Jak spolu vsechny tyto pojmy souvisi?
Prizkum za¢néme nasledujici vétou.

Véta 8.1 (O vztahu diferencovatelnosti a spojitosti): Je-li f funkce diferencovatelna v bodé a,
pak je spojita v bodé a. Tj. plati implikace

f'(a)eR = lim f(z) = f(a).

T—ra

Diikaz. Elementarni upravou a pouzitim véty o limité souctu a soucinu

im /(o) = tim (1= o )4 ) -

= tim DI im0 4 () = (@) 0+ f10) = (o).

Tedy lim f(z) = f(a). Poznamenejme, ze ,diferencovatelnost znamena f’(a) € R a vyraz
r—a

na konci vypoctu proto ma za uvedenych predpokladt smysl [

Predchozi véta je pouze implikace jednim smérem. Obracené tvrzeni neplati. Pfesnéji, ze
spojitosti funkce f v bodé a neplyne jeji diferencovatelnost v bodé a. Jako ptiklad lze uvazit
funkei f(z) = |z| abod @ = 0. Skuteéné, protoze

lim SO0 = JO) lim sgn(h) = +1,

h—0+ h h—0+

iy £ = i st =

oboustranna limita (tedy derivace funkce f v bodé 0, f'(0))

Lo FO+ 1) = £(0)

h—0 h

neexistuje. Funkce f je vSak v bodé 0 spojita, jak snadno nahlédneme vypoctenim jeji limity
v bodé 0. Geometricky by mélo byt ziejmé, v cem je problém. Piedstavte si graf absolutni
hodnoty a podivejte se co se déje v bodé 0, nachazi se zde ostry ,zlom®, kde pojem te¢ny nema
dobry smysL

Poznamka 8.4: Dokonce existuji funkce spojité na celém R nemajici derivaci ani v jednom
bodé. Predbéhneme-li do témat predmétu BI-MA2, pak prikladem takovéto spojité funkce
nemajici derivaci ani v jednom bodé je funkce

fy = W0

kde {z} znati vzdalenost realného ¢isla = od nejblizsiho celého &isla. Protoze 0 < {z} < 1
konverguje fada absolutné pro kazdé x. Definicnim oborem funkce f je proto cela realna osa
D; = RR. Ukazat spojitost a vyvratit diferencovatelnost je vSak uz slozitéjsi. Tato poznamka
je hodné na okraj BI-MA1.
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Pokud ma funkce v daném bodé nekonecnou derivaci, nemusi v ném byt spojita. Pozadavek
diferencovatelnosti ve Vété 8.1 je podstatny. Naptiklad o funkei f(z) = sgn(z) vime, Ze neni
spojita v bodé a = 0, protoze obé jednostranné limity v tomto bodé jsou navzajem rizné.
V bodé a = 0 ale ma tato funkce derivaci a jeji hodnota je

- — 0 1
lim L&) =@ senx—sen0 L L
z—0 T —a z—0 x—0 z—0 |x|
Otazka 8.1: Ma funkce f definovana po ¢astech piedpisy f(0) = 0 a f(x) = —1/x pro
x # 0 derivaci v bodé 0? Jaka je jeji pfipadna hodnota? Jak by to bylo s funkei g(z) = 1/2?

8.4 Derivace souctu, souc¢inu a podilu

Pristupme nyni k problému vypoctu derivace za predpokladu znalosti derivaci funkci, z kterych
je derivovana funkce ,sloZena“. Nejprve opét prozkoumame algebraické operace séitani,
nasobeni a déleni. V dalsi podkapitole se podivame na skutec¢né slozeni. Opét se jedna o aplikaci
vét o limitach funkei probranych v pfedchozi ¢asti textu.

Véta 8.2 (Derivace souctu, soucinu a podilu): Necht funkce f a g jsou diferencovatelné
v bodé a. Potom plati

 (F +9)(@) = f'la) + ¢ (a),
« (f-9)(a) = f(a)g(a) + f(a)d (a),
. (i) (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

g g(a)?

Pravidlo pro derivaci sou¢inu se nékdy téz nazyva Leibnizovo pravidlo (Gottfried
Wilhelm von Leibniz, némecky matematik a filozof, 1646 — 1716). Plati tedy naptiklad

, pokud g(a) # 0.

(sin(z) cos(z))" = cos(x) cos(z) — sin(x) sin(z) = cos(2x),
(zsin(z)) = 1-sin(x) + x - cos(x).

Diikaz pro soucet a soucin. Ukazme si, jak dokazat pravidla pro derivaci souctu a soucinu
funkci. Pfedpokladejme, Ze funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé a. Potom

(f +g)'(a) = lim L&) F9@) = Jl@) = 9(a) _

<ﬂw—fmx+w@—ﬂw):fmu+ymx

= lim
(f - 9)(a) = lim L@@ = F(@)ga) _

o f@)) - 9(@) + 90 (f() ~ f(@) _

= f(a) - g'(a) + g(a) - f'(a).

Zde jsme pouzili Vétu 7.2 o limité souctu a soucinu (vyrazy jsou diky diferencovatelnosti
definovany) a navic jsme pouzili spojitost f a g, ktera, jak vime z Véty 8.1, plyne z diferenco-
vatelnosti. ]
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Dtikaz vzorecku pro podil se provede stejnym zptisobem. Ukazme si nyni pouziti véty
¢. 8.2 na nékolika dilezitych prikladech.

Priklad 8.7: Pro derivace funkci tg a cotg plati

1 T
t'(z) = e CERS {5 + kw’k c Z},

cotg'(z) = e R~ {kr|k € Z}.

~sin®(z)’

Pomoci pravidla pro derivaci podilu z Véty 8.2 dostavame vztahy

e (x) = ( g) () = cos’(x) +sin’(z) 1

cos cos?(x) cos?(z)’
) _ [cos / = sin2(x) — COSQ(ZL‘) _ 1
cotg'(x) = <sin> (x) sin2($) sinz(x)’

platné na prislusnych defini¢nich oborech.

Pozorovani 8.1: Multiplikativni konstantu lze pfi derivovani vytknout. Pfesnéji, pro funkeci
f diferencovatelnou v bodé a a konstantu c plati

(c- f)(a) =c- f'(a).

Skute¢né, pro konstantni funkci g(z) = ¢ z bodu o derivaci soucinu ve Vété 8.2 plyne

(c-f)(a) = (g-f)(a) = g'(a) fa) + g(a) f'(a) = 0- f(a) + ¢ f'(a) = c- f'(a),

protoze derivace konstantni funkce je rovna nule.

Poznamka 8.5: Z Véty 8.2 (bod o derivaci sou¢tu) a Pozorovani 8.1 vlastné plyne, ze pro dvé
funkce f a g diferencovatelné v bodé a a konstantu c plati

(f +¢-g9)(a) = f(a) + ¢ g'(a).

Z tohoto uhlu pohledu lze o derivaci mluvit jako o linearnim zobrazeni ve smyslu BI-LA2.

Priklad 8.8 (Parabolické zrcadlo): V tomto prikladu si ukazeme, jak funguje parabolické
zrcadlo/anténa, ¢i v opacném smyslu parabolicky svétlomet.

Pro jednoduchost si pfedstavme parabolu y = ax?, o > 0 a paprsek rovnobézny s osou
y prichazejici z kladného sméru osy y. Tento paprsek dopada na parabolu v bodé o x-ové
soufadnici 3 > 0 (parametr tlohy), odrazi se, a nas zajima soufadnice jeho pruseciku s osou y.
Chceme ukazat, Ze tento prusecik ve skute¢nosti nezavisi na hodnoté /3. Tj. viechny takovéto
paprsky prichazejici ze sméru rovnobézného s osou symetrie paraboly se soustiedi v jejim
ohnisku. Tato situace je graficky znazornéna na Obrazku 8.5.

Polozme f(z) = ax?. Derivaci této funkce je f'(z) = 2ax. Te¢na této funkce v bodé 3
ma rovnici

y = 2afB(x — ) +ap? resp. 2aBr —y—aB*=0

a mé proto norméalovy vektor u = (—2af, 1) (mifi doleva nahoru) a smérovy vektor v =
(1,2a) (mifi doprava nahoru), viz Obrazek 8.5.
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X

Obrazek 8.5: Parabolické zrcadlo: vsechny paprsky prichazejici rovnobézné s osou y ze shora
se od paraboly y = az? odrazi do ohniska ' = (0, 1/4«). Viz Piiklad 8.8.

Z vektort u a v snadno nakombinujeme smérovy vektor dopadajiciho paprsku
s1=1-u+2a8-v=(0,14+4a*p?).

Tento vektor s; ma tak vzhledem k bazi (u, v) soufadnice (1, 2a/3).

Paprsek se od paraboly odrazi podle zndmého zakona o thlu dopadu a odrazu vzhledem
k tecné v bodé dopadu. Ekvivalentné feceno, smérovy vektor pfimky reprezentujici paprsek
pred a po odrazu ziskame zrcadlenim vici piimce se smérovym vektorem u prochazejici
bodem dopadu. K tomu staéi vyuzit vyjadfeni smérového vektoru v bazi (u, v), kde uvedené
zrcadleni zachova prvni soufadnici a zméni znaménko druhé souradnice. Tj. odrazeny paprsek
ma smérovy vektor

so=1-u—2a8-v=(—4ap,1—4a*3?).

Vzhledem k tomu, 7Ze odrazeny paprsek také prochazi bodem paraboly (3, a3?), je jemu
odpovidajici pfimka dana rovnici
(1 — 40?8z +4apy = (1 — 4a?BHB + 40?5 = .

Souradnice pruseciku této pfimky a osou y urcime konec¢né tak, ze dosadime za x nulu
a dopocteme soufadnici y, tedy

1

dafy=0 = y= o
o

Vskutku vidime, Ze at uz paprsek dopadal s jakoukoliv hodnotou /3, tak tato soufadnice na 3
nezavisi. Vsechny paprsky se protnou v ohnisku, tedy bodu o soufadnicich (0, 1/4a).

8.5 Derivace slozené funkce
Nyni tedy umime derivovat soucty, souciny a podily funkci, jejichz derivace jiz zname. Je

mozné derivovat i slozené funkce, s kterymi Casto prichazime do styku? Odpovéd na tuto
otazku je kladna.
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Véta 8.3 (Derivace slozené funkce): Necht ¢ je funkce diferencovatelna v bodé a, f je
diferencovatelna v bodé g(a). Potom funkce f o g je diferencovatelna v bodé a a plati

(fog)(a)=f(9(a)) - d'(a).
Diikaz. Dukaz je zalozen na upraveé

flg(@) — flg(a)) _ flg(x)) — flg(a)) g(x)—g(a)

T—a 9(x) = g(a) r—a

Y

platné pro kazdé x # a pro které navic g(x) # g(a) a vété o limité slozené funkce. Funkce
f je diferencovatelna v bodé g(a) a proto je jisté i definovana na okoli tohoto bodu, dejme
tomu Uy(,). Definujme funkci

h(l’) = {f(x#f((g)(a))’ T e Ug(a) ~ {g<a)}7
f'(g(a)), z = g(a).

Tato funkce je definovana na Uy(,), podle piedpokladii pro ni plati

lim h(z) = f'(g(a))

z—g(a)
a je proto spojita v bodé g(a). Diky spojitosti funkce g v bodé a nyni plati rovnost

flg(x)) — flg(a)) _ h(g(x)) - 9(@) — g(a)

r—a r—a

Y

pro vSechna x # a z néjakého okoli bodu a (specialné i ve tvaru 0 = 0 pro ta, pro ktera
piipadné plati g(z) = g(a)). Podle véty o limité slozené funkce je limita funkce h(g(z))
v bodé a rovna f'(g(a)). Skute¢né, g v bodé a ma za limitu g(a), h v bodé g(a) ma za limitu
f'(g(a)) a treti pfedpoklad této véty je splnén diky spojitosti i v bodé g(a). Kone¢né podle
véty o limité soucinu (Véta 6.1) z posledni rovnice dostaneme

T—ra r— Qa Tr—a Tr — a
Tim je dtkaz dokoncen. U

Priklad 8.9: Plati tedy naptiklad:

(ex2>, — e 2, (sin (cos(:ﬁ))), = cos (cos(z)) - ( — sin(x)).

Skute¢né, v prvnim ptikladé je vnéjsi funkei f(x) = e® a vnitini funkci g(z) = 22. Pak totiz

2

(fog)(x) = f(g(x)) =™ ="

A podle véty o derivaci slozené funkce

2

(fog)(z)=f(9(x)) ¢'(z) =€ -2z

Podobné lze postupovat i v druhém prikladeé.
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Piiklad 8.10: Derivace funkce h(z) = 2%,z > 0a «a € R, je opét h'(z) = az* .

Reseni. Vime, Ze pro kladné x > 0 plati 2% = ¢*"%, Ozna¢me f(z) = e® vnéjsi funkci
a g(x) = aln(z) vnitini funkci, tedy z* = f(g(z)). Potom podle véty o derivaci slozené
funkce mame

(fog)(@) = Flg(@) - g@) =" T =a®- = =0, 2>0,

Priklad 8.11: Licha odmocnina, tedy funkce f(x) = 2/ pro k € N, je definovana na

celém R a pro jeji derivaci plati f'(x) = s~ pro viechna nenulové z. V bodé 0 ma

1
2k+1 2k+l/ 5%

tato funkce derivaci rovnou +oc.

+ 1
Reseni. Vyuzijeme vysledku pfedchoziho Piikladu 8.10. Pro kladna z plati f(z) = a2+
a proto uz vime, ze

F(x) = TS SR S

1 1
T2F1 T = T2k+1 =

2k 41 2k + 1 C 2k + 1 PR

vvvvv

Pro zaporna x plati f(x) = — **/—uz. Pfi derivovani proto lze nyni pouZit jiz odvozeny
vysledek a Vétu o derivaci slozené funkce (Véta 8.3). Dostavame v tomto pripadé

1 1 1 1
/ =(=1). (=1) =
f(l') ( ) ok + 1 QHW ( ) ok + 1 2k+\1/ﬁ7
¢ili stejny vyraz jako v pfipadé kladnych x.
Konec¢né v bodé 0 pro derivaci této funkce plati (vyuzivame znamou limitu lim,_.q x% =
+00, pro k € N)

_ 2k+1
f'(0) = lim J@) = JO0) _ lim T\/E = lim % # = "V/+o00 = +o0.

z—0 xr — 0 x—0 z—0
Priklad 8.12: Derivace funkce f(x) = a”, = € R, kde a > 0 je f'(z) = a” Ina.

Reseni. Plati h(z) = e*'"% Oznaéme vnéjsi funkci f(x) = e a vnitini funkei g(z) = rlna.
Potom podle véty o derivaci slozené funkce plati

R (z) = f'(g(x)) ¢ (z) = "™ - Ina = a”Ina.

8.6 Derivace inverzni funkce

V posledni ¢asti této podkapitoly budeme hledat vzorecky pro derivace zbyvajicich elemen-
tarnich funkeci (viz dodatek 12). K nim patii i jejich inverzni funkce. Nyni proto musime
podrobnéji prozkoumat vlastnosti inverznich funkci a ukazat, jak hledat jejich derivace.
Znéni nasledujici véty mize na prvni ¢teni znit komplikované. Graf funkce a jeji inverzni
funkce jsou osové symetrické vici ose prvniho kvadrantu. Zkuste si rozmyslet, co se stane se
smérnici tecny grafu funkce, pokud ji osové preklopime vzhledem k ose prvniho kvadrantu?
To vlastné fika nasledujici véta.
Véta 8.4 (Derivace inverzni funkce): Budte f spojita a ryze monoténni funkce na intervalu
I = (a,b) abod ¢ € I. Ma-li inverzni funkce f~! kone¢nou nenulovou derivaci v bodé f(c),
potom ma f derivaci v bodé c a plati

(8.2)
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Dilkaz. Oznatme d = f(c). VSimnéme si, ze pro x € I, z # ¢ plati

-1

x) — f(c “1(f(x)) — fHd -1
f<>¢ﬂ>:<f u<»_§<>> ~ (o))

T—c f(x)

kde

Podle predpokladu je ale
. o —1\/
lim g(x) = (/') (d)
koneéna nenulova, lim f(x) = da f(x) # d pro x # c. Podle Véty 6.4 o limité slozené funkce
Tr—C
pak tedy
L f) - fe)

T—C xr —cC (f—l)/(d)
Coz jsme chtéli dokazat. O]

Poznamka 8.6: Vzorec pro derivaci inverzni funkce uvedeny v predchozi vété maze byt
problematické si zapamatovat. Ukazme si jednoduchy formalni trik jak si ho pfipadné odvodit.
Funkce f a jeji inverze formalné spliuje rovnici

o (f@) ==

Zderivujeme-li obé strany této rovnosti podle x a vyuzijeme-li vétu o derivaci slozené funkce,
dostaneme

(Y (f@) - fix) =1
odkud ihned ,plyne” (8.2).

Upozornéme Ctenéafe, Ze tato poznamka neni dikazem véty o derivaci inverzni funkce.
Vibec jsme napriklad neovéfili existenci hledané derivace!

Priklad 8.13: JiZ vime, Ze derivace In je funkce % Funkce In je ale inverzni funkce k funkeci
e”. Zkusme si na tomto prikladé ukazat pouziti predchazejici véty.

Reseni. Chceme derivovat f(x) = In(x) na intervalu I = (0, +00). Tato funkce je spojita,
ryze monoténni a jeji inverzni funkci je f~!(z) = e®. Je-li z € I, pak pro derivaci f~! v bodé
f(z) plati

(f_l)/(f(x)) =@ =g el

Podle predchazejici véty o derivaci inverzni funkce tedy je
!/ ! 1
In'(z) = fl(z) = ———F—— = —,

coz jsme ocekavali.
Nyni kone¢né odvodime derivace elementarnich funkeci, které nam jesté chybi.

Priklad 8.14: Pro derivaci funkce arcsin plati

1
arcsin'(r) = ——, z € (—1,1).

V1— 22
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Reseni. Funkce f = arcsin je inverzni funkci k funkci sin zGZené na interval <—g, g> Tj.
f~! =sin ‘<_%7g .Prokazdé x € (-7, T) jiz vime, Ze plati

(f_l)/(x) = cosx # 0.
Podle véty o derivaci inverzni funkce mame pro kazdé x € (—1, 1) rovnost

arcsin’(z) = f'(z) = ! = !

(f~1)(f(z))  cos(arcsin(x))’

Proz € (—1,1) je ale

cos (arcsin(z)) = \/1 — sin? (arcsin(z)) = V1 — 22 # 0,

a tudiz

1
arcsin’(r) = ——, z € (-1,1).

V1— 22’

Priklad 8.15: Pro derivaci funkce arctg plati

1

“Tr2 “ER

arctg(z)

Reseni. Chceme derivovat f = arctg na I = R, kde je spojita a ryze monoténni. Jeji inverzni
funkce je f~! =tg |( ) Pro kazdé = € I plati

T T
2’2

(57 (10) = (aneteto)) = ot 0

protoze arctg(x) € < -5 %) Navic je

cos? ( arctg x) B 1 1
sin® (arctg z) + cos? (arctg z) 1 +tg? (arctg ) 1422

cos® (arctg x) =

Odtud

1
arctg'(w) = m, T e R.

Velmi podobnym zptisobem bychom odvodili derivace zbyvajicich funkeci arccos a arccotg.
Jejich derivace budou uvedeny nize v prehledné Tabulce 8.2.

8.7 Derivace elementarnich funkci: prehled a priklady

Shriime si prehledné doposud odvozené vztahy pro derivace. Uvadime tabulku 8.2 zatim
znamych derivaci.

Piiklad 8.16: Naleznéte derivaci funkce
1
f(x) = arctg (—) +arctgz, x #0.
T
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f(x) f'(x) podminky

c, 0 0 ¢ konstanta nezavisla na x
" nz" ! reR,neN

" na™ 1 reR~{0},n=—-1,-2...
x® ar®t r>0aa€eR

e’ e’ reR

a® a®lna re€R,a>0

In(x) 1 x>0

sin(z) cos(z) zxze€R

cos(x) —sin(z) zeR

tg(z) m r#5+kn kel
cotg(x) —sing(x) r#kr, kel

arcsin(z) — re(—1,1)

arccos(r) — 11_$2 re(—1,1)

arctg(x) 1+1$2 relR

arccotg(x) ﬁ relR

Tabulka 8.2: Tabulka derivaci elementarnich funkci.

Reseni. Pfimym vypoctem ziskavame

/
1 1 2 1 1 1 3
f(x) = (arctg;) + arctg'(x) = I <_ﬁ> +m =0

V oznacenych rovnostech jsme postupné pouzili

1. derivace soudtu,
2. znalost derivace funkci arctg(z), ™! a derivace slozené funkce,
3. algebraické upravy.
Priklad 8.17: Naleznéte derivaci funkce
flx)y=2% x>0

Reseni. Zde nejde ani o funkci a?, ani 2%. Méni se jak zaklad, tak exponent.
V tomto piipadé proto postupujeme nasledovné

f'(z) < (exlnx), 2 vl (:Clnx)/ 2 erine, (1 ‘Inz+ - 1) 2 2*(1+Inz).

x
Postupné jsme pouzili:
1. uprava vyrazu pfed samotnou derivaci,

2. derivace slozené funkce, znalost derivace funkce €e”,
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3. derivace soucinu a znalost derivace In z, resp. z,
4. algebraické upravy.
Uprava pouzita v pfedchozim piikladé, tedy piepis na exponencialu se ¢asto pouziva pravé

u takovychto druht funkci. Jako dalsi priklad jesté uvedme

/ ' ,
((2 + sin l,)cosx) _ (ecos(x)ln(Q—l-smw)) _

2
= eeos(®)In(2sina) (— sin(x) In(2 + sinx) 4+ —QC:S (x) ) :
sinz

8.8 Jednostranné derivace a derivace vyssich radu

Jesté uvedeme malou poznamku k jednostranné derivaci a k derivacim vyssich radu.
Lze definovat derivaci funkce f v bodé a zprava i zleva jako limity

r—a+ r — Qa rT—a— Tr—a

Priklad 8.18: Uvazme funkci f(z) = |z|. Pro z # 0 a a = 0 plati

W:%:sgnx.

Tudiz
FO)=1 a f0)=-1,
ale f’'(0) neexistuje.

Derivaci funkce f dostavame novou funkci f’, jejiz definiéni obor ovéem muzZe byt mensi
nez puvodni D ;. Nyni miizeme znovu derivovat f’, tj. sestrojit f”. Rekurzivné tedy definujeme
derivace vyssich radua (dokud existuji)

fO@) = f@), @)= (") @), n=1
Piiklad 8.19: Napiiklad pro f(z) = 2° — 2z + 4 mame
flx)=32>-2, f'(z)=6z, f"(x)=6, fM(z)=0n>4.

Poznamka 8.7 (Mathematica): K vypoctu derivace lze vyuzit ptikazu D[f, x], zde f je
derivovana funkce (vyraz) a x proménna, podle které se derivuje. Derivaci vyssiho, konkrétné
n-tého, radu lze zapsat napriklad takto D[f, {x, n}]I.

V BI-MAL1 si ve vétsiné praktickych prikladt vystacime s prvni a druhou derivaci (viz kapi-
tolu o vysetfovani pribéhu funkce). Pfisti semestr v BI-MA2 budeme pfi studiu Taylorovych
polynom a fad potiebovat derivace idealné libovolného fadu.
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9 Analyza pribéhu funkce

9.1 Maximum, minimum, supremum a infimum

Nez se v nasledujici podkapitole pustime do vysetfovani extrému funkce, je vhodné pfipome-
nout pojem maxima a minima mnoziny.

Definice 9.1 (Maximum a minimum mnoziny): Bud M C R. Realné ¢islo o € M nazyvame
- maximem mnoziny M, pravé kdyz pro vSsechna z € M plati z < «,
« minimem mnoziny M, pravé kdyz pro vsechna z € M plati o < z.

Maximum, resp. minimum, mnoziny M znac¢ime max M, resp. min M.

Kazda konecna neprazdnia mnozina ma minimum i maximum, napf. pro mnozinu M =
{1,2,3} platimax M = 3 amin M = 1.

Neékteré mnoziny M C R nemaji minimum ani maximum. Napiiklad otevieny interval
M = (0,1). Cisla 0 a 1 nejsou minimem ani maximem, nebot 0,1 ¢ M. Prazdni mnoZina
nema maximum ani minimum.

Abychom tyto problémy odstranili, zavadime pojem infima a suprema mnoziny. Tyto
pojmy zobecriuji pojmy minima a maxima. Ctenéii nabizime grafickou ilustraci definice infima
mnoziny na Obrazku 9.1.

Definice 9.2 (Infimum mnoziny): Bud M neprazdna zdola omezena podmnozina mnoziny re-
alnych ¢isel. Cislo a € R nazveme infimem mnoziny M, zna¢ime inf M, pravé kdyz
1. pro kazdé x € M plati o < z (« je dolni zavora M),
2. pokud 8 € R také spliuje predchozi bod, pak 8 < « (« je nejvétsi dolni zavora M).
Pokud mnozina M neni zdola omezena, pak klademe inf M := —o0. Pro prazdnou
mnozinu klademe inf () := +o0.
Stru¢né muzeme fici, ze infimum mnoziny M je nejvétsi dolni zavorou mnoziny M. Pokud
ma mnozina M i minimum, pak je tato hodnota jisté nejvétsi dolni zavorou mnoziny M a tedy

je soucasné i infimem (tj. infimum je skute¢né zobecnéni pojmu minima).
Zcela analogicky definujeme i pojem suprema mnoziny.

Definice 9.3 (Supremum mnoziny): Bud M neprazdna shora omezena podmnozina mno-
ziny realnych ¢isel. Cislo o € R nazveme supremem mnoziny )/, znac¢ime sup M, prave
kdyz

1. pro kazdé x € M plati z < « (o je horni zavora M),

2. pokud 8 € R také spliuje predchozi bod, pak o < /3 (o je nejmensi horni zavora M).
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE MAXIMUM, MINIMUM, SUPREMUM A INFIMUM

dvé dolni zavory 1 2

Nejvétsi dolni zavora: 1

Obrézek 9.1: Ilustrace ke konstrukei infima mnoziny (Definice 9.2), zde M = (1, 2). MnoZina
dolnich zavor je (—oo, 1), ¢ili nejvétsi dolni zavorou je 1. Mnozina M nema minimum.

Pokud mnozina M neni shora omezena, pak klademe sup M := +o0. Pro prazdnou
mnozinu klademe sup ) := —oo.

Na rozdil od minim a maxim uz kazda podmnozina mnoziny realnych ¢isel supremum
i infimum ma. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 9.1 (O existenci suprema a infima): Bud A podmnozina mnoziny realnych ¢isel. Potom
existuje jeji infimum (inf A) i supremum (sup A).

Diikaz. Predvedme dikaz pro supremum. Infimum se osetfi analogicky. Pripady prazdné
mnoziny A a shora neomezené mnoziny A jsou snadné pfimo z definice (v prvnim ptipadé je
supremem —oo, v druhém pripadé +o00).

Méjme tedy shora omezenou neprazdnou mnozinu A. Necht a; je néjaky bod, ktery neni
horni zavorou mnoziny A a b; néjaka horni zdvora mnoziny A (tj. existuje x € A takové, ze
ap < xay < by prokazdé y € A). Uvazme bod ¢ = ‘”—;bl, pokud je tento bod stale horni
zavorou mnoziny A, pak polozme ay; = a; a by = ¢, v opa¢ném piipadé polozme ay = ¢
a b2 = bl.

Nyni tento ,pilici“ proces opakujme. Tim ziskame posloupnost intervala (a,,, b,), n € N,
pro jejichz délky plati

by —a

A (b = an) = lim == =0,

Pro libovolné n € N je b,, horni zavorou mnoziny A a a,, neni horni zdvorou mnoziny A.
Podle axiomu dplnosti proto existuje a € R, které patii do kazdého z intervala (a,,, b,).
Tvrdime, Ze toto « je supremem mnoziny A. K tomu musime ovéfit dvé véci:

« « je horni zavorou mnoziny A: kdyby a horni zavorou nebylo, pak by existovalo z € A
ostfe vétsi nez a. Protoze ale lim,, b,, = a, pak by i nekone¢né mnoho b,, muselo byt
ostfe mensi nez x, coZ je ve sporu s tim, ze vSechna b,, jsou horni zavory mnoziny A.

« « je nejmensi horni zdvorou mnoziny A: kdyby existovala mensi horni zavora mnoziny
A, oznac¢me si ji 5 < «, pak protoze lim, a,, = « tak by nekone¢né mnoho a,, muselo
byt ostfe vétsi nez [ a také by byly hornimi zadvorami mnoziny A. To ale neni mozné,
zadné z a,, neni horni zavorou mnoziny A. [

Tim je dtikaz dokoncen.

Piiklad 9.1: Pro interval J = (—2, 1) plati

max.J =1, supJ =1, minJ neexistuje, infJ = —2.
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE LOKALNI EXTREMY FUNKCE

V dalsim textu nas budou zajimat hodnoty funkce nabyvané na rtiznych mnozinach.
Zavadime proto nasledujici znaceni. Pro f: Dy — R a mnozinu M C D/ klademe

i]r\}ff = xlélj&f(:c) = inf{f(x) | z € M},

9.1
sup f = sup /() = sup{f(x) | = € M}. -
M zeM
Pro f: Dy — R amnozinu M C D; dale klademe
max f = max f(z) := max{f(z) |+ € M}, 02

m]\}nf = n’él]l\;[lf(x) =min{f(z) |z € M},

za predpokladu, ze uvedena maxima a minima existuji. Pfipomenime, ze postacujici podminkou
pro jejich existenci je naptiklad situace spojitosté f a uzavieného intervalu M.

9.2 Lokalni extrémy funkce

Rada praktickych problémf mtze byt formulovana jako optimalizaéni (minimalizaéni ¢i
maximaliza¢ni) uloha. Ve své nejjednodussi podobé zni nasledovné: riizné ,pripady” jsou
ocislovany parametrem x a hledame takové feseni, které minimalizuje/maximalizuje jistou
funkci f(z) (napt. zisk). Uvedme nékolik jednoduchych piikladu (nékolik jednoduchych
konkrétnich ukazek uvadime v podkapitole 9.11).

« Jak distribuovat objednané zbozi mezi zdkazniky co nejefektivnéji, tj. s co nejmensimi
naklady na dopravu?

« Jak sestavit jidelnicek spliujici zadané dietologické podminky a minimalizovat pfi tom
naklady?

« Jak efektivné distribuovat pohonné hmoty a material na frontu a souc¢asné maximalizo-
vat protivnikovy ztraty?

Na optimalizac¢ni ulohy ¢asto narazite ve strojovém uceni. V fadé metod z této oblasti (napf.
trénovani neuronové sité) pod terminem ,uceni” nenajdeme nic jiného nez hledani maxi-
ma/minima jisté komplikované funkce.

Zde v BI-MA1 se pfi hledani maxim a minim omezime na realné funkce realné proménné.
Samoziejmé v realité je Casto zapotfebi uvazovat ne jen jednu proménnou z, ale dvé a nebo
vice. Resenim téchto otazek se zabyva teorie funkce vice proménnych, resp. teorie optimalizace.
Rada zde zavadénych konceptil se oviem dale pouZiva i v ptipadé funkci vice proménnych
a pro Ctenare je snazsi se s nimi v tomto snadno predstavitelném svété funkei jedné proménné
seznamit. Funkcim vice proménnych a jejich extrémim se budeme vénovat v BI-MA2

Zapoc¢néme vyklad této problematiky pfesnym zavedenim pojmu lokalniho minima a ma-
xima funkce.

Definice 9.4 (Lokélni extrém funkce): Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € Dy
1. lokalni maximum,

2. lokalni minimum,
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE LOKALNI EXTREMY FUNKCE

Obrazek 9.2: K definici rtznych typa extrému.

3. ostré lokalni maximum,
4. ostré lokalni minimum,

pravé kdyz existuje okoli (v pfipadném krajnim bodé defini¢niho oboru jednostranné) U, C
D¢ bodu a tak, ze (poporadé)

1. pro vsechna x € U, plati f(z) <
2. pro vSechna x € U, plati f(z) >
3. pro viechna x € U, \ {a} plati f(z) < f(a),
4. pro vsechna z € U, \ {a} plati f(z) > f(a).

Lokalni maximum a lokalni minimum spole¢né nazyvame lokalni extrém. Nasledujici
véta dava nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému. Pro lepsi predstavu a orientaci
mezi témito typy extrémi uvadime Obrazek 9.2.

Nyni se miizeme snazit odpovédét na otazku, jak extrémy funkeci hledat. Prvni vysledek je
negativniho charakteru, fika ndm kde zcela jisté extrémy funkce nenastavaji. Mizeme se pak
soustfedit na prozkoumavani bodt, kde extrémy byt mohou.

Véta 9.2 (Nutna podminka existence lokalniho extrému): Necht funkce f ma v bodé a lokalni

extrém. Potom bud f’(a) = 0, nebo derivace v bodé a neexistuje.

Diikaz. Kdyby napt. f'(a) = lim fw) = fla)
T —a

r—a

€ (a—e¢, a+e)\{a} plati

> 0, potom Ize nalézt ¢ > 0 tak, ze pro vSechna

f(x) = f(a)

r—a
Potom ale plati f(z) > f(a) proz € (a, a+¢) a f(x) < f(a) prox € (a — ¢, a). Funkce f
tedy v bodé a nema lokalni extrém (spor). Podobné lze postupovat v ptipadé f'(a) < 0. [

> 0.

Varovani 9.1: Tato véta udava pouze nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému.

Zduraznéme tento fakt pomoci nasledujiciho prikladu.

Priklad 9.2 (Bod nulové derivace bez extrému): Funkce f(z) := x* m4 v bodé 0 nulovou

derivaci, f'(0) = 0, avsak nenabyva v ném lokalniho extrému (opét viz definici: pro kladné
realné x plati 23 > 0 a pro zaporné realné x plati 23 < 0). Je dokonce rostouci na celém R.
Jinak feceno, k tomu aby funkce v bodé a méla extrém nestaci aby f’(a) = 0. Tento omyl je
castym zdrojem chyb.

Extrém skute¢né snadno mtize nastat i v bodé, kde derivace neexistuje. Uvazte nasledujici
jednoduchy priklad.
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE GLOBALNI EXTREMY FUNKCE

y = ||

/ x
Obrazek 9.3: Graf absolutni hodnoty (v bodé 0, kde neexistuje derivace, nabyva minima)
a funkce 22 (v bodé 0 sice ma nulovou derivaci, ale v tomto bodé nenabyva extrému).

Priklad 9.3 (Extrém v bodé s neexistujici derivaci): Uvazme funkci f(z) := |z|. Funkce f ma
jisté ostré lokalni minimum v bodé 0 (to vidime pfimo z definice ostrého lokalniho minima:
pro viechna nenulova realna x plati |z| > 0 a 0 = 0), ale jeji derivace v bodé 0 neexistuje
(vypocteno v predchozi ¢asti textu).

Grafy funkci z predchozich dvou ptriklada jsou uvedeny na Obrazku 9.3.

9.3 Globalni extrémy funkce

Casto nas bude zajimat nejvétsi, resp. nejmensi, hodnota, kterou mize zadana funkce na
zadaném intervalu nabyvat. Proto zavadime nasledujici pojem.

Definice 9.5 (Globalni extrém funkce): Méjme funkci f a mnozinu M C Dy. Globalnim
maximem (resp. minimem) funkce f na mnoziné ) nazyvame hodnotu max f (resp.

m]‘/i[n f), existuji-li. Pokud vynechame specifikaci mnoziny M, pak mame na mysli pfipad
M = Dy.
V této definici zdiraznujeme funkéni hodnotu, maximalni/minimalni hodnota mtize byt

nabyta ve vice bodech. Napiiklad funkce f(z) = cos(x) nabyva na intervalu (0, 27) svou
maximalni hodnotu 1 ve dvou bodech, v 0 a 2.

Piiklad 9.4: Rozmyslete si nasledujici jednoducha tvrzeni o funkci f(x) = 2z:
« Funkce f nema globalni maximum ani minimum (nema globalni extrém).

« Na mnoziné M = (—1,00) méa f globalni minimum v bodé —1 s hodnotou —2 a nema
globalni maximum.

« Na mnoziné M = (—1,2) nema f globalni minimum a ma globalni maximum v bodé
2 s hodnotou 4.
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9. ANALYZA PRUBEHU FUNKCE GLOBALNI EXTREMY FUNKCE

y=(z—1)(r—-2)

- Nl

5

1 9 ¥

<

Obrazek 9.4: Ukazka globalnich extrému spojité funkce na uzavieném intervalu.

Obecné ani nevime, jestli dana funkce vibec lokalni ¢i globalni extrém ma. Jedna-li se
ale o funkci spojitou na uzavieném intervalu, pak je existence globalnich extrému na tomto
intervalu zarucena nasledujici vétou.

Véta 9.3 (O globalnim extrému spojité funkce na uzavieném intervalu): Funkce f spojita
a definovana pravé na uzavieném intervalu (a,b) nabyva globalniho maxima a minima
na tomto intervalu, piesnéji existuji o, 3 € (a,b) spliujici f(o) = maxp) f a f(f) =
min, ;) f. Tento extrém mize byt nabyt pouze v krajnich bodech a, b a v bodech, kde je
derivace rovna 0 nebo neexistuje.

Diikaz. Jiz vime, Ze je-li [ spojita, pak obrazem uzavieného intervalu J = (a,b) je opét
uzavieny interval f(.J) (nebo jednoprvkova mnozina, v tom pfipadé je situace trividlni).
Vzpomerite na Vétu 7.6. Krajni body tohoto intervalu f(.J) pak jsou pfislusnym maximem,
resp. minimem, dané funkce na intervalu .J. O]

Tuto vétu lze s vyhodou pouzit, hledame-li pouze nejvétsi a nejmensi hodnotu spojité
funkce f na uzavieném intervalu .J a nezajimaji nas dalsi detaily o pribéhu funkce f. Staci
pouze porovnat funkéni hodnoty v bodech podezielych z extrému, tedy bodech kde je derivace
funkce f nulova nebo neexistuje, nebo v krajnich bodech intervalu na kterém extrémy funkce
zkoumame.

Priklad 9.5: Jako priklad uvazme funkci

flz) = (z =1)(z = 2)
na intervalu (0, 2). Derivace je nulova v bodé 2, porovnanim funkénich hodnot

3

foy =2 f <§> _ L =0

uzavirame ze globalni maximum je v bodé 0 s hodnotou 2 a globalni minimum je v bodé %
s hodnotou —}1. Graf uvazované funkce je na Obrazku 9.4. Povsimnéte si ale, Ze jsme extrémni
hodnoty nalezli bez jakékoliv grafické predstavy (kterou ¢asto nemame k dispozici), vyuzili
jsme pouze spojitost dané funkce a uzavienost zadaného intervalu!

Priklad 9.6: Z papiru tvaru obdélnika se stranami 8 cm a 3 cm vyrobime krabicku tak, ze
vystfihneme ze vSech ¢tyf roht stejné ¢tverce. Krabicka bude mit vysku rovnou strané tohoto
ctverce. Viz Obrazek 9.5. Naleznéte délku strany Ctverce, pfi niz bude objem krabicky nejvétsi.
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| 3 |
Obrazek 9.5: Konstrukce krabicky z papiru tvaru obdélnika v Pfikladu 9.6.

Y

0 4.7

Obrazek 9.6: Funkce spojita na otevieném intervalu nemusi mit minimum ani maximum.

Reseni. Ozna¢me stranu vystiihnutych ¢tvercit symbolem z. Pro objem krabicky O(z) plati

O(z) = z(8 — 27)(3 — 2z) = 42® — 222% + 24x,

kde z € (0, ). Derivace O(z) je nula pouze v bodech 3 a 2, oviem pouze 2 € (0, 2). V tomto

bodé nastava i maximum O(2) = 22 cm?, protoze O(0) = O(2) = 0.
Na zavér této podkapitoly jesté poznamenejme, Ze uzavienost intervalu v predchozi

Véteé 9.3 je podstatna. Jako priklad uvazme funkci

1 1
Tr)=—+
fla)=—+—
spojitou na otevieném intervalu J = (0,4). Tato funkce nema na J ani maximum ani
minimum. Skutecné, plati totiz
lim f(z) =400 — — =400
x—)O—i—f( ) + 4 o0,

lim f(z) = ; + (~00) = —oo.

Diky jeji spojitosti pak plati f(J) = R, ¢ili sup; f = 400 a inf; = —oo. Graf této funkce je
uveden na Obrazku 9.6.
9.4 Véta o prirustku funkce

Intuitivné (z geometrické interpretace derivace jako tecny) tusime, ze pokud je derivace
funkce kladna na intervalu I, pak je funkce rostouci na intervalu /. Pomoci Lagrangeovy
véty, kterou zanedlouho zformulujeme, bude snadné spravnost této intuice ovéfit.
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Obrazek 9.8: Demonstrace k Lagrangeové vété (Véta 9.5).

Pozorovani: pro ,péknou” funkci, majici v krajnich bodech jistého intervalu stejné funkéni
hodnoty, existuje uvnitf tohoto intervalu bod, kde ma jeji graf te¢nu rovnobéznou s osou z.
Viz Obrazek 9.7.

Véta 9.4 (Rolleova): Necht funkce f spliiuje podminky
1. f je spojita na intervalu (a, b),
2. f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b),

3. fla) = f(b).
Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = 0.

Diikaz. Pokud je funkce f konstantni na intervalu (a, b), pak lze za ¢ volit libovolné ¢islo
z intervalu (a, b).

V piipadé, Ze f neni konstantni na intervalu (a, b), je f({a, b)) = (A, B) uzavieny interval
(to, jak vime, plyne ze spojitosti f, viz Vétu 7.6). Existuji tedy «, 8 € (a, b) tak, ze A = f(a) <
1(8) = B.

Protoze f(a) = f(b), lezi alesponi jeden z bodu «, § uvnitf (a, b). Oznaéme tento bod c.
Funkce f ma v bodé c lokalni extrém, derivace v tomto bodé existuje, a proto podle Véty 9.2
plati f'(¢) = 0. O
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Prirastek funkce f na intervalu (a, b) je roven hodnoté f(b) — f(a) (tj. zména funkéni
hodnoty mezi a a b). Lze ho néjak odhadnout, ¢i kontrolovat, pomoci derivace funkce f?
Odpovéd na tuto otazku je obsahem nasledujici véty.

Véta 9.5 (Lagrangeova, O prirtstku funkce): Necht funkce f spliuje podminky
1. f je spojita na intervalu (a, b),
2. f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

f(b) = f(a)

Potom existuje bod ¢ € (a, b) tak, ze f'(c) = ;
—a

f'(©)(b—a).

, nebo ekvivalentné f(b) — f(a) =

b) —
Dilkaz. Polozme g(x) := f(x) — M(m — a). Tato funkce je spojita na (a, b), ma
—a

derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b) a navic g(a) = g(b) = f(a). Proto podle Rolleovy
véty existuje ¢ € (a, b) tak, ze

£(0) = () -

0=g(0) = 'te) - ==

Prirtstek funkce f na intervalu (a, b) tak mame vyjadien pomoci délky daného intervalu
a hodnoty derivace funkce f. Tvrzeni Lagrangeovy véty je existencni, o ¢ pouze vime, ze lezi
nékde v intervalu (a, b).

Lagrangeova véta nam umoznuje z vlastnosti prvni derivace odvozovat vlastnosti funkce
samotné. Naptiklad: pokud bychom védéli, ze derivace f'(x) je kladna na (a, b), paki f’(¢) > 0
at uz je c jaké chce a tudiz f(b) > f(a), protoze f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a) > 0! Toto
(a analogicka) pozorovani budou mit dulezité disledky pro monotonii a konvexitu/konkavitu
funkce. Systematicky se jimi budeme zabyvat ve zbytku této kapitoly. Nejprve ale jesté uc¢inme
odbocku k pocitani limit, konkrétné k I'Hospitalové pravidlu, které je diisledkem Rolleovy
veéty.

9.5 L’Hospitalovo pravidlo

K vypoctu limit funkei vedoucich k neurcitym vyraztim % a = se Casto hodi I’'Hospitalovo
oo

pravidlo. Na tomto misté ho uvadime z toho divodu, Ze jde o dusledek Rolleovy véty (Véta 9.4).
Pro tuto vétu je vzité oznacdeni ,pravidlo®. Jde ale o matematickou vétu jako kazdou
jinou. Nékdy se uvadi i jako ,I’'Hépitalovo pravidlo®. Guillaume Francois Antoine, Marquis de

cer

I"'Hopital byl francouzsky matematik Zijici v sedmnactém stoleti.

Véta 9.6 (I'Hospitalovo pravidlo): Nechf pro funkce f a g a bod a € R plati
1. lim f = lim g = 0 nebo lim |g| = +c0

2. existuje okoli U, bodu a splnujici U, \ {a} C Dy;q N Dy /g,

!Uvedme jesté jeden zptsob jak se divat na nasledujici vétu. Pokud jsme se v daném ¢asovém intervalu
pohybovali primérnou rychlosti v, pak musi existovat ¢asovy okamzik v némz nase okamzita rychlost byla
rovna v.
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!/
3. existuje limita podilu derivaci lim —
a g
. f fo S
otom existuje hm = aplati lim = = lim =.
@ g a g
V plném rozsahu dukaz provadét nebudeme. Podivame se alesponi na pfipad neurcitého
; 0
vyrazu .
Diikaz pripadu 3. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze f(a) = g(a) = 0,j. fag
jsou spojité v a.
Oznac¢me b = lim, 5 a uvazme libovolné U, okoli bodu b. K nému existuje V, C U, okoli
bodu a takové, ze je-li z € V, \ {a}, pak f'(z)/d' (x) € U,.
Pro libovolné x € V,, x > a, definujme funkci h(t) := f(t) — g(x) (t) (N.B.: g(x) # 0).

Potom h je spojita na (a, =), pro jeji derivaci na (a, x) plati b'(t) = f'(t) — ggjg ¢'(t) anavic
h(a) = h(xz) = 0.
Podle Rolleovy véty existuje bod ¢ € (a, z) takovy, ze h'(c) = 0, tj. L)) c) e U
/
Celkem jsme ukazali, ze lim M = lim / (ﬁ) Dtikaz pro limitu zleva se provede
2R g@) T )
analogicky. O]

Pojdme si nyni ukazat pouziti této véty na typickych prikladech a poté rozebrat jeji
zaludnosti.

Priklad 9.7: Vypoctéte limitu
arcsin(x)
lim ————
z—0  sin(z)
Reseni. Pomoci ’'Hospitalova pravidla

1

lim ar(?sin(x) o V2 g
2—0  sin(r) 20 cos(x)

Pouziti I'Hospitalovala pravidla je korektni. Jednalo se o limitu typu 2, limita podilti derivaci
existuje, oba podily jsou definovany na okoli bodu 0 vyjma bod 0 samotny (podil derivaci
dokonce definovany i v 0).

Priklad 9.8: Vypoctéte limitu

lim zIn(z).
14)0_4_

Reseni. Nejprve musime vyraz upravit do tvaru kdy Ize aplikovat 'Hospitalovo pravidlo.

1
?) 2 Jim = lim (—xz) =0.
.Z‘—>0+ _F Z’—>0+

In

—~

lim zln(z) = lim
z—04 z—04

8 =

Opét poznamenejme, Ze I'Hospitalovo pravidlo je pouzito korektné. Po vhodné upravé se
jedna o limitu typu 22, limita podilu derivaci existuje a oba podily jsou definovany na pravém
okoli bodu 0 vyjma bod 0 samotny (napf. (0, 1)).
K tomuto prikladu jesté poznamenejme, Ze pokud bychom vyraz upravili takto,
x
L ?
Ina

zlnx =
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tak bychom sice ziskali limitu typu %, ale limitu podilu derivaci bychom vypocitat nedokazali.
Dostali bychom se tedy do slepé ulicky.

Priklad 9.9: Vypoctéte limitu

el‘

lim —.
T—+00 [EQ

Reseni. Nyni je tfeba 'Hospitalovo pravidlo pouzit dvakrat,

B S L A o
lim — = lim — = lim — =+o0.
T—+00 I x—+00 20 r—+o00 2
L’Hospitalovo pravidlo je pouzito korektné. Jedna se vzdy o limitu typu 22, podily jsou

definovany na okoli bodu +o00 a posledni z limit existuje, tudiz existuji i vSechny predchozi.
Poznamka 9.1: Upozornéme na casty omyl vyskytujici se u ptikladi podobnych predchozi-
mu. Casto se objevuje argument ,limita je rovna 0o protoZe exponenciala roste rychleji nez

polynom®. To je sice dobra intuice, ale neni dostate¢né presna. Jak rychleji musi rust Citatel
VUci jmenovateli, aby limita byla +00? Na to intuice vitbec nestac¢i. Napiiklad v limité

. 2x+\/x
lim —\/_
z—4o00 1+ 1
také citatel roste rychleji nez jmenovatel, ale hodnota této limity je 2 a ne nekonecno.
Na predchozi priklad je nutné se divat pravé naopak. Pomoci ’'Hospitalova pravidla jsme

vypocetli limitu
x

lim — = +o0.
T—+00 I
Protoze tato limita vysla +oo, miizeme tvrdit, 7e exponencila e” roste rychleji nez z2. Viimnéte
si, ze ptvodni intuitivni tivaha jde pfesné opa¢nym smérem.
Priklad 9.10 (DulezZitost pfedpokladt): Pti pouziti 'Hospitalova pravidla je nutné zkontrolo-
vat pfedpoklady. Slepym pouzitim formule mizeme dostat Spatny vysledek:

lim 2w+§in(x) 1y 2 + cos(x) 2 Jim —s%n(m) 1
z—+oo x + sin(x)  z—>+oo 1 4 cos(z)  z—+oo — sin(x)

Chyba v tomto vypoctu je dvojnasobna:

1. Neni splnén 2. ani 3. pfedpoklad I'Hospitalova pravidla.

2. Limita nalevo od = viibec neexistuje. Nema tedy smysl pokracovat ve vypoctu.
Limitu lze snadno spocist bez I'Hospitalova pravidla,

_ 2w+sin(z) 24 S
lm — = lim ——2%—
z—+o0o T + s1n(x) z—400 | 4 sin(x)

Piiklad 9.11 (Bludny kruh): V nasledujicim pfipadé sice vsechny predpoklady plati, ale ani
opakované pouziti 'Hospitalova pravidla nevede k cili

e +em e —efm e fe”

lim —— = lim — = lim ——.

z—+o0 ¥ — e~ % z—+o0 e + e~ % z—+o0 ¥ — e~ %
Po druhém pouziti dostaneme stejny vyraz s kterym jsme zacinali. Tuto limitu mizeme snadno
spocitat bez pouziti 'Hospitalova pravidla,
e + et ) 1+ e—2x

Iim ——= lim — =1.
z—+oo e¥ — e~ ¥ o400 1 — e 2%
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9.6 Dusledky pro monotonii funkce

Pomoci Lagrangeovy véty o pfirastku funkce (Véta 9.5) mtizeme presné zformulovat vztah
mezi monotonii a prvni derivaci funkce. Nejprve si zavedme vhodné znaceni.

Definice 9.6 (Vnitfek intervalu): Necht J je interval s krajnimi body a a b. Potom vnitikem
intervalu J nazveme otevfeny interval (a,b). Zna¢ime ho J° = (a, b).

Véta 9.7 (O vztahu prvni derivace a monotonie funkce): Necht f je spojita funkce na intervalu
J a necht pro kazdé x € J° existuje derivace f'(z). Potom plati nasledujicich pét tvrzeni
o riznych typech monotonie funkce,

—_

. (Va: € JO) (f’ ) > O) = f je rostouci na J,
<0

[\

()
(Ve e o) (f(x) <
. (Va e J°)(f'(x)
()
()

) = f je klesajici na J,

w
V

0) = f je ostfe rostouci na J,

4, (V$ € JO) (f’ x

A\

0) = f je ostre klesajici na J,

Ul

. (‘v’x € Jo) (f’ x) = 0) = f je konstantni na J.

Diikaz 1. tvrzeni, ostatni naprosto analogicky. Budte x;,xo € J takova, ze 1 < 2. Pod-
le Lagrangeovy véty o piirastku funkce aplikované na interval (xy, z5) existuje ¢ € (x1, x2)

tak, Ze
f(c) = f(@2) = fl21)

To — Iq
Protoze ¢ € J°, je f'(c) > 0. Tudiz

f(z2) — f(z1)

To — X1

>0 =  flo)—flr1)) >0 = f(z1) < f(z2).

Coz jsme méli dokazat. O

Hlavnim vysledkem pfedchozi véty tedy je nasledujici pozorovani: je-li funkce f diferen-
covatelna, pak o tom, zda roste ¢i klesa, rozhoduje znaménko jeji derivace. Pro lepsi predstavu
uvazme funkci

9
f(z):=22% — 92 + 122 — 2 (9.3)
pro jejiz derivaci plati
f'(z) = 62" — 182 + 12 = 6(x — 1)(z — 2). (9.4)

Porovnejte graf této funkce a jeji derivace na Obrazku 9.9.

Otazka 9.1: Méjme funkci f definovanou na intervalu (—1, 1), ktera je ostie rostouci na
intervalu (—1,0) i (0, 1). Je f ostfe rostouci i na intervalu (—1,1)?

Otazka 9.2: Méjme funkci f definovanou na intervalu (—1, 1), ktera je ostfe rostouci na
intervalu (—1,0) i (0, 1). Je f ostfe rostouci i na intervalu (—1,1)?

Otazka 9.3: Méjme funkci f definovanou na intervalu (—1, 1), ktera je ostfe rostouci na
intervalu (—1,0) i (0, 1) a je spojita v bodé 0. Je f ostfe rostouci i na intervalu (—1,1)?
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1\_X<2/ T

Obrazek 9.9: Funkce f z rovnice (9.3) (modra) a jeji derivace z rovnice (9.4) (¢ervena). Zna-
ménko derivace rozhoduje o monotonii funkce.

9.7 Dusledky pro konvexnost/konkavnost

Zjistili jsme, Ze prvni derivace funkce f souvisi s monotonii funkce f. Nyni ukadZeme, Ze druha
derivace funkce f dale souvisi s tvarem grafu funkce f. Nejprve zavedme potfebné pojmy.

Konvexita a konkavita funkce

Definice 9.7 (Konvexnost a konkavnost funkce v bodé): Necht funkce f je diferencovatelna
v bodé a € Dy. Pokud existuje okoli U, bodu a takové, Ze pro véechna x € U, \ {a} lezi
body (x, f(z)) nad (resp. pod) te¢nou funkce f v bodé a, tj.

f(x) > f(a) + f'(a)(z — a), (resp. f(z) < f(a) + f(a)(x — a)),

pak f nazveme ryze konvexni (resp. konkavni) v bodé a.

Pokud pro body (x, f(z)) vySe pfipustime moznost leZet na te¢né (tj. pfipustime neostré
nerovnosti), pak f nazveme konvexni (resp. konkavni) v bodé a.

Vybaveni pojmem konvexity/konkavity v bodé zavadime i konvexitu/konkavitu na inter-
valu. Podobné jsme postupovali i v pfipadé spojitosti (viz Definici 7.1 a Definici 7.2).

Definice 9.8 (Konvexnost a konkavnost funkce): Funkci f nazveme (ryze) konvexni (resp.
konkavni) na intervalu J, pravé kdyz je na tomto intervalu spojita a je (ryze) konvexni
(resp. konkavni) v kazdém bodé intervalu J°.

Ocividné, f je konkavni na intervalu J, pravé kdyz — f je konvexni na intervalu .J. Staci
se tedy soustredit napfiklad na konvexni funkce.

K osvétleni terminologie uvedme etymologicky vyznam obou pojma. Convexum ma
v latiné vyznam ddoli a concavum vyznam vyduté. Ukazka konvexni a konkavni funkce je
dale uvedena na Obrazku 9.10.

Kritérium konvexnosti a konkavnosti

V ptedchozi podkapitole jsme se zabyvali vztahem prvni derivace a riznymi typy monotonie
funkce. Nyni si ukazeme jak konvexita a konkavita souvisi s druhou derivaci funkce.

Véta 9.8 (Kritérium pro konvexnost): Bud f funkce spojita na intervalu J, ktera ma dru-
hou derivaci v kazdém bodé intervalu J°. Potom plati dvé nasledujici tvrzeni:

150
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Obrazek 9.10: Konvexni a konkavni funkce.

« f"(x) > 0 pro kazdé x € J°, pravé kdyz f je konvexni na intervalu J.
o Je-li f”(x) > 0 vkazdém bodé x € J°, pak je f ryze konvexnina J.

Stejna tvrzeni plati pro konkavnost pokud oto¢ime znaménka nerovnosti (tj. v prvnim tvrzeni
bude derivace nekladna v druhém zaporna).

Poznamka 9.2: Funkce f(z) = 2 je ryze konvexnina R, ale f”(0) = 0. Implikaci v druhém
bodé predchozi véty proto nelze obratit.

Diikaz. Nejprve provedme dikaz implikaci = v obou bodech (konkrétné pro >, nerovnost
> stejné).

Z pfedpokladu f”(x) > 0, x € J° plyne, Ze f je rostouci na J°. Méjme a € J°ax € J°
takové, ze © > a. Potom dle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (a, z) takové, ze

f(@) = f(a) + f()(z —a) = fla) + f(a)(x — a).

Skute¢né: a < caproto f'(a) < f'(c)az —a > 0.
Mame-li ted = € J° takové, Ze = < a, pak existuje ¢ € (x, a) takové, ze

f(@) = fa) + f'(0)(x — a).
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Skute¢né: ¢ < a a proto f'(¢) < f'(a)a f'(¢)(x —a) > f'(a)(xz — a), nebot nyni x — a < 0.
Nyni provedme diikaz implikace <= v prvnim bodé. Postupujme sporem. Pfedpokladejme,
ze f je konvexni na J a soucasné existuje bod a € J° spliujici

f”(a) — lim f/<x) — fl(a) <

Tr—a r — a

0.
Existuje tedy U,(d) C J takové, ze

/ ol
W <0 kdykolivz € Uy(8) ~ {a}.
Celkem tedy f’(a) > f'(x) kdykoliv xz € (a,a + 0). Z Lagrangeovy véty aplikované na
interval (a, ) a funkci f plyne existence ¢ takového, ze

f(x) = f(a) + f(e)(z —a) < fa) + f'(a)(z — a)

pro libovolné = € (a,a + §), coz je ve sporu s konvexitou f v bodé a. [

Poznamka k zobecnéni konvexity a konkavity

Pojem konvexity a konkavity lze zavést i obecnéji bez potfeby vyuzivat pojem te¢ny a tedy
diferencovatelnosti. Naptiklad v pojeti predchoziho textu funkce |z| neni konvexni (na R),
v nule nemé derivaci. Tento problém odstranuje nasledujici definice, na které v riznych
zdrojich také muZete narazit.

Definice 9.9: Funkci f definovanou na intervalu J nazveme konvexni na intervalu (resp.
konkavni na intervalu) J, pravé kdyz pro kazdé x1, x2, x3 € J spliujici 1 < x9 < z3, lezi
bod (x2, f(z2)) budto pod (resp. nad) pfimkou spojujici body (x1, f(x1)) a (z3, f(x3)), nebo
na ni.

Definice 9.10: Funkci f definovanou na intervalu J nazveme ryze konvexni na intervalu
(resp. ryze konkavni na intervalu) J, pravé kdyz pro kazdé =1, x4, x3 € J spliujici x; <
Ty < w3, lezi bod (za, f(x2)) pod (resp. nad) ptimkou spojujici body (21, f(z1)) a (x3, f(x3)).

9.8 Kritéria pro hledani lokalnich extrému

Vedle definice (Definice 9.4) mtzeme k hledani extrému vyuzit i dvé kritéria, ktera si nyni
ukazeme. Prvni z nich pfirozené vyuziva znalost monotonie, kterou jak uz vime mtzeme
ziskat ze znalosti prvni derivace.

Véta 9.9 (O lokalnich extrémech a monotonii): Méjme funkci f abod a € Dy takové, ze f
je spojita v bodé a. Potom pokud

« f je (ostfe) rostouci na néjakém levém okoli bodu a a (ostte) klesajici na néjakém
pravém okoli bodu a, potom méa f v bodé a (ostré) lokalni maximum.

« f je (ostfe) klesajici na néjakém levém okoli bodu a a (ostfe) rostouci na néjakém
pravém okoli bodu a, potom ma f v bodé a (ostré) lokalni minimum.

Ditkaz. Piimocaré ovéreni definice lokalniho extrému (Definice 9.4). O
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Obrézek 9.11: Ilustrace k Definici 9.9.

y = || + sgn(x)

\ x
b —1

Obrazek 9.12: Funkce f(x) = |z| + sgn(z) ma vpravo od nuly derivaci 1 (kladnou) a vlevo od
nuly derivaci —1 (zapornou). V bodé 0 ovsem nema lokalni extrém.

Dusledek 9.1 (O lokalnich extrémech a prvni derivaci): Méjme funkci f diferencovatelnou
na okoli bodu @ € Dy. Pokud derivace funkce f v bodé a méni znaménko, potom ma v bodé
a ostry lokalni extrém.

Diikaz. Stadi si vybavit vétu spojujici derivaci a monotonii (Véta 9.7) a vyuzit predchozi
Vétu 9.9. [l

Piiklad 9.12: Pozadavek spojitosti v pfedchozi vété je podstatny. Naptiklad funkce f(z) =
|z| 4+ sgn(z) je ostfe rostouci na (0, +00) a ostie klesajici na (—oc, 0), ale v bodé 0 nema
(ostré) lokalni minimum. Viz Obrazek 9.12.

Piiklad 9.13: Na funkci f(z) = |z| je uz predchozi véta (Véta 9.1) aplikovatelna:
« f je spojita (jisté i v bodé 0),
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y = ze 2’

3

DO [—

Obrézek 9.13: Graf funkce z Prikladu 9.14.

« prox > 0je f'(z) = 1 aje proto ostte rostouci na (0, +00),
« prox < 0je f'(x) = —1 aje proto ostte klesajici na (—o0, 0).

Funkce f ma v bodé 0 ostré lokalni minimum (coz ale vime i jednoduseji pfimo z definice).
Priklad 9.14: Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z) = ze 2%

Reseni. Pro derivaci této spojité funkce plati
flx)y=(01- 4x2)e_2”32.

Proto je f'(x) > 0 pro |z| < 1/2a f'(z) < 0 pro |x| > 1/2. Funkce f je proto ostie klesajici
na intervalech (—oo, —1/2) a (1/2, 4+00) a ostfe rostouci na (—1/2,1/2).

Ma proto ostré lokalni maximum v bodé 1/2 a ostré lokalni minimum v bodé —1/2. Pro
ilustraci viz Obrazek 9.13

Dale lze k odhaleni extrému pouzit i konvexitu/konkavitu, resp. druhou derivaci.

Véta 9.10 (O lokalnich extrémech a konvexité/konkavité): Necht pro funkci f abod ¢ € Dy
plati f'(¢) =0

« Pokud je f (ryze) konvexni v bodé ¢, pak ma funkce f v bodé c (ostré) lokalni minimum.
« Pokud je f (ryze) konkavni v bodé c, pak ma funkce f v bodé c (ostré) lokalni maximum.

Diikaz. Staci si uvédomit, Ze tec¢na v bodé c je za uvedenych predpokladti dana piimkou
y = f(c) a vyuzit definici konvexity/konkavity funkce f v bodé c. O

Poznamka 9.3: Tato véta se Casto pouziva pokud vime, Ze f ma kladnou (nebo zapornou)
druhou derivaci na okoli bodu c.

Priklad 9.15: K zorientovani se mezi riznymi znaménky derivaci a souvislosti s monotonii,
resp. konvexitou/konkavitou, maze pomoci jednoduchy priklad znamé funkce.

Funkce f(z) = z? ma prvni derivaci f'(x) = 2, ktera je kladna pro z > 0 a zaporna
pro < 0 a nulova pro x = 0. Druha derivace f”(z) = 2 je vzdy kladna. Funkce f je ostfe
rostouci na (0, +00) a ostfe klesajici na (—o0,0). V bodé 0 ma ostré lokalni minimum. Je
konvexni na celém R.
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\_ [/
NI

Obrézek 9.14: Ilustrace k Ptikladu 9.15, tedy graf funkce f(z) = z? (€ervena) a jeji prvni
(hnéda) a druhé (zelena) derivace.
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Obrazek 9.15: Inflexni body.

9.9 Inflexni body a asymptoty

Body, kde se méni konvexita na konkavitu, pfipadné naopak, jsou dualezité pro tvar grafu
funkce. Zavadi se pro né proto zvlastni oznaceni.

Definice 9.11 (Inflexni bod): Necht f je spojita v bodé c. Bod ¢ nazyvame inflexnim bodem
funkce f, pravé kdyz existuje 6 > 0 takové, Ze f je ryze konvexni na intervalu (¢ — J, ¢) a ryze
konkavni na intervalu (c, ¢ 4 §), nebo naopak.

Priklad 9.16: Naleznéte inflexni body funkce f(z) = e=*"

Reseni. Je potieba vypocist druhou derivaci zadané funkce,

) = —2ze™,

() = =27 4+ da?e™ =222 — 1)e ™.
Vidime, Ze znaménko druhé derivace je kladné pro |z| > \/Li a zaporné pro |z| < \/Li Funkce
f je proto konvexni na (— 00, —\%) a (\%, +oo) a konkavni na (— \/AT \/ié) Inflexnimi body

tedy jsou body \/Li a _\/Li‘ Funkce je znazornéna na Obrazku 9.15.
Konecné, posledni vlastnosti grafu, kterou budeme zkoumat, je existence asymptot. Rozli-
Sujeme dva kvalitativné rozdilné pfipady zavedené v nasledujici definici.

Definice 9.12 (Asymptoty funkce): Rekneme, ze funkce f ma v bodé a € R asymptotu
r = a, pravé kdyz limita lim+ f(z) nebo lim f(x) je rovna +o0o nebo —oo. Rekneme, ze
T—a Tr—a—

pfimka y = kz + ¢ je asymptotou funkce f v +00, resp. v.—oo, kdyz
lim (f(z) —kzx—q) =0resp. lim (f(z) —kz —q)=0.
T——00

T—-+00
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QU

Obrazek 9.16: Asymptoty funkce.

Poznamka 9.4: Ma-li byt pfimka y = kx + ¢ asymptotou funkce f v 400, pak nutné

0= lim w = lim @ — k a proto
r—>+00 r—>+00
k = lim M (9.5)
T——+00 €T

Podobné

g= lim f(z)— kx, (9.6)

T—+00
kde k jsme spocetli v pfedchozim bodu. Podobnou poznadmku miZeme ucinit i pro —oo.
2
2
Piiklad 9.17: Naleznéte asymptoty funkce f(x) = |x—+1| + 1.
x —

Reseni. Proberme postupné mozné body, kde mtiZze mit zadana funkce asymptotu.
Bod x = 1 nepatfido Dy a lir{1 f(x) = +00. Tudiz pfimka = = 1 je asymptotou f v bodé
z—14

1.
Hledejme asymptotu v +oc0,
2+2 1
k= tim 2% _ fim x2+ o=,
T—+00 I T—+00 T — I X
: . x4 2  24x
1= An S k= n oy b= n =2
Podobné, pro asymptotu v —oo mame
242 1
e tim A T2 L
r——00 I z——00 —IT* 4+ x T

2
2
g= lim f(x)—kxr= lim Tt

T——00 z——00 —x + 1

Nalezené asymptoty jsou uvedeny na Obrazku 9.16.

Varovani 9.2: Neplette si asymptoty a te¢ny! V obou pfipadech jde o pfimky, ale s pomérné
odlisnymi vlastnostmi.

Otazka 9.4: Muze se asymptota v 400 vicenasobné protinat s grafem dané funkce?
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roste
T
4x
J— / — —
+
— xXr
xXr

Obrazek 9.17: Vztah prvni derivace a monotonie funkce, druhé derivace a konvexnosti resp.
konkéavnosti.

9.10 Shrnuti: vysetfovani prubéhu funkce

Shriime si vztah mezi funkci a jeji prvni a druhou derivaci na nékolika nazornych ukazkach,
viz Obrazek 9.17.

Poznamka 9.5: Na zavér této podkapitoly poznamenejme co mame na mysli pod vysetrova-
nim prubéhu funkce. Pfi vySetfovani prabéhu funkce f zkoumame:

1. defini¢ni obor funkce f, pruseciky grafu s osami, symetrie (sudost, lichost, periodicita),

2. spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot, limity v krajnich bodech defini¢niho oboru
(do této kategorie pfipadné zahrnujeme i +00 a —00),
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—= +OO
T

Obrézek 9.18: Graf funkce e*.

y=Inzx

lim Inxz = +o0

x%dkoo/

1 T

im Inz = —o0
x—>0+

Obrézek 9.19: Grafu funkce In .

3. existenci derivace f’, monotonii funkce, lokélni a globalni extrémy,
4. existenci druhé derivace f”, konvexnost a konkavnost,

5. na zakladé téchto vysledk nacrtneme graf funkce f.

9.11 Priklady

Nejprve si ukdzeme vysetfovani pribéhu na velmi jednoduchych prikladech.
Piiklad 9.18: Vysetfete prubéh funkce f(z) = €”.

Reseni. Protoze f'(x) = f”(z) > 0 pro kazdé = € R je funkce f(x) rostouci a konvexni na
celém R. Asymptota funkce existuje pouze v —oo a jeji pfimkou je y = 0. Graf této znamé
funkce uvadime na obrazku 9.18.

Piiklad 9.19: Vysetiete prubéh funkce f(z) = Inz.

Reseni. Nyni Dy = (0,4+00) a f'(z) =1 > 0a f”(z) = —= < 0 pro kazdé z > 0. Tudiz f
je rostouci a konkavni, jedinou asymptotou je pfimka x = 0. Graf této znamé funkce uvadime
na obrazku 9.19.

Priklad 9.20: Vysetiete pribéh funkce

f(z) = V322 — 2.
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Reseni. Odmocnina je lich, tedy D; = R. Prasetik s osou y je f(0) = 0. Priseéiky s osou =
jsou fesenim rovnice

flx)=0 & 2°B-2)=0 < x;=0az,=23.

Odtud ihned plyne, Ze funkce nemuze byt suda, licha ani periodicka (ve vSech téchto pripadech
by muselo byt prusecikem i x = —3).
Funkce je spojita na celém R. Zkoumejme existenci asymptot v o0,

k= lim @: lim 3§—1:—1

Y

r—+oo I r—+o00 €x
g= lim (f(z)—ke)= lim V322 —-23+z=1
r—+oo r—+oo

Primka y = —x + 1 je tedy asymptotou v +00 i —o0.
Pro derivaci funkce f plati
$—$2
m, x # 0,3,
f/(l') = —00, T = 37

neexistuje, z = 0.

Nulovym bodem derivace je 2. Kandidaty na lokalni extrém jsou tudiz body 0 (derivace
neexistuje) a 2 (derivace je 0). Z prvni derivace podle znaménka ur¢ime typ monotonie.

interval (—00,0) (0,2) (2,3) (3,+00)
znaménko f' — + — —
monotonie f klesa roste klesa klesa

Spojitost funkce na celém R implikuje lokalni minimum v bodé 0 (f(0) = 0) a maximum
v bodé 2 (f(2) = v/4). Navic ze spojitosti na R a z limit lirin f(z) = Foo plyne Hy = R.
T—rT 00

Pro druhou derivaci v bodech x # 0, 3 dostavame

21.74/3

f'(x) = (x—3)5"

Znaménko zavisi pouze na znaménku jmenovatele (Citatel je kladny),

interval (—o0,0) (0,3) (3, +00)

znaménko f” — — -
konkavni konkavni konvexni

Nyni muzZeme nacrtnout graf funkce f, viz Obrazek 9.20.

Priklad 9.21: Tuhost 7" tramu s obdélnikovym pruafezem je imérna soucinu jeho sirky
(horizontalni rozmér) w a tfeti mocniné tloustky (vertikalni rozmeér) ¢. Pfi jakych rozmérech lze
dosahnout nejvétsi tuhosti tramu, mame-li k dispozici strom o kruhovém prufezu s polomérem

R?
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® Jok. maximum
lok. minimum
e inflexni bod

Obrazek 9.21: Parametrizace problému s tramem.

Re$eni. Parametrizujme trAm pomoci parametru x podle Obrazku 9.21. Tedy w = 2z at =
2V R? — x2. UvaZzujeme 2x = w € <O, 2R>, resp. T € <O, R>.
Tudiz,

[

T(z)=c-w-t*=2"c-z(R*—2?

Hledame extrém této funkce, derivaci je
3
T'(z) =2"c- ((R2 — %)% =32 VR? —:1:2> =2 c.VR2 — 22 <R2 —4:162).

Nulovym bode derivace je bod z, = %. Funkci 7" vysetfujeme pouze na intervalu J. Vidime,
Ze na intervalu (0, %) funkce T roste a na intervalu (g , R) klesa. V bodé x, tudiz nastava
lokalni maximum. Pro extremalni rozméry tramu plati

wy =2z, =R a t*:2\/R2—x§:\/§R.

Priklad 9.22 (Newtonuv trojzubec): Vysetfete prabéh funkce (véetné konvexnosti/konkav-
nosti)
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Nacrtnéte graf této funkce.

Reseni. Defini¢nim oborem je o¢ividné mnozina D; = R \ {0}. f je spojita v kazdém bodé
mnoziny D¢. Vypoctéme derivaci,

Znaménko derivace je, vzhledem ke kladnosti jmenovatele, kontrolovano vyrazem 23 — 1.
Dostavame

fl(x) >0 & z>2713

)
flx)<0 & z<27¥ax#£0,
)

Funkce f je rostouci na intervalu (27'/3, +-00) a klesajici na intervalech (—oo, 0) a (0,27/3).
V bodé @ = 27'/% m4 tedy funkce f lokalni minimum (na pravém okoli bodu a je rostouci, na
levém okoli bodu a je klesajici a je spojita v bodé a). Podivejme se na limity v nekone¢nech

a v bodé 0,

1 1
lim — + 2% = 400, lim — + 2% = +o0.
x—Foo T z—0+ T

Funkce f neni spojité dodefinovatelna v bodé 0. Pfimka s rovnici x = 0 je asymptotou funkce
f v bodeé 0. Asymptoty v nekone¢nech neexistuji,

1
lim @: lim — + 2 = +o0.
r—+oo I r—+o0 ;U2

Vysetfeme konvexitu a konkavitu. Pro druhou derivaci plati

6% 22 — (223 —1)-2¢ _23+1
=2 .
x? x3

f(@) =

Odtud vidime, Ze
f"(x) >0 & 2 < —1nebo0 < z,

f"(z) <0 & —1<2<0,
f(z)=0 & z=-1.
Funkce [ je proto konvexni na intervalech (—oo, —1) a (0, +00), konkavni na intervalu
(—1,0). Vbodé z = —1 mé inflexni bod.
Na zakladé téchto informaci nyni mtizeme nakreslit graf (viz Obrazek 9.22).
Priklad 9.23 (O priaméru): Méjme n € N redlnych hodnot z1, ..., x, € R, které se mohou
i opakovat. Oznacme
1 n
"o

prameér téchto hodnot. Ukazte, ze primér z minimalizuje funkci

n

E(t):=) (t—z)’ teR,

k=1

tedy soucet kvadrat odchylek ¢ od vsech z4, ..., x,.
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Obrazek 9.22: Newtonuv trojzubec.

Reseni. Uvedené tvrzeni si lze rozmyslet dvéma zplsoby. Prvni vyuziva pouze znalosti
vlastnosti paraboly. Sta¢i si totiz pov§imnout, Ze funkéni hodnotu E(t) 1ze po roznasobeni
zavorek a zméné poradi s¢itani prepsat do tvaru

E(t)=nt*—2tY z+ Y =
k=1 k=1

Jedna se tedy o kvadratickou funkci v proménné ¢. Protoze n > 0, tedy koeficient u kvadratic-
kého ¢lenu je kladny, ma tato funkce pravé jedno ostré globalni minimum v bodé ¢, (staci
pouzit vzorec pro horizontalni soufadnici vrcholu paraboly)

1 n
t*:E;xlm

ktery je pravé zminénym pramérem.
Druhy zpiisob argumentace rovnou vyuziva diferencialniho poctu. Pro derivaci funkce £
v bodé t zfejmé plati (derivace souctu a slozené funkce)

E'(t)=2) (t—a) =2nt—2)
k=1 k=1
a je proto nulova pravé v bodé
1 n
te = — ,

neboli priméru z. Jde skute¢né o ostré minimum, nebot
E"(t) =2n > 0.

Z4dny jiny extrém tato funkce nema.
Nasledujici priklad tento thel pohledu rozviji i pro median.
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Priklad 9.24 (O medianu): Méjme n € N realnych hodnot z4, ..., z, € R, které se mohou
i opakovat. Ozna¢me jako z, jejich median. Ukazte, Ze median x, minimalizuje funkci

n

E(t):=) |t—a|, teR,

k=1

tedy soucet absolutnich odchylek ¢ od vsech z1, ..., x,.

Reseni. Na rozdil od Ptikladu 9.23 se v tomto ptipadé uz nemiizeme opftit o jednoduchou
geometrii (znalost tvaru paraboly). Diferencialni pocet nas ovsem zachrani. Bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, ze mame zadané hodnoty setfidéné podle velikosti, tj. plati x; <
Ty < o<y

Nejprve si povsimnéme, ze E je spojita funkce (soucet spojitych funkei). V bodech t = xy,
k € n, nema derivaci (stejny problém jako | - | v nule). Pro ¢ rizné od vsech zy, k € n, plati

n n
E(t) =) (—t+z)+ > (t—m).
k=1 k=1
TR >t T <t
V prvni sumé zde s¢itame pouze pfes ta k, pro které x;, > t. V druh0 sumé pak naopak pouze
pres ta k, pro ktera z;, < t. Proto pro derivaci funkce E v bodé ¢, rizném od vsech xzy, k € 1,
dostavame

Et)=> (-)+> 1 (9.7)
s et

Specialné plati F'(t) = —n prot < x; a E'(t) = n pro t > x,,. Dale z pfedpisu pro derivaci
vidime, Ze derivace je mimo xj konstantni a pfekroceni hodnoty z;, (zleva doprava) ma za
nasledek zménu derivace o dvojnasobek poctu ¢ € n, pro které x, = xy.

Nyni mohou nastat dvé kvalitativné rozdilné situace.

1. Pocet hodnot, n, je sudy a soucasné jsou hodnoty a := zz a b := 2y vzajemné rizné.
V tomto pripadé z rovnice (9.7) ihned vidime, ze kdykoliv je ¢ mez témito hodnotami a
a b, pak E’(t) = 0. Funkce FE je konstantni na intervalu (a, b) a v kazdém bodé tohoto
intervalu ma neostré lokalni (globalni) minimum. V tomto pfipadé se vétsinou median

uvedenych hodnot bere jako prumér x, = aT“’ Ale vidime, Ze to je jen jedna z moznych
hodnot minimalizujicich E.
2. Necht nenastava predchozi situace. Tj. n je liché, nebo je sice sudé, ale zn = xz 4.

V takovém pfipadé se nim nepodati pfesné vynulovat E’() a ta pti pfechodu pies z =
v pripadé sudého n a x g1 V pripadé lichého n méni znaménko. V uvedenych bodech tak
ma funkce lokalni (globalni) ostré lokalni minimum. Pfislusna hodnota je pravé medianem
x, uvedenych hodnot.

Tim je priklad dokoncen.
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10 Aplikace

10.1 Newtonova metoda

K numerickému feSeni rovnic typu f(z) = 0 existuje mnoho metod. My zatim zname jen
metodu puleni intervalu (viz Vétu 7.4). V této kapitole si ukazeme Newtonovu metodu (Sir Isaac
Newton anglicky fyzik a matematik, 1642 — 1727). Newtonuv pfistup podrobné prozkoumame
na nasledujicim ptikladu.

Priklad 10.1: Vypoctéte tfeti odmocninu z kladného realného ¢isla c.

Zamyslete se, jak tento problém vyftesit, mame-li k dispozici kalkulator umoznujici pouze
scitat, odcitat, nasobit a délit ¢isla. Tedy operace, které muze provadeét stroj i clovék (s pomoci
papiru). Tato otazka mize vyvstat v praxi: mame-li zjistit jak velky ma byt polomér kulového
tankeru o daném objemu V, dostavame r = // %V. Pro krychli dostaneme délku hrany

rovnou @ = v/V. Vedle toho tieti odmocnina je jisté sama o sobé zajimavéa funkce, jejiz
funké¢ni hodnotu je obéas potfeba umét vyhodnotit.

Bud ¢ > 0. Ozna¢me hledanou tieti odmocninu symbolem z, tj. x = /¢ (toto je ale jen
symbolicky zapis, jakou hodnotu z pro zadané ¢ ma?). Ekvivalentné to znamena fesit rovnici

13 = ¢ s nezndmou c. Oznaéime-li f(z) := 2% — ¢, je nAmi hledané ¢&islo x FeSenim rovnice

flx)=0.

Tuto dlohu bychom se mohli pokusit fesit nam jiz znamou metodou ptleni intervalu (jaké dva
pocatecni body byste zvolili?). Nyni si vSak ukazeme dalsi zptisob, tzv. Newtonovu metodu.

Myslenka Newtonovy metody spo¢iva v konstrukei posloupnosti (x,,)2 ; aproximujici
feseni rovnice f(x) = 0. Konstrukce posloupnosti je nasledujici:

1. Je dano z,,.
2. Sestroj te¢nu funkce f vbodé z,: y = f(x,) + f'(x,) - (z — xp).

f(zn)
f'(@n)

3. Prusecik této tecny s osou z necht je dalsi ¢len posloupnosti, tj. x,,1 (= x,, —

4. Opakuj s x,,11 misto x,,.

Graficky je tento proces znazornén na obrazku 10.1.
Z predchoziho obrazku se muize zdat, ze vSe je jasné. Ihned se vsak nabizi nasledujici
otazky:

« Jak zvolit prvni ¢len posloupnosti? Zavisi vysledek metody na této volbé?
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10. APLIKACE NEWTONOVA METODA

1
|
|
1
|
|
|
1
:

Tn41

Tp Tp42

Obrazek 10.1: Dvé iterace Newtonovy metody.

« Méarovnice f(z) = 0 vibec feseni?
« Konverguje takto zkonstruovana posloupnost (z,,)5° ;?
« Co kdyz f'(x,) = 0 pro néjaké n € N?

Odpovédi na tyto otazky se v obecném pripadé nebudeme zabyvat. Vratme se k nasemu
konkrétnimu pfipadu s tfeti odmocninou, kde uvidime jak na nékteré z nich odpovédét.
Shriime si dosavadni vysledky. Je dano ¢ > 0 a funkce f(z) = 2® — ¢. Newtonova metoda
nam dava rekurentni vztah
3
T T, —c 2 c
Tpt1 = Tp — f( n) =X _n—:_xn+

flea) 7" 322 37" 322

V nasem pripadé si lze snadno vSimnout, Ze:

- Funkce f je prosta, f((0,+00)) = (—c, +00) a tudiz existuje pravé jedno kladné feseni
rovnice f(x) = 0. (Tj. vySetfili jsme prabéh funkce f a zjistili jsme, Ze rovnice ma pravé
jedno feseni.)

« Konverguje-li posloupnost (z,,)°° ; ke kone¢né kladné limité a, tedy plati a = lim,, .,
a soucasné a = lim,,_, T, = lim,_, %xn + ﬁ) = %a + 3% Tudiz a je hledané

feseni, a® = ¢, nebo-li f(a) = 0.

Nyni si tedy zbyva rozmyslet, jestli nase posloupnost (z,,)° ; skute¢né konverguje.

Véta 10.1: Bud ¢ > 0 a (z,)5°, posloupnost kladnych realnych ¢isel spliujici rekurentni

vztah
2 c .
Tpy1 = 5%+ 5, Pro vSechnan € N.
3z;

3

Potom tato posloupnost konverguje ke kone¢né kladné limite.

Diikaz. Polozme g(x) := 2z + 35 pro & > 0. VySetfenim prubéhu zjistime, ze g(z) > V/c,
kde rovnost nastava pravé tehdy, kdyz © = /c. Tudiz:

« Pokud z; = /¢, potom x,, = /c pro véechnan € N.
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« Pokud 21 > /¢, potom z,, > +/c pro libovolné n € N. Navic posloupnost (z,,)%; je

—_ 3 ’ v 7 V. ’
Klesajici: 241 — 2, = S5 < 0, a zdola omezena ¢islem +/c. Tudiz je konvergentni
s konecnou limitou.
« Pokud 0 < x1 < /¢, pak 22 > +/c a mizeme pouzit predchozi bod. O

Nyni vime, Ze posloupnost konverguje nezavisle na volbé prvni aproximace. To je dobré,
ale k praktickému pouziti nedostatecné. Kdy mame iteraci zastavit? Je potfeba odhadnout
chybu mezi ¢leny posloupnosti a skute¢nou (neznamou) hodnotou hledané treti odmocniny.

Dusledek 10.1 (Odhad chyby): Bud (z,)3%, posloupnost popsana v predeslé vété. Potom
plati
0<Tpy1 — Ve<2(x,—Tpy1), pron=23....

Ditkaz. Z predeslé véty vime, ze pron = 2,3, ... jisté plati /¢ < x,,1 < x,,. Potom pro tato
n plati i

0< Tyt — Ve =—2Tpi1 +3Tps1 — Ve = =241 + 22, + % — e <2z —Tpi1). O
xn
——
<0

Poznamka 10.1: Toto je pro praktické ucely velmi dilezity vysledek. Pomoci dvou napo-

sledy vypoctenych ¢lenti posloupnosti miizeme odhadnout chybu mezi poslednim ¢lenem
a skute¢nou hodnotou /¢ (tu nezname!) a tim dodrzet pozadovanou presnost.

Shriime si vlastnosti Newtonovy metody aplikované na problém hledani tfeti odmocniny.
Posloupnost (z,,)2° | zadana rekurentné vztahem

c
32’

n

Tn+t1 :gxn+ TLGN,

konverguje pro libovolné zvolené x; > 0 k &islu /c. Chybu mezi z,, a skute¢nou hodnotou
/¢ Ize odhadnout pomoci poslednich dvou vypoétenych ¢leni:

0<Zpi—Ve<2xy—Tni), n=2,3,....

Tato informace nam umoziuje vypocet zastavit po dosazeni pozadované presnosti.

Jako ukazku pouziti metody uvadime Tabulku 10.2 s vypoctem tfeti odmocniny z ¢isla 7.
Jako prvni iteraci volime ¢islo 7 samotné. To neni optimalni volba.

Na vypoctu v Tabulce 10.2 1ze pozorovat, Ze od 6. iterace se pocet spravnych cifer pfiblizné
zdvojnasobuje. Tento efekt nazyvame kvadratickou konvergenci a presné ho pro nasi
posloupnost formulujeme nize.

Véta 10.2: Je-lic > 1 ax; > /c, pak pro kazdé n € N plati

2

l’n+1—\3/5§ <xn_\3/z> .
Diikaz. Vynechavame. O

Je-li tedy chyba n-tého ¢lenu napiiklad 1075, pak chyba dalsiho ¢lenu je jiz pouze 100!
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NEWTONOVA METODA

Clen posloupnosti Hodnota

T
T3
T3
Ty
Zs
Tg
Z7
Tg
Ty
T10

VT

7,0

4,71428571428571428571428571428571429
3,24784642966461148279330097511915694
2,38643130490037593935668895758001112
2,00066641679591817635777458039226767
1,91672239561208699369932626267864600
1,91293867672049370288664833049651171
1,91293118280174664702280424145842154
1,91293118277238910119956738659641893
1,91293118277238910119911683954876030
1,91293118277238910119911683954876028

Tabulka 10.2: Vypocet tieti odmocniny ze sedmi pomoci Newtonovy metody. Posledni fadek
obsahuje pfesnou hodnotu zaokrouhlenou na 36 desetinnych mist.

A —

Y

/

/

Ty g4 T3z T X1 T

Obrazek 10.2: Patologické chovani posloupnosti aproximaci generovanych Newtonovou
metodou. Problém zfejmé spociva ve $patné volbé pocatecni aproximace.

Newtonova metoda: zaludnosti

Rekurentni posloupnost pochazejici z Newtonovy metody se pro ,$patné” zvolenou pocatecni
podminku mize chovat neocekavané. Napiiklad muze oscilovat (tj. posloupnost viibec nebude
mit limitu), nebo muze divergovat do nekone¢na.

Priklad 10.2: Zkoumejte chovani Newtonovy metody aplikované na p(r) = 2° — z* — z +
2 s pocatecnim bodem x; = 2. Rekurentni vzorec Newtonovy metody v tomto pfipadé zni

Tn41 = Tp —

5 4
Ty — Ty — Ty + 2

’n_

St —dxd — 1

Na obrazku uvadime prvnich nékolik ¢lenti této rekurentni posloupnosti
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10. APLIKACE KUBICKA INTERPOLACE

| | | | | | | |
T1 T2 T3 T4 T5|Te Ty Tg T9 Ti0 Y

x
n =20

Y

Obrazek 10.3: Ukéazka linedrni interpolace rovnomérné rozprosttenych vzorka funkee f(x) =
1 — 22 na intervalu (—1, 1).

10.2 Kubicka interpolace

Jak v tomto textu vlastné vykreslujeme grafy funkci? Vétsinou nejjednodussim zptasobem:
tzv. linearni interpolaci.

Postup je jednoduchy: pro vykresleni grafu funkce f(z) := 1 — 2% na intervalu (-1, 1)
postupné

1. zvolme n vzorkovacich bodti z; = -1+ 25 - (i — 1),i = 1,2,...,n,
2. vypocltéme vzorky f(x;),i=1,2,...,n,
3. spojme sousedni body (z;, f(z;))a (zir1, f(zir1)),i=1,2,...,n — 1, pfimkou.

Pro dobry vysledek je nutné volit vzorkovaci mfizku dostate¢né hustou. Ukazka tohoto
procesu v zavislosti na riizném poctu bodu je uvedena na Obrazku 10.3.

Formalné lze ulohu interpolace popsat pro nase ucely nasledovné. Méjme mnozinu
n € N,n > 2, bodi v roviné {(z;,y;) € R? | i € n} takovych, ze z; < x;,; pro kazdé
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10. APLIKACE PoPIS SLOZITOSTI ALGORITMU

i=1,2,...,n — 1. Ukolem je nalézt spojité funkce f;, j = 1,2,...,n — 1, spliiujici
filz1) =, fa1(zn) = Yn,
fj(xj>:fj+1($j):yja proj:2,3,...,n—1.

Sestrojime-li pak funkci f s Dy = (21, x,,) pfedpisem
f(z) := f;(z) pokud z € (x;,z,41),

pak je tato funkce spojita a jeji graf prochazi vsemi body (z;,y;), i =1,2,...,n.
Samoziejmé existuje cela rada zpiisobi, jak tuto ulohu vyfresit. Typicky musime specifikovat
jaké funkce f uvazujeme a doplnit dalsi pozadavky.

10.3 Popis slozitosti algoritmu

Mnoho problémi lze fesit riznymi zpiisoby, riznymi algoritmy. Tyto algoritmy bychom radi
porovnavali z riznych pohledi. K tomu se velmi hodi pouzit asymptotické vztahy zavedené
v predchozi ¢asti textu. Nejprve si ale ujasnéme koncepéni ramec, v kterém se pohybujeme

« Vypocetni problém P: kol zpracovat/transformovat vstupni data / na vystupni data
O s pozadovanymi vlastnostmi.

« Algoritmus A: vypocetni postup feseni problému P, ¢ili posloupnost vypocetnich
krokd, ktera z vstupnich dat vyprodukuje vystupni data pozadovanych vlastnosti.

+ Instance problému: problém s konkrétnimi daty potfebnymi pro jeho feseni.

Definujeme-li ,velikost® vstupnich dat /, pak mizeme zkoumat chovani daného algoritmu
A z riznych uhla pohledu:

« Primérny/minimalni/maximalni/fadovy (asymptoticky) pocet ,elementarnich operaci”,
nutnych k ziskani vystupu v zavislosti na velikosti vstupu.

+ Primérna/minimalni/maximalni/fadova (asymptotickd) ,pamétova naro¢nost®, nutna
k ziskani vystupu v zavislosti na velikosti vstupu.

10.4 Problém tridéni

Jak slozité je setfidit (usporadat) zadanou n-tici objektti? Abychom na tuto otazku mohli
odpovédét, tak si musime ujasnit co pfesné myslime pod pojmem usporadat, tj. pod symbolem
< a jak mérit slozitost.

« Vstup: mnozina {1, ..., x,} a iplné uspoiadani (viz podkapitolu 11.6) < mezi jejimi
prvky. Velikosti vstupu rozumime jednoduse pocet prvki vstupu.

« Vystup: usporadana n-tice (zy,, ..., T, ), kde (k1, ..., k,) je permutace mnoziny {1, ..., n}

azy << xg,.

« Elementarni operace: porovnani dvou prvki pomoci <

169



10. APLIKACE PrROBLEM TRIDENT

Bublinkovy algoritmus (Bubble sort)
Pro pfipomenuti uvadime kompletni algoritmus, zfejmé ¢tenafi znamy z predmétu BI-PA1.

procedure bubbleSort(A : array of length n)
for k in n-1 to 1 do
sorted = true
for i in 1 to k do
if A[i] > A[i+1] then
swap( A[i], A[i+1] )
sorted = false
end if
end for
if sorted then return A
end for
return A
end procedure

Celkovy pocet porovnani muze byt nejhire (pokud je na vstupu seznam v pfesné opa¢ném
poradi)

(n—1)+(n—2)+---+2+1:§k:@.

Pokud je na vstupu jiz setiidény seznam, pak algoritmus provede (n — 1) porovnani (nejlepsi
varianta). Oznac¢ime-li pocet porovnani pfi konkrétnim vstupu o velikosti n jako 7},, mtizeme
tedy shrnout, Ze pro slozitost Bubble sort plati

T, = O(n?).

Quick sort
Tento algoritmus pochazi z roku 1961, viz [2]. Necht je opét dan vstup {z1, o, ..., 2, }.
1. Vyber nahodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

2. Prvky ze seznamu mens$i neZ pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi do druhého
podseznamu.

3. Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.
4. Spoj usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pripoj usporadany druhy seznam.

Algoritmus probiha rekurentné. Uspotadani dvouprvkového seznamu je jednoduché. Oznacme
nyni T,, priimérny pocet porovnani pro usporadani seznamu délky n pomoci algoritmu Quick
sort. V pristim semestru ukazeme, ze plati

(T,) = O(n In(n)).

Pti nestastné volbé pivotli miize byt pocet porovnani blizko n?.

Vedle zde uvedenych dvou algoritmi existuje cela fada dalsich tridicich algoritmt.. Napfi-
klad Merge sort, ktery i fesi pred chvili zminény nedostatek. Tento algoritmus je pfipisovan
Johnovi von Neumannovi (1945).
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10. APLIKACE UMOCNOVANT

10.5 Umocnovani

Vedle problému tfidéni lze uvést dalsi jednoduchou ilustraci na problému umocnovani.
o Vstup: realné Cislo «v a prirozené ¢islo N € N.
« Vystup: Hodnota o,
« Elementarni operace: aritmeticka operace (s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni).

Naivni implementace dle definice o’ = o - - - - o vyZaduje presné N — 1 operaci naso-
N
X
beni. Radové jde tedy o O(N) (resp. 2(N) a ©O(N)) algoritmus.
Vsechny tyto poznamky plati tieba i pro nasobeni matic, nebo ¢isel v konec¢nych télesech,
chapeme-li elementarni operaci jako nasobeni prislusnych objekta.

Square-and-multiply

Typicky ale mame k dispozici binarni reprezentaci ¢isla N = (NpNy_1... N1 Np)o, kde
N(),...,Nk_l S {0,1}&Nk = 1,tj.

k
N=> N2
=0

Za tohoto predpokladu pak plati
oV = o Zi—o N2 _ H aNi?
7=0

Pro vypocet o je pak tedy potfeba ziskat opakovanym umocriovanim a® - to jek —1
operaci nasobeni - a nasobit mezivysledek pokud N; # 0 - to je také nejhtife £ operaci
nasobeni.

Pro square-and-multiply algoritmus tak dostavame operaéni slozitost fadové 2k = O(log, N) =
O(In N). Skuteéné, staci si uvédomit implikaci

N >2¥ = log, N > k.
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11 Dodatek: Definice a vlastnosti
zobrazeni

Tento dodatek slouzi jako shrnuti terminologie tykajici se zobrazeni. Drtiva vétSina zde
-DML nebo i ze stfedoskolské matematiky. Prezentace latky v tomto dodatku je proto velmi
stru¢na, navic vynechavame nékteré partie, které pro nas text nejsou podstatné. Hlavnim
smyslem této kapitoly je usnadnéni dohledavani si vyznamu konkrétniho pojmu, pokud si
Ctenarf Ci ¢tenarka pfi studiu hlavniho textu tfeba nejsou jisti.

11.1 Zobrazeni

Nasledujici tfi pojmy jste studovali v predmétu BI-DML. Pro ucely tohoto studijniho textu
pouzivame nasledujici formulace definic (BI-DML, Definice), (BI-DML, Definice) a (BI-DML,
Definice).

Definice 11.1 (Kartézsky soucin / cartesian product): Méjme dvé mnoziny A a B. Mnozinu
vsech uspofadanych dvojic (a,b), kde a € A ab € B nazyvame kartézskym souc¢inem
mnozin A a B a zna¢ime ji A X B.

Definice 11.2 (Relace / relation): Méjme dvé mnoziny A a B. Podmnozinu R kartézského
souc¢inu A a B, tj. R C A x B, nazyvame relaci mezi mnozinami A a B.

Definice 11.3 (Zobrazeni/ mapping): Méjme dvé neprazdné mnoziny Aa B.Relaci f C AxB
splitujici podminku

pro kazdé = € A existuje pravé jedno y € B tak, ze (z,y) € f,

nazyvame (totalnim) zobrazenim mnoziny A do mnoziny B a tento fakt zapisujeme sym-
bolicky jako f: A — B.Pokud (z,y) € f, pak piseme y = f(z) a o x mluvime jako o vzoru
prvku y a o y jako o obrazu prvku x pfi zobrazeni f. O mnoziné A dale mluvime jako o defi-
ni¢nim oboru zobrazeni f a zna¢ime ji D;. Mnozinu Hy := {y € B | (3z € Dy)(f(z) = y)}
nazyvame oborem hodnot zobrazeni f.

Diagram ilustrujici tento pojem lze nalézt prezentovany v Obrazku 11.1.

Varovani 11.1: Obor hodnot zobrazeni f: A — B neni nutné cela mnozina B. Napiiklad
pro zobrazeni f: R — R pusobici dle pfedpisu f(z) =1,z € Dy = R, plati H;y = {1}, coz
jisté neni cela mnozina R.

I koncept rovnosti dvou zobrazeni muzeme prevzit z BI-DML, konkrétné z (BI-DML,
Definice).
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11. DODATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRAZEN{ INJEKCE, SURJEKCE A BIJEKCE

f:A—>B

A B

N

—

frae f(2)

Obrazek 11.1: Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Oborem hodnot zobrazeni f je mnozina
f(A), tj. obraz defini¢niho oboru A pfi zobrazeni f.

Definice 11.4 (Rovnost zobrazeni): Mame-li dvé zobrazeni f: A - Cag: B — C pak
fikdme, Ze se rovnaji a piSeme f = g, pravé kdyz A = Baprokazdé x € A = Dy = D,
plati f(z) = g(x).

Poznamka 11.1: Vratme se k pfikladu zobrazeni zminénému ve Varovani 11.1. Definujeme-li
dale zobrazeni g: R — {1} pfedpisem g(z) = 1, x € D, = R, pak toto zobrazeni neni rovné
(neni shodné s) zobrazenim f definovanym ve Varovani 11.1, ackoliv obé jsou na prvni pohled
dané stejnym predpisem.

11.2 Injekce, surjekce a bijekce
Podle dodate¢nych vlastnosti zobrazeni vyclenujeme nasledujici tfi dtlezité typy zobrazeni.
Opét jde o terminologii, kterou jiz davérné zname minimalné z definice (BI-DML, Definice).

Definice 11.5 (Dulezité typy zobrazeni): Zobrazeni f: A — B je

- prosté (injektivni), jestlize pro kazdou dvojici 1,22 € A pro kterou plati rovnost
f(z1) = f(x2) platiirovnost x1 = xs.

« na (surjektivni), jestlize f(A) = B, to jest pro kazdé y € B existuje x € A spliujici
f(@)=y.
« vzajemné jednoznacné (bijektivni), jestlize f je prosté a na.
Pomoci kvantifikatort lze tyto podminky zapsat nasledovné:
. , def
f je prosté = (Vay, 20 € A)(f(21) = f(2) = 21 = 32),
def

f je na = (Vy € B)(3z € A)(f(z) =y).
Podminku prostoty zobrazeni lze ekvivalentné vyjadrit® i takto:

f je prosté — (Vaq, 20 € A) (xl # 19 = f(x1) # f(a:Q)).

Jako jednoduchy, ale obecny, priklad konkrétniho zobrazeni ¢tenafi pfipomenme inden-
tické zobrazeni.

'Vzpomerite na vétu obménénou.
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11. DODATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRAZENI OBRAZ A VZOR MNOZINY PRI ZOBRAZENT{

Priklad 11.1 (Identické zobrazeni): Bud A libovolna mnozina. Zobrazeni idy: A — A
definované predpisem
ida(z) =2z, =z €A,

nazyvame identické zobrazeni. Zobrazeni id,4 je injektivni, surjektivni a tedy i bijektivni.

11.3 Obraz a vzor mnoziny pri zobrazeni

Zobrazeni f: A — B prvky mnoziny A zobrazuje? na prvky mnoziny B. Casto chceme
ale sledovat ,,globalnéjsi“ pusobeni daného zobrazeni na celych podmnozinach mnoziny A.
Pfirozené se tak dostavame k nésledujicim dvéma pojmtm, se kterymi jste si setkali uz v (BI-
-DML, Definice). OvSem pozor, v BI-DML se pouziva lehce odlisné znaceni. Neni v tom ovsem
problém, v dany okamzik byste méli védeét, jestli v kulatych zavorkach mate uvedeny jeden
prvek mnoziny B, nebo jistou jeji podmnozinu.

Definice 11.6 (Obraz a vzor mnoziny): Necht je dano zobrazeni f: A — B.Je-li E C A, pak
mnozinu

f(E):= {f(a:)GB|x€E}

nazveme obrazem mnoziny F pii zobrazeni f. Je-li G C B, potom mnozinu
-1 :
UG ={zecA|f(z) e G}
nazveme vzorem mnoziny G pfi zobrazeni f.

Symbol pro vzor mnoziny, f~!(G), je nutno chapat jako nedélitelny. Netvrdime nic
o existenci inverzniho zobrazeni (tj. f~!, viz Definici 11.9 niZe). VSimnéte si, ze obrazem
jednoprvkové mnoziny {z} pro né&jaké x € Aje f({z}) = {f(x)} a tedy jednoprvkova
mnozina, opa¢né tak tomu byt nemusi. Obor hodnot zobrazeni f: A — B je v této terminologii
obrazem defini¢niho oboru, tj. f(A) = H; C B.

Piiklad 11.2: Mé&jme zobrazeni f: Z — Z definované predpisem f(n) = n? pro kazdé
n € Dy = 7Z. Potom plati

f<{_1’ 0,1, 2}) = {f(_1)7 f(O)’ f(1)7 f<2)} = {17 0, 174} = {07 174}'
Tento vypocet obrazu mnoziny v takovémto diskrétnim ptipadé je zfejmé pomérné nazorny.
Pojdme ur¢it vzor mnoziny N = {—1,0, 3,4}. Hledame tedy vSechna celo¢iselna n spliujici
f(n) € N, tj. vlastné v tomto ptipadé postupné fesime sadu rovnic:

fn)y=n*=-1 = nei,
fny=n*=0 = nec{0},
fn)=n*=3 = ney,
f(n)=n*= = ne{-22}

Priklad tak uzavirame s vysledkem f~1(N) = {—2,0, 2}.

Priklad 11.3: Koncept obrazu mnoziny pfi zobrazeni je ¢asto vyuzivany v programovacich
jazycich podporujicich funkcionalni paradigma. Napiiklad mnozinu® viech druhych mocnin
vsech piirozenych ¢isel mezi 0 a 5 v Pythonu vytvofime pfikazem®

?Jiné slovo zde bohuZel pouzit nemohu.
3Technicky list.
“Operator ** v Pythonu piedstavuje umoctiovani.
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11. DODATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRAZENT ZUZENI A SKLADANI ZOBRAZENT

[ n ** 2 for n in range(6) 1
Srovnejte tento zapis s matematictéjsim zapisem®
{n*|ne€{0,1,2,3,4,5}}.

Tato mnozina pfedstavuje obraz mnoziny F = {0, 1,2, 3,4, 5} pfi zobrazeni definovanym
pfedpisem f(n) = n% n € Dy := N. Jedna se tedy o mnozinu f(E). V jazyce Python tohoto
faktu také mizeme vyuzit nasledovneé:

map(lambda x: x ** 2, range(6))

Tento zapis miize byt pirehlednéjsi, na rozdil od konstrukee listu pomoci for cyklu.

11.4 7Z1\zeni a skladani zobrazeni

Nyni se zaméfime na zpusoby jak lze ze zobrazeni vyrabét nova zobrazeni. Pfipomeneme si
nejprve operaci zizeni a poté skladani. I zazeni zobrazeni jste jiz potkali v definici (BI-DML,
Definice). Dale néktera zobrazeni umime scitat a nasobit, témto operacim se ale vénujeme
v hlavnim textu v Definici 3.2 v pfipadé funkci.

Definice 11.7 (ZazZeni zobrazeni): Bud f: A — B a M C A. Zobrazeni g: M — B
definované predpisem g(z) := f(x) pro kazdé x € M nazyvame zuZenim zobrazeni f na
mnozinu ). Zapisujeme g = f ‘ e
Nova zobrazeni mtizeme také vytvaret pomoci operace skladani. Ovsem pouze pokud jsou
zobrazeni spravného typu. Zde se také lehce odchylujeme od definice zavedené v BI-DML, t;.
(BI-DML, Definice), ktera je pro nase ucely prilis restriktivni.
Definice 11.8 (SloZené zobrazeni): Necht f: A — Bag: C' — D jsou zobrazeni. Oznacime-
-li Dyoy, = {z € C | g(x) € A}, pak je-li tato mnozina neprazdna definujeme slozené
zobrazeni f o g: Dy, — B piedpisem

(fog)(x) = f(g(x))

pro vSechna z € Dy,,.

Nazorné je tato situace uvedena na obrazku 11.2. O zobrazeni f se ¢asto mluvi jako
o vnéjsim a o g jako o vnitinim zobrazeni sloZeného zobrazeni f o g.

Defini¢ni obor slozeného zobrazeni lze vyjadrit pomoci vzoru mnoziny pii zobrazeni. Pfi
pouziti notace z Definice 11.8 plati Do, = g~ *(A).

Poznamka 11.2: Pro nazornost rozeberme rozdil mezi Definici 11.8 a Definici BI-DML
(BI-DML, Definice).

Méjme zobrazeni f: (0, +00) — R definované predpisem f(z) = In(z), z € (0, +00),
a g: R — R definované piedpisem g(z) = (z — 1), x € R. Chceme, aby f hralo pii skladani
roli vnéjsiho a g vnitfniho zobrazeni, tj. snazime se sestrojit f o g.

Dle definice (BI-DML, Definice) tato zobrazeni nemuzeme sloZit, protoze g zobrazuje
mimo defini¢ni obor f. Podle této definice bychom mohli sloZit tieba f se ziiZzenim g|( oo).-
Ale méli bychom i dalsi moznosti, napfiklad vzit zizeni ¢ (42,1024)- Které z nich mame vzit? To
bychom vzdy museli explicitné zminit, nez bychom se do skladani pustili.

*Podobnost obou zapisti samoziejmé neni nahodna, ale tviirci Pythonu se matematickou syntaxi inspirovali.
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11. DODATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRAZEN{ INVERZNI ZOBRAZENT

C D

Obrazek 11.2: Tlustrace k sloZzenému zobrazeni.

,Nase“ Definice 11.8 ndm rovnou umoziuje nad f o g uvazovat, tj. napsat In ((x — 1)3)
s jednim jasnym vyznamem. Prosté defini¢ni obor ztzime tak, aby operace méli dobry smysl
a vezmeme nejvétsi takovou mnozinu. Takto postupujeme v mnoha situacich a uz nad tim ani
prilis nepfemyslime.

11.5 Inverzni zobrazeni

Pfirozené se nabizi otazka, jestli miZzeme ,zménit smér” zobrazeni f: A — B. Pfesnéji, jestli
zadanému prvku z z oboru hodnot zobrazeni f mizeme jednoznacné pfifadit néjaky prvek
v defini¢nim oboru D; = A, ktery by se na x zobrazil pomoci f. To Ize zfejmé pouze v pfipadé,
ze kazdy prvek v oboru hodnot zobrazeni f ma pravé jeden vzor vzhledem k f, ¢ili kdyz
zobrazeni f je prosté. Je-li tedy f: A — B prosté zobrazeni, pak kazdému prvku x z oboru
hodnot f(A) lze pfifadit pravé jedno y z mnoziny A tak, ze © = f(y). Takto ziskané zobrazeni
nazyvame inverznim a znaé¢ime f~ 1.

Tento uhel pohledu se mirné 1isi od pfistupu pouzitého v BI-DML (viz (BI-DML, Definice)),
kde hlavnim cilem je porovnavani velikosti mnozin pomoci mohutnosti. Tamni definici
bychom mohli shrnout nasledovné.

Definice 11.9 (Inverzni zobrazeni): Je-li f: A — B bijektivni zobrazeni, pak inverzni
zobrazeni f~!': B — Ak zobrazeni f definujeme pro kazdé x € B = f(A) predpisem
f~Y(z) = y, kde y je (za uvedenych predpokladil nutné jednoznaéné dany) prvek A spliiujici
r = f(y).

Z této definice ihned plynou vztahy f~' o f =ids a f o f1 = idja), pficemz [~ je
jediné zobrazeni, které tuto dvojici podminek splnuje. Inverzi pro nase realné funkce realné
proménné zavadime v hlavnim textu v Definici 3.5.

Poznamka 11.3: Obecny zpusob rozhodovani o injektivnosti (prostoté) a surjektivité (byt
na) lze vyjadfit pomoci fesitelnosti jisté parametrické ulohy. Méjme konkrétné® zobrazeni
f: A — B azamysleme se nad fesitelnosti rovnice

fly) ==

pro zadany parametr x € B s neznamou y nabyvajicich hodnot z A. Mohou nastat nasledujici
situace:

®Ano, konkrétni na této urovni. Neni potteba jit niz.
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11. DODATEK: DEFINICE A VLASTNOSTI ZOBRAZENT UsPORADANT

1. Pronéjaké x € B tato rovnice nema feseni y € A. Tj. toto = neni v oboru hodnot zobrazeni
f a f tak neni surjektivni (na).

2. Pro kazdé x € B, pro které ma tato rovnice feseni, existuje pravé jedno takové reseni
y € A.Tj. f je prosté.

3. Pro néjaké r € B ma tato rovnice vice nez jedno feseni y € A. Tj. f neni prosté.

Pokud jsme postaveni pred tlohy urcit vlastnosti zobrazeni dle definice, tak si efektivné
musime rozepsat, jak rovnice f(y) = x pfesné vypada a fesit ji pro nezndmou y € A
vzhledem k parametru x € B.

Poznamka 11.4: Vsimnéte si, ze vlastnost ,byt na“, tedy surjektivni, zavisi na cilové mnoziné.
Napfiiklad uvazme dvé zobrazeni f : R — Rag: R — (—1, 1) definované stejnym predpisem
f(z) := sin(z) a g(x) := sin(z) pro z € R. Prvni zobrazeni neni surjektivni (na), druhé
zobrazeni je surjektivni (na). Jsou to rizna zobrazeni, piseme f # g.

11.6 Usporadani
Intuitivné si pod ,uspofadanim® pfedstavujeme vztah mezi objekty néjaké mnoziny. V BI-DML
byl tento pojem zaveden pod heslem ,¢aste¢né uspotradani® v Definici (BI-DML, Definice).

Definice 11.10 (Usporadani): Relaci R na mnoziné M splnujici

1. (reflexivita): pro kazdé x € M plati xRz,

2. (antisymetrie): pro kazdé x,y € M plati, Ze pokud 2Ry a yRz pakixz =y,
3. (tranzitivita): pokud pro z,y, 2 € M plati xRy a yRz, pak plati xR z,
nazyvame usporadanim na mnoziné M.

Relaci R, jez je usporadanim, vétsinou znacime symbolem <.

Piiklad 11.4: Je-li M mnozina realnych ¢isel a ¥Ry znamena ,x je mensi nebo rovno y“, pak
‘R predstavuje usporadani na mnoziné R. Toto usporadani je tzv. aplné. Pro kazdé z,y € M
plati xRy nebo yRx.

Piiklad 11.5: Uvazme mnozinu kladnych pfirozenych ¢isel M = {1,2,3,...} a necht mRn
pravé kdyz m déli n. Tato relace R na M je usporadanim.

Reseni. Ovéfme potfebné vlastnosti
1. (reflexivita): Pro kazdé n € M plati, ze n déli n, tedy nRn.

2. (antisimetrie): Uvazme n, m € M tak, ze n déli m a m déli n, pak existuji k, ¢ € M spliujici
m =k-nan = {-m.Tudizm = (kf) - m, coz miZe nastat pouze v ptipadé k = ¢ = 1.
Proto m = n.

3. (tranzitivita): Podobné, pokud n déli m a m déli k, pak n déli k.
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12 Dodatek: Elementarni funkce

Pod terminem elementarni funkce mame na mysli
« polynomy (mnohocleny),

« odmocniny,

racionalni (lomené) funkce,

« trigonometrické funkce,

« exponencialni a logaritmické funkce,

« soucty, souciny, podily a slozeni uvedenych funkci a jejich pfipadnych inverzi.

V této casti textu uvadime struény prehled vlastnosti téchto funkci, které by studenti méli
znat, pohybujeme se na stfedoskolské urovni. Navic u¢inime nékolik dtlezitych poznamek,
ke kterym se pozdéji béhem studia jesté vratime. Tato kapitola nepfedstavuje uceleny vyklad
této problematiky. Slouzi spiSe jako pripomenuti dilezitych vlastnosti, které tak ¢tenar muze
béhem studia na tomto misté snadno konzultovat.

12.1 Polynomy

Polynomy jsou v jistém smyslu z elementarnich funkci ty ,nejelementarné;jsi®. K vyhodnoceni
jejich funkéni hodnoty si vystac¢ime pouze se s¢itanim a nasobenim realnych ¢isel! Pfesna
definice polynomu, v ¢estiné taktéz mnohoclenu, je nasledujici.

Definice 12.1 (Polynom — mnohoclen / polynomial): Funkci P: R — R nazveme polyno-

mem, pravé kdyz existuje n € Ny a konstanty ag, aq,...,a, € R takové, Ze pro vSechna
x € R plati
n
P(zx) = Z apx”.
k=0

Pokud je v definici vyse a,, # 0, pak o n mluvime jako o stupni polynomu P. Polynom
P(z) = 0 nazyvame nulovym polynomem a jeho stupen nedefinujeme (pozor, polynom
stupné nula nikdy neni nulovy polynom). Kofenem polynomu P nazyvame libovolné realné
Cislo x spliwujici P(x) = 0. Dale si vSimnéte, Ze kazdy polynom je dle definice definovan na
celé mnoziné R.

Nulovy polynom a polynomy stupné nejvyse 1 mtizeme vyjadrit ve tvaru P(z) = ax + b
pro néjaké realné konstanty a a b. O takovychto funkcich mluvime jako o linearnich (nebo
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y=ax’+br+c

a
—b
2a
x_ 1 Ty X
I
_D| N |
4a

Obrézek 12.1: Parabola jakozto graf kvadratické funkce f(z) = az?+ bz +c s dvéma priseciky
osy z (tedy s kladnym diskriminantem) a znazornénymi soufadnicemi vrcholu.

afinnich) funkcich. Pozor, v tomto kontextu je slovi¢ko ,linearnich® pouzito v jiném vyznamu,
nez je obvyklé v Linearni algebte.

Grafem linearni funkce je pfimka. Ne kazda pfimka v roviné ovsem je grafem néjaké
linearni funkce (rozmyslete!). Je-li f(x) = ax + b linearni funkce, pak jejim grafem je pfimka
s rovnici y — axz — b = 0. O parametru ¢ mluvime jako o smérnici této pfimky. Tato pfimka
pak ma norméalovy vektor (naptiklad) (—a, 1) a smérovy vektor (1, a).

Existuji vzorce pro kofeny polynomu stupné 1, 2, 3 a 4. Je dokazano, ze podobné vzorce
pro polynomy stupné ostfe vétsiho nez 4 neexistuji. Obycejny smrtelnik si z praktickych
diavoda pamatuje vzorce pro kofeny polynoma stupné dva, tedy pro kvadratické polynomy.
Vzorce pro polynomy vyssich stupnu (3 a 4) jsou pomérné komplikované, viz napt. zde.

Koteny kvadratického polynomu P(z) = ax? + bx + ¢, a # 0, umime snadno nalézt. Jsou
jimi z a x_ spliujici

Ty = %(— b+ Vb2 —4@0).
Tyto koteny jsou realné pouze pokud je diskriminant D = b? — 4ac nezaporny. Diky tipravé
na ctverec,

b\2 b?
(x) =az”+bx +c ax—|—2a +c "

vime, ze vrchol paraboly (graf funkce P) se nachazi v bodé ( — %, c— %), viz Obrazek 12.1.

Poznamka 12.1 (O stupni nulového polynomu): Jak bylo fe¢eno vyse, stupenn nulového
polynomu v nasem kurzu nedefinujeme. Z tohoto thlu pohledu jde o vyjimecny okrajovy
pfipad, ,stupen” tedy u nas maji pouze nenulové polynomy.

V nékterych materialech se stupent nulového polynomu klade roven —1, v dalsich zase
—00. Kazda z téchto tfi uvedenych moznosti ma svou motivaci a maze v nékterych pripadech
zjednodusit znaceni, ¢i argumentaci.

12.2 Odmocniny

UvaZme k € N a zamysleme se nad existenci inverzni funkce k funkei f(z) = z*. Musime
rozlisit dva pfipady:
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE RACIONALNI FUNKCE

] T

2

Obrazek 12.2: Tlustrace grafu sudé odmocniny: 72* zzené na (0, +00) modie a /7 Cervené.

Y

Obrazek 12.3: Ilustrace grafu liché odmocniny: 2%/~! hnédé a >/ zelené.

Pokud je k sudé, tj. k = 2{ pro n&jaké ¢ € N, pak funkce f neni prosta, ale f|( ) je
a jeji inverzi dostavame funkci 37z, kterd ma defini¢ni obor i obor hodnot roven (0, +00).
Funkce 3/ je ostie rostouci. Grafick4 ukazka této situace je znazornéna na Obrazku 12.2.

Pokud je £ liché, pak existuje ¢ € N takové, ze k = 2¢ — 1. V tomto piipadé je funkce f
prosta a jeji inverzi dostavame funkci 27/, kterd ma defini¢ni obor i obor hodnot roven R.
Funkce 2*7/x je ostie rostouci. Graficka ilustrace této situace je zndzornéna na Obrazku 12.3.

Otazka 12.1: Definujte druhou odmocninu z nezaporného ¢isla x.

Otazka 12.2: Shritte zédkladni vlastnosti sudych odmocnin, tj. funkei tvaru f(z) = %/ pro
ke N.

Otazka 12.3: Shrrte zakladni vlastnosti lichych odmocnin, tj. funkci tvaru f(z) = */z
pro k € N.

12.3 Racionalni funkce

Pokud navic tfidu polynomu rozsifime i o operaci déleni, dostaneme:
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Y

Obréazek 12.4: Grafy dvou racionélnich funkei: f(x) = &5 (modrd) a g(z) = 1+
(hnéda).

1
10(2+x)3

Definice 12.2 (Racionalni funkce / rational function): Funkci f: D; — R nazveme racional-
ni funkeci, pravé kdyz existuji dva polynomy P a () takové, ze Dy = {z € R | Q(x) # 0}
a pro kazdé x € Dy plati
P(x)
flx) = .

= Q@)

Defini¢nim oborem takovychto funkei jiz nutné nemusi byt cela realna osa. Jako priklady
uvazme

4x
fo) = 15
I

12.4 Trigonometrické (také goniometrické) funkce

Mezi trigonometrické funkce pocitame funkce sin, cos, tg, cotg a inverzni funkce k vhodnym
zzenim téchto funkci.

Funkece sin a cos

Konstrukce funkci sin (sinus) a cos (kosinus) jiz neni algebraicka, jako u funkeci vyse, ale
vychézi z geometrie. Funkce sin a cos definujeme pomoci jednotkové kruznice. Viz Obra-
zek 12.5 a Obrazek 12.6.

Proménna x ma nyni vyznam thlu méfeného od kladného sméru vodorovné osy proti
sméru hodinovych rucic¢ek v obloukové mire (radianech).

Funkce sin a cos maji jako defini¢ni obor celou realnou osu. Jsou periodické s periodou
27 a omezené, jejich obor hodnot je Hg, = Heos = (—1, 1). Nejsou prosté, ani na, ani (ostie)
rostouci ¢i klesajici (na celém svém defini¢nim oboru). Funkce sin je lich4 a funkce cos je
suda.

Piimo z definice téchto funkei plyne formulka sin?(x) + cos?(z) = 1 (Pythagoras!'). Déle

!Pythagoras (570 — 495 pfed nasim letopoctem) byl fecky filozof.
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Obréazek 12.5: Konstrukce funkci sinus a kosinus pomoci jednotkové kruznice, x oznacuje
délku znazornéného (Cerveného) oblouku.

Im 3w _om ~2m 31 —m —F 5. T\ % 2r 5 3m i ¥
/ 2 /
,,,,, NN o NN N~—r LN

Obrazek 12.6: Grafy funkci sinus a kosinus.

tyto funkce splnuji dtlezité souctové vzorce

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y),
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y)

a z nich plynouci vzorce pro dvojnasobny uhel
sin(2z) = 2sin(x) cos(z) a cos(2x) = cos®(z) — sin®(z).

Existuji i dalsi vztahy, které na tomto misté vynechame. Zde uvedené povazujeme pro nas za
nejdulezitéjsi.

Vsechny (a dalsi) vysledky tykajici se funkci sin a cos plynou z jejich geometrické definice
pomoci jednotkové kruznice.
Varovani 12.1 (Jak pocitat funkéni hodnoty sin a cos?): Geometricka konstrukce se o¢ividné
nehodi napftiklad k vypoctu funkénich hodnot pomoci kalkulacek nebo pocitact! Jednou
z moznych metod vypocétu pomoci Taylorovych polynomu se budeme zabyvat pristi semestr
v BI-MA2.

Pokud si rozmyslime geometrii ve vhodné zvolenych rovnostrannych a rovnoramen-
nych trojuhelnicich, dostaneme funkéni hodnoty sin a cos pro nékteré vyznacné dhly, viz
Obrazek 12.7.
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y = sin(x); cos(w) ‘
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Obrazek 12.8: Funkce tangens a kotangens.

Otazka 12.4: Shrite zdkladni vlastnosti funkce sin.

Otazka 12.5: Shrite zékladni vlastnosti funkce cos.

Funkce tg a cotg
Funkce tg (tangens) a cotg (kotangens) jsou odvozené od sin a cos pomoci vzorct

sin(z) cos(x)

tg(x) = a cotg(z) =

cos(x) sin(z)’

Tyto funkce jiz nejsou definované na celém R, ale plati
D =R~ A{n/2+kr|ke€Z} a Dewg=R~{kr|keZ}.

Obé jsou periodické s periodou 7, nejsou prosté ani omezené. Jsou na, jejich obor hodnot je
Hy, = H.otg = R. Nejsou ani (ostie) rostouci ¢i klesajici. Obé jsou liché funkce.

Otazka 12.6: Shrnte zakladni vlastnosti funkce tg.

Otazka 12.7: Shrnte zakladni vlastnosti funkce cotg.

Funkce arcsin, arccos, arctg a arccotg

Trigonometrické funkce sin, cos, tg ani cotg nejsou prosté. Neexistuji k nim tedy inverzni
funkce.
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Obrazek 12.9: Funkce arcsin, arccos a arctg.

Postupujeme proto tak, ze tyto funkce z#zZime na vhodny interval, na kterém jiz tyto
funkce prosté jsou a inverzi maji. Standardni volba je nasledujici:

. . -1 -1
arcsin := (sm |<_7r/27,r/2> , arccos := (cos |<077T>) ,
-1

arctg 1= (tg ](4/27”/2)) , arccotg = (cotg |(07ﬂ))*1 .

Poznamka 12.2: V riiznych zdrojich a prostfedich nepanuje zcela jednota v konstrukei funkce
arccotg. My ji definujeme jako inverzi zizeni funkce cotg na interval (0, 7). Naptiklad ale
Mathematica pod funkei ArcCot chéape inverzi zizeni funkce cotg (v Mathematica k dispozici
pod jménem Cot) na mnozinu (—x/2,7/2) \ {0}. Vyhodou ,nasi“ volby je, Ze funkce arccotg
je definovana na intervalu a je na ném spojita a monotonni. Spojitosti funkci se bude zabyvat
v Kapitole 7. Rozmyslete si, jaké vlastnosti ma onen alternativni arccotg.
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Otazka 12.8: Shrite zdkladni vlastnosti funkce arcsin.
Otazka 12.9: Shrite zakladni vlastnosti funkce arccos.

Otazka 12.10: Shrnte zakladni vlastnosti funkce arctg.

12.5 Exponencialni a logaritmické funkce

Exponencialni a logaritmické funkce jsou dulezité samy o sobé, ale nachazeji i uplatnéni
v pfirodnich aplikacich. Pomoci exponencialnich funkci miizeme naptiklad vyjadrit fyzikalni
zékon popisujici radioaktivni rozpad. Logaritmické funkce pak casto najdeme ve ,stupnicich
vnimani®, napfiklad Richterova skéla popisujici intenzitu zemétieseni nebo decibely popisujici
hlasitost zvuku jsou logaritmické skaly.

V této Casti textu se budeme ovsem vice zabyvat matematickymi vlastnostmi téchto funkci
a pozdéji béhem studia se k nim jesté nékolikrat vratime a budeme je vyuzivat.

Exponenciala

Exponencialni funkce o zakladu e (exponenciala), tj. e”, je funkce s defini¢nim oborem
R, oborem hodnot (0, +00), ostfe rostouci a spliiujici

etV =e%e¥, (") =e", e'=1,

pro kazdé z,y € R.

Varovani 12.2 (Jak je exponenciala vlastné definovana?): Jak se pocitaji funkéni hodnoty
e”? Timto problémem se budeme zabyvat v BI-MA2. Uz v BI-MA1 si ale s timto popisem e”
nevystacime, jedna dulezita vlastnost nam zde chybi, konkrétné viz rovnost (7.1)!

Otazka 12.11: Shrite zikladni vlastnosti funkce e®.

Prirozeny logaritmus

Inverzni funkci k exponenciale nazyvame prirozenym logaritmem a znacime ji In. Z vlast-
nosti exponencialy plynou vlastnosti pfirozeného logaritmu: jeho defini¢nim oborem je
(0, +00), oborem hodnot R, je ostfe rostouci a spliiuje vztahy

In(e*) =2, In(zy) =In(z) +In(y), In(l)=0, In(e) =1,

kde x,y > 0az € R.
Otazka 12.12: Shrite zakladni vlastnosti funkce In(z).

Exponencialni funkce o zakladu a > 0

Exponencialni funkci s jinym zakladem nez e muzeme odvodit od exponencialni funkce.
Nejprve si pfipomenme umociiovani na celo¢iselny exponent:

1, pron = 0 alibovolné a € R,
gt Jda-a---a, pron € N alibovolné a € R,
nx
a%n, pro zaporné celé n a nenulové a.
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0 x
Obrazek 12.10: Exponencialni funkce o zakladu a > 0: grafy.

Exponencialni funkce o zdkladu a predstavuje zobecnéni tohoto umocnovani i na necelo¢iselné
exponenty, znac¢ime ji a” a lze ji definovat pro @ > 0 a libovolné x € R predpisem

a® = exln(a).
Defini¢nim oborem a” je R, oborem hodnot (0, +00), je neomezena, pro z = 0 ma hodnotu
1, je ostfe rostouci (resp. klesajici) pro a > 1 (resp. a < 1). Pro vSechna z,y € R spliuje

In(a*) = zln(a), o =a"a’ a (a*)’=a".

Grafickou ilustraci funkce a” pro riizné hodnoty a uvadime na Obrazku 12.10.

Logaritmus

Exponencialni funkce a” je prosta pro 0 < a # 1, existuje k ni proto inverzni funkce, kterou
nazyvame logaritmem o zékladu a a znac¢ime log,,.

Funkce log, je definovana na (0, +00), jejim oborem hodnot je IR. Je prost4, ostfe rostouci
(resp. klesajici) pro a > 1 (resp. a € (0, 1)).

Z vlastnosti exponencialnich funkci pomérné primocare plynou nasledujici vlastnosti
logaritmu o zakladu a:

log, ()
log, (a) =1, log, (z) = b’ ror>0,a0<a,b#1,
g.(a) g,(7) Tog, (a) p
log, (zy) = log, () +log,(y), proz,y >0,
log,(2) = ylog,(z), prox >0ay € R.

Odtud i (mimo jiné) plyne
x
log, (;) =log, (x) —log,(y), prox,y>0.
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Yy ‘
3 log, ()
| In(z)
3 r =1
| log,(z)
0 : >
/-
- log, (x)
| log: ()

Obrazek 12.11: Logaritmus o zékladu a > 0, a # 1: grafy.

Grafickou ilustraci funkce log, « pro rizné hodnoty a uvadime na Obrazku 12.11.
Logaritmus o zakladu e nazyvame pfirozenym logaritmem a znacime In (pozor, v fadé
jazyka/CAS je tento znacen rovnou jako log).

12.6 Dalsi funkce

Definici absolutni hodnoty jsme pfipomnéli jiz dfive, viz podkapitolu 2.2. Zde jesté stru¢néji
zminime dolni a horni celé ¢asti a znaménko realného ¢isla.

Dolni celou ¢éast realného cisla x, kterou ze stfednich skol asi znate jako celou c¢ast,
definujeme jako nejvétsi celé &islo, které je mensi nebo rovno z a znacime |z]. Tj.

|z] ==max{k € Z | k < x}.

Horni celou cast realného cisla = definujeme jako nejmensi celé ¢islo, které je vétsi nebo
rovno z a znac¢ime [z]. Tj.
(2] :==min{k € Z | k > z}.

Vsimnéte si, Ze pro kazdé x € R plati
lz) <z <|z]+1 a [z]-1<z< ] z].

Dolni i horni cela ¢ast jsou rostouci funkce definované na celém R jejichZ obor hodnot je
mnozina celych ¢isel Z. Nejsou prosté ani na.

Poznamka 12.3: Dolni cela ¢ast realného ¢isla | x| v nékterych materialech byva znacena po-
moci hranatych zavorek, tedy symbolem [z]. Toto znaceni v nasich materidlech nepouzivame,
hranaté zavorky tim nechceme jesté vice pretézovat.
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE UZITECNE VZTAHY

Znaménko realného ¢isla = € R je definovano predpisem

1, x>0,
sgn(z) :=<0, x=0, (12.1)
-1, z<0.

Graf funkce sgn uvadime na Obrazku 7.7. Konven¢né tedy klademe sgn(0) = 0. Znaménko
sgn je tak licha rostouci funkce definovana na celém R s oborem hodnot {—1, 0, 1}, ktera
neni prosta ani na.

12.7 Uzitecné vztahy

V ramci této shrnujici kapitoly se hodi uvést i nékolik uzitecnych algebraickych vztaht.

Véta 12.1 (Binomicka): Pro libovolna realna a,b € R a nezaporné celé n € N plati

(a+b)" = i (Z) atynr,

k=0

Symbolem (Z) pron € Nak € {0,1,...,n} zde ozna¢ujeme kombinac¢ni ¢islo defino-

vané predpisem
n\ n!
k) kl(n—k)

Toto ¢islo oznacuje pocet moznosti, jak Ize z n-prvkové mnoziny vybrat £ prvki, nezavisle na
jejich poradi. Napiiklad (}) = 3, protoze {1,2},{2,3},{1,3} C {1,2,3} a jiné dvouprvkové
podmnoziny neexistuji. Prava strana v rovnici ve Vété 12.1 je s touto interpretaci v souladu.
Pokud si levou stranu této rovnice predstavime jako soucin n zavorek (a + b) a roznasobime
je, pak koeficient u ¢lenu a*b"~* udava pocet zptisobi, jak z uvedenych zavorek vybrat pravé
k ¢lent a an — k clend b, coz lze pravé (Z) zpusoby.

Diikaz binomické véty. Duikaz Véty 12.1 lze snadno provést indukci. Tvrzeni ocividné plati
pron =0vetvarul =1 aipron = 1vetvaru (a + b) = a + b. Pfredpokladejme, Ze tvrzeni
plati pron € N, n > 2. Potom

(a+b)"" = (a+b)(a+b)" = (a+Db) z": (Z) aFpn—k

k=0

- ”) k+11n—k - (” kpntl—k
= a" b + a®b

k=0 <k k=0 k

n+1 n n n
— kin+1l—k kin+l—k
—Z(k_1>ab +Z<k)ab

k=1 k=0
. n+1 - n n kin+l1—k n+1
—a +Z<<k_1)+ k))ab + bt
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12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE UZITECNE VZTAHY

Pro libovolné n € N a k € n ovSem plati

(k:il) * (Z) = 1)!(Z!+ =i k!(nni B!

n! 1 1
- (k—1)!(n—k)!'(n+1—k+é)
B n! k+n+1—-k
T k=D(n—Fk)! k(n+1-—Fk)

TakZe celkem dostavame, vzhledem k rovnostem ("31) = (zﬁ) =1,

n+1 n+1 — (n+1 kin+l—k n+1 an n+1\ i1k
(a+b)" =a"" + Z L )e b +u = Z L) b : O
k=1 k=0

Dalsim neméné dulezitym vztahem je rovnost uvedena v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 12.1 (O rozdilu n-tych mocnin): Pro libovolna realna a,b € R a nezaporné celé

n € Ny plati rovnost
n—1

a®—b" = (a—0) g a"pn I,
k=0
Diikaz. Tvrzeni lze ovéfit pfimym vypoctem. Vyjdeme z pravé strany, kterou roznasobime
a upravime,

n—1 n—1 n—1
(CL . b) Z akbn—l—k — Z ak—l—lbn—l—k . Z akbn—k
k=0 k=0 k=0
n n—1
— Zakbn—k . Zakbn—k
k=1 k=0
n—1 n—1
— Zakbn—k Lot — b — Zakbn—k —a" — bn’
k=1 k=1
coz je presné leva strana dokazované rovnosti. [

Poznamka 12.4 (Rozdil odmocnin): Vzorec z predchoziho Tvrzeni 12.1 ¢asto pouzivame
za Celem ,zbaveni se rozdilu odmocnin®. Naptiklad nas mize zajimat vyraz \/x — /y, pro
néjaka kladna x a y. Chtéli bychom velikost tohoto vyrazu néjak vyjadrit pomoci rozdilu
argumentu odmocnin, s kterym tfeba jsme schopni pracovat. K tomu pfesné pouZzijeme
uvedené Tvrzeni 12.1, kde zvolime a = \/z, b = /¥ a drobnou upravu uvedené rovnosti

Dostavame tak rovnost



12. DODATEK: ELEMENTARNI FUNKCE UZITECNE VZTAHY

Alternativné, ale lehce uméle, lze tuto Gpravu interpretovat jako vyuziti Tvrzeni 12.1 a vyna-
sobeni vhodnou jednic¢kou, konkrétné

Vi Vi= (VE - ) 1
(S VIRV
VTV a—y

NN NZEN)

V citateli je jiz rozdil x a y, v jmenovateli soucet, ktery nas vétsinou netrapi. Analogicky
v ptipadeé tretich odmocnin bychom napfiklad dostali

3/ _ r—y
\/E \3/§_x2/3+<

xy) /3 4 23
Tato uprava neni samoucelna. Ocenime ji v nékterych vypoctech. Vedle toho lze pomoci

ni v nékterych pripadech ¢astecné resit tzv. katastrofické kraceni pfi pocitani se strojovymi
Cisly.
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13 Dodatek: Casto kladené dotazy

Tato cast textu vychazi z BI-MA1 Course Pages stranky FAQ, kde shrnujeme nejkfiklavéjsi
problémy, na které jsme béhem nékolika let vyuky BI-MA1 a dfive star§iho pfedmétu BI-
-ZMA narazili. Nasledujici seznam problémt nemusi byt kompletni a pravdépodobné se bude
rozrustat.

13.1 Zobrazeni a funkce na

Hned v prvnim semestru v pifedmétu BI-DML zavadime pojem ,zobrazeni na“ (resp. ,funkce
na“). Nejedna se o preklep, jak si fada studentd mysli. Ani jsme si tento pojem sami nevymysleli.
Narazite na néj v ¢eské literatuie celkem bézné. Casto se také k oznaceni této vlastnosti
zobrazeni pouziva cizi slovicko ,surjektivni® (sur je pravé francouzska predlozka ,na“). V tomto
textu pro uplnost tento pojem zavadime v Definici 11.5.

13.2 Na stiedni jsme to délali/znacili/nazyvali jinak

To je mozné a naprosto v poradku. Neocekavate ale prece, Ze vSichni na celém svété budou ctit
pristup, ktery jste na stfedni méli. Rtizni lidé mohou pouzivat rizné konvence a mit k tomu
velmi dobré davody.

Pokud studujete néjaky material, pak je rozumné se nejprve seznamit s jazykem, ktery
tento material pouziva. Napfiklad (nejen) ve studijnim textu k BI-MA1 je na konci uveden
seznam symbolu a rejstfik pojmi umoznujici snadno konkrétni definice dohledat.

Jako konkrétni a asi nejkfiklavéjsi pfipad uvedme pojmy tykajici se monotonie funk-
ci a posloupnosti (rostouci, ostfe rostouci, nerostouci aj.). Existuje nékolik variant tohoto
nazvoslovi. My pouzivame pouze jednu (viz Definice 3.8), aby nedochazelo ke zmatktm.

Tato poznamka se netyka jenom matematiky, ale plati naprosto obecné. Preci neexistuje
pravé jeden programovaci jazyk i kdyz jsou si ve vysledku prakticky ekvivalentni!

13.3 Znaceni inkluze

V tomto pfedmétu pouzivame pro inkluzi pfevazné symbol C a nepouzivame pojmy vlastni
a nevlastni podmnozina. Tj. inkluze A C B plati pravé tehdy, kdyz kazdy prvek mnoziny
A patfi do mnoziny B. Specialné pro libovolnou mnozinu plati A C A. V celém kurzu bez
problému vystacime s timto jednim pojmem. Ve vyjimecénych pfipadech pouzijeme zapis
A C B implikujici A # B.

V textech, kde se mezi vlastni a nevlastni podmnozinou rozlisuje, byva zvykem k tomu
vyuzivat i specialni znaceni, naptiklad A C Ba A C B.
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13. DODATEK: CASTO KLADENE DOTAZY DEFINICNT OBORY TRIGONOMETRICKYCH FUNKCI

Pokud si nejste jisti vyznamem nékterého ze symbolt, nebo si potencialné nejasné pouziti
symbolu chcete ovérit, tak nejlépe zkonzultuje seznam symbolt na konci studijniho textu.

13.4 Defini¢ni obory trigonometrickych funkci
Funkce sin, cos, tg nejsou prosté a tudiz k nim neexistuji inverzni funkce. Lze je ovSem zuzit
na obor, kde jsou prosté a k témto prostym zizenim pak sestrojit inverzni funkce. Je ale

nekone¢né mnoho zptsobt, jak tyto funkce zazit a vyrobit tak prosté funkce. Standardni
volba je nasledujici

-1
arcsin = (sin‘ ) ,
(=7/2,7/2)
-1
arccos = <cos‘ ) )
(0,m)

arctg = | t ‘
& (g(—ﬂ/lﬂ/?))

Odtud plynou nasledujici vztahy

-1

Darcsin - <_1a ]->7 Harcsin = <_7T/277T/2>7
Darccos = <_17 1>7 Harccos = <07 7T>7
Darctg = Ra Harctg = (—71'/2, 71'/2)

13.5 Nula na nultou

Algebraicky vyraz 0° definujeme jako 1. Nula v exponentu vyjadfuje prazdny soucin (neni
co nasobit) a vysledkem je proto neutralni prvek vici nasobeni, tedy 1. Podobné u prazdné
sumy je vysledkem 0, neutralni prvek vuci s¢itani.

To ovsem neznamena, %e kazda limita ,typu” 0° je 1!

13.6 Nutna podminka, smér implikace

Pokud plati implikace A = B, pak o B ¢asto mluvime jako o nutné podmince pro A. Pokud
B neplati, pak nutné nemuze platit A (protoze kdyby A platilo, pak plati B).

Studenti maji casto tendenci smér implikace obracet. Napriklad na pfednaskach BI-MA2 si
budeme formulovat nasledujici vétu: Pokud je fada ), a; konvergentni, potom limy, a;, = 0.
Z néjakého neznamého duvodu pak néktefi studenti v pisemkach tvrdi, ze pokud limy, a;, = 0,
pak je fada ), a; konvergentni. To je samoziejmé holy nesmysl.
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14 Prehled pouzitého znaceni

14.1 Piehled symboliky BI-MA1

Nize uvedené znaceni je kompatibilni s pfednaskami, proseminafi a cvicenimi BI-MA1.

Symbol Vyznam Definice
= definice, symbol na levé strané je definovan

vyrazem na strané pravé
~ priblizné vyjadfeni na koneény pocet desetin-

nych mist
A konjunkce BI-DML
Vv disjunkce
= implikace
& ekvivalence
v velky (obecny) kvantifikator
= existencni kvantifikator
{a,b,c} mnozina obsahujici prvky a, b a ¢
{reM|Px)} mnozina viech x z M spliujici P(z)
reM,x¢ M prvek x nalezi/nenalezi mnoziné M
ACB A je podmnozinou B (pfipousti se rovnost)
ACB A je podmnozinou B a soucasné A # B
0 prazdna mnozina
AUB sjednoceni mnozin A a B
ANB prunik mnozin A a B
AN B rozdil mnozin A a B
Ax B kartézsky souc¢in mnoziny A a B
P(A) mnozina v§ech podmnozin mnoziny A
min M minimum mnoziny M, existuje-li Definice 9.1
max M maximum mnoziny M, existuje-li Definice 9.1
inf M infimum mnoziny M Definice 9.2
sup M supremum mnoziny M Definice 9.3
N={1,2,3,...} mnozina pfirozenych ¢isel
No={0,1,2,...}  mnozina pfirozenych ¢isel s nulou
Z mnozina celych ¢isel
Q mnozina racionalnich cisel
R mnozina realnych ¢isel
R roz$ifena mnozina realnych cisel
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14. PREHLED POUZITEHO ZNACENT{

PREHLED sYMBOLIKY BI-MA1

Symbol Vyznam Definice

Ry nezaporna realna &isla, tj. (0, +00)

R* kladna reélna ¢isla, tj. (0, +00)

R, nekladna reélna ¢isla, tj. (—oo, 0)

R~ zaporna realna ¢isla, tj. (—oo, 0)

C mnozina komplexnich ¢isel

n! faktorial ¢isla n € N

() kombina¢ni ¢islo n nad k

| z] dolni celé ¢ast realného x

[z] horni cela ¢ast realného x

sgn(z) znaménko realného ¢isla x

(a,b) otevfeny interval, nebo uspofaddana dvojice,
podle kontextu

(a,b) uzavfeny interval

Us.(e) e-okoli bodu a Definice 2.5

Ul(e), U; (e) pravé, levé e-okoli bodu a Definice 2.6

Usoo(a), U_(a)  a-okoli bodu +o0, —oo Definice 2.7

f:A—B totalni zobrazeni mnoziny A do mnoziny B Definice 11.3

Dy defini¢ni obor zobrazeni f Definice 11.3

Hy obor hodnot zobrazeni f Definice 11.3

L'y graf funkce f

f ! v zuzeni zobrazeni f na mnozinu M Definice 11.7

f(M) obraz mnoziny M pfi zobrazeni f Definice 11.6

C(J) mnozina vSech funkci spojitych a definovanych Definice 7.2
na J

Y M) vzor mnoziny M pfi zobrazeni f Definice 11.6

fog sloZzené zobrazeni Definice 11.8

idy identické zobrazeni na mnoziné A Priklad 11.1

[t inverzni zobrazeni Definice 11.9

izrvlff f infimum funkce f na mnoziné M, tj. inf f(M) rovnice 9.1

sup f supremum funkce [ na mnoziné M, tj. rovnice 9.1

M sup f(M)

max f maximum funkce f na mnoziné M, tj. rovnice 9.2
max f(M), existuje-li

m]vi[n f minimum funkce f na mnoziné M, tj. rovnice 9.2
min f (M), existuje-1i

(@)%, (@) nen realna ¢iselna posloupnost Definice 4.1

lim a, limita posloupnosti Definice 5.1

’I'LE)OO

Z a soucet prvnich n ¢lend posloupnosti (a,,)2°

k=1

ilg{ll f(x) limita funkce f v bodé a Definice 5.2

mllgl f(z) limita funkce f v bodé a zprava Definice 5.3

L
mlg{l; f(z) limita funkce f v bodé a zleva Definice 5.3
f'(a) derivace funkce f v bodé a Definice 8.1
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14. PREHLED POUZITEHO ZNACENT{ RECKA ABECEDA

Symbol Vyznam Definice

O(f(x)) prox — a horni asymptotickd mez f(x) pro x jdoucik a Definice 3.12
o(f(z)) prox — a  striktni horni asymptotickd mez f(z) pro x Definice 3.13

jdoucik a
Q(a,) pron — oo dolni asymptoticka mez Definice 4.7
w(a,) pron — oo striktni dolni asymptoticka mez Definice 4.8
O(a,) pron — oo tésna asymptoticka mez Definice 4.9
~ asymptoticka ekvivalence Definice 5.4

14.2 Recka abeceda

V nasledujici tabulce jsou uvedena ¢asto pouzivana fecka pismena i s jejich pribliznou ¢eskou
vyslovnosti.

Recké pismeno Kapitilka Ceska vyslovnost LaTeX

« A alfa \alpha

15} B beta \beta

¥ r gama \gamma, \Gamma

) A delta \delta, \Delta

€€ E epsilon \epsilon, \varepsilon
¢ A zeta \zeta

i H éta \eta

8, v S théta \theta, \vartheta, \Theta
L 1 iota \iota

K K kapa \kappa

A A lambda \lambda, \Lambda

W M mi \mu

v N ny \nu

¢ = ksi \xi, \Xi

0 O omikron 0

T II pi \pi, \Pi

ps 0 P ro \rho, \varrho

o b sigma \sigma, \Sigma

T T tau \tau

v T upsilon \upsilon, \Upsilon
o, © d fi \phi, \varphi, \Phi
X X chi \chi

P v psi \psi, \Psi

w Q omega \omega, \Omega
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Odpovédi na nékteré otazky

2.1 Prirozena c¢isla i cela cisla lze scitat a nasobit, jsou splnény asociativni, distributivni
i komutativni zakony, ale v pfirozenych ¢islech neexistuje 0 (neutralni prvek vici s¢itani)
a v celych ¢islech k nékterym nenulovym prvkim neexistuji inverze viéi nasobeni (napft. k 3).
Tyto mnoziny spolu s uvedenymi operacemi proto télesa netvori.

2.2 Ne, uvazte naptiklada = —2ab = 1.

2.3 Pripomenme definici ostrého usporadani: pro dvé a,b € Q plati a < b, pravé kdyz
0 <b—a Mame-lia,b,c € Qaplati a < b, pak podminka a + ¢ < b + ¢ je ekvivalentni
podmince (b+ ¢) — (a + ¢) > 0. S vyuzitim distributivniho, asociativniho a komutativniho
zakona a pedpokladu a < b dostavame (b+c)—(a+c) = (b+c)+(—a—c) = (b—a)+(c—c) =
b—a>0.

24 7 =49 < 8 =64

2.5 Ano, podivejte se znovu na definici neostré nerovnosti prvka v Q (Poznamka 2.3).

26 f(—=2)=1,f(—-1/2)=2a f(1) = 3.

2.7 Ne, do R dle definice nepat#i. Prvkem R je bud realné &islo, nebo , 400 a ,,—o0*.
2.8 —o0.

2.9 Ne.

2.10 a. omezena, b. omezen4, c. neomezena, d. neomezena, e. neomezena, f. omezena.
2.11 Posledni moznost dle nasi definice nepredstavuje okoli bodu —oo.

2.12 Ani jeden.

2.13 Napiiklad mnozina Z U {1/n | n € N} ma jako hromadné body —oc, 0 a +oc.

2.14 Ano, rozmyslete si toto tvrzeni pfimo z definice!

2.15 Maximem je &islo 2 = +(1.11...11), - 22/ ~271023 — 91024 _ 9971 Dryhym nejvétsim
strojovym ¢islem je y = +(1.11...10), - 22" 271023 — 91024 _ 9972 Mezera mezi nimi je tedy
velikosti © — y = 2972 — 2971 = 2971,

1 __ 4503599627370497
2.16 1+ 252 7 4503599627370496 °
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

3.1 Dyiy— {0} a (f +9)(0) = 0.
3.2 Ne.
3.3 Ano, napiiklad f(1) = 1, Dy = {1}. Vymyslite méné trivialni priklad?

3.4 Funkce sin je omezena jednic¢kou, pro viechna realna x plati | sin(z)| < 1. Funkce x neni
omezena: kazdou hypotetickou mez K > 0 piekoname volbou z = K + 1.

3.5 Ano, funkce f je konstantni, pravé kdy?z jeji obor hodnot je jednoprvkova mnozina.
3.6 Napiiklad f(z) = 0 - 2, nebo méné trivialné g(z) = sin?(z) + cos?(x).
3.7 Plati f #g,g=ha f # h.

3.8 Ano. Dle definice a < b plati pravé tehdy, kdyz a = b nebo a < b.

3.9 Ano, naptiklad konstantni funkce.

3.10 Ano, pokud plati a < b, pak platiia < b.

3.11 Ano.

3.12 F'jelicha, G je licha, H nemusi byt ani suda ani licha.

3.13 Ano, naptiklad f(x) = 0.

3.14 Ne.

3.15 Napriklad f(z) = z a g(z) = 2z.

4.1 Jedna se o stejny rozdil jako mezi funkéni hodnotou a funkci. Symbol a,, oznacuje n-ty
¢len posloupnosti, kdezto symbol (a,, )2 ; celou posloupnost (zobrazeni a: N — R).

42 o= —1

4.3 Kazda posloupnost ma nekoneéné mnoho ¢lenti. Cleny této konkrétni posloupnosti
nabyvaji pravé tfi hodnot {—1,0, 1}.

4.4 (a,)5°, je konstantni, tedy soucasné rostouci i klesajici, (b, )52, je klesajici, (¢, )32, neni
ani jednoho typu z definice 4.2.

4.5 a. je rostouci, b. nemusi byt rostouci, napt. a,, = 0, b,, = n, c. nemusi byt rostouci, napt.
a, = —1, b, = n, d. nemusi byt ani dobfe definovana, natoz rostouci.

4.6 (a,)%%; a(c,), jsou omezené, (b,)S2 ; je neomezena.
4.7 Ano, zadana posloupnost totiz obsahuje nekone¢né mnoho ¢lentt majicich hodnotu 1

i—1.
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

5.2 Tvrzeni neni pravdivé, staci vzit napriklad ostfe rostouci posloupnost a,, = 1 — %, n € N.
Cleny této posloupnosti spliuji a,, < 1 pro kazdé n € N a proto tato posloupnost nemtize mit
jako limitu +oo. Napfiklad interval (2, +00), tedy jedno z okoli 400, neobsahuje ani jeden
bod této posloupnosti.

6.1 1.an:0,bn:n,2.an:%,bn:n,&an:%,bn:nz.

7.1 Moznosti je mnoho. Napfiklad pokud f = sgna J = (—1,1), pak f(J) = {—1,0,1}.
8.1 f'(0) = —o0, ¢'(0) neexistuje.

9.1 Ne, viz napi. funkei f(z) = —1/x, 2 # 0a f(0) = 0.

9.2 Ano, staci vyuzit ¢isté definici ostfe rostouci funkce.

9.3 Ano, staci vyuzit Cisté definici ostfe rostouci funkce a spojitost dané funkce v bodé 0
(postupujte naptiklad sporem).

9.4 Ano, viz napt. f(z) = z + 1 sin(x).

12.1 Druhou odmocninou z nezaporného ¢isla z je nezaporné ¢islo y splitujici > = x, zna¢ime

ho y = /.

12.2 Kazda takova funkce ma defini¢ni obor i obor hodnot roven mnoziné (0, +00). Je ostte
rostouci a tedy i ryze monotonni a prosta, neni surjektivni.

12.3 Kazda takova funkce ma defini¢ni obor i obor hodnot roven mnoziné R. Je ostfe rostouci
a tedy i ryze monotonni a prosta, je surjektivni.

12.4 Defini¢nim oborem funkce sin je mnozina R, jejim oborem hodnot je interval (—1, 1).
Tato funkce je omezena, neni prosta ani na. Je periodicka s minimalni periodou 27. Neni
monotonni.

12.5 Defini¢nim oborem funkce cos je mnozina R, jejim oborem hodnot je interval (—1, 1).
Tato funkce je omezena, neni prosta ani na. Je periodicka s minimalni periodou 27. Neni
monotoénni.

12.6 Defini¢nim oborem funkce tg je mnozina R \ {w/2+ k~n | k € Z}, jejim oborem hodnot
je mnozina R. Tato funkce neni omezena ani prosta. Je surjektivni. Je periodicka s minimalni
periodou 7. Neni monoténni.

12.7 Defini¢nim oborem funkce cotg je mnozina R \ {kx | k € Z}, jejim oborem hodnot je
mnozina R. Tato funkce neni omezena ani prosta. Je surjektivni. Je periodicka s minimalni
periodou 7. Neni monoténni.

12.8 Tato funkce je definovana jako inverze k zizeni funkce sin na interval (—7 /2, 7/2).
Defini¢nim oborem funkce arcsin je mnozina (—1, 1), jejim oborem hodnot je mnozina
(—m/2,7/2). Tato funkce je omezena i prosta. Neni surjektivni. Je ostie rostouci.
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12.9 Tato funkce je definovana jako inverze k zizeni funkce cos na interval (0, 7). Defini¢nim
oborem funkce arccos je mnozina (—1, 1), jejim oborem hodnot je mnozina (0, 7). Tato funkce
je omezena i prosta. Neni surjektivni. Je ostre klesajici.

12.10 Tato funkce je definovana jako inverze k zizeni funkce tg na interval (—7/2, 7/2).
Defini¢nim oborem funkce arctg je mnoZzina R, jejim oborem hodnot je mnoZzina (—m /2, 7/2).
Tato funkce je omezena i prosta. Neni surjektivni. Je ostfe rostouci.

12.11 Tato funkce ma defini¢ni obor R a obor hodnot (0, +00). Neni omezen4 ani periodicka.
Je prosta, ale neni na. Je ostfe rostouci. Spliiuje veledulezity vztah e*™¥ = e”e?, z,y € R.

12.12 Tato funkce ma defini¢ni obor (0, +00) a obor hodnot R. Neni omezena ani periodicka.
Je prosta a je na. Je ostfe rostouci. Splnuje vztah In(zy) = In(z) + In(y), z,y > 0.
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