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Integralni pocet

@ V BI-MAL1 jsme na konci letniho semestru
vybudovali zaklady diferencialniho poctu.

@ Nyni v BI-MA?2 plynule navdZzeme studiem
integralniho poctu.

@ Derivace a integrace spolu velmi Gzce souvisi!
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Hlavni vysledky této prednasky

@ Definice a vyznam primitivni funkce.

@ Definice neurcitého integralu a jeho zakladn{ vlastnosti.

o P¥iklady jednoduchého vypoctu neurcitého integrélu.
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Primitivni funkce

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 5/22



Primitivni funkce Neuréity integral Vlastnosti neuréitého integralu Existence primitivni funkce
oeo 000000 0000 00000

Primitivni funkce

Definice (primitivni funkce / antiderivative):

Necht funkce f je definovéna na intervalu (a,b), kde —co0 < a < b < +00. Funkci
F splnujici podminku

F'(z) = f(z) pro kazdé = € (a,b)

nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b).

Poznamka:

Z definice ihned plyne, ze F je diferencovatelnad v kazdém bodé intervalu (a, b)
a tedy je i spojita na (a,b).

28
e
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Priklady primitivnich funkci

Priklad.

Funkce F(z) = 2® je primitivni funkci k funkci f(z) = 322 na libovolném
intervalu (a,b).
Skute¢ng, plati (933)I = 3z°.
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Priklady primitivnich funkci

Priklad.

Funkce F(z) = 2® je primitivni funkci k funkci f(z) = 322 na libovolném
intervalu (a,b).

Skute¢ng, plati (a:?’)l = 3z°.

Priklad.

Funkce F(z) = Inx je primitivni funkci k funkci f(z) = 1 na libovolném intervalu
(a,b) C (0, +00).

Skutecnéd, plati (ln:c)l =1
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ooe 000000 0000 00000

Priklady primitivnich funkci

Priklad.

Funkce F(x) = 23 je primitivni funkci k funkci f(x) = 322 na libovolném
intervalu (a,b).

Skutedné&, plati (as?’)l = 3z2.

Priklad.

Funkce F(z) = Inx je primitivni funkci k funkci f(z) = 1 na libovolném intervalu
(a,b) C (0,+00).

Skutedné&, plati (ln:c)l =1

Priklad.

Funkce F(z) = arctg z je primitivni funkei k funkci f(z) = lez na libovolném
intervalu (a,b).

Skute¢ng, plati (arctg :z:)/ — )
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Hlavni body

Neurcity integral
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(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Véta (O jednoznacnosti primitivni funkce):
Necht F je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b). Pak G je primitivni
funkef k funkci f na intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta C' € R

takovd, ze
G(z) = F(x) +C, pro kazdé x € (a,b).

zmj §
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(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Véta (O jednoznacnosti primitivni funkce):

Necht F je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b). Pak G je primitivni
funkef k funkci f na intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta C' € R
takova, ze

G(z) = F(x) +C, pro kazdé x € (a,b).

Dukaz.

Pokud F' a G jsou funkce primitivni k f na intervalu (a,b), potom
(F-@Q)(x)=F'(z) —G'(z) = f(z) — f(x) =0, pro viechna x € (a,b).

Funkce F' — G je proto konstantni na intervalu (a,b).

YA
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(Ne)jednoznacnost primitivni funkce

Véta (O jednoznacnosti primitivni funkce):

Necht F je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b). Pak G je primitivni
funkef k funkci f na intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz existuje konstanta C' € R
takova, ze

G(z) = F(x) +C, pro kazdé x € (a,b).

Dukaz.

Pokud F' a G jsou funkce primitivni k f na intervalu (a,b), potom
(F-@Q)(x)=F'(z) —G'(z) = f(z) — f(x) =0, pro viechna x € (a,b).

Funkce F' — G je proto konstantni na intervalu (a,b).

Naopak, je-li G(z) = F(x) + C, pro libovolné z € (a,b), pak G'(z) = F'(z). O

TN RS
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Neurcity integral

Definice (neurcity integral / indefinite integral):

Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a,b). MnoZinu vsech
primitivnich funkci k funkci f na (a,b) nazyvame neurcitym integralem funkce
f na intervalu (a,b). Zna&ime jej [ f nebo [ f(z)dz.

g
I'YTs
e
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Neurcity integral

Definice (neurcity integral / indefinite integral):

Necht k funkci f existuje primitivni funkce na intervalu (a,b). MnoZinu vsech
primitivnich funkci k funkci f na (a,b) nazyvame neurcitym integralem funkce
f na intervalu (a,b). Zna&ime jej [ f nebo [ f(z)dz.

Poznamka (Terminologie):

Najdeme-li k f na intervalu (a,b) primitivni funkci F, zapisujeme tento fakt
obvykle

/f(ac)dx:F(w)—i—C.

Funkci f nazyvame integrovanou funkci (integrandem), x integraéni
proménnou a C integraéni konstantou. Ukolu ur¢it [ f(z)dx Fikdme
.vypocitat integral z f*“ nebo ,integrovat f*.
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Primitivni funkce a derivace

Poznamka (Vztah ,,derivace” a ,integrace”):

o Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a,b), pak pfimo z definice plyne

/g'(x) dz =g(x)+C, =z € (a,b).
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Primitivni funkce a derivace

Poznamka (Vztah ,,derivace” a ,integrace”):

o Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a,b), pak pfimo z definice plyne

/g’(x) dz =g(x)+C, =z € (a,b).

@ Ma-li funkce f primitivni funkci na intervalu (a,b), potom opét pfimo

z definice plyne )
() @=t@, ac@b

(Vyraz na levé strané posledni rovnosti je nutno chapat jako derivaci
libovolné funkce z uvedené mnoziny primitivnich funkei.)
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Primitivni funkce elementarnich funkci...

Ze znalosti derivaci mizeme ihned sestavit tabulku primitivnich funkci:

vzorec interval, parametry

fx"dx:fi:ll—&—c r€e€R, neNg

fx"dx:f:::—&—c reERN{0},n€Z n< -2

fxadxzf:rll—l—c z € (0,+x), a ¢ Z

[idz=Inlz|+C z e R~ {0}

faId:czl‘f]za—i—C z€R, a>0aa#1

[ sin(z)dz = — cos(z) + C reR -
qu)
ey
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Primitivni funkce Neuréity integral Vlastnosti neur¢itého integralu Existence primitivni funkce
O0000e 0000 00000
v 7/ 7
.pokracovani
vzorec interval, parametry

J cos(x) dz = sin(z) + C

rz eR

f@dxztg(x)-l-c

T € (—%-Fk‘ﬂ', %—l—kﬂ'),k‘EZ

f sinzl(a:) do = — COtg($) +C

€ (km, 7+kn), kEZ

1 o .
Ik = do = arcsin(z) + C ze(-1,1)
1 _
[ 1357 do = arctg(z) + C reR
//Q
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Hlavni body

Vlastnosti neurcitého integralu
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Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b)
a necht a € R. Pak

f
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Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b)
a necht a € R. Pak

e I+ G je primitivni funkcei k funkci f + g na intervalu (a,b),
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Primitivni funkce Neuréity integral Vlastnosti neur¢itého integralu Existence primitivni funkce
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Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:
Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b)
a necht a € R. Pak

e I+ G je primitivni funkcei k funkci f + g na intervalu (a,b),

e aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a,b).

J w\hj 2

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 15/22
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Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:

Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b)
a necht a € R. Pak

e I+ G je primitivni funkcei k funkci f + g na intervalu (a,b),
e aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a,b).

Diikaz.

Plyne ihned z pravidla po derivaci souctu funkci a konstantniho nasobku
funkce. O

J w\hj 2

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 15/22
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Zakladni pravidla pro integrovani

Véta:
Necht F, resp. G, je primitivni funkce k funkci f, resp. g, na intervalu (a,b)
a necht a € R. Pak

e I+ G je primitivni funkcei k funkci f + g na intervalu (a,b),

e aF je primitivni funkci k funkci af na intervalu (a,b).

Diikaz.

Plyne ihned z pravidla po derivaci souctu funkci a konstantniho nasobku
funkce.

Poznamka:
Vétu symbolicky zapisujeme a pfi vypoctech vyuzivame takto:

Je+a=[1+[s s [@p=afr

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Priklad

Priklad.
Vypoctéte

422 — =
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Primitivni funkce
[e]e]e}

Priklad

Priklad.
Vypoctéte

Neur¢ity integral Vlastnosti neur¢itého integralu
000000 [e]e] o]

Existence primitivni funkce

00000

J(-

1 1
+\3/—_2>dx=4/x2dx—/5dx+/x_2/3dx:

3 z'/?
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ZS 2024/2025
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+C= §x3—ln|x|—|—3x1/3—|—0.

f
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Priklad

Priklad.
Vypoctéte
(2% +3°)%dz.
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Priklad

Priklad.
Vypoctéte

/ (2% +3°)%dz.

/(2w+3g”)2dm:/(22””+2-2””~3“’+32“’)dx:

:/4’”dm+2/6xdx+/91dm=

4% 67 9
= e— 2 — —
ln4+ ln6+l 9+C

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 17/22



Primitivn{ funkce Neuréity integral Vlastnosti neuréitého integralu Existence primitivn( funkce
000 000000 0000 00000

Hlavni body

Existence primitivni funkce
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Existence primitivni funkce

Véta (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce):

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Pak funkce f ma na tomto intervalu
primitivni funkci.
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Existence primitivni funkce

Véta (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce):

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Pak funkce f ma na tomto intervalu
primitivni funkci.

Dikaz.
Vynechame. ]

f
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Existence primitivni funkce

Véta (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce):

Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Pak funkce f ma na tomto intervalu
primitivni funkci.

Diikaz.
Vynechame. ]

4

@ Jenom mald Cast elementarnich funkci mé primitivni funkci, kterd by byla
elementarni. Vime jen, ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadrit
pomoci kone¢né mnoha operaci (souéet, soucin, podil, skladani a invertovani)
ze zakladnich funkci. Jako pfiklad uvedme

/e*xzdx, /#dz, /ln(lx)dz

Dikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan.
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Hledani neurcitého integralu

@ Rozpoznat, kdy funkce mé ,,rozumnou" primitivni funkci, je Casto slozité.
Obecny navod (algoritmus) ,,jak integrovat” Ize dat pouze v pfipadé
racionalnich funkci a funkci které Ize na racionalni vhodnou substituci prevést.

\,:‘
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Hledani neurcitého integralu

@ Rozpoznat, kdy funkce mé ,,rozumnou" primitivni funkci, je Casto slozité.
Obecny navod (algoritmus) ,,jak integrovat” Ize dat pouze v pfipadé
racionalnich funkci a funkci které Ize na racionalni vhodnou substituci prevést.

@ Integrace, na rozdil od derivovani, vyzaduje cvik a zkusenost.

et
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Hledani neurcitého integralu

@ Rozpoznat, kdy funkce mé ,,rozumnou" primitivni funkci, je Casto slozité.
Obecny navod (algoritmus) ,,jak integrovat” Ize dat pouze v pfipadé
racionalnich funkci a funkci které Ize na racionalni vhodnou substituci prevést.

@ Integrace, na rozdil od derivovani, vyzaduje cvik a zkusenost.

Poznamka:
Vzdy je vsak pomoci derivovani mozné ovérit, zda jsme ve vypoctu neudélali
chybu!

@)
frd
ATy
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Hledani neurcitého integralu

Priklad.

Ovérte, ze /2 sinz cosz dz = sin’ z + C.

f
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Hledani neurcitého integralu

Priklad.

Ovérte, ze /2 sinz cosz dz = sin’ z + C.

Ovérent: /
(sin?2 + C) =2sinz - (sinz) +0 = 2sinz cosz.

f
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Hledani neurcitého integralu

Priklad.

Ovérte, ze /2 sinz cosz dz = sin’ z + C.

Ovérent: )
(sin?2 + C) =2sinz - (sinz) +0 = 2sinz cosz.

Poznamka:

P¥i dobré znalosti derivovani je nékdy mozné primitivni funkci ,uhodnout”. Pro
diferencovatelnou funkci f a @ € N napriklad platf

(f) =a-fo7t-f

coz bychom mohli vyuZzit pfi hledani primitivni funkce v predchozim prikladu.

Toto pozorovani dale rozvineme v dalsi prednasce pri studiu integrace pomoci

substituce. b
v ol
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Hledani neurcitého integralu

Poznamka:
Podobné pro diferencovatelnou nenulovou funkci f plati
f/
In|f
(In|f]) = =

A proto napriklad ihned vidime, ze

/Q—xda::ln(l—i—xQ)—kC.

1+ 22

Nékdy je potfeba ucinit drobnou algebraickou Gpravu, abychom vyraz prevedli do
vhodného tvaru, napriklad:

/&dx:—/ﬂdx:—lnﬂ—i—cosx)—i—a
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Komentar

@ Algoritmy pro vycet primitivnich funkci, resp. neurcitych integrald, existuji.
Jako pfiklad zmitime @' Rischilv algoritmus (1968). Tyto algoritmy jsou ale
vétsinou nevhodné pro pouziti lidmi, zvlasté v prvnich stadiich studia této
problematiky (kompletni popis Rischova algoritmu zabira vice nez 100
stranek textu).

@ V pristi prednasce budeme studovat i sofistikovanéjsi metody vypoctu, nez
v podstaté ,,uhodnuti” prezentované zde. Konkrétné metody integrace
pomoci substituce a per partes. | tak ale tyto metody vyzaduji jisty vhled,
myslenku, nejsou Cisté mechanické jako tomu je u derivovani.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Risch_algorithm

	Primitivní funkce
	Neurčitý integrál
	Vlastnosti neurčitého integrálu
	Existence primitivní funkce
	Dodatek
	Dodatek


