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Integrace per partes Substituce v neurcitém integralu Dalsi priklady
00000000 00000000 000000

Hlavni vysledky této prednasky

@ Integrace soucinu funkci metodou per partes.

@ Integrace pomoci substituce v neurCitém integralu.

@ Integrace racionélnich funkci.
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Hlavni body

Integrace per partes
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Integrace per partes

Substituce v neurcitém integralu
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Dalii priklady
00000000
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Integrace per partes

Véta (Per partes / integration by parts):

Necht funkce f je diferencovatelna v intervalu (a,b) a G je primitivni funkce
k funkci g na intervalu (a,b) a koneéné necht existuje primitivni funkce k funkci
f'G. Potom existuje primitivni funkce k funkci fg a plati

/fg=fG—/f’G-

g
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Integrace per partes
0@000000

ce v neurcitém integralu Dals

Integrace per partes

Véta (Per partes / integration by parts):

Necht funkce f je diferencovatelna v intervalu (a,b) a G je primitivni funkce
k funkci g na intervalu (a,b) a koneéné necht existuje primitivni funkce k funkci
f'G. Potom existuje primitivni funkce k funkci fg a plati

[to=16- [ ra.

Dukaz.

Tvrzeni véty mizeme pfimo ovérit derivovanim
/
(fG—/f/G) — (fG)/ _f/G: f/G—f—fG/ _f/G: fG/ _ fg.

Vsimnéte si, ze ve vypoctu jsme pouzili pravidlo pro derivovani soucinu dvou
funkei. O

T é‘J’
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Integrace per partes

neuréitém integralu Dal¥ ptiklad
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Integrace per partes

Poznamka:
@ ,per partes”, Cesky , po Castech”.
o Umoziiuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiznost s vypoctem
derivace soucinu funkci.
@ Neékdy je vzorec pro integraci per partes uvadén i v nasledujicim tvaru:
Juw' =uv— [uv.

Aby bylo jasné jak per partes pouzivame budeme v nasledujicich vypoctech
pouzivat jednoduchou notaci:

f
/fg: =

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 6/25



Integrace per partes

neuréitém integralu Dal¥ ptiklad
00@00000 YO

Integrace per partes

Poznamka:
@ ,per partes”, Cesky , po Castech”.
o Umoziiuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiznost s vypoctem
derivace soucinu funkci.
@ Neékdy je vzorec pro integraci per partes uvadén i v nasledujicim tvaru:
Juw' =uv— [uv.

Aby bylo jasné jak per partes pouzivame budeme v nasledujicich vypoctech
pouzivat jednoduchou notaci:

f 9
/fg: l =
f! G

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 6/25



Integrace per partes Substituce v neuréitém integralu Dalsi priklad
00@00000 00000000 000000

Integrace per partes

Poznamka:
@ ,per partes”, Cesky , po Castech”.
o Umoziiuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiznost s vypoctem
derivace soucinu funkcf.
@ Neékdy je vzorec pro integraci per partes uvadén i v nasledujicim tvaru:
Juw' =uv— [uv.

Aby bylo jasné jak per partes pouzivame budeme v nasledujicich vypoctech
pouzivat jednoduchou notaci:
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Integrace per partes
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Integrace per partes

Poznamka:
@ ,per partes”, Cesky , po Castech”.
o Umoziiuje integrovat nékteré souciny funkci. Srovnejte obtiznost s vypoctem
derivace soucinu funkcf.
@ Neékdy je vzorec pro integraci per partes uvadén i v nasledujicim tvaru:
Juw' =uv— [uv.

Aby bylo jasné jak per partes pouzivame budeme v nasledujicich vypoctech
pouzivat jednoduchou notaci:

/
/fg: :fo/f’G.

ff—a
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integralu Dalsi priklady
000e0000 00000000 000000

P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurcity integral /xsinxdx.

f
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P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /xsinxdm.

Regent:
flz)== g(z) =sinx
/:zzsin:cd:c: :—xcosx+/cosxdx:

= —xcosx +sinz + C.
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P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /xsinxdm.

Regen:
flz)== g(z) =sinx
/xsinxdfc: :—:ccosx—l—/cosxdx:

= —xcosx +sinz + C.
Pfipomenme, ze vysledek mizeme snadno ovéfit:

. ’ . .
(—xcosx—i—sm:c—i—C) = —cosx +xsinx+cosx+ 0 =xsinx.
g“(“eg‘
A
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P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /,’c2eﬂc dz.

f
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Integrace per partes Substituce v neurcitém integralu
0O000@000 00000000

P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /m2ez dz.

Dalii priklady
000000

Nyni je potfeba per partes pouzit dvakrat.

x? e®
/xQez dz = =
2r e*
x e’
= —xzezQ(xez/exdx) =
1 e’
_ .’E2 x

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2

e —2xew+2e’”+C:(x2—2m—|—2)e””+0.

x2e® — /Qxez dz = z%e® — 2/xez dz =

J w\hj 2
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P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /lnxdm pro z > 0.

f
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Dalii priklady
000000

Substituce v neurcitém integralu

Integrace per partes
00000000

00000800

P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /lnxdm pro z > 0.

Integrand sice na prvni pohled neni ve tvaru soucinu, ale miZeme postupovat
nasledovné:

Inx 1 "
/lnxdw:/1~lnxdx: :xlnx—/fdx:
L '
lenx—/ldx:xln:v—x—i—C.

g
I'YTs
e
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P¥iklady

Priklad.
Nékdy per partes nevede k cili. Vypoctéte integral

/ sin?(z) dz.

| opakované pouziti per partes nikam nevede,

I:= /sin(:r) -sin(x) de = — sin(z) cos(z) + /cos(w) cos(x) dzx
= —sin(x) cos(x) + cos(z) sin(x) + /sin2(sc) de=0+T1=1.
Ale s vyuzitim trocha trigonometrie a znalosti derivaci dostavame

/sin2(x)dx:/1i#s(2x)dz:%/1dxf%/cos(2x)dx

1 1 .
=527 sin(2z) + C.
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Priklad

Doing per partes

Things start
cancelling out

More things
cancel out

(“1 )
fes

J
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Hlavni body

Substituce v neurcitém integrélu
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Substituce v neurcitém integralu (prvni varianta)

Véta (O substituci I):
Necht pro funkce f a ¢ plati
© f ma primitivni funkci F' na intervalu (a,b),
@ ¢ je na intervalu («, 8) diferencovateln3,
9 ¢((@,8)) C (a,b).
Pak funkce f(<p(x)) - ¢'(x) ma primitivni funkci na intervalu (o, 3) a plati

[ 1ot - ¢ @)z = Flota) + .
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Dalsi priklady

Integrace per partes Substituce v neuréitém integralu
000000

00000000 00e00000

Substituce v neurcitém integralu (prvni varianta)

Dukaz.
F je primitivni funkei k funkci f, tj. F'(z) = f(x) pro kazdé x € (a,b). Podle véty
o derivaci sloZzené funkce dostaneme

(Fop)(x)=F(p(x)) ¢(x)=f(elx) - ¢ (z),

pro kazdé x € (a, f3).
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Substituce v neurcitém integralu (prvni varianta)

Dukaz.

F je primitivni funkei k funkci f, tj. F'(z) = f(x) pro kazdé x € (a,b). Podle véty
o derivaci sloZzené funkce dostaneme

(Fop)(x)=F(p(x)) ¢(x)=f(elx) - ¢ (z),

pro kazdé x € (a, f3). O
v

Poznamka:

Jedna se vlastné o , derivaci slozené funkce naruby*. J

[JEC
ﬂ// e f §
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Priklad

Priklad.
Vypoctéte

1 1
/—QSin —dzx.
T T
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integralu
00000000 000@0000

Priklad

Dalsi priklady
000000

Priklad.
Vypoctéte
/ — sm — dx

Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 1. Potom ¢/(z) = —Z;. Proto

1 1 . 1

— sin — dr=— [ sinydy =cosy+C =cos— +C.

x x x

< =~
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15/25
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Priklad.

Naleznéte primitivni funkci k funkci f(x) = tg(z) na intervalu J = (%, %’T)

f

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 16 /25
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Priklad.

Naleznéte primitivni funkci k funkci f(x) = tg(z) na intervalu J = (g, 37”)

Funkce f je na intervalu J spojitd a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgmdx:/iz((i))dx: —/ﬁ - (—sin(z))dz.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = i ay=p(x)=cos(zx).

@

s

A\
AN
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Integrace per partes

Substituce v neuréitém integréalu
00000000

Dal¥ ptiklad
0000000

000000

Priklad.

Naleznéte primitivni funkci k funkci f(x) = tg(z) na intervalu J = (g, %’T)

Funkce f je na intervalu J spojitd a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgmdx:/iz((i))dx: —/ﬁ - (—sin(z))dz.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = i ay=p(x)=cos(zx).
Funkce ¢ zobrazuje interval J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkci
F(y) = In(—y). Navic ¢'(x) = —sin(z). Vétu lze tudiZ pouZit a dostivame

/tg(x) dz=—In(—cos(z)) +C, z€J
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r partes Substituce v neuréitém integréalu Dals
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Ptiklad.

Naleznéte primitivni funkci k funkci f(z) = tg(z) na intervalu J = (g, 3"). ‘

Funkce f je na intervalu J spojitd a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/tgmdx = / ig;((i))dx = —/ﬁ - (—sin(z))dz.

PouZijeme vétu o substituci, kde zvolime f(y) = i ay=p(x)=cos(zx).
Funkce ¢ zobrazuje interval J na interval (—1,0) kde ma f primitivni funkci
F(y) = In(—y). Navic ¢'(x) = —sin(z). Vétu lze tudiZ pouZit a dostivame

/tg(x) de =—In(—cos(z))+C, zelJ

Poznamka: Casto se téZ substituce zapisuje jako y = cosz, dy = —sinz dz a

1
/tgmdx:—/fdy:—ln\yH—C:—ln(—cos(x))—l—C.
Y
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Substituce v neurcitém integralu (druha varianta)

Véta (O substituci Il):

Necht f je definovana na intervalu (a,b) a necht ¢ je bijekce intervalu («, 8) na
(a,b) s nenulovou koneénou derivaci v kazdém bodé intervalu (o, 8). Pak plati

/ fe@®)d Bdt=GH) +C = / f(z)dz = G(p(2) +C

zmj §
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Substituce v neurcitém integralu (druha varianta)

Véta (O substituci Il):

Necht f je definovana na intervalu (a,b) a necht ¢ je bijekce intervalu («, 8) na
(a,b) s nenulovou koneénou derivaci v kazdém bodé intervalu (o, 8). Pak plati

/ fe@®)d Bdt=GH) +C = / f(z)dz = G(p(2) +C

Dukaz.

Pomoci véty o derivaci inverzni funkce odvodime, zZe

(G(w_l(l‘)))/ =G (¢ (@) - m =
(@) - (7 (z ! = f(z).
= f(p(e7 (@) - ¢'(¢7 (@) @) @
A
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Priklad
Priklad.
Pomoci predchozi véty spoctéte znamy integral

x = arcsinz + C.

[ 7=

f
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Priklad
Priklad.
Pomoci predchozi véty spoctéte znamy integral

x = arcsinz + C.

[ 7=

Integrand

T) = ——

fla) = g
je definovan na intervalu (a,b) = (=1,1). Abychom se zbavili odmocniny ve
jmenovateli polozme

z=p(t) =sin(t), te (a,fB):=(—7/2,7/2).

J w\hj 2
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Substituce v neuréitém integréalu
0000000e

Priklad, pokracovani...

Funkce sin je na intervalu (o, 8) rostouci s nenulovou derivaci ¢'(t) = cost. Déle

T _
G(t) /f(‘»o(t))@(t)dt/mcostdt
cost
:/—Costdt:/ldt:tJrC.

Protoze ¢t = arcsin(x) uzavirdme,

1
————dx = arcsin(z) + C.
/\/lfx2 (z)

Poznamka: P¥i rutinnim poditani asto piSeme x = sint, dz = costdt a pak
1dt =t + C = arcsinz + C.

1 1
7dx:/7costdt:/
/ V1—22 V1 —sin%¢

Ovsem pozor na intervaly rozmyslené vyse!
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Hlavni body

Dalsi priklady
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integrélu Dalsi priklady
00000000 00000000 0Oe0000

Vypocet neurcitého integralu

@ Nelze zarudit, ze uvedenymi metodami primitivni funkci nalezneme.
@ Obvykle je tfeba metody kombinovat.

o Nenf jednoznacny ,,spravny postup” integrace. Vysledky dosazené riiznymi
postupy se mohou zdanlivé liSit. Spravnost vysledku miZeme vzdy ovéfit
pomoci derivace.

@ Integrace vyzaduje cvik a zkuSenosti.
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P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral / arctg x dz.

f
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integralu Dalsi priklady
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P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte neurdity integral /arctga:d:v.

Miizeme postupovat nasledovné, nejprve per partes a poté substituci y = x2.

arctgzr 1 r
/arctgxdx:/1~arctgxdz: :zarctgxf/ dx =

) 1+ a2
1422 €
1 2 1
= xarctgx — §/H7$x2dx = rarctgr — §ln (1 +Jc2) +C.
(In(1+22))

B
IAEAO
A
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Racionalni funkce

@ Pro racionaini (nékdy téz. lomené) funkce, tedy funkce tvaru

kde p a g jsou polynomy, Ize dat obecny algoritmus pro jejich integraci
(metoda integrace pomoci rozkladu na parcialni zlomky).
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uréitém integralu Dalsi priklady
000@e00

Racionalni funkce

@ Pro racionaini (nékdy téz. lomené) funkce, tedy funkce tvaru

kde p a g jsou polynomy, Ize dat obecny algoritmus pro jejich integraci
(metoda integrace pomoci rozkladu na parcialni zlomky).

@ Touto problematikou se zde nebudeme plné zabyvat. Omezime se na pfipad
kdy polynom ¢(x) ve jmenovateli je stupné nejvyse dvé.
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neuréitém integralu Dalsi priklady
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Racionalni funkce

@ Pro racionaini (nékdy téz. lomené) funkce, tedy funkce tvaru

kde p a g jsou polynomy, Ize dat obecny algoritmus pro jejich integraci
(metoda integrace pomoci rozkladu na parcialni zlomky).

@ Touto problematikou se zde nebudeme plné zabyvat. Omezime se na pfipad
kdy polynom ¢(x) ve jmenovateli je stupné nejvyse dvé.

@ V nasledujici ¢asti prednasky tedy rozebereme, jak integrovat

/Zg;dz,

kde p je libovolny polynom a ¢ je polynom stupné nejvyse dvé.
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Stru¢ny popis metody
p(x)

Integrujeme /— dx, stupen ¢ je mensi nebo roven 2.

q(z)

.-
) %

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 24 /25
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Stru¢ny popis metody
p(x)

Integrujeme /— dx, stupen ¢ je mensi nebo roven 2.

q(z)

@ Pokud to lze, vydélime polynom p polynomem ¢q. Pak

a stupen polynomu r je nejvyse 1. Polynom s zintegrujeme snadno.
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integrélu Dalsi priklady
00000000 00000000 000080

Stru¢ny popis metody
p(x)

Integrujeme /— dx, stupen ¢ je mensi nebo roven 2.

q(z)

@ Pokud to lze, vydélime polynom p polynomem ¢q. Pak

a stupen polynomu r je nejvyse 1. Polynom s zintegrujeme snadno.

@ Pokud je stupefi polynomu ¢ roven 1, pouzijeme [ —t—dz =bln|z —a|+ C.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 24/25



euréitém integrélu Dalsi priklady
000080

Stru¢ny popis metody

x . v
Integrujeme /M dx, stupen ¢ je mensi nebo roven 2.

q(z)

@ Pokud to lze, vydélime polynom p polynomem ¢q. Pak

a stupen polynomu r je nejvyse 1. Polynom s zintegrujeme snadno.
@ Pokud je stupefi polynomu ¢ roven 1, pouzijeme [ —t—dz =bln|z —a|+ C.

© Pokud ma polynom ¢ dva riizné realné koreny a; a as, pak g prevedeme na

tvar 2L 4 b2 - a pouzijeme predchozi bod.

r—aq z—a
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Inte

e v neuréitém integralu Dalsi priklady
000 000080

Stru¢ny popis metody

x . v
Integrujeme /M dx, stupen ¢ je mensi nebo roven 2.

q(z)

@ Pokud to lze, vydélime polynom p polynomem ¢q. Pak

a stupen polynomu r je nejvyse 1. Polynom s zintegrujeme snadno.
@ Pokud je stupefi polynomu ¢ roven 1, pouzijeme [ —t—dz =bln|z —a|+ C.

© Pokud ma polynom ¢ dva riizné realné koreny a; a as, pak g prevedeme na

tvar 2L 4 b2 - a pouzijeme predchozi bod.

r—aq z—a

@ Pokud méa polynom g dvojnasobny reélny koren ¢, pouzijeme
) (;ﬁ)’g de = [ -2 + (gtg)g dz =aln|z — ¢ — 2t 4 C.

Tr—c
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e v neuréitém integralu Dalsi priklady
000 000080

Stru¢ny popis metody
p(x)

Integrujeme /— dx, stupen ¢ je mensi nebo roven 2.

q(z)

@ Pokud to lze, vydélime polynom p polynomem ¢q. Pak

a stupen polynomu r je nejvyse 1. Polynom s zintegrujeme snadno.
@ Pokud je stupefi polynomu ¢ roven 1, pouzijeme [ —t—dz =bln|z —a|+ C.

© Pokud ma polynom ¢ dva riizné realné koreny a; a as, pak g prevedeme na

tvar 2L 4 b2 - a pouzijeme predchozi bod.

r—ay r—a
@ Pokud méa polynom g dvojnasobny reélny koren ¢, pouzijeme
) (;ﬁ)’g de = [ -2 + (gtg)z, dz =aln|z — ¢ — 2t 4 C.

Tr—c

@ Pokud polynom ¢ nema realné koreny, odhalime vhodnou substituci po
doplnéni jmenovatele na Ctverec. Integral pak vede na arctg nebo In.
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integralu Dalsi priklady
00000000 00000000 O0000e

P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

zmj §
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integralu Dalsi priklady
00000000 00000000 O0000e

P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

x? 1 x?
° dz= [2z—14+4——do=——-c+hn|lz+1|+C.
rz+1 r+1 2

B
IAEAO
A
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integralu Dalsi priklady
00000000 00000000 O0000e

P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

2

x? 1 T
° dz= [2z—14+4——do=——-c+hn|lz+1|+C.
rz+1 r+1 2

3x—3 1 2
——dz = ——+——dx =1 —2 21 1 .
°/<x_z)<x+1> . /x_2+m+1 z=lnjz— 2+ 2z + 1|+ C

Qs
ﬁ‘}& 2 O

28
J “ngj
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Integrace per partes Substituce v neuréitém integrélu Dalsi priklady
00000000 00000000 O0000e

P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

2

x? 1 T
° dz= [2z—14+4——do=——-c+hn|lz+1|+C.
z+1 z+1 2

3r—3 1 2
———dx = ——dx =1 — 2|+ 21 1 .
o/(x—?)(a:—i—l) x /a:—2+ T de nlx—2|+2mnjz+1/+C

1 1 1
——dr= | —————dz = dy = arct C=
°/x2—2a:+2 T /1+(x_1)2 T = /1+ 5 dy = arctgy +
arctg(z — 1) + C, kde jsme pouzili substituci y = = — 1.
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euréitém integrélu Dalsi priklady
O0000e

P¥iklady

Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich prikladech.

x? 1 x?
° dz= [2z—14+4——do=——-c+hn|lz+1|+C.
rz+1 r+1 2

3x—3 1 2
——dz = ——+——dx =1 —2 21 1 .
°/(x—2)(x+1) . /x_2+x+1 z=lnjz— 2+ 2z + 1|+ C

1 1 1
°/x2—2x+2 T /1+(x_1)2 T /1+y2 y = arctgy +
arctg(z — 1) + C, kde jsme pouzili substituci y = = — 1.

T 1 [ 20—2+2 1 [ ((z-1)?)
° /7dx:f/7dwzf/7dx+
22 —2x+2 2) 1+ (x-1)2 2) 14+ (x-1)2

—_—— :—1 1 _12 - h/
/1+(x_1)2d$ 2“( +(z-1)7%) + 1+(x_l)zdx,anadruy

@

integral pouzijeme predchozi bod.
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Integrace racionalnich lomenych funkci pomoci rozkladu na parcialni zlomky
v plné obecnosti neprobirdme. Obecné pfi ni je potfeba faktorizovat polynom
(hledat jeho kofeny), coz i tak neni snadna uloha.

@ Uvédomte si, jak nastroje pro integraci plynou z pravidel pro derivovani.
Konkrétné per partes z derivace soucinu a substituce z derivace slozené
funkce.
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