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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvart
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Hlavni vysledky této prednasky

@ Riemannova konstrukce urcitého integralu a jeji geometricky vyznam.

o Zakladni vlastnosti urcitého integralu.

@ Vypocet urcitého integralu pomoci Newtonovy formule.
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Konstrukce Vlastnosti

PFipomenuti: infimum a supremum
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Newtonova formule
0000000

Obsahy plognych dtvari
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Pfripomenuti: infimum a supremum mnoziny A C R

Definice:

Bud A neprazdna zdola omezena podmnozina mnoziny reélnych cisel. Cislo « € R

nazveme infimem mnoziny A, znacime inf A, pravé kdyz

© pro kazdé x € A plati a < z,
@ pokud 5 € R také spliiuje predchozi bod, pak 8 < a.

Pokud mnozina A neni zdola omezen4, pak klademe inf A :

mnozinu klademe inf () := +o0.

0. Pro prazdnou
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PFipomenuti: infimum a supremum
0000

Pfripomenuti: infimum a supremum mnoziny A C R

Definice:

Bud A neprazdna zdola omezend podmnoZina mnoZiny realnych &isel. Cislo o € R
nazveme infimem mnoziny A, znac¢ime inf A, pravé kdyz

© pro kazdé x € A plati a < =,

@ pokud 5 € R také spliiuje predchozi bod, pak 8 < a.

Pokud mnozina A neni zdola omezen4, pak klademe inf A := —oo. Pro prazdnou
mnozinu klademe inf () := +oo0.

Definice:
Bud A neprazdna shora omezena podmnoZina mnoziny realnych &isel. Cislo a € R
nazveme supremem mnoziny A, znacime sup A, pravé kdyz

@ pro kazdé x € A plati x < a,

@ pokud 5 € R také spliiuje predchozi bod, pak o < 3.

Pokud mnozina A neni shora omezena, pak klademe sup A := +o00. Pro prazdnou
mnozinu klademe sup ) := —co.

o
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PFipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Pripomenuti: minimum a maximum mnoziny

Definice:

Bud M C R. Cislo @ € M nazveme
@ maximem mnoziny M pravé kdyz pro vSechna x € M plati z < a.
@ minimem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati a < .

Maximum, resp. minimum, mnoziny M zna¢ime max M, resp. min M.

g
I'YTs
e
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Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plosnych atvari

PFipomenuti: infimum a supremum Konstrukce
00000
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Pripomenuti: minimum a maximum mnoziny

Definice:

Bud M C R. Cislo @ € M nazveme
@ maximem mnoziny M pravé kdyz pro vSechna x € M plati z < a.
@ minimem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati a < .

Maximum, resp. minimum, mnoziny M znacime max M, resp. min M.

Poznamka:
Nékteré mnoziny M C R nemusi mit minimum ani maximum. Napfiklad otevreny
interval M = (0,1). Cisla 0 a 1 nejsou minimem/maximem, nebot 0,1 ¢ M.
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PFipomenuti: infimum a supremum

plosnych atvarii
00@0 o

Pripomenuti: minimum a maximum mnoziny

Definice:

Bud M C R. Cislo @ € M nazveme
@ maximem mnoziny M pravé kdyz pro vSechna x € M plati z < a.
@ minimem mnoziny M pravé kdyz pro vsechna x € M plati a < .

Maximum, resp. minimum, mnoziny M znacime max M, resp. min M.

Poznamka:

Nékteré mnoziny M C R nemusi mit minimum ani maximum. Napfiklad otevreny
interval M = (0,1). Cisla 0 a 1 nejsou minimem/maximem, nebot 0,1 ¢ M.

Véta:

Bud A podmnoZina mnozZiny reélnych Cisel. Potom existuje jeji infimum (inf A)

a supremum (sup A). :
sip:]
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PFipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Pripomenuti: infimum a supremum funkce na mnoziné

Pro f:R — R a mnozinu M C Dy klademe

i]r\}lff = zlél{/[f(:l)) =1inf{f(z) |z € M},

sup f = sup f(x) := sup{f(z) | v € M}.
M zeEM
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PFipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
[e]e]e] ] 0000000000 000 0000000 00000

Pripomenuti: infimum a supremum funkce na mnoziné

Pro f: R — R a mnozinu M C Dy klademe
1]r\}lff = zlél{/[f(x) =inf{f(z) |z € M},
sup f = sup f(z) := sup{ f(z) |« € M}.

rxeM

Bud f: R — R spojita funkce a M C Dy uzavieny omezeny interval. Potom
klademe

max f = max f(z) := max{f(z) | + € M},

Il}\}nf = arcréb\r/}f(x) :=min{f(z) | z € M}.

Pfipomenme, Ze tato min a max existuji diky spojitosti f a uzavrenosti M.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 7/32



PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Hlavni body

Konstrukce Riemannova integralu
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Motivace: Vypocet obsahu plochy pod grafem funkce

.-
) %
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P¥i i: infimum a sup Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plo$nych utvari
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Motivace: Vypocet obsahu plochy pod grafem funkce

Ya

b

Hrabék & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 9/32



Konstrukce
00@0000000

Déleni intervalu (a, b)

Definice:

Bud dan interval (a, b). Kone¢nou mnozinu
o={x0,21,...,Tn}
takovou, zen € N, n > 2 a

a=xg<x1<--<Tp,=0>b

nazyvame délenim intervalu (a,b). Bodim xj, k € n — 1, fikime délici body

intervalu (a,b). Interval (zy_1,2k), k € i, nazyvdme k-ty ¢astecny interval
intervalu (a,b) pfi déleni o. Cislo

v(o) :=max{Ax | k=1,2,...,n}, kde Ap:=zp—xk_1, k=1,2,...,n,

nazyvame normou déleni o.
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce

Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvard
0000 0O00e000000 000 0000000 00000
V7 v 7
Priklad déleni
Priklad (Ekvidistantni déleni).
Pro interval (a,b) a n € N polofme A := =2 3
ri=a+i-A, i=0,1,...,n.
Tedy
o= {a, a+ A a+2A ..., a+ (n—1)A, a—l—nA:b}.
v
__ b—a
A=735
a b
1 1 1 1
T T T T
T 1 ) T3 T4 Ts5 z
5
J'%
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Horni a dolni soucet

Definice:

Budte funkce f definovana a omezena na intervalu J = (a, b)
ao={xg,x1,...,2,} délenf intervalu J. Ozname

M;(o,f):= sup f a my(o, f):= inf

(@@s—n o5} (Ti—1,25)

pro kazdé ¢t = 1,2,...,n. Potom soucty

n n
S(Ua f) = ZMi(Ua f)A’L a S(U,f) = Zmi(ga f)Az
=1 =1
nazyvame hornim, resp. dolnim, souc¢tem funkce f pri déleni o.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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y = f(z)
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Newtonova formule

0000000 00000

PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti
0O0000e0000 000

0000

5
Dolni soudet: g miA;

i=1
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i infimum a sup

+y = f(2)
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Horni soudet: Z M;\;
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Horni a dolni integral
Definice:

Pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J = (a, b)
definujeme Cisla

b b
/ f(z) dz := inf{S(o, f)|o libovolné délenfi intervalu J} a/ f(z) dz := sup{s(a,|f

a nazyvame hornim, resp. dolnim, integralem funkce f na intervalu J.

e )
e
S W)
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Konstrukce
000000000

Horni a dolni integral

Definice:

Pro funkci f definovanou a omezenou na uzavieném intervalu J = (a, b)
definujeme Cisla

s b
/ f(z) dz := inf{S(o, f)|o libovolné délenfi intervalu J} a/ f(z) dz := sup{s(a,|f

a nazyvame hornim, resp. dolnim, integralem funkce f na intervalu J.

Definice:

Pokud pro funkci f definovanou a omezenou na uzavfeném intervalu J platf
f;f(m) dx = L;f(x) dx € R, pak jejich spole¢nou hodnotu nazyvame
Riemannovym integralem funkce f na intervalu J a toto Cislo znac¢ime

symboly
b b
/f7 pripadné /f(:c)dx
)

BI-MA2 ZS 2024/2025 14 /32
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu

Definice:

Posloupnost déleni ,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

nh_}n;o v(oy) = 0.
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
0000 0O000000e00 000 0000000 00000

Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu

Definice:

Posloupnost déleni ,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

nh_}n;o v(oy) = 0.

Véta (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu):

Bud f spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom existuje jeji Riemanniv integral
na intervalu (a,b).

J \Jg
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu

Definice:
Posloupnost déleni ,, nazveme normalni, pokud pro jeji normy plati

nh_}n;o v(oy) = 0.

Véta (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu):

Bud f spojitd funkce na intervalu (a,b). Potom existuje jeji Riemanniv integral
na intervalu (a,b).
Pokud je navic (0,,)$2; norméalni posloupnost déleni intervalu (a,b) potom limity

lim s(op,f) a lim S(on,f)

n—oQ n—oQ

existuji, a jsou rovny Riemannové integralu funkce f na intervalu {(a, b).

V4 WKK' _< =t
/W5
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce
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P¥iklady

Priklad.

Vlastnosti
[e]e]e}

Newtonova formule
0000000

Obsahy plognych dtvari

00000

Vypoctéte integral z konstantni funkce f(x) = ¢ na intervalu {(a, b).
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P¥ipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
0000 0000000080 [e]e]e} 0000000 00000
V7
Priklady
Priklad.
Vypoctéte integral z konstantni funkce f(x) = ¢ na intervalu {(a, b). J
Pro libovolné déleni o intervalu (a, b) plati
s(o) = S(o) =c(b—a).
TakZze pro libovolnou normaélni posloupnost (o)
délenfi intervalu (a, b) dostavame TS \ T
L~
. . I I — I
lim s(o,) = lim S(0,) = c(b— a). S s g
n—00 n— 00 R I T |
| — | ~ | | |
: . ) . rR 8 e
Riemanniv integral funkce f na intervalu (a, b) T % T
je pak | | 1 1
b 1 1 1 1
_ _ a n T2 p_ T
/ f=c(b—a). =T
a e\
J Wi a)
7S 20242025 16 /32
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PHipomenuti: infimum a supremum

Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule
0000

Obsahy plognych dtvari
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Priklad.

Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).

f
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti
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Priklad.

Vypoctéte Riemanndv integral funkce f(x) = x na intervalu J =

Newtonova formule
0000000

Obsahy plognych dtvari
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(0,1).

Zvolme normalni posloupnost (0,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

anz{O:xé) acgn),...7

Pro dolni soucet pfi déleni o,, dostavame

1 1 —1
wa) *:*.M_

n? 2
Tudiz

n—oo

! 1
/ zdr = lim s(o,) = =.
0 2
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti
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Priklad.

Newtonova formule
0000000

Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).

Obsahy plognych dtvari
00000

Zvolme normalni posloupnost (0,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

Un:{O:$é) :cgn),...7x%"):1}, xz(."):zﬂ

Pro dolni soucet pfi déleni o,, dostavame

1 1 —1
wa) *:*.M_

n? 2
Tudiz

n—oo

! 1
/ zdr = lim s(o,) = =.
0 2
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti
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Priklad.

Vypoctéte Riemanndv integral funkce f(x) = x na intervalu J =

Newtonova formule
0000000

Obsahy plognych dtvari
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(0,1).

Zvolme normalni posloupnost (0,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

anz{O:xé) acgn),...7

Pro dolni soucet pfi déleni o,, dostavame

1 1 —1
wa) *:*.M_

n? 2
Tudiz

n—oo

! 1
/ zdr = lim s(o,) = =.
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti
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Priklad.

Newtonova formule
0000000

Vypoctéte Riemanniv integral funkce f(z) = x na intervalu J = (0, 1).

Obsahy plognych dtvari
00000

Zvolme normalni posloupnost (0,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

Un:{O:$é) :cgn),...7x%"):1}, xz(."):zﬂ

Pro dolni soucet pfi déleni o,, dostavame

1 1 —1
wa) *:*.M_

n? 2
Tudiz

n—oo

! 1
/ zdr = lim s(o,) = =.
0 2
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti
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Priklad.

Vypoctéte Riemanndv integral funkce f(x) = x na intervalu J =

Newtonova formule
0000000

Obsahy plognych dtvari
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(0,1).

Zvolme normalni posloupnost (0,)22 ; ekvidistantnich délen{ intervalu J.

anz{O:xé) acgn),...7

Pro dolni soucet pfi déleni o,, dostavame

1 1 —1
wa) *:*.M_

n? 2
Tudiz

n—oo

! 1
/ zdr = lim s(o,) = =.
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Hlavni body

Vlastnosti Riemannova integralu
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
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Linearita integralu

Véta (Aditivita integralu):

Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a,b). Potom pro Riemanniv integral
funkce f + g (ktera je také automaticky spojita na (a, b)) plati

/ab<f+g><x>dx=Lbf(w>dx+/abg<x>dw.

[JEC
ﬂ// e f §
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
0000 0000000000 (o] le} 0000000 00000

Linearita integralu

Véta (Aditivita integralu):

Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a,b). Potom pro Riemanniv integral
funkce f + g (ktera je také automaticky spojita na (a, b)) plati

/ab<f+g><x>dx=/:f<x>dx+/abg<x>dx.

Véta (Multiplikativita integralu):

Necht f je spojita na intervalu (a,b) a ¢ € R je konstanta. Potom pro Riemann(iv
integral funkce cf plati

/ab(cf)(a:) dz — c/abf(x) dz.

M/Kgi _(‘7
/W5
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvar
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Chovani v mezich

Véta (Aditivita integralu v mezich):

Riemannuv integral funkce f na intervalu (a,b) existuje, pravé kdyz pro kazdé
¢ € (a,b) existuji Riemannovy integréaly funkce f na intervalech (a,c) a {(c,b).
V takovém pripadé navic plati

/abf(:z:) do = [f(@dw/ff@)m.

zmj §
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Pfipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plosnych datvaril
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Chovani v mezich

Véta (Aditivita integralu v mezich):

Riemanndv integrél funkce f na intervalu (a,b) existuje, pravé kdyz pro kazdé
¢ € (a,b) existuji Riemannovy integréaly funkce f na intervalech (a,c) a {(c,b).
V takovém pripadé navic plati

/abf(x) do = /acf(x)da:—i-/cbf(x)dx.

o
Véta (Nerovnosti mezi integraly):
Necht jsou f a g spojité funkce na intervalu (a,b) a necht plati nerovnost
f(z) < g(x) pro vSechna x € (a,b). Potom pro jejich Riemannovy integraly plati
b b
/ flz)de < / g(x) da.
a a
Teres
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
0000 0000000000 000 0000000 00000

Hlavni body

Newtonova formule
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PFipomenuti: infimum a supremum Konstrukce

Vlastnosti Newtonova formule
0000

Obsahy plognych dtvari
0000000000 000 0@00000

00000

Definice:

Pro funkci f spojitou na uzavfeném intervalu (a,b) a déleni

o={x9=a, x1,..., x, = b} tohoto intervalu definujeme integralni soucet
funkce f pti déleni o predpisem

n

J(0)=J(o,0) = fla:)A,

=1

kde o« = (a,...,ap) a a; pat¥i do intervalu (x;_1,z;), i =1,2,...,n.
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Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plosnych datvaril
[e]e]e} 0@00000 [e] [e]

PHipomenuti: infimum a supremum K

Definice:

Pro funkci f spojitou na uzavfeném intervalu (a,b) a déleni
o={x9=a, x1,..., x, = b} tohoto intervalu definujeme integralni soucet

funkce f pti déleni o predpisem

J(0) = T(o,0) =Y flan)A,
i=1
kde o« = (a,...,ap) a a; pat¥i do intervalu (x;_1,z;), i =1,2,...,n.

Vztah mezi dolnim a hornim souétem a integralnim souétem funkce f pti déleni o
je dan nerovnostmi

s(o) < J(o) < 5(0).
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Newtonova formule
0@00000

Definice:

Pro funkci f spojitou na uzavfeném intervalu (a,b) a déleni

o={x9=a, x1,..., x, = b} tohoto intervalu definujeme integralni soucet
funkce f pti déleni o predpisem

J(0) = T(o,0) =Y flan)A,
i=1
kde o« = (a,...,ap) a a; pat¥i do intervalu (x;_1,z;), i =1,2,...,n.

Vztah mezi dolnim a hornim souétem a integralnim souétem funkce f pti déleni o
je dan nerovnostmi

s(o) < J(o) < 5(0).

Riemannuv integral funkce f spojité na intervalu (a,b) Ize tedy poditat i jako
limitu z integralnich souctl

b
[ o= tim 7).

kde (0,)52, je libovolna normalni posloupnost déleni.

n=
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
0000 0000000000 000 0000000 00000

Newtonova formule

Poznamka:

Nasledujici véta odhaluje vztah mezi uréitym (Riemanniv) a neurcitym (primitivn{
funkce) integradlem. UmoZnuje ndm podéitat Riemanniv integral bez explicitniho
pouziti limitni definice.

[JEC
ﬂ// e f §
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvart
0000 0000000000 000 0000000 00000

Newtonova formule

Poznamka:

Nasledujici véta odhaluje vztah mezi uréitym (Riemanniv) a neurcitym (primitivn{
funkce) integradlem. UmoZnuje ndm podéitat Riemanniv integral bez explicitniho
pouziti limitni definice.

Véta (Newtonova formule):

Necht f je funkce spojitd na intervalu (a,b) s primitivni funkci F'. Pak plati
rovnost

b
/a fla)dz = F(b) - F(a) = [F(2)]

=

(i)
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PHipomenuti: infimum a supremum

Konstrukce Vlastnosti
0000

Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
0000000000 000

000@000 00000

Diikaz.

Uvazme o = {xo,1,...,%,} déleni intervalu (a,b). PouZzijeme Lagrangeovu vétu

o ptirustku funkce na funkci F' a intervaly (x;_1, ;) postupné proi=1,2,...,n,

F(b) = F(a) = (F(2:) = F(@i-1)) = D F' (o) (@i = 2i-1) =
=1 i=1
= Z Flan)A,,

kde o; € (xi—1,2;), i=1,2,...,n.

FEral
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Newtonova formule
000@000

Diikaz.
Uvazme o = {xo,1,...,%,} déleni intervalu (a,b). PouZzijeme Lagrangeovu vétu
o ptirustku funkce na funkci F' a intervaly (x;_1, ;) postupné proi=1,2,...,n,
n
F(b) - Fla)=Y (F(wi) (i1 ) ZF () (@i — 1) =
i=1
n
= Z f(al)Ala
i=1
kde o; € (zi—1,2;), i = 1,2,...,n.Takze
F(b) = F(a) = J(0)
Uvézime-li nynf libovolnou normélini posloupnost déleni (o) pak
F(b) — F(a) = lim J(oy,) / flx O
n—oo %
SRSt
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
0000 0000000000 000 0000e00 00000

P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte Riemanndv integral funkce f(z) = « na intervalu J = (0, 1).

f
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari
0000 0000000000 000 0000e00 00000

P¥iklady

Priklad.

Vypoctéte Riemanndv integral funkce f(z) = « na intervalu J = (0, 1).

Primitivn{ funkef k & je funkce %°. Pak

1 2
T 1 1
rde=|—| =-—-0=—.
/0 {2}0 2 2
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P¥ipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych ttvarii
0000 0000000000 000 0000080 00000
Priklad
o
Priklad.
v A
Pro a < b vypoctéte integral
b
€T
e” dux.
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Pfipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych Gtvarii
0000 0000000000 000 0000080 00000
P¥iklady
o
Priklad.
T A
Pro a < b vypoctéte integral
b
xT
/ e’ dzx.
a

Primitivni funkci k e” je funkce e*. Pak

[ o= ]

b
b

e’ —e’.

a
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P¥ipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvarii

0000 0000000000 000 000000e 00000

—
Priklad.
vo a
Spocitejte integral
us
sin z dz.
0
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce
0000 0000000000 000 000000e 00000

Priklad.
Spocitejte integral

T
/ sin x dx.
0

Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvari

Primitivni funkci k funkci sin z je funkce — cos x. Proto

/ sinzdx = [fcosx] = —cosm+cos0=1+1=2.
0 0

Plocha jednoho , hrbu" grafu funkce sin je tedy 2 (v danych jednotkach plochy).

y =sinx

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Pfipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plodnych dtvard
0000 0000000000 [e]e]e} 0000000 @0000

Hlavni body

Obsahy plosnych atvard
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvarii
0000 0000000000 000 0000000 0e000

Poznamka:

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se podita i se znaménkem:

g 2m 2m
/ sin(z)dx = 2, / sin(z)dx = 0, / sin(z)dz = —2.
0 0 ™

//‘}\ (@S,
ATy

7S 20242025 29/32
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvarii
0000 0000000000 000 0000000 0e000

Poznamka:

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se podita i se znaménkem:

™ 27 27
/ sin(z)dx = 2, / sin(z)dx = 0, / sin(z)dx = —2.
0 0 ™

)
=)
IVTES
ATy
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvarii
0000 0000000000 000 0000000 0e000

Poznamka:

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se podita i se znaménkem:

™ 27 27
/ sin(z)dx = 2, / sin(z)dx = 0, / sin(z)dx = —2.
0 0 ™

)
=)
IVTES
ATy
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvarii
0000 0000000000 000 0000000 0e000

Poznamka:

Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem funkce a osou z.
Ovsem tento obsah se podita i se znaménkem:

™ 27 27
/ sin(z)dx = 2, / sin(z)dx = 0, / sin(z)dx = —2.
0 0 ™

)
=)
IVTES
ATy
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvarii
0000 0000000000 000 0000000 00e00

Plocha Gtvaru ohranic¢eného dvéma funkcemi

Poznamka:

Necht f a g jsou funkce spojité na (a,b) takové, ze f(x) > g(z) pro kazdé
x € (a,b). Pak obsah plochy P ohranitené pfimkami z = a a = b a grafy funkeci
f a g jerovna

|
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvarii
0000 0000000000 000 0000000 00e00

Plocha Gtvaru ohranic¢eného dvéma funkcemi

Poznamka:

Necht f a g jsou funkce spojité na (a,b) takové, ze f(x) > g(z) pro kazdé
x € (a,b). Pak obsah plochy P ohranitené pfimkami z = a a = b a grafy funkeci
f a g jerovna

‘
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce
0000 0000000000

Priklad

Priklad.

Vlastnosti
[e]e]e}

Newtonova formule
0000000

Spocitejte obsah plochy ohrani¢ené kfivkami y = 2% a y = .

Obsahy plonych dtvart

[e]e]e] lo}

Hrabsk & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

BI-MA2
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PHipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plognych dtvarii
0000 0000000000 000 0000000 00080

Priklad

Priklad.

Spoditejte obsah plochy ohrani¢ené kfivkami y = 2% a y = .

Nejprve nalezneme priseciky grafii. ReSenim

rovnicex?’:mjsouac:fl, r=1axz=0.
Dostavame proto priseciky y
(-1,-1), (1,1) a (0,0). o

J w\hj 2
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PFipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule

Obsahy plognych dtvarii

0000 0000000000 000 0000000 00080
Priklad
Priklad.
Spoditejte obsah plochy ohrani¢ené kfivkami y = 2% a y = . J
Nejprve nalezneme priiseciky grafti. Re$enim
rovnicex3:xjsou:c:71, r=1axz=0.
Dostavame proto priseciky
(-1,-1), (1,1) a (0,0). L
[y oLy N . S/ |
Z naértku (resp. pribéhu) je pak patrné, ze -1 i
obsah plochy je i 1
1 2 471 |
5:2/ (x—x3)dx:2x——x— = 1
0 2 41, S - —1

1 1 1
—9of 2 _2) =2,
(5-1)=3
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Pfipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti Newtonova formule Obsahy plonych dtvart
0000 0000000000 [e]e]e} 0000000 [e]e]e]e] ]

Priklad

Priklad.
Naleznéte obsah plochy ohranicené kiivkami

1 1
y:ZxQ—l, yzl—sz, x2—|—y2:1.

f
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Newtonova formule

0000000 [e]e]e]e] ]

PFipomenuti: infimum a supremum Konstrukce Vlastnosti
0000 0000000000 [e]e]e}

Priklad

Priklad.

Naleznéte obsah plochy ohranicené krivkami

1 1
42—1 y:l—zxg, 2?2 49% =1

Obsahy plognych dtvarii

Obsah dtvaru bez vyjmuté kruznice je

17’ [ =) - (o 1)ar =
-2

2 3
1 21
2/ 2—fx2dx=2[2x—$—} _ 16
7 N 0 2 610 3
Takze plocha naseho Gtvaru je
1
S = §6 — Tr.
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

@ Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Riemannova konstrukce integralu neni jedind mozna. Pro prvni kontakt
s problematikou je vSak asi nejpfistupnéjsi, nejndzornéjsi. Historicky spada do
19. stoleti.

o Moderni teorie integrace vychazi z Lebesgueovy konstrukce (zacatek 20.
stoleti). Uzce souvisi s teorii pravdépodobnosti a ¢aste¢né na ni narazite
v predmétu BI-PST.
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