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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkei
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Hlavni vysledky této prednasky

@ Metoda per partes pro urcity integral.
@ Substituce v urcitém integralu.
@ Zobecnény Riemanniyv integral.

o Dalsi vlastnosti urcitého integralu.
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Hlavni body

Per partes pro urdity integral
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci
(o] le} 0000 0000000 0000

Per partes pro urcity integral
Véta:

Necht f a g jsou funkce spojité na {(a,b), f ma spojitou derivaci na intervalu
(a,b) a necht G je primitivni funkce k funkci g na intervalu (a,b). Potom

b b
/ f@)e(@) dz = [f@)G@)]" - / f(2)G(z)dz.
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Per partes Substituce
oY 1¢)

emanniiv integral Integrace sudych a lichych funkci

Per partes pro urcity integral
Véta:

Necht f a g jsou funkce spojité na {(a,b), f ma spojitou derivaci na intervalu
(a,b) a necht G je primitivni funkce k funkci g na intervalu (a,b). Potom

b b b
/ f(@)e(z) de = [f@)G@)]’ - / f(2)G(z)dz.

Diikaz.
Funkce fG je primitivni funkei k funkci f’G + fg na intervalu (a,b) a spojita na
(a, b). Predpoklady spojitosti na intervalu (a, b) zaruuji existenci integrald fab M€

b - e - v . 2
a fa fg. Pouzijeme-li linearitu integralu a Newtonovu formuli, dostadvame

b b b
/ f’(x)G(w)dx+/ f(x)g(év)dx=/ (fG)(x)dz = [f()G(@)].. O
gt
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci
ooe 0000 0000000 0000

Priklad.
Vypoctéte

1
/ In(1 + z) da.
0
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci
ooe 0000 0000000 0000

Priklad.
Vypoctéte

1
/ In(1 + z) da.
0

Derivujeme In(1 + ) a integrujeme 1,

/Olln(l—i-x)dx:[a:ln(l—i—:b)]l—/ol Y o=

0 1+

=(2) - [z =1 —l—xﬂ: —2In(2) - 1.
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000 0000 0000000 0000

Hlavni body

Substituce v uréitém integralu
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkei
000 0@00 0000000 0000

Substituce v urcitém integralu

Poznamka:

Zavadime nasledujici znacenf

o/aafzzﬂ,

@ pro a > b klademe f;f =—[

Véta (O substituci I):

Necht pro funkce f a ¢ plati
Q ¢ a jeji derivace ¢’ jsou spojité na («, §),
Q [ je spojitd na ¢((a, B)).

Potom

B »(B)
/ fe@®)) - ¢'(t)dt = / f(z)dz.
« o(c)

Podobné miizeme formulovat i druhou vétu o substituci, kterou zndme pro

neurdity integral. Pozor na zménu mezi pfi substituci!
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integral Integrace sudych a lichych funkci
000 [e]e] Je} 0000000 0000

o
Priklad.

Vypoctéte integral

Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 1 4+ e~*. Potom

In(2) —z 11 3/2
/ — © dx:—/ —dy = [ln|y|] :1n§.
0 5 +e 7 3/2 Y 1 2
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci
000 [e]e]e] ) 0000000 0000

Priklad

Priklad.
Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b. J

f

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 10/21



Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci
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Priklad

Priklad.
Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b. J

PN
05}
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkei
000 [e]e]e] ) 0000000 0000

Priklad

Priklad.
Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b. J
. . z? y
Rovnice elipsy zni —2 i = 1. Vrchni oblouk elipsy
je popsan funkei f(z) = by/1 —22/a?, Dy = (0,a).
Y
b
1
o)

J w\hj 2
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integral Integrace sudych a lichych funkci
[e]e]e} oooe 0000000 0000

Priklad

Priklad.

Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b. J
22

Rovnice elipsy zni — + = =i = 1. Vrchni oblouk elipsy

je popsan funkci j ) =0b\/1—2%/a?, Dy =(0,a)

Tudiz, pouzijeme-li substituci x = asint,

isz/oaf(x)dxzb/oam—zzdx: /
_b/ogm~acos(t)dt_ \\

= ab/2 cos?(t)dt = T ab.
0 4

N7

Dostavame S = mab.
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci
000 0000 000000 0000

Hlavni body

Zobecnény Riemanndyv integral
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integral Integrace sudych a lichych funkci

[e]e]e} 0000 O®@00000 0000

Nespojité funkce

Poznamka:

Predpokladejme, Ze pro funkci f na intervalu (a,b) plati
@ existuje ¢ € (a,b) tak, ze f je spojita na (a,c) i (c,b),
@ existuji kone¢né jednostranné limity funkce f v bodé c.

Potom mizeme poditat jeji Riemanniv integral nasledujicim zpisobem

/abf(x)dm:/acf(x)dx—i—/cbf(m)dm.

Y

/

al c T
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkei
000 0000 00e0000 0000

Priklad.

1
Vypoctéte integral / f(x)dz, kde f(z) = |z| — x + sgn(z).
—i

Funkce f neni spojitd v bodé 0:

lim f(z)=1, lim f(z)=-1

z—04 z—0_
Takze
1 0 1 0
/ f(m)dm:/ (—2x — 1)dx+/ 1da = —[w2+x} ) +1=1.
1 —1 0 B
Y
1 0 1
1 1 x
p—1 [{ Lm
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Zobecnény Riemanniiv integral ce sudych a lichych funkci

000@000

Zobecnény Riemanniv integral

Definice:

Necht f je funkce definovand na intervalu {(a,b) pro néjaké a € R a b € (a, +00),
kterd je Riemannovsky integrabilni na intervalu (a,c) pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud
existuje konecna limita

i / " () da,

c—b_

/a ’ f(z)d,

nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a,b)

pak jeji hodnotu znacime

a fikame, Ze integral f; f(x)dz konverguje.
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Zobecnény Riemanniiv integrél
000e000

Zobecnény Riemanniv integral
Definice:

Necht f je funkce definovand na intervalu {(a,b) pro néjaké a € R a b € (a, +00),
kterd je Riemannovsky integrabilni na intervalu (a,c) pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud

existuje konecna limita
(&
lim / f(z) dz,
c—=b_ o

/a ’ f(z)d,

nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a,b)

pak jeji hodnotu znacime

a fikame, Ze integral f; f(x)dz konverguje.

e Pokud f: |f(x)| do konverguje, tak lze ukazat, e i j; f(x) dz konverguje.
V takovém pfipadé fikdme, ze f ma absolutné konvergentni zobecnény
Riemanniv integral na {(a,b).
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Zobecnény Riemanniiv integrél
000e000

Zobecnény Riemanniv integral

Definice:

Necht f je funkce definovand na intervalu {(a,b) pro néjaké a € R a b € (a, +00),
kterd je Riemannovsky integrabilni na intervalu (a,c) pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud

existuje konecna limita
(&
lim / f(z) dz,
c—=b_ o

/a ’ f(z)d,

nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a,b)
vy o b .
a fikame, ze integral [’ f(x)dax konverguje.

pak jeji hodnotu znacime

e Pokud f: |f(x)| do konverguje, tak lze ukazat, e i j; f(x) dz konverguje.
V takovém pfipadé fikdme, ze f ma absolutné konvergentni zobecnény
Riemanniiv integral na (a,b).

@ Analogicky definujeme ptedchozi pojmy pro interval (a, b).
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkei
000 0000 0000e00 0000

Zobecnény Riemanniv integral

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci
v bodé b nejde spojité dodefinovat.

B
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A
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkei
000 0000 0000e00 0000

Zobecnény Riemanniv integral

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci
v bodé b nejde spojité dodefinovat.

o Plati tedy napt.

+oo c
1 1 1 1
/ —dr = lim —dz = lim <— + ) =1
1 T cotoo J1 T c—+o0 c 1

et
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integral Integrace sudych a lichych funkci
[e]e]e} 0000 0O000e00 0000

Zobecnény Riemanniv integral

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci
v bodé b nejde spojité dodefinovat.

o Plati tedy napt.
+oo c
1 1 1 1
/ 7dx = lim / —de = lim (_ + ) =1
1 T cotoo J1 T c—+00 c 1

1 1
1 1
—dr =l —dz = lim (2-2yc) =2.
A \/Edm C—I>I£l+ c \/de C—l>r(I)1+ ( \/E)
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Zobecnény Riemanniiv integral sudych a lichych funkci

0O000e00

Zobecnény Riemanniv integral

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci
v bodé b nejde spojité dodefinovat.

o Plati tedy napt.

+oo c
1 1 1 1
/ —dr = lim —dz = lim (— + ) =1
1 T cotoo J1 T c—+o0 c 1

1

1
1 . 1 .
—dx = lim —dz = lim (2 — 2\/5) =2
0 \/E C—>0+ c \/3?‘ C—>0+
@ Povsimnéte si, ze na predchozi dva integraly nelze pouzit ,,obycejny*
Riemanniiv integral. U prvniho nemame omezeny interval, u druhého nemame
omezenou funkci: Riemannova konstrukce selhava.
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Zobecnény Riemanniiv integrél
0000e00

F r p arte ace sudych a lichych funkci

Zobecneny Rlemannuv integral

@ PYedchozi definice je zajimava, predevsim, kdyz b = 400, anebo kdyz funkci
v bodé b nejde spojité dodefinovat.

o Plati tedy napt.

+oo c
1 1 1 1
/ —dr = lim —dz = lim (— + ) =1
1 x c—=+oo 2 c—+00 IS 1

1 1
1 1
—dz = 1li —dzx = 1i 2—-2 =
/0 \/Edm C—l>151+ c \/ﬂ?dw C—l>r(I)1+( \/E)

@ Povsimnéte si, ze na predchozi dva integraly nelze pouzit ,,obycejny*
Riemanniiv integral. U prvniho nemame omezeny interval, u druhého nemame
omezenou funkci: Riemannova konstrukce selhava.

@ Dale se mizeme zabyvat situaci, kdy chceme dat smysl f+°° f(z)da. Zde se.
omezime pouze na absolutné konvergentni pripady pro spojité funkce. ‘
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integral Integrace sudych a lichych funkci

Zobecnény Riemanniv integral

Definice:
Bud f spojita funkce definovana na R. Pokud existuje konecna limita

(6]

Jim [ |z,

pak tuto jeji hodnotu znaéime fj;j |f(z)|dz a o f fikdme, Ze ma absolutné

konvergentni zobecnény Riemanniiv integral na R.
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Zobecnény Riemanniiv integral Inte sudych a lichych funkci

0O0000e0

Per partes

Zobecnény Riemanniv integral

Definice:
Bud f spojita funkce definovana na R. Pokud existuje konecna limita

(6]

li d
Jm_ | |f@)ldz,
pak tuto jeji hodnotu znadime fi: |f(x)| dz a o f Flkdme, Ze m& absolutné
konvergentni zobecnény Riemanniv integral na R.

@ Pokud ma funkce absolutné konvergentni zobecnény Riemanniv integral na

R, pak i limita
c +oo
lim / f(z)dz existuje a znacime ji / f(z)da.
c—+4oo J_ . o

Tuto hodnotu pak nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem f na
R.
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Zobecnény Riemanniiv integrél
0O0000e0

Zobecnény Riemanniv integral

Definice:
Bud f spojita funkce definovana na R. Pokud existuje konecna limita

(6]

lim |f(2)| d,

c—r+o0 —@

pak tuto jeji hodnotu znadime fi:j |f(x)| dz a o f Flkdme, Ze m& absolutné
konvergentni zobecnény Riemanniv integral na R.

@ Pokud ma funkce absolutné konvergentni zobecnény Riemanniv integral na

R, pak i limita
c +oo
lim / f(z)dz existuje a znacime ji / f(z)da.
c—+4oo J_ . o

Tuto hodnotu pak nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem f na
R.

@ Absolutni konvergence zajistuje, ze hodnota zobecnéného Riemannova
integralu nezavisi na zpisobu jakym meze , posilame" do nekonecna.
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél

Integrace sudych a lichych funkei

000 0000 0O00000e 0000

Priklad.

Vypoditejte integral

—+oo
e *dzx.
0
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci
000 0000 0O00000e

0000
Priklad.
Vypoditejte integral

—+oo
/ e Tdx.
0

+oo c
/ e %dz = lim e ?dz = lim (—e “+ eO) =1.
0

c—+o00 0 c—+00

f
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci

[e]e]e} 0000 O00000e 0000

Priklad.
Vypoditejte integral

—+oo
/ e Tdx.
0

+oo c
/ e %dz = lim e ?dz = lim (—e “+ eO) =1.
0

c—+o00 0 c—+00

Priklad.
Vypocitejte integral

+ oo
/ e 17ldz.
— 00
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkci
000 0000 0O00000e

0000
Priklad.
Vypoditejte integral

—+oo
/ e Tdx.
0

+oo c
/ e %dz = lim e ?dz = lim (—e “+ eo) =1.
0

c—+00 0 c—+00

Priklad.
Vypocitejte integral

+ oo
/ e 17ldz.
oo

“+o0 c c 0
/ e 1*ldz = lim e 1*ldz = lim </ e *dx +/ e””d:r) =
o c—+oo [ c——+o00 0

c (&

c 0 c 5,
= lim (/ e *dx —/ e_tdt> = lim <2 / e‘””dx) L %
c— 400 0 c c——+o0 0 N
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Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integral Integrace sudych a lichych funkei
[e]e]e} 0000 0000000 @000

Hlavni body

Integrace sudych a lichych funkci

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 18/21



Per partes Substituce Zobecnény Riemanniiv integrél Integrace sudych a lichych funkei

[e]e]e} 0000 0000000 [e] lele)

Vyuziti symetrii funkce pri integraci

Véta:
Necht f je funkce spojitd na uvazovanych intervalech.
Q Je-li f suda funkce na (—a,a), pak

dz =2 dzx.
[ fayo=2 [ s
Q Je-li f licha funkce na (—a,a), pak

’ f(z)dz = 0.

© Jeli f periodicka na R s periodou T, pak pro kazdé a,b € R plati

/a " e = /b TR

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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[e]e] o)

Substituce

Per partes

Diikaz.
@ Pomoci substituce y = —x dostavame

0 0 a
f@)e = [ f-o)-Day = [ ).
—a a 0
@ Stejnym zplisobem jako v prvnim bodé odvodime

0 a
o f(z)dx = _/0 f(z)dz.

© Pomoci substituce y = x + T a periodicity f snadno nahlédneme, Ze

b+T

/ " foydo = / ' fa)de + / " s = [ s | T s =

b+T

= [T wars [ swae= [ s

o
TS

Integrace sudych a lichych funkei

[

()

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Per partes Substituce

Zobecnény Riemanniiv integrél
000 0000

Integrace sudych a lichych funkei
0000000

oooe

Priklad.
Vypocitejte integraly

2 1 o
/ (m3 +3z% — m)dx, / ze_:”?d:r7 / | sin z|dz.
—2 0

—1

2 2 .7;3 2
/ (:E3+3a:2—$)da:=3-2/ xde:3-2-[3] = 16.
0

—2 0
1
_12
/ ze”? dx = 0.
-1

V poslednim pfipadé je integrand funkce periodicka s periodou 7 a navic suda,
proto

2m ™ ™ -
/ |sinx|dx:/ |sinx|d:z::2/ sinzdx:2[—cosx} =4. o
0 - 0 0 IS
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Z predchoziho vime, ze plati napfiklad

+oo 2
/ ze ¥ dz =0

+oo 5 +oo R
/ e Pdr=2 / e " dx.
— 00 0

Hodnotu posledniho integralu ale neumime ur¢it (zatim), protoZe neumime
nalézt primitivni funkci k f(z) = e

nebo

(s T
) &)

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 2/2



Dodatek
oe

Komentar

@ Z predchoziho vime, ze plati napfiklad

+oo 2
/ ze ¥ dz =0

+oo 5 +oo R
/ e Pdr=2 / e " dx.
— 00 0

Hodnotu posledniho integralu ale neumime ur¢it (zatim), protoZe neumime
nalézt primitivni funkci k f(z) = e

nebo

@ Hodnoty chybové funkce

2 T
erf(sc) = ﬁ/o eit dt,

které Casto potfebujeme znat v pravdépodobnosti a statistice musime vycislity,
numericky.
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