Dalsi priklady na odhad riistu

IntegraIni kritérium
000000000 00000000

Postatujici podminky konvergence
0000000000

Ciselné Fady
000000000000

Matematicka analyza 2
Ciselné Yady

Pavel Hrabak!, Tomas Kalvoda?2, Ivo Petr?

1pavel .hrabak@fit.cvut.cz, 2tomas.kalvoda@fit.cvut. cz, “ivo.petr@fit.cvut.cz
Katedra aplikované matematiky

Fakulta informaénich technologif
Ceské vysoké uéeni technické v Praze

1. ledna 2025
ZS 2024 /2025

BI-MA2 ZS 2024/2025

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)


mailto:pavel.hrabak@fit.cvut.cz
mailto:tomas.kalvoda@fit.cvut.cz
mailto:ivo.petr@fit.cvut.cz

Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence IntegraIni kritérium
000000000000 0000000000 000000000

Hlavni body

Ciselné fady
Postacujici podminky konvergence
Integralni kritérium

Dalsi priklady na odhad ristu

Hrabsk & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2

Dalsi ptklady na odhad riistu

00000000

ZS 2024/2025

f

2/42



Ciselné Fady Postatujici podminky konvergence IntegraIni kritérium
000000000000 0000000000

Hlavni vysledky této prednasky

o Ciselné fady, zakladni pojmy.

o Kritéria konvergence a divergence Ciselnych fad.

@ Odhad ¢asteCnych souctd fad pomoci integralu.
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Hlavni body

Ciselné fady
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Zenoniv paradox: Achilles a zelva

AHCILEZ A 2EVLA

historje.tumblr.com

i
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Zenoniv paradox: Achilles a zelva

AHCILEZ A 2EVLA

Achilles je dvakrat rychlejsi neZz (zavodni) Zelva
s rychlosti 0,5m/s, Zelva ma naskok 1m.

0
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Zenoniv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlejsi neZz (zavodni) Zelva

BHEILEZ A ZRVLA s rychlosti 0,5m/s, 2elva ma naskok 1m.
. t50 ,
0 1 T
t=1
* ° 5
DG w

historje.tumblr.com
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Zenoniv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlejsi neZz (zavodni) Zelva

BHEILEZ A ZRVLA s rychlosti 0,5m/s, 2elva ma naskok 1m.
- t<0 ,
0 1 T
t=1
I~ ° >
T 5 w
t=15
151,75 =

historje.tumblr.com
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Zenoniv paradox: Achilles a zelva

Achilles je dvakrat rychlejsi neZz (zavodni) Zelva

HCl 2 , v s 7
e s rychlosti 0,5m/s, 2elva ma naskok 1m.

EESD
Pfipat sem na AR e
M'WW, u:lﬂ?;l::.maglzjén:zulliékr;:k. - t f O
7 ? 0 1 x
) t=1
~L—
Anciles j& mrtvi Zenone, 1 1,0 T
mtvitl 4 Aco jako???1l
didicil! t = 1’ 5
\ 4 —
1,51,75 T

Ergo, Achilles Zelvu nikdy nedohoni.
historje.tumblr.com o
Casové okamziky a polohy Achilla a Zelvy:

n n n
—k+1 —k+1 _ —k
tn:§2 + an:§2 1 /,,,=§2 . g
k=1 k=1 k=0 \ %
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Ciselna rada

s v

Definice (Ciselna ¥ada / number series):

Uvazujme ¢iselnou posloupnost (ay)72,. Formalni vyraz tvaru

o
Zak:ag+a1+a2+...
k=0

nazyvame ciselnou fadou.
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Ciselné fady na odhad riistu

konvergence ntegralni kritérium
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Ciselna rada

Definice (Ciselna ¥ada / number series):

Uvazujme &iselnou posloupnost (ay)72 . Formalni vyraz tvaru

o0
Zak:a0+a1+a2+~-~
k=0

nazyvame Ciselnou fadou. Pokud je posloupnost €astecnych soucti (s,)>2 ),

n
Sn::E ax, mn € Ny,
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé

mluvime o divergentni Ciselné fadé.

LA =5}
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Ciselna rada

Definice (Ciselna fada / number series):

Uvazujme &iselnou posloupnost (ay)72 . Formalni vyraz tvaru

o0
Zak:a0+a1+a2+~~
k=0

nazyvame Ciselnou fadou. Pokud je posloupnost €astecnych soucti (s,)>2 ),

n
sn::E ax, mn € Ny,
k=0

konvergentni, nazyvame prislusnou radu také konvergentni. V opacném pripadé
o0

mluvime o divergentni Ciselné fadé. Souctem konvergentni rady E ag

nazyvame hodnotu limity lim s,.
n— o0

k=0
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ZS 2024/2025

LA =5}

/42



Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence IntegraIni kritérium Dalsi ptklady na odhad riistu
000e00000000 0000000000 000000000 00000000

Pripomenuti terminologie z BI-MA1

Definice (Konvergence a divergence / convergence and divergence):

Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je
prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.
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Pripomenuti terminologie z BI-MA1

Definice (Konvergence a divergence / convergence and divergence):

Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je
prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.

o0
o Rada Zak je konvergentni pravé kdyz existuje konecna limita
k=0

S = lim s,.
n— oo

J w\hj 2
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Pripomenuti terminologie z BI-MA1

Definice (Konvergence a divergence / convergence and divergence):
Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je

prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.

o0
o Rada Zak je konvergentni pravé kdyz existuje konecna limita
o0

k=0
kame soucet fady a zapisujeme E ap = S.
k=0

S = lim s,. Této limité ¥l
n— oo
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Pripomenuti terminologie z BI-MA1

Definice (Konvergence a divergence / convergence and divergence):

Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je
prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.

o0
e Rada Zak je konvergentni pravé kdyz existuje konecna limita
k=0
o0
S = lim s,. Této limité fikime soucet fady a zapisujeme Zak =5.
n—oo
k=0
oo
@ Rada Zak je divergentni pravé kdyz lim s, = +00 nebo neexistuje.
kfo n—oo

@

5
fess
) s
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Pripomenuti terminologie z BI-MA1

Definice (Konvergence a divergence / convergence and divergence):
Posloupnost (a,,)22; se nazyva konvergentni, pravé kdyz jeji limita existuje a je
prvkem R. V ostatnich ptipadech ji nazyvame divergentni.

oo

e Rada Zak je konvergentni pravé kdyz existuje konecna limita
k=0
o0
S = lim s,. Této limité fikime soucet fady a zapisujeme Zak =5.
n—oo
k=0
oo

e Rada Zak je divergentni pravé kdyz lim s, = +00 nebo neexistuje.
n—oo

k=0
Ani v jednom z téchto pfipadl o souctu fady nehovofime.

Q,
A
02

SV
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Priklad

P¥iklad.
Pro |¢| < 1 Fada

oo
ddb=1+q+P 4+ g+
k=0

. o 87 v n 1
konverguje a jejim souétem je -

Dalsi ptklady na odhad riistu
00000000
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Priklad

Priklad.

Pro |¢| < 1 Fada
oo
S =14+ P+ g+
k=0

. o a7 v n 1
konverguje a jejim souétem je -

Cleny posloupnosti ¢aste¢nych soucti Ize pfimo secist,
n n+1

1—
Sp = qu = 1—361 (plati pro lib. ¢ # 1)

.-
) %
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Integralni kritérium Dalsi priklady na odhad riistu
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V 7
Priklad
Priklad.
Pro |¢| < 1 Fada
oo
k 2 3, 4
E ¢ =1+q+q¢ +q¢ +q +---
k=0
konverguje a jejim souctem je =g
v
Cleny posloupnosti ¢aste¢nych soucti Ize pfimo secist,

n o qn+1
(plati pro lib. g # 1)

=y =

k=0

Takze pro |g| < 1 dostdvame lim s, = ——. PiSeme také
n— oo — q
o0
1
k _
Zq “1-4 gl <1.

k=0
7S 20242025

BI-MA2
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Priklad: zpét k Achillovi a zelvé

V Case t,, je Achilles a,, metri od startu a zelva =, metrd od startu,

n

n n
—k+1 —k+1 R —k
=3 27 g, ="k =Nk
k=1 k=0

k=1
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Priklad: zpét k Achillovi a Zelvé

V Case t,, je Achilles a,, metri od startu a zelva =, metrd od startu,

tp=> 27 g, =) 27k =N ok
k=1 k=1 k=0
Dle predchoziho prikladu vime
lim ¢, = ir’”l S S
n—oo = 1-1/2 ’

o0
lim a, = § okt — 9
n—oo

k=1

o0
lim z, = E 27k =9,
n— 00

k=0

et
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Priklad: zpét k Achillovi a Zelvé

V Case t,, je Achilles a,, metri od startu a zelva =, metrd od startu,

n n n
tp=> 27 g, =) 27k =N ok
k=1 k=1 k=0
Dle predchoziho prikladu vime
> 1
lim ¢, =) 27"l =_— =2
nooo Z 1-1/2 ’
k=1
o0
: _ —k+1 _
Jim a0 =327 =2,
k=1
(o]
. R _ —k _
nl;rréo o = 22 = 2.
k=0
Achilles proto Zelvu dobé&hne za 2 sekundy 2 metry od startu! ;f“@%
7S 20242025 9/42
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Nutnd podminka konvergence rady
Nasledujici vétu Ize pouzit k vyvraceni konvergence fady.

Véta (Nutna podminka konvergence ¥ady):

o0
Pokud rada Zak konverguje, potom pro limitu scitanct plati lim a; = 0.
0 k—o0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 10/ 42
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Nutnd podminka konvergence rady
Nasledujici vétu lIze pouZit k vyvraceni konvergence fady.

Véta (Nutna podminka konvergence ¥ady):

o0
Pokud rada Zak konverguje, potom pro limitu scitanca plati lim ax = 0.
0 k— o0

Diikaz.
Oznalme S € R soucet nasi konvergentni fady. Pro libovolné kladné celé n platf

0<lan| =80 — Sn—1|=sn =S+ S — sn—1| < |sn = S|+ |5 — sp_1]-

Protoze S = lim s, dostdvame z véty o limité seviené posloupnosti, Ze

n— o0
lim |a,| =0, coz implikuje lim a, =0 O
n— o0 n— oo Jg
Ade
A

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 10/ 42
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Nutnd podminka konvergence

s

Ptredchozi podminka je pouze nutna, jak demonstruje nasledujici priklad.

Priklad.

Uvazme radu

o0

3 o
= VE

tedy aj = \/LE pro k =1,2,.... Vime jiz, Ze plati

hm ar = 0.
k— o0

Ale pro CasteCné souclty je

Sl

"1 L n
L LAY

k=1

Proto lim s, = +o00. Zkoumana fada diverguje.
n—oo

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Bolzanovo—Cauchyovo kritérium

Véta (Bolzano—Cauchy):

oo

Rada Zak konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € R tak, ze
k=0

pro kazdé n > ng a p € N plati

|an+an+1 +"'+an+p| < &,

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 12 /42


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1

Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence IntegraIni kritérium Dalsi ptklady na odhad riistu
000000008000 0000000000 000000000 00000000

Bolzanovo—Cauchyovo kritérium

Véta (Bolzano—Cauchy):

Rada Zak konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ng € R tak, ze
k=0
pro kazdé n > ng a p € N plati

|lan + @ng1 + - + angp| < e

v
Diikaz.
Jedna se pouze o pouziti Bolzanova—Cauchyova kritéria konvergence posloupnosti
(viz @ BI-MA1) na posloupnost &4steénych souétli p¥isluiné Fady a preznadeni
nékterych symboli. ]

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 12/42
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Absolutni konvergence

Definice:

oo oo
Radu Zak nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 13 /42
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Absolutni konvergence

Definice:
oo oo
Radu Zak nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z |ax| konverguje.
k=0 k=0 )
Véta:
Pokud fada absolutné konverguje, potom konverguje.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 13 /42
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Ciselné fady
000000000800

Absolutni konvergence

Definice:
oo oo

Radu Zak nazyvame absolutné konvergentni, pokud fada Z |ak| konverguje.
k=0 k=0

Véta:

Pokud fada absolutné konverguje, potom konverguje.

Dukaz.

Pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéria pro konvergenci fady. Bud Z;O:o ak
absolutné konvergentni fada. Potom pro € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé
n >ng a p € N je podle trojihelnikové nerovnosti

|an + ant1 +"'+an+p’ <lan| + |anga| +-- -+ |an+p| <E&.

Rada Y";2, ax tedy konverguje. O

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 13/42
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Rada souctd

Pozorovani:

o0 oo
Uvazujme konvergentni fady > ap a > by se soucty S,, S, € R a ¢ € R. Pak

k=0 k=0
oo
Q rada > (ag + br) konverguje a jeji soucet je S, + Sp,
k=0
oo
@ fada ) (c- ay) také konverguje a jeji soucet je ¢ S,.
k=0

g
I'YTs
e

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 14 /42
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Rada souctd

Pozorovani:

o0 (o]
Uvazujme konvergentni fady > ap a > by se soucty S,, S, € R a ¢ € R. Pak

k=0 k=0
oo
Q rada > (ag + br) konverguje a jeji soucet je S, + Sp,
k=0
oo
@ fada ) (c- ay) také konverguje a jeji soucet je ¢ S,.
k=0
Formalné
oo oo oo o0 oo
Z(ak+bk):Zak+Zbk, Z(c-ak)zc-Zak.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 )
Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Ciselné fady a odhad riistu

000000000080

kritérium

Rada souctd

Pozorovani:

o0 (o]
Uvazujme konvergentni fady > ap a > by se soucty S,, S, € R a ¢ € R. Pak
k=0 k=0
o0
Q rada > (ag + br) konverguje a jeji soucet je S, + Sp,
k=0
o0
@ fada ) (c- ay) také konverguje a jeji soucet je ¢ S,.
k=0
Formalné

Z(ak+bk):Zak+Zbk, Z(c ag) =c- Zak
k=0 k=0 k=0

k=0

Pouzitim véty o limité souctu na posloupnost ¢astecnych souctli dostaneme

n

,}LH;OZ(% +bi) = nh_}rr;o iak"_ibk = hm Zak + hm Zb@"
k=0 k=0 k=0

k=0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 14/42
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Priklad.
- (o]
Rada > (2% +37%) konverguje a jeji soucet je
k=0
oo o0
1 1 3 7
—k —k
22 I =t =245 =)
k=0 k=0 2 -3
V.

nebot konverguji Yady Y2 2 % a > 2, 37F

7S 20242025 15/ 42
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00000000000 e

Priklad.
Rada 3 (27 + 37%) konverguje a jeji soucet je
k=0

> > 1 1 3 7
2:—k 2:—k_ _ _

2 s i=2"1=_ 2 2 2’
k=0 k=0 2

nebot konverguji fady > 7o 2% a > 7o 37K

[e.°]
Konvergence s¢itanych fad je zasadni. Uvazme trividlni ptiklad Y (k + (—k)).
k=0

Poznamka:

(ee] [ee]
Je-li ¢ # 0, pak divergence fady > aj implikuje divergenci fady > (c¢- ag),
k=0 k=0
protoze divergence posloupnosti (s,)52, implikuje divergenci posloupnosti
(c-5p)22 ;. Rozmyslete!

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 15/42
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Hlavni body

Postacujici podminky konvergence

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 16/ 42
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Leibnizovo kritérium

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2; monoténni posloupnost konvergujici k nule. Potom Fada
oo
Z(_l)kak
k=1

konverguje.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Leibnizovo kritérium

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2; monoténni posloupnost konvergujici k nule. Potom Fada
oo
Z(_l)kak
k=1

konverguje.

Dukaz.

Dikaz tohoto kritéria vynechdvame (jedna se o specialni pfipad Dirichletova
kritéria; samostatny dilkaz je uveden ve studijnim textu). O

J w\hj 2

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 17 /42



Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence IntegraIni kritérium Dalsi ptklady na odhad riistu
000000000000 0e00000000 000000000 00000000

Leibnizovo kritérium

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2; monoténni posloupnost konvergujici k nule. Potom Fada
oo
Z(_l)kak
k=1

konverguje.

Dukaz.

Dikaz tohoto kritéria vynechdvame (jedna se o specialni pfipad Dirichletova
kritéria; samostatny dilkaz je uveden ve studijnim textu). O

Monotonie a lim ay = 0 zarudi, ze prvky ax maji shodné znaménko. Scitance
k—+oco

(—1)*ay, tedy tzv. st¥idaji znaménka.
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0e00000000

na odhad riistu

Leibnizovo kritérium

Véta (Leibnizovo kritérium):

Bud (ax)$2; monoténni posloupnost konvergujici k nule. Potom Fada
oo
Z(_l)kak
k=1

konverguje.

Dukaz.

Dikaz tohoto kritéria vynechdvame (jedna se o specialni pfipad Dirichletova
kritéria; samostatny dilkaz je uveden ve studijnim textu). O

v

Monotonie a lim ay = 0 zarudi, ze prvky ax maji shodné znaménko. Scitance
k—+oco

(—1)*ay, tedy tzv. st¥idaji znaménka.

Pozor! Vzdy je nutné ovéfit oba predpoklady!
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Leibnizovo kritérium — priklad

Priklad.

Uvazme fadu

[e’e} _1k
S0,

k=1

f
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Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence IntegraIni kritérium Dalsi ptklady na odhad riistu
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Leibnizovo kritérium — priklad

P¥iklad.

Uvazme fadu
S (D
k=1 k

Protoze posloupnost () ,_, je klesajici a plati, ze 1 — 0 pro k — o0,
konverguje uvaZovana rada dle Leibnizova kritéria.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Dalsi priklady na odhad riistu

Ciselné fady Postacujici podminky konvergence Integralni kritérium 3
000000000000 00e0000000 000000000 00000000
- - - Ve - V7

Leibnizovo kritérium — priklad

Priklad.

Uvazme fadu

o0
k=1
—> 0 pro k — oo,

Protoze posloupnost (+),_, je klesajici a plati, Ze ;
konverguje uvazovana fada dle Leibnizova krlterla

Prozkoumejme absolutni konvergenci této fady, tj. konvergenci fady
oo oo
k=1

k=1

pv\H

k

BI-MA2 ZS 2024/2025
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Leibnizovo kritérium — priklad

Priklad.

Uvazme fadu
oo

k=1

Protoze posloupnost () ,_, je klesajici a plati, ze 1 — 0 pro k — o0,
konverguje uvazovana fada dle Leibnizova krltena.

Prozkoumejme absolutni konvergenci této fady, tj. konvergenci fady

o0 o0 1
SIS -
k=1 k=1

V @' BI-MA1 jsme ukézali, Ze lim Z + = 4o0.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Postacujici podminky konvergence a odhad riistu

0O0@0000000

Leibnizovo kritérium — priklad

Priklad.

Uvazme fadu
S (D
k=1 k

Protoze posloupnost () ,_, je klesajici a plati, ze 1 — 0 pro k — o0,
konverguje uvazovana fada dle Leibnizova kritéria.

Prozkoumejme absolutni konvergenci této fady, tj. konvergenci fady

S (-DF] &K1
S5 =28

k
k=1 k=1
n - o0
V Z'BI-MAL1 jsme ukézali, ze lim Y ¢ = +oo. Rada ) 7 tedy diverguje
N0 k=1 k=1
. 2 (—1)* . .
a proto fada ) ( +— nekonverguje absolutné.
k=1
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IntegraIni kritérium

Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence
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000000000000 0O00@000000

Srovnavaci kritérium

Véta (Srovnavaci kritérium):

Budte >°p°  ar a Y po; bi Eiselné fady. Potom plati nésledujici dvé tvrzeni.

@ Necht existuje ky € N takové, Ze pro kazdé k € N vétsi nez kg platf
0 < |ak| < by a necht fada Y, | by, konverguje. Potom ¥ada > .- ; ay
absolutné konverguje.

@ Necht existuje ky € N takové, Ze pro kazdé k € N vétsi nez kg platf
0<ap <bya) -, adiverguje. Potom i fada >, by diverguje.

Dalsi priklady na odhad riistu

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Postacujici podminky konvergence
0008000000

Srovnavaci kritérium

Véta (Srovnavaci kritérium):
Budte Y 7 ar a Y po bi Eiselné Fady. Potom plati nasledujici dvé tvrzent.
@ Necht existuje ky € N takové, Ze pro kazdé k € N vétsi nez kg platf
0 < |ak| < by a necht fada Y, | by, konverguje. Potom ¥ada > .- ; ay
absolutné konverguje.

@ Necht existuje ky € N takové, Ze pro kazdé k € N vétsi nez kg platf
0 <ap <bya) -, a;diverguje. Potom i fada Y.~ | by diverguje.

Duikaz.

Prvni bod: opét pouzijeme Bolzanova—Cauchyova kritéria. Lze postupovat shodné
jako v dikazu predchozi véty. Tvrzeni plyne z nasledujiciho odhadu.

Han| +lant1+---+ ‘an+p|| = lan|+lant1]+- - +lantpl < bp+bpy1+- by
Druhy bod plyne z nerovnosti 0 < Y°¢_, aj < Y1, by Dj

Hrabsk & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 19/42
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Srovnavaci kritérium — priklad

Pfiklad (Desetinny rozvoj).

s

Bud (ax)g2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

o0
0.arasas3 -+ = Zak .10k,
k=1
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Srovnavaci kritérium — priklad

Ptiklad (Desetinny rozvoj).

s

Bud (ax)g2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

o0
0.arasas3 -+ = Z ag - 107%.
k=1

Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Cislo.

[JEC
ﬂ// e f §
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Srovnavaci kritérium — priklad

Ptiklad (Desetinny rozvoj).

s

Bud (ax)g2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.
Potom klademe

o0
0.arasas3 -+ = Zak .10k,
k=1

Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Cislo.

Konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria, zfejmé

1 k
ak-10k§9-<10> .

. k
Rada Y7, (%) konverguje, jeji soucet je %.

@

5
fess
) s
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Srovnavaci kritérium — priklad

Ptiklad (Desetinny rozvoj).

s

Bud (ax)g2, posloupnost jejiz ¢leny nabyvaji hodnot z mnoziny {0,1,...,8,9}.

Potom klademe

Dalsi priklady na odhad riistu
00000000

o0
0.arasas3 -+ = E ag - 107%.
Rada konverguje a jeji soucet jednoznacné definuje jisté realné Cislo.
o
Konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria, zfejmé
k
107"<9. :
ag - .
10
Rada > 77, (& konver uje, jeji soucet je =
k=1 \ 10 guje, jej J
Specialné napriklad
0 9
09999 =) 9-107F =10 =1, ”{%E‘é
k=1 1-15 ATy
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Srovnavaci kritérium — s &im srovnavat?

Abychom mohli pouZit srovnavaci kriterium, je potfeba mit k dispozici sadu
vhodnych ¥ad s nezapornymi cleny.

B
IAEAO
A
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Srovnavaci kritérium — s &im srovnavat?

Abychom mohli pouZit srovnavaci kriterium, je potfeba mit k dispozici sadu
vhodnych ¥ad s nezapornymi cleny.
Jiz jsme ukazali, zZe
+oo
° qu konverguje pro 0 < ¢ < 1 a diverguje pro ¢ > 1,
k=0

Mg
?r'M—‘

diverguji.

i E

S\

>
Il

(I Lon

‘?‘/u
ARSI
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Integralni kritérium Dalsi priklady na odhad riistt

Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence
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000000000000 0O0000e0000

Srovnavaci kritérium — s &im srovnavat?

Abychom mohli pouZit srovnavaci kriterium, je potfeba mit k dispozici sadu
vhodnych ¥ad s nezapornymi cleny.

Jiz jsme ukazali, zZe

+oo
° qu konverguje pro 0 < ¢ < 1 a diverguje pro ¢ > 1,
k=0
+oo 1 +oo
kz:: 3 z:: \/» diverguji.
Déle ukaZeme, ze
+00 k
° Z — konverguje pro libovolné a > 0,
k=0
+oo
° Z k konverguje pro o < —1 a diverguje pro o > —1.
k=0
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Dalsi priklady na odhad riistu
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d'Alembertovo kritérium

Véta (d’Alembertovo kritérium / ratio test for series):

Necht ar > 0 pro kazdé k£ € N. Potom plati dvé nasledujici tvrzenf:
@ Pokud

a
lim —t > 1,
k—oo Qg
oo
pak fada Zak diverguje.
k=0
Q@ Pokud “
lim —t < 1,
k—oo Qg

oo
pak fada Zak (absolutné) konverguje.

k=0
y
g
st
[{ w\hj 2
Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2
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000000000000 0000000800

Pripomenuti véty z BI-MA1

Dalsi priklady na odhad riistu
000000000 00000000

Pro jistotu pfipomefime podilové kritérium pro posloupnosti zndmé z (' BI-MAL1,

které vyuzijeme v dikazu d'Alembertova kritéria.

Véta (Podilové kritérium / ratio test for sequences):

Bud (@)%, posloupnost kladnych ¢isel a necht existuje limita

. Ap+1
lim —* ,

n—00 @y

oznacme jeji hodnotu symbolem ¢. Potom
@ pokud g < 1, pak lim a, =0,
n— oo

@ pokud g > 1, pak lim a, = +o0.
n— oo

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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d'Alembertovo kritérium
Diikaz.
Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)7; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto spln&na nutnd podminka konvergence a fada ;- | a; proto diverguje.
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d'Alembertovo kritérium

Diikaz.

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)7; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto spln&na nutnd podminka konvergence a fada ;- | a; proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje r < 1 a kg € N pro néz plati

Q41
ag

<r<l, k> k.
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d'Alembertovo kritérium

Diikaz.

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)7; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto spln&na nutnd podminka konvergence a fada ;- | a; proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje r < 1 a kg € N pro néz plati

Q41
ag

S’I"<1, kaO

Odtud nahlédneme, Ze pro kazdé k > kg plati

ar < rk—ko Qg -
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d'Alembertovo kritérium

Diikaz.

Prvni bod: Z podilového kritéria aplikovaného na posloupnost (a)7; plyne

lim ap = +oo.
k— o0

Neni proto spln&na nutna podminka konvergence a fada ) ;- ; ai, proto diverguje.
Druhy bod: Dle predpokladu existuje r < 1 a kg € N pro néz plati

Q41
ag

S’I"<1, kaO

Odtud nahlédneme, Ze pro kazdé k > kg plati
ar < rk_koako.

Uz ale vime, Ze fada Y ;- , 7" konverguje pro |r| < 1. Podle srovnivaciho kritéria

tedy konverguje i fada >, ay. O

4
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d’'Alembertovo kritérium — priklad

Priklad.

Pro kazdé a € R uvazme fadu

[e's}
(l a a2 a3

;k——1+ﬁ+§+§+m.

f
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d’'Alembertovo kritérium — priklad

P¥iklad.

Pro kazdé a € R uvazme fadu
= ok 1 a a® a?
ICZE— +ﬁ+a+§+"'.
=0

Tato Fada jisté (absolutné) konverguje pro a = 0. Pro ostatni a plati

ak}+1
L0
lim LD I
k— o0 ak k—oo k+ 1
k!

Podle d'Alembertova kritéria proto fada (absolutné) konverguje.

@)
e
AT
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d’'Alembertovo kritérium — priklad

Priklad.

Pro kazdé a € R uvazme radu
ia _1+a+az+a?’+
P k! 1 2 3! ’

Tato Fada jisté (absolutné) konverguje pro a = 0. Pro ostatni a plati

ak}+1
L0
lim LD I
k— o0 ak k—oo k+ 1
k!
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d /—\Iembertovo kritérium — priklad

Priklad.

Pro kazdé a € R uvazme radu
ia——1+ +a2 P
P k! 2! 3! ’

Tato Fada jisté (absolutné) konverguje pro a = 0. Pro ostatni a plati

’ak+1
im LD e el g
k— o0 ak k—oo k+ 1

k!

Podle d'Alembertova kritéria proto fada (absolutné) konverguje.

a odhad

| ristu

V pristi prednasce ukazeme, ze touto funkci je pravé exponenciala e”.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Je tedy mozné definovat funkci, ktera &islu = € R pfifadi soulet fady >~ %7
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Hlavni body

Integralni kritérium
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Pripomenuti zndmych souctl

e aritmeticka posloupnost (a,)> , tj. a, = a1 + (n — 1)d,
ia :ia —|—di(k—1):a n—l—d-n(n—_l)zﬁ(a +an)
k = 1 1 9 2 1 n)-

k=1 k=1

/kji?
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Pripomenuti zndmych souctl

e aritmeticka posloupnost (a,)> , tj. a, = a1 + (n — 1)d,

n

- - nn—1 n
Zak:;al—l—dZ(k—l):aln—i—d-(Q):(al—i—an).

k=1 k=1

[\]

e geometricka posloupnost (a,,) ,, tj. a, = a1q" ",

_ k1 _
> ar=Y aq DA q# 1
k=1 k=1

/ “ﬁ

Z
) Wi e)
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Pripomenuti zndmych souctl

e aritmeticka posloupnost (a,)> , tj. a, = a1 + (n — 1)d,

n

- - nn—1 n
Zak:;al—l—dZ(k—l):aln—i—d-(Q):(al—i—an).

k=1 k=1

[\]

e geometricka posloupnost (a,,) ,, tj. a, = a1q" ",

_ k1 _
> ar=Y aq DA q# 1
k=1 k=1

e geometricka fada

1
k
= — <1.
Eq 1—g lq|

k=0
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Pripomenuti zndmych souctl

e aritmeticka posloupnost (a,)> , tj. a, = a1 + (n — 1)d,

n

- - n(n—1 n
Zak:;a1+dk§_:1(k—1):a1n+d-(2):(al—i—an).

k=1

[\]

e geometricka posloupnost (a,,)% |, tj. a, = a;q" !,

dar=Y ad" ' =a—, ¢#1
k=1 k=1

q—1

e geometricka fada

1
k
= — <1.
Eq 1—g lq|

k=0

@ exponenciala
> :TJ
E — = zeR.
k )
k=0
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Scitani clent posloupnosti

@ Hledani explicitniho vzorce pro dany soucet je obecné komplikovana a Casto
nefesitelna tloha.

zmj §
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Scitani clent posloupnosti
@ Hledani explicitniho vzorce pro dany soucet je obecné komplikovana a Casto
neresitelna dloha.

o (Casto nas ale presny soucet ani nezajima, jde ndm pouze o typické chovani
pro velka n. Tedy o tzv. asymptotické chovani souctd.
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Scitani clent posloupnosti

@ Hledani explicitniho vzorce pro dany soucet je obecné komplikovana a Casto
neresitelna dloha.

o (Casto nas ale presny soucet ani nezajima, jde ndm pouze o typické chovani
pro velka n. Tedy o tzv. asymptotické chovani souctd.

ONE DOES NOT'SIMELY:
-

find an'explicit formula for the sum. %%8

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 28/42



Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence Integralni kritérium Dalsi ptklady na odhad riistu
000000000000 0000000000 000000000 00000000

Odhadovani rychlosti rlistu rliznych soucti

Véta:
Necht f je spojitd funkce na (1,+00) an € N.
Q@ Jeli f klesajici, pak

f(m) + / LS SCEFOR / f(z) da.

v

?“"f%
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Odhadovani rychlosti rlistu rliznych soucti

Véta:
Necht f je spojitd funkce na (1,+00) an € N.
Q@ Jeli f klesajici, pak

n

/ fla st(k) <SfO)+ | flz)da

1

@ Je-li f rostouci, pak

W+ [ 0w <> w0 < s+ [ @) dn
i k=1

/g“c <))
f/ W §
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Odhadovani rychlosti rlistu rliznych soucti

Diikaz pro f klesajici.
Bud k € N, pak pro kazdé x € (k, k + 1) plati f(k+1) < f(z) < f(k).

S

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 30/42



Ciselné Fady Postatujici podminky konvergence Integralni kritérium Dalsi ptklady na odhad riistu
000000000000 0000000000 0000@e0000 00000000

Odhadovani rychlosti rlistu rliznych soucti

Diikaz pro f klesajici.

Bud k € N, pak pro kazdé = € (k, k+ 1) plati f(k+1) < f(z) < f(k).
Z véty o nerovnosti mezi integraly dostaneme nerovnost

k-+1 k+1

k+1
fr = [ s [0 s [ e = 1w,

k

)
Iera)
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Odhadovani rychlosti rlstu riznych souctl

Diikaz pro f klesajici.

Bud k € N, pak pro kazdé = € (k, k+ 1) plati f(k+1) < f(z) < f(k).
Z véty o nerovnosti mezi integraly dostaneme nerovnost

k-+1 k+1 k+1
flern = [ feendes [ padns [ e = G0,
Sectenim nerovnosti pro kK =1,2,...,n — 1 dostaneme
n n n—1
S )< [ fapo < Y 5w,
k=2 1 k=1

T¥rar
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Odhadovani rychlosti rlstu riznych souctl

Diikaz pro f klesajici.
Bud k € N, pak pro kazdé = € (k, k+ 1) plati f(k+1) < f(z) < f(k).
Z véty o nerovnosti mezi integraly dostaneme nerovnost

k+1 k+1

fo+1) = [

k

Sectenim nerovnosti pro kK =1,2,...,n — 1 dostaneme

Sosm < [ s Y s,
k=2 1 k=1
Odtud .
f(n) + / f@ydz < S F) < fQ+ [ f)de
k=1 1

k+1
flk+ 1)da < /k f@)dz < /k fk)dz = f(k).
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Geometricka interpretace odhadu

Ya
f(5)

f(4)

f3)

f2)

f()
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Geometricka interpretace odhadu

Ya
f(5)

f(4)

f3)

f2)

f()
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Geometricka interpretace odhadu

Ya
f(5)

f(4)

f3)

f2)

f()
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Ptiklad.
Pomoci odhadu odhadnéte rychlost ristu posloupnosti (s,)52 ; s ¢leny

n

f
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00000000
Priklad.

Pomoci odhadu odhadnéte rychlost ristu posloupnosti (s,)52 ; s ¢leny

n

Nyni f(x) = 2% je rostouci na (1,+0c0) a proto pro kazdé n € N plati

1+/ 22de < Zkz < n2+/ 22dx.
1 1

k=1

av )
i
ﬂ// \J%
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Pfiklad.
Pomoci odhadu odhadnéte rychlost ristu posloupnosti (s,)52 ; s ¢leny

n

Nyni f(x) = 2% je rostouci na (1,+0c0) a proto pro kazdé n € N plati

1+/ 2de < Y kK < n2+/ 22dz.
1 1 1
Tudiz . 5 1 1

§n3+§§sn§§n3+n2—§.

J w\hj 2
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Pfiklad.
Pomoci odhadu odhadnéte rychlost ristu posloupnosti (s,)52 ; s ¢leny

n

Dalsi priklady na odhad riistu
000000000000 0000000000 0O00000e00 00000000

Nyni f(x) = 2% je rostouci na (1,+0c0) a proto pro kazdé n € N plati

1+/ 2de < Y kK < n2+/ 22dz.
1 1 1
Tudiz . 5 1 1

§n3+§§sn§§n3+n2—§.

Pro velkd n je nejvétsim clenem %n3, presnéji

. S . 1
lim +— =1, tj. s,~ —n3.
n— 00 §n3 3
Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Integralni kritérium

Z predchazejicich odhadl sum pomoci integrald je patrné, ze plati nasledujici véta.

[JEC
ﬂ// e f §
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Integralni kritérium Dalsi priklady na odhad riistu

Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence
000000080 00000000

000000000000 0000000000

Integralni kritérium
Z predchazejicich odhadl sum pomoci integrald je patrné, ze plati nasledujici véta.

Véta:
o0

Bud Z an Ciselna ¥ada s kladnymi ¢leny. Necht existuje spojita a monoténnf{

n=1
funkce definovana na (1, +o00) takova, ze f(n) = a, pro kazdé n. Potom:

V.
Ty
fed
AN
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Ciselné Fady Postatujici podminky konvergence
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000000000000 0000000000

Integralni kritérium
Z predchazejicich odhadl sum pomoci integrald je patrné, ze plati nasledujici véta.

Véta:
o0

Bud Z an Ciselna ¥ada s kladnymi ¢leny. Necht existuje spojita a monoténnf{

n=1
funkce definovana na (1, +o00) takova, ze f(n) = a, pro kazdé n. Potom:

e’} (oo}
o Pokud integral / f(z) dz konverguje, pak &iselna fada Zan konverguje.
1

n=1

o

Wrsl
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na odhad riistu

konvergence Integralni kritérium D
000000080

Integralni kritérium
Z predchazejicich odhadl sum pomoci integrald je patrné, ze plati nasledujici véta.

Véta:
oo
Bud Z an Ciselna ¥ada s kladnymi ¢leny. Necht existuje spojita a monoténnf{

n=1
funkce definovana na (1, +oc0) takova, Ze f(n) = a,, pro kazdé n. Potom:

o Pokud integral / f(z) dz konverguje, pak &iselna fada Zan konverguje.
1

n=1

oo oo
o Pokud integral / f(x) dx diverguje, pak Ciselna fada Zan diverguje.
1

n=1
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Priklad.

o0
Rada Z k< konverguje pro o < —1 a diverguje pro o > —1.
k=1
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Integralni kritérium Dalsi priklady na odhad riistu
000000000000 0000000000

0O0000000e 00000000

Priklad.

Rada Z k< konverguje pro v < —1 a diverguje pro o > —1.
k=1

Protoze

n notl 1 n
/ x¥dr = — ,a%—1, a / 7 ldz =Inn
1 1

a+l a+1
plati
n
lim x%der = ——, a< -1,
n—+oo Jq —1-«a
n
lim z%dr = +o00, o> —1.
n—-+o0o 1
1%%
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Hlavni body

Dalsi priklady na odhad ristu
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Ciselné fady

000000000000 0000000000

Harmonicka cisla

Priklad.

Jiz vime, Ze

Odhadnéme nyni jak rychle se >, _;

Postacujici podminky konvergence

IntegraIni kritérium

000000000 O@000000

blizi k nekoneénu s rostoucim n.

=

Dalsi priklady na odhad riistu

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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000000000000 0000000000 000000000 O@000000

Harmonicka cisla

Priklad.

Jiz vime, Ze
n

. 1
i D5 = e

k=1

Odhadnéme nyni jak rychle se >, _; % blizi k nekoneénu s rostoucim n.

Podle predchozi véty, pro f(z) = % klesajici na (1, +00) dostdvame odhad

1 " | "
— —dz < ~ <1 —dz.
n+/1xx_zk_+/1x$

Po integraci

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Harmonicka cisla: znovu a podrobnéji

Poznamka:

Opét mame

Yheii N1
A ey b D 3~ n.
k=1
Dale si povSimnéte, ze
"1
= < 1, eN
<> p-h(m) <1, 0

k=1

O posloupnosti <Zk 1% —In(n )) Ize ukazat, Ze je klesajici a tudiz ma limitu.

Tato limita se oznacuje v a nazyva se Eulerova—Mascheroniova konstanta. Jeji
priblizna hodnota je v = 0,577218. ..
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Priklad.

Kolikrat se zavolad funkce doSomething() v nasledujicim prikladé?
for (i = 0; i < n; i++) {
i=L
while ( j < i) {
doSomething() ;
i=ix2
}
}

=)
G

7S 20242025 3842
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Priklad.
Kolikrat se zavolad funkce doSomething() v nasledujicim prikladé?

for (i = 0; i < n; i++) {
ji=1;
while ( j < i) {
doSomething() ;

ij=ix*xz
}
} v
n—1
@ Pfesny pocet volani: z:[log2 i].
i=1

J w\hj 2
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Priklad.

Kolikrat se zavolad funkce doSomething() v nasledujicim prikladé?

for (i = 0; i < n; i++) {
j=1
while ( j < i) {
doSomething() ;

ij=ix*xz
}
} v
n—1
@ Pfesny pocet volani: Z [log, 7].
i=1
@ Hruby horni odhad:
n—1 - n—1
Zlogzz SZ logyi+ 1) < Z(logQ(n—l)—i—l):
i=1 i=1 i=1

= ( )( + IOgQ(n — 1)) S n(l + 10g2 n) — O(n 10g2 ’[’L‘” “7/735"37;
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@ Jemny oboustranny odhad: jisté plati

n—1 n—1 n—1
ZlogQi < ZﬂogQi] < 21 + logy i
i=1 i=1 i=1

J w\hj 2
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@ Jemny oboustranny odhad: jisté plati

n—1 n—1 n—1
ZlogQi < ZﬂogQi] < Zl + logy i
i=1 i=1 i=1

a tudiz
n—1 n—1 n—1

O+/ log, rdx < z:[log2 il < 1+log2(n—1)+/ (1+1log, x) dx.
1 p 1

@)
frd
ATy
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@ Jemny oboustranny odhad: jisté plati

n—1 n—1 n—1
Zlogzi < ZﬂogQi] < Zl + logy i
i=1 i=1 i=1

a tudiz
n—1 n—1 n—1

O+/ log, rdx < z:[log2 il < 1+log2(n—1)+/ (1+1log, x) dx.
1 p 1

Protoze ale

n—1
In2 "’

n—1
/ log, xdz = (n— 1) logy(n — 1) —
1
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@ Jemny oboustranny odhad: jisté plati

n—1 n—1 n—1
Zlogzi < ZﬂogQi] < Zl + logy i
i=1 i=1 i=1

a tudiz
n—1 n—1 n—1

0+/ log, rdx < z:[log2 il < 1+log2(n—1)+/ (1+1log, x) dx.
1 p 1

Protoze ale

/nllo zdex=(n—1)lo (nfl)fni1
) g2 = g2 2’
dostavame )

Z [logy i] ~ nlogy n.

i=1

Hrabsk & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 39/42



Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence Integralni kritérium Dalsi ptklady na odhad riistu
000000000000 0000000000 000000000 0O0000e00

Priklad.

Urcete rychlost ristu posloupnosti (n!)52 ;.
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Dalsi ptklady na odhad riistu

Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence Integralni kritérium
000000000000 0000000000 000000000 0O0000e00
Priklad.
Urcete rychlost ristu posloupnosti (n!)52 ;.
Vyuzijme Sikovné Upravy
n
Inn! = E Ink.

In z je rostouci na (1, 4+00) a proto

0 —|—/1 In(z)da < kZ:lln(k) <In(n) +/1 In(z) dz

Primitivni funkci F' k funkci f je funkce F(z) = xIn(z) — z + C, tudiz

()—"+1<Zln ) < In(n) +nln(n) —n+ 1.

Funkce f(z) =

BI-MA2 ZS 2024/2025
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Ciselné Fady

Postatujici podminky konvergence
000000000000

IntegraIni kritérium Dalsi ptklady na odhad riistu
0000000000 000000000 00000080

Odlogaritmovanim (monotonie e®) posledni nerovnosti pak dostdvame
en In(n)—n+1 ~ nl < eln(n)+nln(n)7n+1

a po uUpravé

n n

n n
e-— <nl<en-—, neN.
en en

Neboli n! = O(n"t!/e™) a také n! = Q(n"/e").

s
I\ Ts
AT
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Dalsi priklady na odhad riistu
00000080

Odlogaritmovanim (monotonie e®) posledni nerovnosti pak dostdvame
enln(n)7n+1 <nl < eln(n)+nln(n)7n+1

a po uUpravé

Neboli n! = O(n"t!/e™) a také n! = Q(n"/e").

Poznamka:

Tento odhad uz je pro vétsinu aplikaci dostatecny. Lze ho vsak jesté dale
zlepSovat. VSimnéte, ze na rozdil od predchoziho ptikladu nam nyni nedava
posloupnost (b,,)22 ; takovou, Ze

Ziskan{ takovéto posloupnosti (b,)%2 ; vyzaduje dalsi praci. Pro Gplnost uvedme,
Ze tuto vlastnost ma naptiklad (tzv. Stirlingiv vzorec)

nn
b, = V2mn - — ~nl. b
e’ﬂ
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IntegraIni kritérium

Dalsi priklady na odhad riistu

Ciselné Fady Postacujici podminky konvergence
000000000000 0000000000 000000000 O000000e
bn,
n!
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Dodatek
@00

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oeo

Komentar

@ Disledné odlisujte pojmy posloupnost a fada. Stfedoskolské slovni spojen{
~rada Cisel" ma vyznam posloupnosti, ne Fady.

@ O souctu divergentnich fad nemluvime z toho divodu, ze lze zavést riizné
zobecnéné zpisoby scitani, vzhledem k nimz by takové fady jiz soucet mély.

@ Soucet fad, které jsou konvergentni, ale nejsou absolutné konvergentni, zavisi
na poradi, ve kterém se scitaji. Riemannova véta o preusporadani dokonce
ukazuje, ze vhodnym preusporadanim clenl takovychto tzv. podminéné
konvergentnich fad mizeme ziskat libovolny soucet!
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Dodatek
ooe

Komentar

@ Jako priklad k predchozi pozndmce uvazme Fadu

ar = — _— - - — = _ — = -
F 2 23 34 1
k=0
tj. agr = k%’_l a agpy1 = —k—il pro k =0,1,2,... Pro ¢leny posloupnosti ¢aste¢nych
souctdl plati sapn4+1 =0 a s2p, = n%rl pron =0,1,2,... Proto se jednd o konvergentni

¢iselnou Fadu, jejimz souétem je 0. Tato Fada neni absolutné konvergentni.

Nyni poradi s¢itani ¢lent této fady pozménme tak, Ze vzdy postupné vezmeme dva kladné

¢leny a jeden zaporny, ktery pricteme k mensimu kladnému &lenu, tj. s¢itance v nasi fadé
preusporadame takto:

1+(1 1)+1+(1 1)+1+(1 1)+
2 3 4 2 5 6 3
~—— —— ~——

1

.

_ !
2 6

V tomto usporadani tedy efektivné ziskdvame fadu
E+1’
k=0
o které v pristich pfednaskach dokazeme, ze ma soucet In2 # 0.
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