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Hlavni vysledky této prednasky

@ Definice exponencialni funkce.

@ Mocninné Fady a jejich vlastnosti.

@ Obor konvergence mocninnych fad.
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Exponencialni funkce

Definice (Exponencialni funkce / Exponential function):
Zobrazeni, které kazdému x € R prifadi soucet absolutné konvergentni rady

25

nazyvame exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu pro zadand x € R znadime

symbolem e”.
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Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Exponencialni funkce

Definice (Exponencialni funkce / Exponential function):

Zobrazeni, které kazdému x € R prifadi soucet absolutné konvergentni rady
>
k=0

nazyvame exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu pro zadand x € R znadime
symbolem e”.
v

O ,.exponencidlni funkci” také Casto zkracené mluvime jako o ,,exponenciale®.
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Exponencialni funkce

Definice (Exponencialni funkce / Exponential function):

Zobrazeni, které kazdému x € R prifadi soucet absolutné konvergentni rady
o0 zk
>
k=0

nazyvame exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu pro zadand x € R znadime
symbolem e”.

O ,.exponencidlni funkci” také Casto zkracené mluvime jako o ,,exponenciale®.

Dale ukazeme, ze tato definice je v souladu se zavedenim exponencialni funkce
v BI-MAL.
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Exponencialni funkce

Véta (Zakladni vlastnosti exponencialni funkce):
Exponencialni funkce ma nasledujici vlastnosti:

QL =1,

@ pro viechna z,y € R plati e 1Y = e%eY,

@ pro viechna z € R plati € # 0 a dile e™" = L,

@ pro vsechna z € R plati e* > 0,

@ exponenciala je ostre rostouci funkce, tj. pro vSechna z,y € R splnujici
nerovnost x < y plati nerovnost e” < eY.

@ )
/e
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Exponencialni funkce

Véta (Zakladni vlastnosti exponencialni funkce):
Exponencialni funkce ma nasledujici vlastnosti:

Q =

@ pro viechna z,y € R plati e 1Y = e%eY,

@ pro viechna z € R plati € # 0 a dile e™" = L,

@ pro vsechna z € R plati e* > 0,

@ exponenciala je ostre rostouci funkce, tj. pro vSechna z,y € R splnujici

nerovnost x < y plati nerovnost e” < eY.

Dukaz bodu 1.

Plyne pfimo z dosazeni = 0 do defini¢niho vztahu,

oo

0%
Zk—_1+0+0+~~:1.
k=0
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Exponencialni funkce

Dukaz bodu 2.

Uvazme 2,y € R. Potom

k=0 k! (=0 ! k=0 £=0 & (k=0
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Exponencialni funkce

Diikaz bodu 2.
Uvazme 2,y € R. Potom

e’ eV = ix—k iy_e :iim_z vt _
k=0 (2 £=0 : k=0 £=0 ¢ (k= 0)!
> 1 < [k _ X (z+y)t
:ZEZ<£>$6yk ezz(ﬂﬁ kly> _ oty .

Dikaz bodu 3.
Z predchozich (jiz dokazanych) bodl 1) a 2) plyne rovnost

T —T $—z:e0:1

efe P =e , prozeR. (1)

Tato rovnost implikuje e® # 0 pro libovolné x € R (rozmyslete napf. sporem). §
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Exponencialni funkce

Dukaz bodu 2.

Uvazme 2,y € R. Potom

Mocninné ¥ad
000000000

L]
k=0 " =0 k=0 |
Dikaz bodu 3.
Z predchozich (jiz dokazanych) bodl 1) a 2) plyne rovnost
e P =e""=e"=1, proxeR. (1)
Tato rovnost implikuje e® # 0 pro libovolné x € R (rozmyslete napf. sporem).
Z rovnosti (1) pak ihned dostévéme e™* = . o

o
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Exponencialni funkce — vlastnosti

Diikaz bodu 4.
Bud z > 0. Potom ptimo z definice exponencialy dostadvame

o Z Z2
E_ T=ltet 4>

P¥edchozi nerovnost a bod 3) déle implikuji, Ze pro z < 0 platf

1
e =—€(0,1).

@

Rozmyslete! O

Diikaz bodu 5.
Je-li nyni & < y, pak e¥ =e¥"%e” > 1-e” =e”, protoze y —x > 0 a e” > 0.

O
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Exponencialni funkce — vlastnosti

Lemma:
Plati zq
. e =
lim =1
x—0 x
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Exponencialni funkce — vlastnosti

Lemma:
Plati

e =1
lim
x—0 x

=1

Mocninné ¥ady
000000000

Uvazme z € (—1,1), 2 #0, an € N, n > 2. Potom

k k
no gk n gk N k-1 no k-2
Zk:Ok! 1_1_Zk:1k1_1_2$ —1—xzx
T T k! k!
k=1 k=2
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Exponencialni funkce — vlastnosti

Lemma:
Plati

.oet—1
lim
x—0 x

=1

Uvazme z € (—1,1), 2 #0, an € N, n > 2. Potom

k
Do i — 1 Zk k=1 0T — 2t ok
e B RIS SR s
k=1 k=2
Za stejnych predpokladl z téchto rovnosti plyne odhad
Do T — |z[F? — [z|F2
z 1= |$|Z k! < |$|Z ok—1
k=2 k=2
n k—2 e8] k—2

|| || || || [z 1 [ 1
2;_2 2 _2;_2 2 2 1—|z|/2 - 21-1/2
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Odtud ihned plyne nerovnost (limitni pfechod n — o)

xT

-1

0<|S—= 1| <af
T

pro kazdé x € (—1,1), z # 0.

@)
frd
ATy
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Odtud ihned plyne nerovnost (limitni pfechod n — o)

xr

—1

0< S 1] < |af
x

pro kazdé = € (—1,1),  # 0. Kone¢né véta o limité seviené funkce implikuje

T —1 T —1
lim e7—1:0 = 1im67:1.
z—0 x z—0 x

Wrsl

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 10/20



Exponenciélni funkce
00000080

Odtud ihned plyne nerovnost (limitni pfechod n — o)

et —1

T

0<

—1\ <ol

pro kazdé = € (—1,1),  # 0. Kone¢né véta o limité seviené funkce implikuje

v v _ 1
e—1’_0 —  lim o~ —1,
€ x—0 x

lim
z—0

Poznamka:

Nebot pro z > 0 plati e* > 1 + z, plyne z véty o vytlaeni do nekonecna

lim e =+4+c0.
r—+o0

Coz dale pouzitim véty o limité slozené funkce

lim e*= lim e *= lim — = =0. ;
T——00 z—~+00 z— o0 e% 400

L =)
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Exponencialni funkce — vlastnosti

Pfipomenme disledky ukazané v BI-MA1, které z téchto vlastnosti plynou.

@ Funkce €® je spojitd na celém R, obor hodnot je tedy (0, 400).

o Existuje inverzni funkce k e*, ptirozeny logaritmus In(x).
@ Pro a > 0 zavadime obecnou mocninu jako
a® = ewln(a).
e Definujeme Eulerovo &islo e :=e! = Y"1 ) &, pro které plati
(e)w _ emlne _ e:vlne1 — et

@ Pro obecnou mocninu plati

a*tV =a"a¥, (a*)Y=a", (ab)® =a"b".
@ Pro a # 1 existuje inverzni funkce k a®, logaritmus log, ().
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Hlavni body

Mocninné fady
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Mocninna rada

Exponencialni funkce neni v jejim vyjadfeni pomoci fady mezi elementarnimi
funkcemi vyjimkoul!

Definice (Mocninna ¥ada / Power series):

Necht je déna posloupnost (a; )32, a &fslo ¢ € R. Ciselnou Fadu

Z ag(z — c)*
k=0

zavisejici na redlném parametru x nazyvdme mocninnou fadou se stfedem
v bodé c.

\,:‘

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 13/20



Mocninna rada

Exponencialni funkce neni v jejim vyjadfeni pomoci fady mezi elementarnimi
funkcemi vyjimkoul!

Definice (Mocninna ¥ada / Power series):

Necht je dana posloupnost (a; )52, a &islo ¢ € R. Ciselnou Fadu

Z ag(z — c)*
k=0

zavisejici na redlném parametru x nazyvdme mocninnou fadou se stfedem
v bodé c.

ncidini funkce Mocninné ¥ady
o] 000000000

Ptikladem mocninné fady je fada definujici exponencialu,
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Obor konvergence

Poznamka:

Uvazme mocninnou radu

ac—l

szH

>

k=1
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Obor konvergence

Poznamka:

Uvazme mocninnou radu
oo
E (x—1) 5

k=1

?r'lr—‘

oo k
1 1
@ Pro z = 1/2 dostaneme konvergentni fadu E — (——) ,
k=1
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Exponencialni funkce
00000000
Obor konvergence
Poznamka:
Uvazme mocninnou fadu
— 1
Z E X — ]. & o
k=1
[e's) k
, 1
@ Pro z = 1/2 dostaneme konvergentni fadu Z —§> ,
k=1
2k
@ pro x = 3 dostaneme divergentni fadu =
k=1 )
l‘f \
BI-MA2 ZS 2024/2025
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Obor konvergence

Poznamka:
Uvazme mocninnou fadu
1
> Z@=1"
k=1
[e’s} 1 1 k
o P =1/2d k iF —(—=
rox /2 dostaneme konvergentni radu Z v < 2> ,
k=1
2k
@ pro x = 3 dostaneme divergentni fadu =

k=1

Definice (Obor konvergence):

Mnozinu vSech hodnot € R, pro které mocninna fada Z::(J) ax(z — c)*
konverguje nazyvdme oborem konvergence mocninné rady.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Obor konvergence

Poznamka:
Uvazme mocninnou radu
=1
> Z@=1"
k=1
o P =1/2d k ir —|—=
ro x /2 dostaneme konvergentni radu Z 3 < 2) ,
k=1
2k
@ pro x = 3 dostaneme divergentni fadu =

k=1

Definice (Obor konvergence):

Mnozinu vSech hodnot € R, pro které mocninna fada Z::S ax(z — c)*
konverguje nazyvdme oborem konvergence mocninné rady.

Mocninna fada definuje jistou funkci, kterd kazdému z z oboru konvergence
pritadi soucet této mocninné Fady.
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Exponencialni funkce

Mocninné ¥ady
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Priklad.

Naleznéte obor konvergence mocninné rady

oo
1
> pe-1f
k=1
o0 1 k
PouZijeme d'Alembertovo kritérium pro fadu %‘ ax#1 (prox =1 jisté
absolutné konverguje). -
1 k+1
Aoz -1
li E51 | =z -1,

Rada konverguje absolutné pro |z — 1| < 1 a diverguje pro |z — 1| > 1.

(I Lon

‘?‘/u
ARSI
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Priklad.

Naleznéte obor konvergence mocninné rady

oo
1
5 La 1y
=L
o0

Pouzijeme d'Alembertovo kritérium pro Fadu 2 %‘ ax#1 (prox =1 jisté
absolutné konverguje).

1 k+1

Aoz -1
li E51 | =z -1,

Rada konverguje absolutné pro |z — 1| < 1 a diverguje pro |z — 1| > 1.

+oo 1

Pro z = 2 dostaneme divergentni fadu ), +.
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Priklad.

Naleznéte obor konvergence mocninné rady

> He- 1
=k
o0

Pouzijeme d'Alembertovo kritérium pro Fadu 2 %‘ ax#1 (prox =1 jisté
absolutné konverguje).

1 k+1

Aoz -1
li k+1| | _ |x o 1| ,

Rada konverguje absolutné pro |z — 1| < 1 a diverguje pro |z — 1| > 1.
Pro x = 2 dostaneme divergentni fadu > ;%5 1.

Pro = 0 dostaneme konvergentni fadu 3, (~1)F1.
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Priklad.

Naleznéte obor konvergence mocninné rady

x—l

pv\H

>

k=1

o0
PouZijeme d'Alembertovo kritérium pro fadu

(z—1)* T
| axz#1 (prox =1 jisté

absolutné konverguje).
1 k+1
Aoz —1
li 7’“}' |k =|z—1],
k— o0 E|x — 1|
Rada konverguje absolutné pro |z — 1| < 1 a diverguje pro |z — 1| > 1.

Pro x = 2 dostaneme divergentni fadu > ;%5 1.

Pro = 0 dostaneme konvergentni fadu 3, (~1)F1.

Zavér: Obor konvergence této fady je tedy interval (0,2).

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 15/20
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Polomér konvergence
Predchozi postup Ize obecné formulovat pomoci nasledujici véty.

Véta:

Pokud existuje limita

Ak+1
ag

L := lim

k—o0

]

TRTE)
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Exponencialni funkce
00000000

Polomér konvergence

Predchozi postup Ize obecné formulovat pomoci nasledujici véty.

Véta:
Pokud existuje limita
L= lim |2
k—oo | ag
potom klademe
1
I L >0,
R:=4 +00, L=0,
0, L =+

Mocninné ¥ady
000080000

)
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iaIni funkce

Mocninné ¥ady

O 000080000
Polomér konvergence
Predchozi postup Ize obecné formulovat pomoci nasledujici véty.
Véta:
Pokud existuje limita
L= lim |2
k—oo | ap
potom klademe
1
e L >0,
R:=4 +00, L=0,
0, L =+
a tvrdime, ze mocninna rada
oo
Z ap(z — c)*
k=0
konverguje absolutné pro x € (¢ — R, ¢+ R) a diverguje pro |z — ¢| > R. 5
v
TTET=

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Polomér konvergence

Dukaz.
BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostivame

k1
apy1xtT

lim
apxk

k—o0

= lim |z|-
k—o0

Shrnujeme, Ze pokud

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 17/20



Exponencialni funkce Mocninné ¥ady
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Polomér konvergence

Dukaz.
BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostivame
a1zt

apxk

. Q41
lim = +
k—o0

] - = |a| - L.

im
k— o0

Shrnujeme, Ze pokud

o |z|- L <1, tedy |z| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana fada
konverguje absolutné,

@

5
fess
) s

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 17/20
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Polomér konvergence

Dukaz.
BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostivame

k+1
a1zt k1

lim = |z|- L.
k—oo

— | = lim |z]-
[057%4 k—o0
Shrnujeme, ze pokud

o |z|- L <1, tedy |z| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana fada
konverguje absolutné,

o |z|-L > 1, tedy |x| > R, pak podle podilového kritéria je

klim |akmk| = +400. Tudiz nem{ize byt splnéna nutnd podminka konvergence

— 00

zkoumané Yady (tj. neplati lim ajz® = 0). O
n—oQ

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 17 /20



Mocninné ¥ady
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Polomér konvergence

Dukaz.
BUNO ¢ = 0. Pro libovolné z € R dostivame

k+1
a1zt k1

lim = |z|- L.
k— o0

— | = lim |z]-
[057%4 k—o0
Shrnujeme, ze pokud

o |z|- L <1, tedy |z| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana fada
konverguje absolutné,

o |z|-L > 1, tedy |x| > R, pak podle podilového kritéria je

klim |akmk| = +400. Tudiz nem{ize byt splnéna nutnd podminka konvergence
— 00
zkoumané Yady (tj. neplati lim ajz® = 0). O
n—roo
Poznamka:
Cislu R z predchozi véty Fikime polomér konvergence mocninné ¥ady. b
>
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UvaZujme mocninnou fadu

Zak(x—c)k. (2)
k=0

@ Predchozi véta fika, ze pokud existuje limita L = klim
—00

mocninna ¥ada (2) konverguje pro |z — ¢| < R a diverguje pro |x — ¢| > R.
Nefika nic o konvergenci na krajich oboru konvergence, tj. proz =c+ R
ar=c—R.

“’;—“‘ tak tato
k

o &
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UvaZujme mocninnou fadu

Zak(x—c)k. (2)
k=0

@ Predchozi véta fika, ze pokud existuje limita L = klim “’;—jl‘ tak tato
—00

mocninna ¥ada (2) konverguje pro |z — ¢| < R a diverguje pro |x — ¢| > R.
Nefika nic o konvergenci na krajich oboru konvergence, tj. proz =c+ R
ar=c—R.

@ Kazda mocninna fada se chova timto zplisobem. Plati totiz nasledujici

Véta (Cauchy—Hadamard):

Ke kazdé mocninné fadé tvaru (2) existuje R € (0, +00) takové, Ze tato mocninna
fada absolutné konverguje pro |z — ¢| < R (pro & = ¢ pokud R = 0) a diverguje
pro |z —¢| > R.
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Mocninné ¥ady
000000800

UvaZujme mocninnou fadu

Zak(x—c)k. (2)
k=0

@ Predchozi véta fika, ze pokud existuje limita L = klim “’;—':1‘ tak tato
—00

mocninna ¥ada (2) konverguje pro |z — ¢| < R a diverguje pro |x — ¢| > R.
Nefika nic o konvergenci na krajich oboru konvergence, tj. proz =c+ R
ar=c—R.

@ Kazda mocninna fada se chova timto zplisobem. Plati totiz nasledujici

Véta (Cauchy—Hadamard):

Ke kazdé mocninné fadé tvaru (2) existuje R € (0, +00) takové, Ze tato mocninna
fada absolutné konverguje pro |z — ¢| < R (pro & = ¢ pokud R = 0) a diverguje
pro |z —¢| > R.

@ Polomér konvergence ale vzdy nemusi jit spocitat pomoci limity podill
uvedenych v predeslé vété (tato limita nemusi existovat).
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Exponencialni funkce Mocninné fady
00000000 0000000 e0

Priklad.

Rozeberme vsechny tyto poznatky na prikladu mocninné fady

oo
E xk.
k=0
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Exponencialni funkce
00000000

Priklad.

Rozeberme vsechny tyto poznatky na prikladu mocninné fady

oo
E ﬂ?k.
k=0

Mocninné ¥ady
000000080

@ Pro polomér konvergence (tj. R) mame

. 1

Déle pro z = +1 jsou Yady > - (£1)* divergentni.
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Exponencialni funkce Mocninné ¥ady
00000000 000000080

Priklad.
Rozeberme vsechny tyto poznatky na prikladu mocninné fady

oo
E iL‘k.
k=0

@ Pro polomér konvergence (tj. R) mame

lim =1l=—=— = R=1.
k— o0

1

Déle pro z = +1 jsou Yady > - (£1)* divergentni.
o Rada konverguje absolutné pro = € (—1, 1) a diverguje pro viechna ostatni .

/ “ﬁ

Z
) Wi e)
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iaIni funkce Mocninné fady
[e]e]e} 0000000 e0

Priklad.
Rozeberme vsechny tyto poznatky na ptikladu mocninné rady

oo
>t

k=0

@ Pro polomér konvergence (tj. R) mame

lim =1l=—=— = R=1.
k— o0

1

Déle pro z = +1 jsou Yady > - (£1)* divergentni.
o Rada konverguje absolutné pro = € (—1, 1) a diverguje pro viechna ostatni .

e Radu umime na oboru konvergence (—1,1) seist:

= 1
ka:l—x

k=0

Funkce, kterou tato fada definuje, je tedy ﬁ s defini¢nim oborem (—1
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ncidini funkce Mocninné ¥ady
o] 00000000e

Zavérecné poznamky

o Jak jsme jiz uvadéli drive: Hledani explicitniho vzorce pro soucet fady je
obecné komplikovana a Casto netesitelna tdloha.

@ Nejinak tomu je i u mocninnych Fad.

@ V nasledujici prednasce si vsak vysvétlime, jak hledat vhodné mocninné fady,
jejichz souctem je predem zvolena funkce, tzv. Taylorovy Fady.

o Ukazeme, jak vyjadfit i dalsi elementéarni funkce (nejen exponencidlu) pomoci
mocninnych ¥ad a jak této vlastnosti vyuzit k numerickému vypoctu
aproximaci funkénich hodnot téchto funkci.
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Dodatek
@00

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oeo

Komentar

@ Souctova funkce mocninné Fady je diferencovatelna (a tedy i spojitd) uvnitf
oboru konvergence. Navic plati, Ze mocninnou Ffadu lze derivovat ,,Clen po
Clenu®, tj. pro € (¢ — R,c+ R) plati

/

Zak(ac —of| = Z (an(z — c)k)/ = Zak k(- o)L,
k=0 k=0 k=1

@ Spojitost souctové funkce zaruCuje také existenci primitivni funkce na
(¢ — R,c+ R). Mocninnou ¥adu lze integrovat ,,¢len po &lenu™.

@ Téchto vlastnosti |ze vyuzit pfi hledani souctli nékterych ¥ad.
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Dodatek
ooe

Priklad

Priklad.

Seététe fadu

ik-mk

k=1

Snadno nahlédneme, Ze oborem konvergence fady je interval (—1,1). Na tomto
intervalu Ize derivovat a integrovat &len po ¢lenu. Pro z € (—1,1) plati

0 00 ok !

Zk-xk:mZk zh = Zk — | =
k=1

I
&
=
|H?r
5, iMS
8
. Ea
|
8
7N\
—
I8
8
N——
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