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Hlavní výsledky této přednášky

Aproximace funkcí pomocí polynomů.

Taylorovy polynomy.

Taylorovy řady.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Přibližné výpočty

Otázka:
Jak určit hodnotu sin(37◦)?
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Odpověď: Geometrická konstrukce

1

1

37◦

sin(37◦)

Nevhodné pro kalkulátor/počítač!
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Odpověď: Tabulky

Pozorování:
Pro malé hodnoty x, |x| � 1 platí sin x ≈ x.
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Aproximace sin x lineární funkcí x

x

sin(x)

x
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Přirozeně vyvstávají následující otázky:

Jak se dospělo k hodnotám uvedeným v těchto tabulkách?

Jak zlepšit lineární aproximaci?

Jak odhadnout chybu aproximace?

Na tyto otázky budeme postupně odpovídat v této a příští přednášce.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Co je to polynom?

Definice (Polynom (Mnohočlen) / Polynomial):
Reálnou funkci reálné proměnné p : R → R nazveme polynomem, právě když
existují nezáporné celé číslo n ∈ N0 a reálná čísla a0, . . . , an ∈ R taková, že
rovnost

p(x) =
n∑

k=0
akxk

platí pro všechna reálná x ∈ R.

Definice (Terminologie):
1 Je-li an 6= 0, nazýváme číslo n stupněm polynomu p.
2 Jsou-li všechny koeficienty ak, k = 0, . . . , n nulové, nazýváme p nulovým

polynomem a jeho stupeň nedefinujeme.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklady polynomů

Notoricky známými příklady polynomů jsou:

1 Lineární funkce f(x) = ax + b (a, b ∈ R parametry) je polynomem nejvýše
prvního stupně.

2 Kvadratická funkce f(x) = ax2 + bx + c (a, b, c ∈ R, a 6= 0 parametry) je
polynomem druhého stupně.

Vyhodnocování funkčních hodnot polynomů
K vyhodnocení funkční hodnoty polynomu stačí operace sčítání (odčítání)
a násobení.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Tečna funkce jakožto lineární aproximace

1 Je-li funkce f diferencovatelná v bodě a ∈ R, pak rovnice její tečny v bodě
a má tvar

y = f(a) + f ′(a)(x − a).

Je to přímka „nejvíce připomínající“ funkci f v okolí bodu a.

2 Tečnu také můžeme chápat jako graf lineární funkce

g(x) := f(a) + f ′(a)(x − a).

Pro tyto funkce f a g platí

g(a) = f(a), g′(a) = f ′(a).

(Mají stejnou funkční hodnotu a stejný „sklon“ v bodě a.)

Tj. funkce f a její tečna (reprezentovaná funkcí g) v bodě a mají stejnou 0. a 1.
derivaci v bodě a.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Proč neuvažovat polynom vyššího stupně?

Nechť funkce f má konečné derivace v bodě a až do řádu n ∈ N včetně. Lze
nalézt polynom p takový, že p(k)(a) = f (k)(a) pro všechna k = 0, 1, . . . , n?

Odpověď je kladná. Hledejme polynom ve tvaru

p(x) =
n∑

k=0
ak(x − a)k.

f(a) = p(a) = a0 =⇒ a0 = f(a)
f ′(a) = p′(a) = a1 =⇒ a1 = f ′(a)

f ′′(a) = p′′(a) = 2a2 =⇒ a2 = 1
2f ′′(a)

f (k)(a) = p(k)(a) = k! ak =⇒ ak = 1
k!f

(k)(a), k = 0, 1, . . . , n

Uzavíráme, že hledaný polynom p požadovaných vlastností je tvaru

p(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Taylorův polynom

Definice (Taylorův polynom / Taylor polynomial):
Nechť reálná funkce reálné proměnné f má v bodě a ∈ R konečnou n-tou
derivaci. Polynom

Tn,a(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k

nazýváme n-tým Taylorovým polynomem funkce f v bodě a.

Věta:
Nechť reálná funkce reálné proměnné f má v bodě a ∈ R konečnou n-tou
derivaci. Potom Taylorův polynom Tn,a existuje a je to jediný polynom stupně
nejvýše n takový, že

T (k)
n,a(a) = f (k)(a) pro každé k = 0, 1, . . . , n.

Důkaz.
Existence i jednoznačnost plyne z úvah na předchozím slidu.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad: ex

Exponenciála
Nalezněme n-tý Taylorův polynom funkce f(x) = ex v bodě 0.

Pro libovolné k ∈ N0 platí f (k)(x) = ex a proto f (k)(0) = 1. Dostáváme

Tn,0(x) =
n∑

k=0

1
k!x

k.

Poznámka (Značení):
Pokud a = 0, budeme pro jednoduchost místo Tn,0 psát pouze Tn.

Hrabák & Kalvoda & Petr (KAM FIT ČVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 16 / 27



Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad: ex

Exponenciála
Nalezněme n-tý Taylorův polynom funkce f(x) = ex v bodě 0.

Pro libovolné k ∈ N0 platí f (k)(x) = ex a proto f (k)(0) = 1. Dostáváme

Tn,0(x) =
n∑

k=0

1
k!x

k.

Poznámka (Značení):
Pokud a = 0, budeme pro jednoduchost místo Tn,0 psát pouze Tn.

Hrabák & Kalvoda & Petr (KAM FIT ČVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 16 / 27



Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad: ex

Exponenciála
Nalezněme n-tý Taylorův polynom funkce f(x) = ex v bodě 0.

Pro libovolné k ∈ N0 platí f (k)(x) = ex a proto f (k)(0) = 1. Dostáváme

Tn,0(x) =
n∑

k=0

1
k!x

k.

Poznámka (Značení):
Pokud a = 0, budeme pro jednoduchost místo Tn,0 psát pouze Tn.

Hrabák & Kalvoda & Petr (KAM FIT ČVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 16 / 27



Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad: ex

x

ex

T1(x) = 1 + xT2(x) = 1 + x + x2

2T3(x) = 1 + x + x2

2 + x3

6T4(x) = 1 + x + x2

2 + x3

6 + x4

24
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad: sin(x)

Sinus
Nalezněme n-tý Taylorův polynom funkce f(x) = sin(x) v bodě 0.

Derivace funkce f se cyklicky opakují, v závislosti na k ∈ N0 platí

f (2k)(x) = (−1)k sin(x) a f (2k+1)(x) = (−1)k cos(x).

Proto
f (2k)(0) = 0 a f (2k+1)(0) = (−1)k.

Výsledkem pro n = 2` nebo n = 2` − 1 platí

Tn(x) =
n∑

j=0

f (j)(0)
j! xj =

`−1∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!x
2k+1.

Speciálně tedy platí T2n = T2n−1, n ∈ N a ještě speciálněji třeba T40 = T39.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad: sin(x)

x

sin(x)

T1(x) = xT3(x) = x − x3

6T5(x) = x − x3

6 + x5

120T7(x) = x − x3

6 + x5

120 − x7

5040
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

„Taylorův polynom je nejlepší aproximace“

Věta (O nejlepší aproximaci):
Nechť funkce f má na okolí bodu a spojitou n-tou derivaci a nechť Q je polynom
stupně nejvýše n, různý od Taylorova polynomu Tn,a funkce f v bodě a. Potom
existuje okolí Ha bodu a takové, že

|f(x) − Tn,a(x)| < |f(x) − Q(x)| pro každé x ∈ Ha r {a}.

Výraz |f(x) − Q(x)| představuje absolutní velikost chyby pří aproximaci
funkce f pomocí polynomu Q v bodě x.
Pokud Tn−1,a 6= Tn,a, pak pro jisté okolí Ha podle předchozí věty platí

|f(x) − Tn,a(x)| < |f(x) − Tn−1,a(x)| pro každé x ∈ Ha r {a}.

Tedy, každý další Taylorův polynom (pokud existuje a je různý od
předchozího) aproximuje funkci f lépe než předchozí.
Důkazem věty se budeme zabývat na příští přednášce. Pojďme se nyní
zabývat tím, pro které hodnoty x má vůbec smysl zvyšovat řád polynomu.
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n∑
k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k

ln(x + 1) =
∞∑

k=1

(−1)k+1

k
xk
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Hlavní body

1 Motivace
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Taylorova řada

Definice (Taylorova řada / Taylor series):
Nechť reálná funkce reálné proměnné f má v bodě a ∈ R konečné derivace všech
řádů. Mocninnou řadu

∞∑
k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k

potom nazýváme Taylorovou řadou funkce f v bodě a.

Poznámka:
Taylorova řada v bodě a = 0 se často nazývá Maclaurinova řada (Maclaurin
series). Stejně tak mluvíme o Maclaurinovu polynomu.

Taylorova řada funkce f definuje na oboru konvergence součtovou funkci.
Obecně není jednoduché ukázat, že tou součtovou funkcí je právě funkce f .
Je ale zřejmé, že nemá smysl aproximovat funkci f Taylorovým polynomem
mimo obor konvergence příslušné Taylorovy řady.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad: ex

Příklad.
Nalezněte Taylorovu řadu funkce ex v bodě 0 a její obor konvergence.

Stejným postupem jako u Taylorova polynomu získáme Taylorovu řadu ve
tvaru

∞∑
k=0

xk

k! .

Již víme, že tato řada absolutně konverguje na R a její součtovou funkcí je
právě ex (je tak definovaná).

V tomto případě je tedy funkce ex rovna součtu své Taylorovy řady
(definitoricky).
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad: sin(x)

Příklad.
Nalezněte Taylorovu řadu funkce sin(x) v bodě 0 a její obor konvergence.

Stejným postupem jako u Taylorova polynomu dostaneme, že hledanou řadou
je

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!x
2k+1.

Využijeme toho, že poloměr konvergence řady
∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!y
k

je R = +∞ (ověřte!). Původní řada tedy konverguje pro všechna x pro která
x2 ∈ R, tedy pro x ∈ R.
Na příští přednášce ukážeme, že tato řada konverguje k původní funkci sin(x).
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Podobně máme následující dvojice funkce – Taylorova řada.

ex =
∞∑

k=0

xk

k! x ∈ R

sin x =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!x
2k+1 x ∈ R

cos x =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)! x2k x ∈ R

ln(1 + x) =
∞∑

k=1

(−1)k+1

k
xk x ∈ (−1, 1〉

arctg x =
∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1x2k+1 x ∈ 〈−1, 1〉

Hrabák & Kalvoda & Petr (KAM FIT ČVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 25 / 27



Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Rozvoj funkce do mocninné řady

Poznámka:
Umíme-li funkci f vyjádřit jako součet mocninné řady, tj.

f(x) =
∞∑

k=0
ak(x − a)k pro x ∈ J ⊂ Df ,

mluvíme o rozvoji funkce do mocninné řady se středem v a.

Jediným kandidátem pro rozvoj funkce je Taylorova řada této funkce (plyne
z toho, že mocninnou řadu lze derivovat člen po členu).

Najdeme-li tedy vyjádření funkce f pomocí součtu mocninné řady se středem v a,
je tato mocninná řada nutně Taylorovou řadou funkce f v bodě a.
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Motivace Aproximace funkcí pomocí polynomů Taylorovy řady

Příklad

Příklad.

Nalezněte Taylorovu řadu funkce e−x2 v bodě 0 a její obor konvergence.

Protože ey =
∞∑

k=0

1
k! y

k pro y ∈ R, musí pro x ∈ R platit, že

e−x2
=

∞∑
k=0

1
k! (−x2)k =

∞∑
k=0

(−1)k

k! x2k .

Nalezli jsme tak Taylorovu řadu e−x2 . oborem konvergence jsou všechna reálná
čísla.

Pro srovnání zkuste najít Taylorovu řadu této funkce z definice.
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n∑
k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k

ln(x + 1) =
∞∑

k=1

(−1)k+1

k
xk

Dodatek

Hlavní body

4 Dodatek
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Dodatek

Komentář

Zde studované polynomy jsou pojmenovány na počest angličana Brooka
Taylora (1685 – 1731) a skota Colina Maclaurina (1698 – 1746).

Dále existuje celá řada dalších typů aproximací. Přístup představený v této
přednášce spočívá v lineárním kombinování monomů (xk). Alternativně se
používají aproximace pomocí Čebyševových polynomů.

Dále existují tzv. Padého aproximace využívající lomených funkcí.
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