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Hlavni vysledky této prednasky

@ Aproximace funkci pomoci polynomd.

@ Taylorovy polynomy.

@ Taylorovy Fady.
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PFiblizné vypocty

Otazka:
Jak ur¢it hodnotu sin(37°)?
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Odpovéd: Geometricka konstrukce
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Odpovéd: Geometricka konstrukce
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Odpovéd: Geometricka konstrukce
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sin(37°)

[JEC
ﬂ// e f §

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 6/27



Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy Fady
00e000 00000000000 0000000

Odpovéd: Geometricka konstrukce

37°
sin(37°)
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[Nevhodné pro kalkulator/pocitac!
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Odpovéd: Tabulky
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MATHEMATICAL FUNCTIONS

with Formulas, Graphs,and Mathematical Tables
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Table 4.10 CIRCULAR SINES AND COSINES TO TENTHS OF A DEGREE

6
35, 0° 0. 57357
35,1 0.57500
35,2 0.57643
35.3 0.57785
35.4 0.57928
35.5 0.58070
35,6 0. 58212
35.7 0. 58354
35,8 0.58495
35.9 0. 58637
36,0 0.58778
36,1 0. 58919
36,2 0.59060
36.3 0. 59201
36.4 0.59341
36.5 0.59482
36.6 0. 59622
36,7 0.59762
6.8 0. 59902
36.9 0. 60042
37.0 0. 60181
37.1 0. 60320
37.2 0. 60459
37.3 0. 60598
37.4 0. 60737

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

sin §

64363
52520
23161
76243
11723

29557
29701
12113
76749
23567

52522
63573
56676
31787
88866

27867
48749
51469
35985
02253

50231
798717
91148
84002
58397

51046
43279
69793
83505
42679

10940
57289
56118
87215
35789

92473
53342
19925
99220
03701

51341
65616
75521
15586
25884

52048
45282
62375
65711
23287

BI-MA2

0. 81915
0.81814
0.81714
0.81613
0.81512

0.81411
0.81310
0.81208
0.81106
0. 81004

0. 80901
0.80798
0. 80696
0. 80592
0. 80489

0. 80385
0, 80281
0, 80177
0, 80073
0.79968

0.79863
0,79758
0. 79652
0. 79547
0. 79441

cos @

20442
97174
48983
75900
77957

55183
07610
35268
38189
16404

69943
98838
03121
82822
37973

68606
74751
56442
13709
46584

55100
39288
99180
34808
46205

88992
25023
35129
80160
28554

56319
47028
91806
89327
45796

74947
98031
43802
48516
55914

17217
91115
43754
48733
87091

47293
25229
24196
54896
35418

90°—4¢
55.0°

53.1

53.0
52.9
52.8
52.7
52.6
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Odpovéd: Tabulky

Table 4.6 CIRCULAR SINES

T sin z

0. 000 0.00000 00000 00000
0. 001 0. 00099 99998 33333
0.002 0.00199 99986 66666
0,003 0. 00299 99955 00002
0. 004 0. 00399 99893 33341

0, 005 0. 00499 99791 66692
0. 006 0.00599 99640 00064
0.007 0.00699 99428 33473
0,008 0.00799 99146 66939
0. 009 0.00899 98785 00492

0,010 0.00999 98333 34166
0.011 0. 01099 97781 68008
0.012 0. 01199 97120 02073
0.013 0.01299 96338 36427
0.014 0.01399 95426 71148

0,015 0.01499 94375 06328
0.016 0.01599 93173 42071
0.017 0.01699 91811 78498
0,018 0.01799 90280 15746
0.019 0. 01899 88568 53967

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)

AND

00000
34166
93333
02499
86666

70831
79994
39150
73291
07405

66468
75446
59289
42921
51241

09109
41340
72691
27852
31431

COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS

000
667
331
957
342

783
446
327
723
100

254
684
053
659
801

944
585
726
832
205

BI-MA2

1. 00000
0.99999
0.99999
0.99999
0.99999

0.99998
0,99998
0.99997
0.9999%6
0.99995

0.99995
0.99993
0.99992
0.99991
0.99990

0.99988
0.99987
0. 99985
0.99983
0.99981

00000
95000
80000
55000
20000

75000
20000
55001
80001
95002

00004
95006
80008
55011
20016

75021
20027
55034
80043
95054

Cos =

00000
00041
00666
03374
10666

26041
53999
00041
70666
73374

16665
10039
63995
90034
00656

09359
30643
80008
73952
29976

00000
66666
66657
99898
66097

64496
93520
50326
30257
26188

27778
20617
85281
96278
20901

17975
36508
14243
76107
32558

000
528
778
750
778

529
004
542
819
857

026
059
066
551
438

106
430
829
331
650
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Table 4.6 CIRCULAR SINES AND COSINES FOR RADIAN ARGUMENTS

0. 000 0.00000 00000
0. 001 0. 00099 99998
0.002 0.00199 99986
0,003 0. 00299 99955
0. 004 0. 00399 99893

0. 005 0. 00499 99791
0. 006 0. 00599 99640
0.007 0. 00699 99428
0,008 0. 00799 99146
0. 009 0. 00899 98785

0,010 0.00999 98333
0.011 0. 01099 97781
0.012 0.01199 97120
0.013 0.01299 96338
0.014 0.01399 95426

0,015 0. 01499 94375
0.016 0. 01599 93173
0.017 0,01699 91811
0,018 0.01799 90280
0.019 0. 01899 88568

Pozorovani:

sin z
00000
33333
66666
00002
33341

66692
00064
33473
66939
00492

34166
68008
02073
36427
71148

06328
42071
78498
15746
53967

00000
34166
93333
02499
86666

70831
79994
39150
73291
07405

66468
75446
59289
42921
51241

09109
41340
72691
27852
31431

000 1.00000 00000
667 0.99999 95000
331 0.99999 80000
957 0.99999 55000
342 0.99999 20000

783 0.99998 75000
446 0,99998 20000
327 0.99997 55001
723 0.99996 80001
100 0.99995 95002

254 0.99995 00004
684 0.99993 95006
053 0.99992 80008
659 0.99991 55011
801 0.99990 20016

944 0.99988 75021
585 0.99987 20027
726 0.99985 55034
832 0.99983 80043
205 0.99981 95054

Pro malé hodnoty z, |z| < 1 plati sinz ~ x.

Cos =

00000
00041
00666
03374
10666

26041
53999
00041
70666
73374

16665
10039
63995
90034
00656

09359
30643
80008
73952
29976

00000
66666
66657
99898
66097

64496
93520
50326
30257
26188

27778
20617
85281
96278
20901

17975
36508
14243
76107
32558

000
528
778
750
778

529
004
542
819
857

026
059
066
551
438

106
430
829
331
650
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Aproximace sin x linedrni funkci x

sin(x)
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Aproximace sin x linedrni funkci x

sin(x)

2
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Ptirozené vyvstavaji nasledujici otazky:

o Jak se dospélo k hodnotdm uvedenym v téchto tabulkach?

@ Jak zlepsit linearni aproximaci?

@ Jak odhadnout chybu aproximace?

v

Na tyto otdzky budeme postupné odpovidat v této a pristi prednasce.
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Hlavni body

Aproximace funkci pomoci polynomd
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Co je to polynom?

Definice (Polynom (Mnohoclen) / Polynomial):
Reélnou funkci redlné proménné p : R — R nazveme polynomem, pravé kdyz

existuji nezaporné celé Cislo n € Ny a redlna disla ag, . . ., a, € R takova, Ze

n
p(z) = Z apz®
k=0

rovnost

plati pro vSechna redlnd = € R.
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Co je to polynom?

Definice (Polynom (Mnohoclen) / Polynomial):

Reélnou funkci redlné proménné p : R — R nazveme polynomem, pravé kdyz
existuji nezaporné celé Cislo n € Ny a redlna disla ag, . . ., a, € R takova, Ze

rovnost "
pla) =) apz*
k=0

plati pro vSechna redlnd = € R.

Definice (Terminologie):
@ Je-li a,, # 0, nazyvame Cislo n stupném polynomu p.

@ Jsou-li vSechny koeficienty ay, k =0, ..., n nulové, nazyvame p nulovym
polynomem a jeho stupen nedefinujeme.

/

J
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Priklady polynomii

Notoricky zndmymi priklady polynomii jsou:
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Priklady polynomii

Notoricky zndmymi priklady polynomii jsou:

Q Linearni funkce f(z) = az + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse
prvniho stupné.

e )
e
S W)
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Priklady polynomii

Notoricky zndmymi priklady polynomii jsou:

Q Linearni funkce f(z) = az + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse
prvniho stupné.

@ Kvadraticka funkce f(z) = ax® + bx + ¢ (a,b,c € R, a # 0 parametry) je
polynomem druhého stupné.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 12/27
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Priklady polynomii

Notoricky zndmymi priklady polynomii jsou:

Q Linearni funkce f(z) = az + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse
prvniho stupné.

@ Kvadraticka funkce f(z) = ax® + bx + ¢ (a,b,c € R, a # 0 parametry) je
polynomem druhého stupné.

Vyhodnocovani funkénich hodnot polynomi

K vyhodnoceni funkéni hodnoty polynomu stali operace s¢itani (od&itani)
a nasobeni.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

@ Je-li funkce f diferencovatelnad v bodé a € R, pak rovnice jeji te€ny v bodé
a ma tvar

y = f(a) + f'(a)(x - a).

Je to pfimka , nejvice pfipominajici” funkci f v okoli bodu a.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 13/27
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

@ Je-li funkce f diferencovatelnad v bodé a € R, pak rovnice jeji te€ny v bodé
a ma tvar

y = fla)+ f'(a)(x - a).
Je to pfimka , nejvice pfipominajici” funkci f v okoli bodu a.

@ Telnu také miizeme chapat jako graf linedrni funkce

g(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

Pro tyto funkce f a g platf

(Maji stejnou funkéni hodnotu a stejny ,sklon” v bodé a.)
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Tecna funkce jakozto linearni aproximace

Taylorovy fad
0000000

@ Je-li funkce f diferencovatelnad v bodé a € R, pak rovnice jeji te€ny v bodé

a ma tvar

y = f(a) + f'(a)(x - a).

Je to pfimka , nejvice pfipominajici” funkci f v okoli bodu a.

@ Telnu také miizeme chapat jako graf linedrni funkce

g(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

Pro tyto funkce f a g platf

(Maji stejnou funkéni hodnotu a stejny ,sklon” v bodé a.)

Tj. funkce [ a jeji te€na (reprezentovana funkci g) v bodé a maji stejnou 0. a 1.

derivaci v bodé a.

U\PNJ}
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Pro¢ neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma konecné derivace v bodé a az do radu n € N vcetné. Lze
nalézt polynom p takovy, ze p*)(a) = f*)(a) pro véechna k =0,1,...,n? J
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Pro¢ neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma konecné derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze
nalézt polynom p takovy, ze p*)(a) = f*)(a) pro véechna k =0,1,...,n? J

Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru
n

x) = Zak(ar —a)*

f(a) =pla) =ao = ap = f(a)
fl(a) =p'(a) = a1 = a1=f(a)
Fl@=p@) =20 = a=yf"
f®(a) = p®(a) = K ay S ak:%f(k)(a)7k:(),1,...,n
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Pro¢ neuvazovat polynom vyssiho stupné?

Necht funkce f ma konecné derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze
nalézt polynom p takovy, ze p*)(a) = f*)(a) pro véechna k =0,1,...,n? J

Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru
n

x) = Zak(ar —a)*

f(a) =pla) =ao = ap = f(a)
fl(a) =p'(a) = a1 = a1=f(a)
Fl@=p@) =20 = a=yf"
f®(a) = p®(a) = K ay S ak:%f(k)(a)7k:(),1,...,n

Uzavirame, ze hledany polynom p pozadovanych vlastnosti je tvaru
n
_ ™ (a) k
= Z i (x —a)”.
k=0

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 14 /27




Taylorovy Fady
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Aproximace funkei pomoci polynomi
0O0000e00000

Motivace
000000

Taylorliv polynom
Definice (Tayloriiv polynom / Taylor polynomial):
Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou

derivaci. Polynom
—~ f¥(a)
Tha(z) = Z T(fc - a)k
k=0

nazyvame n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

BI-MA2 ZS 2024/2025

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT)
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Taylorliv polynom

Definice (Tayloriiv polynom / Taylor polynomial):
Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou
derivaci. Polynom

" ek (g
Tholz) = Z fi()(x —a)*

k!
k=0

nazyvame n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

Véta:

Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou
derivaci. Potom Taylor(iv polynom T, , existuje a je to jediny polynom stupné
nejvyse n takovy, Ze

T(F) (a) = f(k)(a) pro kazdé k =0,1,...,n.

n,a

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 15 /27
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Taylorliv polynom

Definice (Tayloriiv polynom / Taylor polynomial):

Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou
derivaci. Polynom

n (k) (g
Tholz) = Z fT()(a: - a)k
k=0 ’

nazyvame n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

Véta:
Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecnou n-tou
derivaci. Potom Taylor(iv polynom T, , existuje a je to jediny polynom stupné
nejvyse n takovy, Ze

Tk) (a) = f(k)(a) pro kazdé k =0,1,...,n.

n,a

Diikaz.

Existence i jednoznacnost plyne z Givah na predchozim slidu.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 75 2024/2025
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Priklad: e*

Exponenciala

Naleznéme n-ty Taylortv polynom funkce f(z) = e* v bodé 0.

f

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 16 /27
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Priklad: e*

Exponenciala

Naleznéme n-ty Taylortv polynom funkce f(z) = e* v bodé 0.

Pro libovolné k € Ny plati f*)(z) = e® a proto f(*)(0) = 1. Dostavame

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 16 /27
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Priklad: e*

Exponenciala

Naleznéme n-ty Taylortv polynom funkce f(z) = e* v bodé 0.

Taylorovy Fady
0000000

Pro libovolné k € Ny plati f*)(z) = e® a proto f(*)(0) = 1. Dostavame

Poznamka (Znaéeni):

Pokud a = 0, budeme pro jednoduchost misto 7, o psat pouze 7,.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Priklad: e*
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000000 00000008000 0000000

Priklad: e

8

Ti(z) =14z

=)
IF §
S ¥l
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Aproximace funkei pomoci polynomi

Motivace
000000 00000008000
Y7 . T
Priklad: e
e:c

T2 (T)

1+x+

oS,

Taylorovy Fady
0000000

BI-MA2
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi Taylorovy Fady
000000 00000008000 0000000

Priklad: e*
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Taylorovy Fady

Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii
000000 0O000000@000 0000000
Priklad: e*
T
e
T IE; 14
TL(T):1+J?+7+F+Q
X
7S 2024/2025 17/27

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2



Motivace Aproximace funkci pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 0O0000000e00 0000000

Priklad: sin(z)

Sinus

Naleznéme n-ty Taylorlv polynom funkce f(z) = sin(z) v bodé 0.

f
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi Taylorovy Fady
000000 0O0000000e00 0000000

P¥iklad: sin(x)

Sinus J

Naleznéme n-ty Taylortiv polynom funkce f(z) = sin(x) v bodé 0.

Derivace funkce f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny platf
f2R) (x) = (—1)k sin(z) a f(2k+1)(x) = (—1)kcos(x).
Proto
FE0) =0 a fEMD(0) = (~1)"
Vysledkem pro n = 2¢ nebo n = 2¢ — 1 plati

L—

f(J) 2k+1
Tn(w) = Z ];J 2k+1 '

= 7
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi Taylorovy Fady
000000 0O0000000e00 0000000

P¥iklad: sin(x)

Naleznéme n-ty Taylortiv polynom funkce f(z) = sin(x) v bodé 0.

Sinus J

Derivace funkce f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny platf
fP (@) = (=1)Fsin(z) a  fEHV(@) = (=1)* cos(a).

Proto
fER0)=0 a fCHD(0) = (-1)*

Vysledkem pro n = 2¢ nebo n = 2¢ — 1 plati

O 90) ;= (CDF
Tn(x)—;Tx —l;maﬂ +1

Speciélné tedy plati T, = T5,—1, n € N a jesté specialnéji tfeba Tyg = Thg. | w@
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi
000000 00000000080

P¥iklad: sin(x)

sin(x)
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi
000000 00000000080

P¥iklad: sin(x)

sin(x)
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi Taylorovy Fady
000000 00000000080 0000000

P¥iklad: sin(x)

sin(x)

T3(z) = x —

=)
IF §
S ¥l
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi Taylorovy Fady
000000 00000000080 0000000

P¥iklad: sin(x)

sin(x)

=)
IF §
S ¥l
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Taylorovy Fady

Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi
000000 000000000 e0 0000000
P¥iklad: sin(z)
sin(x)
x

3 5 7
T T T
% T 120 — 5010

Tr7(v) = x — 5

BI-MA2 ZS 2024/2025
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi Taylorovy Fady
000000 0000000000 e 0000000

,» Taylordv polynom je nejlepsi aproximace”

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma na okoli bodu a spojitou n-tou derivaci a necht @ je polynom
stupné nejvyse n, riizny od Taylorova polynomu 7, , funkce f v bodé a. Potom
existuje okoli H, bodu a takové, Ze

| (2) = Tn,a(2)] <|f(2) — Q(x)| pro kazdé = € Hy ~ {a}.
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomi Taylorovy ¥ady
000000 0000000000 e 0000000

,» Taylordv polynom je nejlepsi aproximace”

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma na okoli bodu a spojitou n-tou derivaci a necht @ je polynom
stupné nejvyse n, riizny od Taylorova polynomu 7, , funkce f v bodé a. Potom
existuje okoli H, bodu a takové, Ze

|f(z) = Tha(@)| < |f(z) — Q(z)| pro kazdé x € H, \ {a}.

e Vyraz |f(z) — Q(z)| predstavuje absolutni velikost chyby pfi aproximaci
funkce f pomoci polynomu @ v bodé z.
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Aproximace funkei pomoci polynomi
0000000000 e

,» Taylordv polynom je nejlepsi aproximace”

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma na okoli bodu a spojitou n-tou derivaci a necht @ je polynom
stupné nejvyse n, riizny od Taylorova polynomu 7, , funkce f v bodé a. Potom
existuje okoli H, bodu a takové, Ze

| (2) = Tn,a(2)] <|f(2) — Q(x)| pro kazdé = € Hy ~ {a}.

e Vyraz |f(z) — Q(z)| pfedstavuje absolutni velikost chyby p¥i aproximaci
funkce f pomoci polynomu @ v bodé z.

o Pokud T),_1 4 # T},.,q, pak pro jisté okoli H, podle predchozi véty plati
|f(z) = Tha(@)] < |f(z) = The1,a(z)] pro kazdé z € H, \ {a}.

Tedy, kazdy dalsi Tayloriv polynom (pokud existuje a je riizny od
predchoziho) aproximuje funkci f |épe nez pfedchozi.
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Aproximace funkei pomoci polynomi Taylo
0000000000 e O0C

,» Taylordv polynom je nejlepsi aproximace”

Véta (O nejlepsi aproximaci):

Necht funkce f ma na okoli bodu a spojitou n-tou derivaci a necht @ je polynom
stupné nejvyse n, riizny od Taylorova polynomu 7, , funkce f v bodé a. Potom
existuje okoli H, bodu a takové, Ze

|f(z) = Tha(@)| < |f(z) — Q(z)| pro kazdé x € H, \ {a}.

e Vyraz |f(z) — Q(z)| pfedstavuje absolutni velikost chyby p¥i aproximaci
funkce f pomoci polynomu @ v bodé z.

o Pokud T),_1 4 # T},.,q, pak pro jisté okoli H, podle predchozi véty plati
|f(z) = Tha(@)] < |f(z) = The1,a(z)] pro kazdé z € H, \ {a}.

Tedy, kazdy dalsi Tayloriv polynom (pokud existuje a je riizny od
predchoziho) aproximuje funkci f |épe nez pfedchozi.

@

@ Dikazem véty se budeme zabyvat na pristi prednasce. Pojdme se nynf{
zabyvat tim, pro které hodnoty x ma vibec smys| zvySovat fad polynomu

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 20/27



Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 0000000

Hlavni body

Taylorovy rady
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 0e00000

Taylorova rada

Definice (Taylorova fada / Taylor series):

Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecné derivace vsech
radl. Mocninnou fadu

(k) (g
ka()(x_a)k

k!
k=0

potom nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé a.

2

IAEAO
A
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Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
0e00000

Motivace
00000000000

000000

Taylorova rada

Definice (Taylorova fada / Taylor series):
Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecné derivace vsech
radd. Mocninnou fadu

(k) (g
ka()(x—a)k

k!
k=0
potom nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé a.
v

Poznamka:
Taylorova fada v bodé a = 0 se &asto nazyvd Maclaurinova fada (Maclaurin
series). Stejné tak mluvime o Maclaurinovu polynomu.

v

Q,
A
02

SV
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Motivace pomoci polynomii Taylorovy ¥ady

0O@00000

Taylorova rada

Definice (Taylorova fada / Taylor series):

Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecné derivace vsech
radi. Mocninnou fadu

0 £(k) (g
Zf ()(x—a)k

k!
k=0

potom nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé a.

Poznamka:

Taylorova fada v bodé a = 0 se Casto nazyva Maclaurinova fada (Maclaurin
series). Stejné tak mluvime o Maclaurinovu polynomu.

@ Taylorova fada funkce f definuje na oboru konvergence souctovou funkci.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 2/27



pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
0e00000

Taylorova rada

Definice (Taylorova fada / Taylor series):

Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecné derivace vsech
radi. Mocninnou fadu

0 £(k) (g
Zf ()(x—a)k

k!
k=0

potom nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé a.

Poznamka:

Taylorova fada v bodé a = 0 se Casto nazyva Maclaurinova fada (Maclaurin
series). Stejné tak mluvime o Maclaurinovu polynomu.

@ Taylorova fada funkce f definuje na oboru konvergence souctovou funkci.

@ Obecné neni jednoduché ukézat, Ze tou souctovou funkci je pravé funkce f.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 2/27



Taylorovy ¥ady
0e00000

Taylorova rada

Definice (Taylorova fada / Taylor series):

Necht realna funkce redlné proménné f ma v bodé a € R konecné derivace vsech
radi. Mocninnou fadu

0 £(k) (g
Zf ()(x—a)k

k!
k=0

potom nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé a.

Poznamka:

Taylorova fada v bodé a = 0 se Casto nazyva Maclaurinova fada (Maclaurin
series). Stejné tak mluvime o Maclaurinovu polynomu.

@ Taylorova fada funkce f definuje na oboru konvergence souctovou funkci.
@ Obecné neni jednoduché ukézat, Ze tou souctovou funkci je pravé funkce f.

o Je ale zfejmé, Ze nema smysl aproximovat funkci f Taylorovym polynom
mimo obor konvergence prislusné Taylorovy fady.
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 00e0000

Priklad: e*

Priklad.

Naleznéte Taylorovu fadu funkce e* v bodé 0 a jeji obor konvergence.

f
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 00e0000

Priklad: e*

Priklad. J

Naleznéte Taylorovu fadu funkce e* v bodé 0 a jeji obor konvergence.

@ Stejnym postupem jako u Taylorova polynomu ziskdme Taylorovu fadu ve

tvaru
>k
D %

k=0

[JEC
ﬂ// e f §

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 23/27



Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 00e0000

Priklad: e*

Priklad. J

Naleznéte Taylorovu fadu funkce e* v bodé 0 a jeji obor konvergence.

@ Stejnym postupem jako u Taylorova polynomu ziskdme Taylorovu fadu ve

tvaru
k

OOCL'

@ Jiz vime, ze tato Fada absolutné konverguje na R a jeji souctovou funkci je
pravé e” (je tak definovana).

e )
e
S W)
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 00e0000

Priklad: e*

Priklad. J

Naleznéte Taylorovu fadu funkce e* v bodé 0 a jeji obor konvergence.

@ Stejnym postupem jako u Taylorova polynomu ziskdme Taylorovu fadu ve

tvaru
> gk
>

k=0

@ Jiz vime, ze tato Fada absolutné konverguje na R a jeji souctovou funkci je
pravé e” (je tak definovana).

@ V tomto pripadé je tedy funkce e® rovna souctu své Taylorovy fady
(definitoricky).
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 000e000

Priklad: sin(z)

Priklad.

Naleznéte Taylorovu fadu funkce sin(z) v bodé 0 a jeji obor konvergence.

f
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 000e000

Priklad: sin(x)

Priklad.
Naleznéte Taylorovu fadu funkce sin(z) v bodé 0 a jeji obor konvergence. J

@ Stejnym postupem jako u Taylorova polynomu dostaneme, ze hledanou fadou

Jje
i (—1)* L2RH1
2 2k + 1))

zmj §
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 000e000

P¥iklad: sin(x)

Priklad.

Naleznéte Taylorovu fadu funkce sin(z) v bodé 0 a jeji obor konvergence. J

@ Stejnym postupem jako u Taylorova polynomu dostaneme, ze hledanou fadou
je
o0
3 (=1)* L2k
' .
Pt (2k + 1)!
@ VyuZijeme toho, ze polomér konvergence fady
S Cut
|
Pt (2k +1)!

je R = +oo (ovéfte!).
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 000e000

P¥iklad: sin(x)

Priklad.
Naleznéte Taylorovu fadu funkce sin(z) v bodé 0 a jeji obor konvergence. J

@ Stejnym postupem jako u Taylorova polynomu dostaneme, ze hledanou fadou
je
o0
3 (=1)* L2k
' .
Pt (2k + 1)!
@ VyuZijeme toho, ze polomér konvergence fady
S Cut
|
Pt (2k +1)!

je R =400 (ovéfte!). Plivodni fada tedy konverguje pro viechna z pro kterd
z2 € R, tedy pro x € R.
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Taylorovy ¥ady

omoci polynomii
000e000

P¥iklad: sin(x)

Ptiklad.
Naleznéte Taylorovu fadu funkce sin(z) v bodé 0 a jeji obor konvergence. J

@ Stejnym postupem jako u Taylorova polynomu dostaneme, ze hledanou fadou

Jje
o)
(_1)k 2k+1

D @k + 1"

k=0

@ VyuZijeme toho, ze polomér konvergence fady
$
|
Pt (2k +1)!

je R =400 (ovéfte!). Plivodni fada tedy konverguje pro viechna z pro kterd

z2 € R, tedy pro x € R. GO
o Na pristi prednasce ukazeme, ze tato fada konverguje k pavodni funkci siri”(\mjg%j
7S 2024/2025 2427
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Motivace
000000

Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
00000000000 0000e00

Podobné mame nasledujici dvojice funkce — Taylorova fada.

e* Z T z eR
k=0
oo
. (D" e
sin Z — zeR
|
= 2k + 1)!
oo
—1)k
cosS X Z ((2k§! 22k zeR
k=0
oo
-1 k+1
In(1+ z) Z ( ]z zk z e (—1,1)
k=1
— (-1)
arctg Z Y 1:E2k+1 x e (—1,1)
k=0
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 00000e0

Rozvoj funkce do mocninné rady

Poznamka:
Umime-li funkci f vyjadrit jako soucet mocninné fady, tj.

oo

f(:z:):Zak(:z:—a)k prox € J C Dy,
k=0

mluvime o rozvoji funkce do mocninné fady se stredem v a.

J w\hj 2
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 00000e0

Rozvoj funkce do mocninné rady

Poznamka:
Umime-li funkci f vyjadrit jako soucet mocninné fady, tj.

oo

f(:z:):zak(x_a)k prox € J C Dy,
k=0

mluvime o rozvoji funkce do mocninné fady se stredem v a.

Jedinym kandidatem pro rozvoj funkce je Taylorova fada této funkce (plyne
z toho, Ze mocninnou Fadu Ize derivovat &len po Elenu).
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Taylorovy ¥ady
00000e0

i pomoci polynomii

Rozvoj funkce do mocninné rady

Poznamka:
Umime-li funkci f vyjadrit jako soucet mocninné fady, tj.

f(z):Zak(xfa)k prox € J C Dy,
k=0

mluvime o rozvoji funkce do mocninné rady se stredem v a.

Jedinym kandidatem pro rozvoj funkce je Taylorova fada této funkce (plyne
z toho, Ze mocninnou Fadu Ize derivovat &len po Elenu).

Najdeme-li tedy vyjadreni funkce f pomoci souctu mocninné rady se stredem v a,
je tato mocninna ¥ada nutné Taylorovou fadou funkce f v bodé a.
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 000000e

Priklad

Priklad.

Naleznéte Taylorovu fadu funkce e v bodé 0 a jeji obor konvergence.

f
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 000000e

Priklad

Priklad.

_w2

Naleznéte Taylorovu fadu funkce e v bodé 0 a jeji obor konvergence.

o0
Protoze e¥ = >° %yk pro y € R, musi pro z € R platit, Ze
k=0 "

k

?EIH

I

k=0

b
I
o

=)
G
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 000000e

Priklad

Priklad.

Naleznéte Taylorovu fadu funkce e v bodé 0 a jeji obor konvergence.

o0
Protoze e¥ = >° %yk pro y € R, musi pro z € R platit, Ze
k=0 "

?z\H

ST Y e

k=0 k=0

.. v p— 2 . v z 7z
Nalezli jsme tak Taylorovu fadu e™ . oborem konvergence jsou vSechna redlna
Cisla.

B
IAEAO
A
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Motivace Aproximace funkei pomoci polynomii Taylorovy ¥ady
000000 00000000000 000000e

Priklad

Priklad.

Naleznéte Taylorovu fadu funkce e v bodé 0 a jeji obor konvergence.

o0
Protoze e¥ = >° %yk‘ pro y € R, musi pro z € R platit, Ze
k=0 "

@\H

ST Y e

k=0 k=0

.. v — 2 . v z 7z
Nalezli jsme tak Taylorovu fadu e™ . oborem konvergence jsou vSechna redlna
Cisla.

Pro srovnani zkuste najit Taylorovu ¥adu této funkce z definice.
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Zde studované polynomy jsou pojmenovany na pocest anglicana Brooka
Taylora (1685 — 1731) a skota Colina Maclaurina (1698 — 1746).

@ Dile existuje celd fada dalsich typl aproximaci. Pfistup predstaveny v této
prednasce spociva v linedrnim kombinovani monomii (x*). Alternativné se
pouzivaji aproximace pomoci CebySevovych polynomi.

@ Dale existuji tzv. Padého aproximace vyuzivajici lomenych funkci.
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