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Hlavni vysledky této prednasky

@ Zbytek po Taylorové polynomu a odhad chyby aproximace pomoci Taylorova
polynomu.

@ Taylorova véta a jeji mnohostranné pouziti.
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Zbytek v Taylorové vzorci

Definice:

Necht funkce f ma v bodé a konecnou n-tou derivaci. Pro vSechna pfipustna x
polozme R, o(z) := f(x) — Ty q(x). Potom vztah

f(x) = Tn,a(x) + Rn,a<x)

nazyvame Taylorovym vzorcem a R, , nazyvame n-tym zbytkem v Taylorové
VZOrci.
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Zbytek v Taylorové vzorci

Definice:
Necht funkce f ma v bodé a koneénou n-tou derivaci. Pro vSechna pripustnad x
polozme R, ,(z ) = f(x) — Tp o(x). Potom vztah

f(x) = Tn,a(x) + Rn,a<x)

nazyvame Taylorovym vzorcem a R, , nazyvame n-tym zbytkem v Taylorové
VZOrci. )

Poznamka (Znaceni):

V pripadé, ze mluvime o Taylorové polynomu v bodé a = 0 piSeme pro
jednoduchost T}, misto T}, . Podobné v ptipadé zbytku R,, = R, ¢.
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Zbytek v Taylorové vzorci

Y

f(x) = cos(z)
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Zbytek v Taylorové vzorci

)
Ts,o(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 3 cos(a)(z — a)?
—
/ : f(xz) = cos(x)
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Zbytek v Taylorové vzorci

)
Ty.a(7) = cos(a) — sin(a)(x — a) — % cos(a)(z — a)?

// @) = cos(a)

:
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Zbytek v Taylorové vzorci

Ts,o(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 3 cos(a)(z — a)?

— 5

f(x) = cos(z)
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Chovani zbytku

Véta:

Necht funkce f ma v jistém okoli U, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro
zbytek v Taylorové vzorci plati

lim ma(®) _
T—a (x — a)"
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Chovani zbytku

Véta:

Necht funkce f ma v jistém okoli U, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro
zbytek v Taylorové vzorci platf

lim —R"’a(x) =0.

T—a (x — a)”

ikace

Dukaz.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze a = 0. Z definice zbytku a vlastnosti
Taylorova polynomu plyne

R,(0) = R,,(0) = --- = R"™Y(0) = R{M(0) = 0.
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Chovani zbytku

Véta:

Necht funkce f ma v jistém okoli U, bodu a spojitou n-tou derivaci. Pak pro
zbytek v Taylorové vzorci platf

lim L"’a(m)

T—a (x — a)”

=0.

Dukaz.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze a = 0. Z definice zbytku a vlastnosti
Taylorova polynomu plyne

R,(0) = R,,(0) = --- = R"™Y(0) = R{M(0) = 0.

Pro vypocet limity Ize pouzit I'Hospitalovo pravidlo (zdivodnéte pro¢!). Potom

/ (n—1) (n)
[T R"(xz e R R
z—0 " z—0 nr"— z—0 nl-x z—0 nl
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Chovani zbytku

Poznamka:

Predchozi véta implikuje, Ze

Ryo(z)=o((z—a)") pro z—a.

f
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Chovani zbytku

Poznamka:

Predchozi véta implikuje, Ze
Ryo(z)=o((z—a)") pro z—a.
Tayloriiv vzorec pak Ize prepsat jako

f(@) =Tha(z) +0((x—a)") pro z—a.

pripadné explicitné f(z) = Z @ (3 — a)k + o((z — a)") pro z — a.

[{ W N
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Chovani zbytku

Poznamka:

Predchozi véta implikuje, Ze

Ryo(z)=o((z—a)") pro z—a.

Tayloriiv vzorec pak Ize prepsat jako

f(@) =Tha(z) +0((x—a)") pro z—a.

pripadné explicitné f(z) = Z @ (3 — a)k + o((z — a)") pro z — a.

Priklad.

Pro x — 0 a a # 0 tak napt. dostavame

=14 az+o(z), sin(z) = z + o(z?),

a? 1 )
T=14azx+ ?q:Q—l—o(xQ), sin(z) = x — 6:634—0(334).

'$7202472025
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Diikaz véty o nejlepsi aproximaci

Poznamka (PFipomenuti tvrzeni véty):

Chceme ukazat, ze pro libovolny polynom @) stupné nejvyse n rizny od 15, ,
existuje okoli U, takové, Ze |f(x) — T), o(z)| < |f(z) — Q()| pro z € U, \ {a}.

=)
G
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Diikaz véty o nejlepsi aproximaci

Poznamka (PFfipomenuti tvrzeni véty):

Chceme ukazat, ze pro libovolny polynom @) stupné nejvyse n rizny od 15, ,
existuje okoli U, takové, Ze |f(x) — T), o(z)| < |f(z) — Q()| pro z € U, \ {a}.

Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (1/2)

BUNO uvazujme a = 0. Oznaéme pro jednoduchost koeficienty polynomii

Tn(x) = Zakxk , Qz) = Zbkxk :
k=0 k=0
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Diikaz véty o nejlepsi aproximaci

Poznamka (PFfipomenuti tvrzeni véty):

Chceme ukazat, ze pro libovolny polynom @) stupné nejvyse n rizny od 15, ,
existuje okoli U, takové, Ze |f(x) — T), o(z)| < |f(z) — Q()| pro z € U, \ {a}.

Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (1/2)

BUNO uvazujme a = 0. Oznaéme pro jednoduchost koeficienty polynomii
n n
T (z) = Zakxk , Qx) = Z bra” .
k=0 k=0

Polynomy jsou riizné, jisté tedy existuje i < n takové, ze a; # b;. Uvazujme dale
nejmensi takové 7.
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Diikaz véty o nejlepsi aproximaci

Poznamka (PFfipomenuti tvrzeni véty):

Chceme ukazat, ze pro libovolny polynom @) stupné nejvyse n rizny od 15, ,
existuje okoli U, takové, Ze |f(x) — T), o(z)| < |f(z) — Q()| pro z € U, \ {a}.

Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (1/2)

BUNO uvazujme a = 0. Oznaéme pro jednoduchost koeficienty polynomii
n n
T (z) = Zakxk , Qx) = Z bra” .
k=0 k=0

Polynomy jsou riizné, jisté tedy existuje i < n takové, ze a; # b;. Uvazujme dale
nejmensi takové ¢. Potom

n

(@) = Q&) = Tu(2) + Ru(2) — Q(z) = Y _(ar — by)z* + Ru(z).

h=i b
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Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (2/2).

Potom pro  — 0 dostaneme pouzitim predchozi véty (Rozmyslete!)

’f(l‘) ;’LQ(:E) _ (az_bz)‘i’ Z (Qk—bk)l‘k_i—i' R;(Zx)
k=i+1

zmj §
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Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (2/2).

Potom pro & — 0 dostaneme pouzitim predchozi véty (Rozmyslete!)

‘f(il‘) ;’LQ(‘I) (ai _ bl) + Z (ak _ bk)xk_i + R;(lm)
k=i+1

P¥edchozi véta ale také implikuje (Rozmyslete!)
f(z) = Ta(z) Ry (z)

x? T’

lim

x—0

= lim

x—0

=0

jeji aplikace
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Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (2/2).

Potom pro & — 0 dostaneme pouzitim predchozi véty (Rozmyslete!)

‘f(il‘) ;’LQ(‘I) _ (ai _ bl) + Z (ak _ bk)xk_i + R;(lm)
k=i+1

P¥edchozi véta ale také implikuje (Rozmyslete!)
f(z) = Ta(z) Ry (z)

x? 2

f(z) - Qx)

xt

lim

x—0

= lim

x—0

=0< lim

a8? z—0

jeji aplikace
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Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (2/2).
Potom pro & — 0 dostaneme pouzitim predchozi véty (Rozmyslete!)
‘ f(z) = Qx) S B ()
P

= (@ = b))+ Y (ax —bp)a* " + ==
k=it1 x

x—0

—>|a2—bz—|—0—0|:|al—bl|>0

P¥edchozi véta ale také implikuje (Rozmyslete!)
f(z) = Ta(z) Ry (z)

x? 2

f(z) - Qx)

xt

lim

x—0

= lim

x—0

=0 < lim
z—0

xl

Musi tedy existovat okoli Uy takové, ze pro z € Uy \ {0} platf

’f(ﬂf) —Q@)| _ |f@) ~ Tu(z)

Tt

= |f(2) = Q@) > |f(z) = Tu(x)|. O
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Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (2/2).

Potom pro  — 0 dostaneme pouzitim predchozi véty (Rozmyslete!)

‘f(l‘) ;ZQ(x) _ (ai _ bl) + Z (a'k _ bk)xk_i + R";(l‘r)
k=i+1

ﬂ)|Lll—bz-|-0—0|:|G,7,—bl|>0

Predchozi véta ale také implikuje (Rozmyslete!)
f(z) — Tu(z) R, (x)

x? 2

f(z) - Qx)

=0< lim -
T

z—0

lim

x—0

= lim

x—0

xl
Musi tedy existovat okoli Uy takové, ze pro x € Uy \ {0} plati

’f(x) ;Z_Q(x) f(z) — T, (z) — |f(2) - Q@)| > |f(zx) - Tu(z)]. O

2t

Ptedchozi véty nam tikaji, Ze v blizkosti bodu a se Tayloriiv polynom T, ,
a zbytek R, , chovaji ,hezky".
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Dikaz véty o nejlepsi aproximaci (2/2).

Potom pro  — 0 dostaneme pouzitim predchozi véty (Rozmyslete!)

’f(l’) ;ZQ(J:) _ (ai _ bl) + Z (@k _ bk)xk_i + RZ(Z‘TZ)
k=i+1

x—0

—>|a2—bl—|—0—0|:|al—bl|>0

Predchozi véta ale také implikuje (Rozmyslete!)
f(z) — Tu(z) R, (x)

x? 2

f(z) - Qx)

xt

lim

x—0

= lim

x—0

=0 < lim
z—0

xl
Musi tedy existovat okoli Uy takové, ze pro x € Uy \ {0} plati

’f(:v) ;Z_Q(x) f@) =Tu(@)| _, If(2) — Q)| > |f(z) - Tu(z). O

2t

Ptedchozi véty nam tikaji, Ze v blizkosti bodu a se Tayloriiv polynom T, ,
a zbytek R, , chovaji ,hezky".

Nas ale typicky zajima chovani pro konkrétni € R a co se bude dit, kdyz n —
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Hlavni body

Taylorova véta a jeji aplikace
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Taylorova véta o Lagrangeové tvaru zbytku

Véta (Taylorova):

Necht existuje okoli U, bodu a takové, ze funkce f v ném ma koneénou (n + 1)-nf
derivaci. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(x) =T, o(z) + Ry,o(x) Ize pro kazdé
x € U, zapsat ve tvaru

FrtD(e)

Bnalz) = (n+1)

(x —a)™ !

)

kde Cislo & zavisi na x a n a lezi uvnitr intervalu s krajnimi body x a a. Tento tvar
zbytku nazyvame Lagrangeiv.

v
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Taylorova véta a jeji aplikace
0000000000

Taylorova véta o Lagrangeové tvaru zbytku

Véta (Taylorova):

Necht existuje okoli U, bodu a takové, ze funkce f v ném ma koneénou (n + 1)-nf
derivaci. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(x) =T, o(z) + Ry,o(x) Ize pro kazdé
x € U, zapsat ve tvaru

_ [

[ (@) = ) (r—a

kde Cislo & zavisi na x a n a lezi uvnitr intervalu s krajnimi body x a a. Tento tvar
zbytku nazyvame Lagrangeiv.

Poznamka:

o Tato Véta ndm dava velmi dilezitou informaci o zbytku v Taylorové vzorci.
Umoznuje odhadovat chybu aproximace pivodni funkce jejim Taylorovym
polynomem.

@ Hodnota & zavisi na x a n, je ji proto tfeba chapat ve smyslu &; . b
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Priklad: Priblizny vypocet

Priklad.

Urete, jaké chyby se dopustime, kdyZ pro vypocet &isla /e = e? pouzijeme
hodnotu Taylorova polynomu funkce e tfetiho stupné v bodé 0 vyhodnoceného

v bodé z = %
1 1
Ts(x) =142+ 5:52 + 61‘3.

N|—=

Dosazenim dostaneme funkéni hodnotu Taylorova polynomu v z =

2 3
1 1 1/1 1/1 79 .
Tyl =) =14+-+=(2) +=(2) == =1.64583.
3,(2) +2+2(2> +6<2) 15 = 164583

Toto cislo ndm samo o sobé nic nefika. Je nutné odhadnout chybu.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 16/23
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Priklad: Priblizny vypocet, pokracovani

Podle Taylorovy véty plati (f(z) = e®) rovnost

aenll)on()
n()-500)

1
12
disla e, plati nerovnost e < 4 (zdtvodnéte!).

kde zbytek je tvaru

O disle & pouze vime, ze lezi v intervalu (0 ) Navic umime odhadnout velikost

Celkem tedy

0< R L —41/2 Ly’ L 0.0052083
< 3(2)<4! (2) T12 -
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Priklad: Priblizny vypocet, pokracovani

Zavér
Cislo /e lezi v intervalu (1.64583, 1.6510416). J

Y
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Jak je to tedy s tim sinem 37°7

f
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Jak je to tedy s tim sinem 37°7
@ Jiz vime ze, pro funkci f(z) =sin(z), n € N a x € R plati

n—1
(=DF e z? (=)™ 5
T =1T: = — — N 2
2n-1(7) = Ton(7) Z(Qkﬂ)!m S I TR

k=0

@)
J Wie

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025 19/23



Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 0000080000

Jak je to tedy s tim sinem 37°7

@ Jiz vime ze, pro funkci f(z) =sin(z), n € N a x € R plati

n—1
(R x? G )
T, - T _ N =) — - ve s _— n .
2n 1($) 2n(m) § : (2k+ 1)!$ z 3! T + (2717 1)!$

@ Diky Taylorové vété vime, zbytek lze vyjadrit v Lagrangeové tvaru

_ - FEH(Ens) onit _ (=1)"cos(§nz) oni1
RZn—l(x) = Rgn LTJ) = W;p + — ng + )

kde &, . je néjaké cislo mezi 0 a x.
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 0000080000

Jak je to tedy s tim sinem 37°7

@ Jiz vime ze, pro funkci f(z) =sin(z), n € N a x € R plati

n—1
(R x? G )
T, - T _ N =) — - ve s _— n .
2n 1($> 2n(m) § : (2k+ 1)!37 z 3! T + (2717 1)!I

@ Diky Taylorové vété vime, zbytek lze vyjadrit v Lagrangeové tvaru
f(2n+1)(£n 2) onp1 _ (=1)"cos(§na) o
Rop = Rop(z) = L—— 202 p2ntl 1 7 T ORE) p2ndl
20-1() = Ron(@) = = e @n+1)
kde &, . je néjaké cislo mezi 0 a x.
o Chybu aproximace sin(z) polynomem T5,,_1(z) lze odhadnout jako
|x|2n+1

sin(z) — Top—1(7)| = [Ran—1(x)| < m
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Taylorova véta a jeji aplikace
0000080000

Jak je to tedy s tim sinem 37°7

@ Jiz vime ze, pro funkci f(z) =sin(z), n € N a x € R plati

n—1
(R x? G )
T, - T _ N =) — - ve s _— n .
2n 1($> 2n(m) § : (2k+ 1)!37 z 3! T + (2717 1)!I

@ Diky Taylorové vété vime, zbytek lze vyjadrit v Lagrangeové tvaru

f(2n+1)(£n,z) . (=)™ cos(én.z) o
Rop—1(x) = Ran(x) = W:p? +1 _ Wgﬂ +

kde &, . je néjaké cislo mezi 0 a x.
o Chybu aproximace sin(z) polynomem T5,,_1(z) lze odhadnout jako

|x|2n+1

sin(z) — Top—1(7)| = [Ran—1(x)| < m

@ Pomoci podilového kritéria tak snadno ukazeme, ze pro libovolné z € R plati

nll)n;o |R2n_1(1’)| =0
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Taylorova véta a jeji aplikace
0000080000

Jak je to tedy s tim sinem 37°7

@ Jiz vime ze, pro funkci f(z) =sin(z), n € N a x € R plati

n—1
(R x? G )
T, - T _ N =) — - ve s _— n .
2n 1($> 2n(m) § : (2k+ 1)!37 z 3! T + (2717 1)!I

@ Diky Taylorové vété vime, zbytek lze vyjadrit v Lagrangeové tvaru

f(2n+1)(£n,z) . (=)™ cos(én.z) o
Rop—1(x) = Ran(x) = W:p? +1 _ Wgﬂ +

kde &, . je néjaké cislo mezi 0 a x.
o Chybu aproximace sin(z) polynomem T5,,_1(z) lze odhadnout jako

|x|2n+1

sin(z) — Top—1(7)| = [Ran—1(x)| < m

@ Pomoci podilového kritéria tak snadno ukazeme, ze pro libovolné z € R plati

ILm |Rop—1(x)] =0 = T,(x) — sin(x) pro n — occ.
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 000000e000

Jak je to tedy s tim sinem 37°7

o PFevedeme stupné na radiany, tj. x = 357 = 0.645772.
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 000000e000

Jak je to tedy s tim sinem 37°7

o PFevedeme stupné na radiany, tj. x = 357 = 0.645772.

e P¥i aproximaci sin(37°) pomoci (2n — 1)-tého Taylorova polynomu se
dopustime chyby nejvyse:

" 3777]_ _ 1 ﬁ 2n+1
=1 \180 /| = (2n+ 1) \ 180 ‘

i

I
J \\ 5
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Uvod Chyba aproximace

Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000

0O00000@000

Jak je to tedy s tim sinem 37°7

o PFevedeme stupné na radiany, tj. x = 357 = 0.645772.

e P¥i aproximaci sin(37°) pomoci (2n — 1)-tého Taylorova polynomu se
dopustime chyby nejvyse:

" 3777]_ _ 1 ﬁ 2n+1
=1 \180 /| = (2n+ 1) \ 180 ‘

Aproximace sin(37°) Taylorovym polynomem

n | T.(37°) odhad R, (37°) T (z)

1 | 0.64577 18232 37902 | 0.04488 34285 74738 | =

3 | 0.60088 83946 63164 | 0.00093 58671 69238 | z — % i

5 | 0.60182 42618 32402 | 0.00000 92022 97490 | = — & + %

7 | 0.60181 49695 34912 | 0.00000 00538 20632 | & — & + & — &

9 | 0.60181 50233 55543 | 0.00000 00002 04040 | & — & -+ + G
11 | 0.60181 50231 51504 | 0.00000 00000 00545 | & — & + -+« — &
13 | 0.60181 50231 52049 | 0.00000 00000 00001 | @ — & 4 --- + & §
oo | 0.60181 50231 52048 | 0.0 sin(z)
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 0000000 e00

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Pfiklad (Chyba na intervalu).

Odhadnéte chybu, které se dopustime pfi aproximaci funkce sin(x) jejim 3.
Taylorovym polynomem na intervalu <—%, %>
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Taylorova véta a jeji aplikace

Uvod Chyba aproximace
0000000 e00

[e]e]e} 0000000

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Pfiklad (Chyba na intervalu).

Odhadnéte chybu, které se dopustime pfi aproximaci funkce sin(x) jejim 3.
Taylorovym polynomem na intervalu <—§, %>

Z predchoziho vime, Ze

(Ry(a)| = | Ra(a)| = 2N o
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 0000000 e00

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Pfiklad (Chyba na intervalu).

Odhadnéte chybu, které se dopustime pfi aproximaci funkce sin(x) jejim 3.
Taylorovym polynomem na intervalu <—§, %>

Z predchoziho vime, Ze

(Ry(a)| = | Ra(a)| = 2N o

Odhadneme-li | cos(§)| < 1 (pro & mezi 0 a = lepsi odhad nenf), dostaneme pro
re (-5

= 0.0025.

|R3(x)| < T <

@)
J Wie
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 0000000080

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Ptiklad (Interval, kde je chyba v toleranci).

Pro kterd = € R je chyba aproximace sin(z) jejim 3. Taylorovym polynomem
nejvyse 1073,
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 0000000080

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Ptiklad (Interval, kde je chyba v toleranci).

Pro kterd = € R je chyba aproximace sin(z) jejim 3. Taylorovym polynomem
nejvyse 1073,
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 0000000080

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Ptiklad (Interval, kde je chyba v toleranci).

Pro kterd = € R je chyba aproximace sin(z) jejim 3. Taylorovym polynomem
nejvyse 1073,

?“"f%
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 000000000 e

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Pfiklad (Stupen polynomu, aby chyba na intervalu byla v toleranci).

Pro jaké n € N je chyba aproximace sin(z) jejim n-tym Taylorovym polynomem

na intervalu (—Z, Z) nejvyse 1073
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 000000000 e

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Pfiklad (Stupen polynomu, aby chyba na intervalu byla v toleranci).

Pro jaké n € N je chyba aproximace sin(z) jejim n-tym Taylorovym polynomem

na intervalu (—Z, Z) nejvyse 1073

|m|2n+1 (7.[./4)271-"-1 szi 10_3
Cn+1!~ 2n+1)! — '

[ Ran—1(z)| <

=)
G
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Uvod Chyba aproximace Taylorova véta a jeji aplikace
000 0000000 000000000 e

Typické problémy resené pomoci Taylorovy véty

Pfiklad (Stupen polynomu, aby chyba na intervalu byla v toleranci).

Pro jaké n € N je chyba aproximace sin(z) jejim n-tym Taylorovym polynomem

na intervalu (—Z, Z) nejvyse 1073

|m|2n+1 <7T./4)2n+1 szi 10_3
Cn+1!~ 2n+1)! — '

[ Ran—1(z)| <

Metodou pokus/omyl zjistime, ze T3 podminku nesplni, T5 uz ano.

[JEC
ﬂ// e f §
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Dodatek
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Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Vypada to, Ze jsme nasli idedlni zpiisob pro vypocet sin(x) pomoci
kalkulacky/pocitace. Situace je oviem, jak uZ to tak byva, ponékud sloZitéjsi.
Zajemctim doporuéujeme (% blog.

@ Pro nékteré funkce nemusi byt tak jednoduché Tayloriiv polynom libovolného
stupné, resp. Taylorovu ¥adu, nalézt. P¥ikladem je tfeba tg(x):

- 2%(2% - 1)Bk’ 2k—1

tg(z) = 28! =

k=1

kde symbol B oznacuje Bernoulliho ¢isla, ktera lze pouze rekurentné
napoditat.
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