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Hlavni vysledky této prednasky

@ Linearni rekurentni rovnice jakoZto dilezity p¥iklad rekurentnich rovnic.

@ Zkoumani obecnych vlastnosti feSenfi linedrnich rekurentnich rovnic.
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
0O@0000 0000000 0000000000

Uvod
@ S rekurentné zadanymi posloupnostmi (a,,)n2, jste se setkali jiz davno (viz
geometrickd a aritmetickd posloupnost). Obecné je Ize popsat vztahem
an:f’n(anfh an727~~‘7a27a1)7 712273,...,

kde f, : R" 1 - R, n=2,3,... jsou néjaka pevné zadana zobrazeni.
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Uvod
0e0000

Uvod

{ rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny Fedeni LRR

@ S rekurentné zadanymi posloupnostmi (a,,)n2, jste se setkali jiz davno (viz
geometrickd a aritmetickd posloupnost). Obecné je Ize popsat vztahem

an:f’n(anfh an727~~‘7a27a1)7 'I’L:273,...,
kde f, : R" 1 - R, n=2,3,... jsou néjaka pevné zadana zobrazeni.
@ U rekurentné zadanych posloupnosti nés typicky zajima:

o Vyjadfeni n-tého &lenu v uzavieném tvaru (,vyfeseni rekurence").

o Pokud uzavfeny tvar nezndme, tak alespon odvozeni asymptotickych vlastnostf
fedeni (popis pomoci ~, O, Q, ©, atd.).
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Uvod

arni rekurentni rovnice (LRR) Viastr Wy Fegeni LRR

@ S rekurentné zadanymi posloupnostmi (a,,)n2, jste se setkali jiz davno (viz
geometrickd a aritmetickd posloupnost). Obecné je Ize popsat vztahem

an:f’n(anfla an727~"7a27a1)7 n:2737"’7
kde f, : R" 1 - R, n=2,3,... jsou néjaka pevné zadana zobrazeni.
@ U rekurentné zadanych posloupnosti nés typicky zajima:

o Vyjadfeni n-tého &lenu v uzavieném tvaru (,vyfeseni rekurence").

o Pokud uzavfeny tvar nezndme, tak alespon odvozeni asymptotickych vlastnostf
fedeni (popis pomoci ~, O, Q, ©, atd.).

@ Obéma aspektiim se zde budeme postupné vénovat v riznych specialnich
pripadech.

@ Nejprve zacneme klasickym motivaénim prikladem Hanojskych vézi.
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Hanojské véze / Towers of Hanoi / Thap Ha N&i

Mame t¥i tyCe A, B a C, na tyci A je navleceno n kruhovych diskii postupné se
zmen3ujici velikosti (zdola nahoru). Tyto disky mame pFesunout na tyé B tak, Ze
pohybujeme vzdy jen jednim diskem a nikdy nepolozime vétsi disk na mensi.

= | | -]
1 : ol
A B C A B C

Reseni si vyzkousime pro n = 1 disk a n = 2 disky a pak uhadneme obecny postup:
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Hanojské véze / Towers of Hanoi / Thap Ha N&i

Mame t¥i tyCe A, B a C, na tyci A je navleceno n kruhovych diskii postupné se
zmen3ujici velikosti (zdola nahoru). Tyto disky mame pFesunout na tyé B tak, Ze
pohybujeme vzdy jen jednim diskem a nikdy nepolozime vétsi disk na mensi.

= | | -]
1 : ol
A B C A B C

Reseni si vyzkousime pro n = 1 disk a n = 2 disky a pak uhadneme obecny postup:

@ Pro n =1 vezmeme disk z tye A a premistime jej na ty¢ B:

A B A B C

C
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G
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Hanojské véze / Towers of Hanoi / Thap Ha N&i

Mame t¥i tyCe A, B a C, na tyci A je navleceno n kruhovych diskii postupné se
zmen3ujici velikosti (zdola nahoru). Tyto disky mame pFesunout na tyé B tak, Ze
pohybujeme vzdy jen jednim diskem a nikdy nepolozime vétsi disk na mensi.

= | | | =
1 : 1§
A B C A B C
Reseni si vyzkousime pro n = 1 disk a n = 2 disky a pak uhadneme obecny postup:
@ Pro n =1 vezmeme disk z tye A a premistime jej na ty¢ B:
A B C A B C
@ Pro n = 2mame tfi kroky:

A L] L

I
B C A

LLlirLl,
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Hanojské véze / Towers of Hanoi

Obecné: Pro n > 1 nejprve (néjak) premistime vrchnich n — 1 diskd z tyée A na
ty¢ C, potom presuneme nejvétsi disk z A na B a na zavér pfemistime n — 1 diski
z C' na B.

-~ | | 1Ll L LL:
A A A B (C

= |
y B C B C B

I
A C
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Hanojské véze / Towers of Hanoi

Obecné: Pro n > 1 nejprve (néjak) premistime vrchnich n — 1 diskd z tyée A na
ty¢ C, potom presuneme nejvétsi disk z A na B a na zavér pfemistime n — 1 diski
z C na B.

= I Ll ol Ll =
A B (C A B C A B (C A B C

@ Oznacme minimalni poclet krokl (pfesund jednotlivych diski) k presunu véze
velikosti n z tyce na tyC jako T,,.

[JEC
ﬂ// e f §
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Hanojské véze / Towers of Hanoi

Obecné: Pro n > 1 nejprve (néjak) premistime vrchnich n — 1 diskd z tyée A na
ty¢ C, potom presuneme nejvétsi disk z A na B a na zavér pfemistime n — 1 diski
z C na B.

= I Ll ol Ll =
A B (C A B C A B (C A B C

@ Oznacme minimalni poclet krokl (pfesund jednotlivych diski) k presunu véze
velikosti n z tyce na tyC jako T,,.

e Uzvime: Ty, =0,Ty =1, T, = 3.

[JEC
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Hanojské véze / Towers of Hanoi

Obecné: Pro n > 1 nejprve (néjak) premistime vrchnich n — 1 diskd z tyée A na
ty¢ C, potom presuneme nejvétsi disk z A na B a na zavér pfemistime n — 1 diski
z C' na B.

= I Ll ol Ll =
A ! A B C A B (C A B

B C C

@ Oznacme minimalni poclet krokl (pfesund jednotlivych diski) k presunu véze
velikosti n z tyCe na ty¢ jako T,,.

e Uzvime: Ty, =0,Ty =1, T, = 3.
@ Obecny postup implikuje vztah: T,, =2-T,,_1 +1, n > 1.

J w\hj 2
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR)
0000e0 0000000

Hanojské véze / Towers of Hanoi
Uréeme dalsi hodnoty T,:

(] TOZO, T1:1, T2:3

e Ty=2-T3+1=2-T+1=15.

e Ty=2-Ty+1=2-15+1=31.

Aha! Zkusené oko vidi vztah T,, = 2" — 1, n > 0.

Vlastnosti mnoziny feeni LRR
0000000000

Je tato intuice spravna? Ano, jak se snadno presvédcite matematickou indukcf,

nebo vyuzitim latky téchto prednasek.
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Nelinearni rekurence

Rekurence
T,=2-Th_1+1

byla ,linedrni* ve smyslu: vyrazy T se v ni vyskytuji pouze v sou¢tu nasobené
&iselnymi faktory (pfesnd definice jiz zanedlouho).

et
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feSeni LRR

ti mn.

Uvod Li

arni rekurentni rovnice (LRR) Vlastr
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Nelinearni rekurence
Rekurence
T,=2-T,_1+1

byla ,linedrni* ve smyslu: vyrazy T se v ni vyskytuji pouze v sou¢tu nasobené
&iselnymi faktory (pfesnd definice jiz zanedlouho).

Jakmile opustime ,linearitu,” tak se situace mize velmi komplikovat, vzpomernte
na tento priklad z (@' BI-MAL1:

Priklad.

Posloupnost (a,,)22, zadan3 rekurentné vztahem
an:4'an—1'(1*an—l)a n €N, a0€<0a1>,

a znama pod nazvem ,logistické zobrazeni* se chova chaoticky.

O nelinearnich rekurentnich rovnicich je obecné vyrazné slozitéjsi néco Fict,
podrobnéji se jim zde vénovat nebudeme.
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Linedrni rekurentni rovnice (LRR)
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Linearni rekurentnf rovnice (LRR)
0e00000

Linearni rekurentni rovnice (LRR)

Definice (Linearni rekurentni rovnice / Linear recurrence equation):

Linearni rekurentni rovnice fadu k € N je rovnice tvaru
Ttk +Ch—1mn Tntk—1F "+ Cln Tnt1+Con Tn = b,, n€Z, n>n, (*)

kde ng € Z a (Cin)pen,, @ =0,1,...,k — 1, (tzv. koeficienty rovnice)
a (bn)pZ,, (tzv. prava strana rovnice) jsou zadané posloupnosti a posloupnost

00 . .
(con)p=n, neni nulovd posloupnost.

Jestlize b, = 0 pro kazdé n > ng, pak se prislusna rovnice nazyvd homogenni.

o

Jako neznamou v této rovnici chapeme posloupnost (z,, )52, -

P¥idruZzenou homogenni rovnici k rovnici (x) nazyvdme LRR se stejnymi
koeficienty a nulovou pravou stranou (b, = 0 pro kazdé n > ng).

Zkracené bychom rovnici (*) mohli zapsat ve tvaru
k—1

Tn+k + E CinTnti =bn, MNEZ, n>nyg.

. =0
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Reéeni LRR

Definice (Reseni LRR):

Necht je dana linedrni rekurentni rovnice Fadu k € N,
Tntk + Ch—1,nTntk—1 + -+ CLn®nt1 + ConTn =bp, NEZ, n>ng. (%)

Jejim FfeSenim nazveme libovolnou posloupnost (z,,)52,,, takovou, ze dosazenim
jejich ¢lend do (x) dostaneme pravdivé rovnosti pro kazdé celoéiselné n > ng.

B
IAEAO
A
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ti mn.

Linearni rekurentnf rovnice (LRR) Vastr
00e0000

Reseni LRR
Definice (Reseni LRR):
Necht je dana linedrni rekurentni rovnice radu k € N,

Tytk + Ch—1,nTntk—1+ -+ CLpTnt1 + ConTn = by, nEZ, n>ng.

Jejim FeSenim nazveme libovolnou posloupnost (z,,)52,,, takovou, ze dosaze
jejich ¢lend do (x) dostaneme pravdivé rovnosti pro kazdé celoéiselné n > ng.

feSeni LRR

(%)

nim

Priklad (Geometricka posloupnost).

Méjme zadané g € R a uvazme homogenni LRR prvniho fadu
Tp+1 —qxn =0, n>0.

Tj. v predchozi definici mdme ng =0, k =1, b, =0 a ¢y, = —q pro kazdé
n e No.

Redenim této rovnice je libovolna posloupnost tvaru z, = o - ¢", n € Ny, pro
libovolnou konstantu o € R.

A=)
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Dalsi priklad LRR a jejiho feseni

Priklad.
Uvazme rovnici

Tpt1 —nxy, =0, n>1

Regenim této rovnice (dosadte!) je posloupnost x, = A - (n —1)!, n € N, pro
libovolné A € R.

Pro zajimavost vypiSme jednotlivé vztahy, vSimnéte si méniciho se
multiplikativniho faktoru:

Qn=1x9—1-21 =0,
Qn=2123—2-250=0,
Qn=324—3-23=0,
Qn=425—4-24=0.
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Pocatecni podminky pro LRR
Definice (Pocatecni podminky / Initial conditions):
Necht je dana linedrni rekurentni rovnice radu k € N,
Ttk + Ch—1 nTrgk—1 + * + ClnTnt1 + ConTn =bn, nEZ, n2>ng.

Pocatecnimi podminkami pro tuto rovnici nazveme libovolnou soustavu rovnosti
Tny = A0, Tno+1 = A1, ) Tng+k—1 = Ak—1, pro zadané hodnoty
Ag, ..., A1 ER.

g
I'YTs
e
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Linearni rekurentnf rovnice (LRR)

ny fedeni LRR
0O000e00 o]

Pocatecni podminky pro LRR

Definice (Pocatecni podminky / Initial conditions):

Necht je dana linedrni rekurentni rovnice radu k € N,
Ttk + Ch—1nTn+k—1+ * + CLnTnt1 + ConTn = bn7 n e Z, n > ng.

Pocatecnimi podminkami pro tuto rovnici nazveme libovolnou soustavu rovnosti
Tny = A0, Tno+1 = A1, ) Tng+k—1 = Ak—1, pro zadané hodnoty
Ag, ..., A1 ER.

Pfiklad (Geometricka posloupnost).

Pro dané q € R je fesenim rovnice
Tp+1 —qrn =0, n>0.

posloupnost tvaru x, = a - q", n € Ny, kde a € R je néjaka konstanta.

Predepsanim pocateéni podminky pro xo hodnotu této konstanty vynutime (zde 5
jednodue 2y = a) a dostaneme tak uZ jednu konkrétni posloupnost.
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P¥iklady

Pfiklad (Posloupnost ¢astec¢nych soucti Ciselné fady).

Mg&jme &iselnou ¥adu ;- ax. Potom posloupnost jejich &astednych souti
(8n)5%0 je FeSenim linearni rekurentni rovnice prvniho ¥adu

Tyl — Tp =apy1, n >0

s pocatecni podminkou zg = ayg.
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Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vastr

ny fedeni LRR
O0000e0 o]

P¥iklady

Pfiklad (Posloupnost ¢astec¢nych soucti Ciselné fady).

Mg&jme &iselnou fadu ;- ax. Potom posloupnost jejich ¢aste¢nych soutti
()22 je FeSenim linearni rekurentni rovnice prvniho fadu

Tpt+l — Tp = Gpy1, N =0

s pocatecni podminkou xg = ag.

Pfiklad (Fibonacciho posloupnost).
Méjme zadané ng = 0 a uvazme homogenni LRR druhého radu
Tnt2 — Tntl — Tn =0, n 2> no.

Tj. v predchozi definici klademe b,, =0 a ¢1,,, = co,, = —1 pro kazdé n € Ny

Reseni této rovnice vyhovujici pocatecnim podminkdm 29 =1 a z; = 1 je znama 1
Fibonacciho posloupnost.
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Linearni rekurentnf rovnice (LRR)
000000

P¥iklady
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feseni LRR
000000 0000000 ®000000000

Hlavni body

Vlastnosti mnoziny feseni linearnich rekurentnich rovnic

f
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Vlastnosti mnoziny feeni LRR

Linerni rekurentn rovnice (LRR)
0e00000000

Uvod
0000000

000000

Existence a jednoznacnost reseni LRR
Zacneme velmi pozitivnim a zakladnim pozorovanim:

Véta (O existenci a jednoznacnosti feSeni LRR):

@ Kazda lineadrni rekurentni rovnice ma néjaké reseni.
@ Je-li dana linearni rekurentni rovnice fadu k € N s predepsanymi pocatecnimi

podminkami, pak existuje pravé jedno feseni této rovnice spliujici tyto

pocatecni podminky.
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
000000 0000000 O®@00000000

Existence a jednoznacnost reseni LRR
Zacneme velmi pozitivnim a zakladnim pozorovanim:

Véta (O existenci a jednoznacnosti feSeni LRR):
@ Kazda lineadrni rekurentni rovnice ma néjaké reseni.

@ Je-li dana linearni rekurentni rovnice fadu k € N s predepsanymi pocatecnimi
podminkami, pak existuje pravé jedno feseni této rovnice spliujici tyto
pocatecni podminky.

@ Dle druhého bodu je kazdé feseni LRR ¥adu k jednoznacné zadano
pocateénimi podminkami (kterych je k): shoduje-li se prvnich k prvki dvou
feseni jedné LRR, pak jsou tato feSeni shodna.
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i rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
O®@00000000

Existence a jednoznacnost reseni LRR
Zacneme velmi pozitivnim a zakladnim pozorovanim:

Véta (O existenci a jednoznacnosti feSeni LRR):
@ Kazda lineadrni rekurentni rovnice ma néjaké reseni.

@ Je-li dana linearni rekurentni rovnice fadu k € N s predepsanymi pocatecnimi
podminkami, pak existuje pravé jedno feseni této rovnice spliujici tyto
pocatecni podminky.

@ Dle druhého bodu je kazdé feseni LRR ¥adu k jednoznacné zadano
pocateénimi podminkami (kterych je k): shoduje-li se prvnich k prvki dvou
feseni jedné LRR, pak jsou tato feSeni shodna.

o Kolik Feseni existuje? Jak velkd je mnoZina vsech feSeni zadané LRR? Témito
otdzkami se budeme zabyvat zanedlouho.
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR

000000 0000000 0O0@0000000

Existence a jednoznacnost reseni LRR

Diikaz.
@ Méjme LRR Fadu k£ € N tvaru

k—1
By A E CinTnts = b, M EZ, n2>np.
i=0
Zvolme Ay, ..., Ai_1 libovolné a polozme X, := Ag, .., Xngtr—1 = Ar_1.

Poté postupné vypoctéme X, 1%, Xnotk+1, - pomoci predpisu

k—1
Xn+k =b, — Z Ci,an—Ha n e Za n 2 ng.
=0

Takto zkonstruovand posloupnost (X,)o2,,  je feSenim nadi LRR.
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Vlastnosti mnoziny feeni LRR
0O0@0000000

Existence a jednoznacnost reseni LRR

Diikaz.
@ Méjme LRR Fadu k£ € N tvaru

k—1
Bl AF E CinTnts = b, M EZ, n2>np.
i=0
Zvolme Ay, ..., Ai_1 libovolné a polozme X, := Ag, .., Xngtr—1 = Ar_1.

Poté postupné vypoctéme X, 4%, Xny+k+1, -~ pomoci predpisu

k—1
Xn+k =b, — Z Ci,an—Ha n e Za n 2 ng.
i=0
Takto zkonstruovand posloupnost (X,)o2,,  je feSenim nadi LRR.

@ Jsou-li pocatecni podminky Ao, ..., Ax_1 predepsany, pak z pfedchoziho
bodu vidime, ze uz jednoznacné udavaji hodnoty reseni X,, pro n > ng + k
a tedy jednoznaéné udavaji i celé Fedeni (jakoZto posloupnost). b
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Vlastnosti mnoziny feeni LRR

i rekurentni rovnice (LRR)
0O00@000000

Princip superpozice

Véta (Princip superpozice):
Uvazme dvé LRR k-tého tadu s ne nutné shodnymi pravymi stranami,

k—1

Tptk + Z CinTnti = bn, (1)
1=0
k—1
Tp+k T Z CinTnti = bn, (2)
1=0
pron € Z, n > ng.

Je-li (Xy)52,,, FeSeni (1) a (Y5,)52,,, FfeSeni (2), potom pro libovolnou konstantu
@ je posloupnost (X, + aY;,)re,, FeSenim LRR

k-1
Ty + E CinTnti = by +aby, n > ng.
1=0
£
T
Diikaz: P¥imocaré dosazeni.
7S 2024/2025 20/26
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
000000 0000000 0O000@00000

Poznamka: Vektorovy prostor posloupnosti

Uvazme celociselné ng a mnozinu vsech redlnych posloupnosti ()52, , tuto
neprazdnou mnozinu oznaéme R (zavislost na ng ve znaéeni potlacujeme, musi

byt vzdy déno pevné).

@)
frd
ATy
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rentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
0O000@00000

Poznamka: Vektorovy prostor posloupnosti

Uvazme celociselné ng a mnozinu viech redlnych posloupnosti (z,);%,,, . tuto
neprazdnou mnozinu oznaéme R (zavislost na ng ve znaéeni potlacujeme, musi
byt vzdy déno pevné).
@ Soucet dvou posloupnosti ()72, ; (Yn)nzn, € R definujeme jako
posloupnost

(xn)n no + (yn);z.o:no = (.%‘n + yn)zo:no € ROO

o Skalarni nasobek posloupnosti (z,);2,, € R Cislem a € R definujeme
jako posloupnost

Q- (xn);;o:ng . (amn)n no € R™.
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i rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
0O000@00000

Poznamka: Vektorovy prostor posloupnosti

Uvazme celociselné ng a mnozinu viech redlnych posloupnosti (x,,)5%,,, .,
neprazdnou mnozinu oznaéme R (zavislost na ng ve znaéeni potlacujeme, musi

tuto

byt vzdy déno pevné).
@ Soucet dvou posloupnosti ()72, ; (Yn)nzn, € R definujeme jako
posloupnost
(xn)n no + (yn);z.o:no = (.%‘n + yn)zo:no € ROO

o Skalarni nasobek posloupnosti (z,,);2,,, € R &islem a € R definujeme

jako posloupnost
o0 o0
Q- (xn)n:ng . (amn)n no € R™.
Mnozina R*° vybavena témito operacemi tvofi vektorovy prostor nekonecné
dimenze (ovéfeni axiomil: zamyslen{), mnozina

{((51‘7”)20:”0 | t=mng,ng+1,.. } C R*®

je LN mnozina majici nekone¢né mnoho ¢lend.
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Vlastnosti mnoziny feeni LRR

Linearni rekurentni rovnice (LRR)
[e] 0O000@00000

Poznamka: Vektorovy prostor posloupnosti

Uvazme celociselné ng a mnozinu viech redlnych posloupnosti (x,,)5%,,, .,
neprazdnou mnozinu oznaéme R (zavislost na ng ve znaéeni potlacujeme, musi

tuto

byt vzdy déno pevné).
@ Soucet dvou posloupnosti ()72, ; (Yn)nzn, € R definujeme jako
posloupnost
(xn)n no + (yn)zo:no = (.%‘n + yn)zo:no € ROO

o Skalarni nasobek posloupnosti (z,,);2,,, € R &islem a € R definujeme

jako posloupnost
o0 o0
Q- (xn)n:ng . (amn)n no € R™.
Mnozina R*° vybavena témito operacemi tvofi vektorovy prostor nekonecné
dimenze (ovéfeni axiomil: zamyslen{), mnozina

{((51‘7”)20:”0 | t=mng,ng+1,.. } C R*®

je LN mnozina majici nekone¢né mnoho ¢lend.
oo

Nulovym prvkem v tomto prostoru je nulové posloupnost 6 = (0)72,, .
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rentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
0000080000

Struktura mnoziny vSech freseni LRR
Nyni se dostavame k Gstfedni vété, kterd by vdm méla byt povédoma z (' BI-LAL.

Véta (O struktufe mnoziny feSeni LRR):
Méjme LRR ¥adu k£ € N tvaru
k—1
Tntk+ Y CinTnyi =bn, N EZL, n>ng, ()

=0

a ozname mnozinu vSech jejich feseni symbolem S a mnozinu vsech feseni
pridruzené homogenni rovnice symbolem Sj.
Potom plati nasledujici tvrzeni:

@ Mnozina Sy je vektorovy prostor dimenze k.

@ Mnozina S je tvaru S = (7,);2,, + So, kde (Z,)52,,, je (partikuldrni) Yedeni
rovnice ().

v,
TV T ‘5
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i rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
0O00000e000

Struktura mnoziny vSech freseni LRR

Nez se pustime do diikazu, tak vypichnéme dilezité disledky pfimocare plynouci
z predchozi véty:

@ Pokud mame dvé feSeni homogenni LRR, pak i jejich soucet je reseni té samé
homogenni LRR.

@ Pokud mame jedno feseni homogenni LRR, pak i jeho konstantni nasobek je
feSenim té samé homogenni LRR.

@ Pri hledani vSech feseni zadané LRR je potfeba umét hledat vSechna teseni
pridruzené homogenni rovnice a néjaka partikularni feseni.
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
000000 0000000 0000000800

Struktura mnoziny vSech feseni LRR: Dikaz bodu 1

Jiz vime, Ze mnozina Sy je neprazdna.
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feseni LRR
000000 0000000 0000000800

Struktura mnoziny vSech feseni LRR: Dikaz bodu 1

Jiz vime, Ze mnozina Sy je neprazdna.
. . Y Cvov oo o Loy . .
Uzavienost: Uvazme dvé feseni (zn)nl,, @ (Un)nZy, PFidruzené homogenni rovnice (x), tedy

dva prvky So, a libovolné ao € R. Potom pro prvky posloupnosti (z, + ayn);’f’:no plati

k—1
(Tnak + WYnir) + E Cin(Tngi + OYnii) =
i=0
k-1 k—1
= | Tnyk + E CinTn+i | + Q| Ynik + E CinYn+i | =0+ a-0=0, n=>ng.
i=0 i=0

Tudiz i (zn + ayn)nin, € So-

=)
IF §
S ¥l
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
000000 0000000 0000000800

Struktura mnoziny vSech feseni LRR: Dikaz bodu 1

Jiz vime, Ze mnozina Sy je neprazdna.
. . Y Cvov oo o Loy . .
Uzavienost: Uvazme dvé feseni (zn)nl,, @ (Un)nZy, PFidruzené homogenni rovnice (x), tedy

dva prvky So, a libovolné ao € R. Potom pro prvky posloupnosti (z, + ayn);’f’:no plati

k—1
(Tnsk + Ynir) + E Cin(Tnti + Ynyi) =
=0
k—1 k—1
= | Tntr + E CinZn+i | T | Yntr + E Ci,nYn+i =0+a-0=0, n2=>ng.
=0 1=0

Tudiz i (zn + ayn)nin, € So-

Baze: Oznaéme jako (Xr(f))?f’:no, i=0,1,...,k — 1, prvek Sy s poc¢ateénimi podminkami
X£i3+j =65, 4,7=0,1,...,k — 1. Téchto vektor(i je tedy k.

i

A\
AN
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
000000 0000000 0000000800

Struktura mnoziny vSech feseni LRR: Dikaz bodu 1

Jiz vime, Ze mnozina Sy je neprazdna.

n=ng

Uzavienost: Uvazme dvé feseni (zn)nl,, @ (Un)nZy, PFidruzené homogenni rovnice (x), tedy
dva prvky So, a libovolné ao € R. Potom pro prvky posloupnosti (z, + ayn);’f’:no plati

k—1
(Tnsk + Ynir) + E Cin(Tnti + Ynyi) =
=0
k—1 k—1
= | Tntr + E CinZn+i | T | Yntr + E Ci,nYn+i =0+a-0=0, n2=>ng.
=0 1=0

Tudiz i (zn + ayn)nin, € So-

Baze: Oznaéme jako (Xr(li))?f:no, i=0,1,...,k — 1, prvek Sy s poc¢ateénimi podminkami
Xfli())+j =65, 4,7=0,1,...,k — 1. Téchto vektor(i je tedy k.

Generuje: Je-li (zn)5%,, libovolné Feseni z So, pak diky linearité jisté plati

k—1
@n)2Zng = D @no+i - (X)L
=0

LN: dava-li linedrni kombinace vy3e nulovou posloupnost, pak pro koeficienty linedrni kombir
nutné plati 4 =0 proi=20,1,...,k—1.
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feseni LRR
000000 0000000 0O0000000e0

Struktura mnoziny vSech feseni LRR: Diikaz bodu 2

Méjme partikularni feseni (Zn)5%,,, LRR (). Chceme ukazat rovnost

S = (&n)nzn, + So-
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Vlastnosti mnoziny feeni LRR
0O0000000e0

Linerni rekurentn rovnice (LRR)
0000000

Struktura mnoziny vSech feseni LRR: Diikaz bodu 2

Méjme partikularni feseni (Zn)5%,,, LRR (). Chceme ukazat rovnost
S = ()52 + S0

€ S a polozme yy, := xy, — &n, n > ng. Potom plati

Tn)n (Yn)nzno

oo
n=ngo
n=ngo +

C: Uvazme (zn)
(#0)%n = (#n)

a
k—1
Tntk + Z Ci,nTnti
i=0

k-1 k—1
Yn+k + E CinYn+i = | Tntk + E CinTnti | —
i=0 i=0

Tudiz, (yn)2p, € So

BI-MA2 ZS 2024/2025
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Uvod Linearni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
000000 0000000 0O0000000e0

Struktura mnoziny vSech feseni LRR: Diikaz bodu 2

Méjme partikularni feseni (Zn)5%,,, LRR (). Chceme ukazat rovnost

S = (Zn)peny + So-

C: Uvazme (zn)5Z,, € S a poloZme y, = xn — &n, n > ng. Potom plati

(@n)nzne = (Fn)nzne + (Yn)nzng

a
k—1 k—1 k—1

Yntk + g CinYn+ti = | Tnik + E CinTnti | — | Tngr + E CinTnti | =bn —bn =0.
i=0 i=0 i=0

Tudiz, (yn)pen, € So-

O: Je-li (x’ﬂ)?z.o:no = (fn)ﬁo:no + (yn)%o:no pro néjaké (y’ﬂ)%o:no € SO: pak

k—1 k-1 k—1
Tn+k + E CinTnti = i'n+k + E Ci,n£n+i + Yn+k + E CinYn+i = bn +0
i=0 1=0 1=0
&)
a proto (zn)pL,, €S- /ﬁ&;zf@@”
)W)
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arni rekurentni rovnice (LRR) Vlastnosti mnoziny feeni LRR
000000000 e

Li

Priklad
Demonstrujme predchozi vétu na pripadé geometrické posloupnosti.

Pfiklad (Geometricka posloupnost).
Pro dané g € R je reSenim LRR prvniho radu
Tp+1 —qry =0, n>0.
posloupnost tvaru x, = a - q", n € Ny, kde a € R je néjaka konstanta.

V tomto pripadé proto
So = <(q")$f’:o>

je jednodimenziondlni podprostor R*°.

vs vz

Radu dalSich priklad si ukazeme v dal$i &asti tohoto tématu, az vybudujeme
nastroje pro systematické feseni LRR s konstantnimi koeficienty.
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o V této kapitole by mél byt velmi blizky kontakt s linedrni algebrou. Samotnou

LRR
k-1

Ttk + § CinTnti = bp, n€Z, n>ng.
i=0
Ize formulovat pomoci tzv. matice prechodu v nasledujicim tvaru

Tn+k Tn+k—1 bn
Tntk—1 Tntk—2 0
=A, . +1 .1,
Tn+1 Ty 0
pro n > ng, kde
—Ck—1,n —Ck—2mn —Ck—3m " —Cin —Con

1 0 0 ‘e 0 0
A, — 0 1 0 0 0
: : ' 0 0
0 0 1 0
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