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Hlavni vysledky této prednasky

@ Predstaveni LRR s konstantnimi koeficienty.

@ Systematicka konstrukce viech feSeni homogennich LRR s konstantnimi
koeficienty.

@ Hledani partikularnich feseni LRR s konstantnimi koeficienty.

et
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LRR s konstantnimi koeficienty
[e] le]e]

LRR s konstantnimi koeficienty

LRR zkoumané v predchozi prednasce jsou stale jesté priliS obecné, jejich reseni
nemusi byt snadno vyjadfitelné v uzavieném tvaru. Provedeme jesté jedno
omezeni.

Definice (LRR s konstantnimi koeficienty):

Linearni rekurentni rovnice fadu k € N s konstantnimi koeficienty je rovnice
tvaru

xn+k+ck—1'zn+k—1+"'+cl’xn+1 +CO'In:bn7 TLGZ, nZ”Oa (T)
kdeng € Zac; €R,i=0,1,...,k—1, (tzv. koeficienty rovnice), ¢y # 0, jsou
zadané konstanty a (by,)5%,,, je zadana posloupnost (tzv. prava strana rovnice).

Jestlize b,, = 0 pro kazdé n > ng, pak se prislusna rovnice nazyvd homogenni.

o0

Jako neznamou v této rovnici chapeme posloupnost (z,, )52, -

PFidruZzenou homogenni rovnici k rovnici () nazyvame LRR se stejnymi
koeficienty a nulovou pravou stranou (b, = 0 pro kazdé n > ng). b
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Charakteristicky polynom LRR s konstantnimi koeficienty

Pokusme se najit feSeni pfidruzené homogenni rovnice (1) ve tvaru z, = A", kde A
je zatim nezndmy nenulovy parametr. Po dosazeni a pokraceni dostaneme rovnice

k—1 k—1
AR 4 Zci)\"“ =0, n>ny < N+ Z A =0.
i=0 =0

Tim jsme se zcela zbavili zavislosti na n a pokud najdeme kofeny tohoto
polynomu stupné k, pak najdeme i feseni nasi homogenni LRR!

/ “ﬁ

Z
) Wi e)
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Charakteristicky polynom LRR s konstantnimi koeficienty

Pokusme se najit feSeni pfidruzené homogenni rovnice (1) ve tvaru z, = A", kde A
je zatim nezndmy nenulovy parametr. Po dosazeni a pokraceni dostaneme rovnice

k—1 k—1
AR 4 Zci)\"“ =0, n>ny < N+ Z A =0.
i=0 =0

Tim jsme se zcela zbavili zavislosti na n a pokud najdeme kofeny tohoto
polynomu stupné k, pak najdeme i feseni nasi homogenni LRR!

Definice (Charakteristicky polynom LRR s konstantnimi koeficienty):

Charakteristickym polynomem rovnice (1) nazyvdme polynom stupné k tvaru
p(A) = A 4 g N e A+ o

Kofeny? tohoto polynomu se nazyvaji charakteristicka (nebo vlastni) &isla
rovnice (}).

20becné komplexni ¢isla! §
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Priklad
Priklad.
Nasleduje vycet ukazkovych dvojic LRR s konstantnimi koeficienty a jejich
charakteristickych polynomi:

Tnyo — 2Tng1 + Txn =0, p(A) =A% =20 47,

Tpas +mx,—1 =0, p(\) = A%+,
Tni7 + Tnys — 422, = n?, p(A) = A7+ X3 —42.

Vsimnéte si, ze v pfipadé LRR s nekonstantnimi koeficienty tento pristup aplikovat
nemuzeme: koeficienty by stale zavisely na n, neméli bychom jeden polynom pro
danou LRR.
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Hlavni body

Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty
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Redeni LRR s konstantnimi koeficienty

Nejprve zformulujme pozorovani u¢inéné pred definici charakteristického
polynomu.

Véta (Konstrukce feSeni pomoci charakteristického ¢&isla):

Jestlize A\ je charakteristickym cislem homogenni LRR fadu k£ € N s konstantnimi
koeficienty

Tptk + Ch—1Tnt+k—1 + -+ + C1Tnt1 + c0Tn =0, 1 > no,

pak posloupnost (A")>2,  je jejim Yedenim.

g
I'YTs
e
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Redeni LRR s konstantnimi koeficienty

Nejprve zformulujme pozorovani u¢inéné pred definici charakteristického
polynomu.

Véta (Konstrukce feSeni pomoci charakteristického ¢&isla):

Jestlize A\ je charakteristickym cislem homogenni LRR fadu k£ € N s konstantnimi
koeficienty

Tptk + Che1Tpqk—1 + -+ C1Tpy1 + coTp =0, n > ng,

pak posloupnost (A")>2,  je jejim Yedenim.

Dukaz.
Cislo A splfiuje p(A) = A\¥ + ¢ AP 4+ - 4+ ;A + ¢ = 0 a proto
k-1

ATFE LN A = A" p(A) = A" -0 =0
i=0
b

pro kazdé n > ny. ]

v,
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1

Pomoci charakteristickych Cisel mizeme zkonstruovat bazi Sy. Nejprve
jednoduchy pripad, kdy viechna maji nasobnost! 1.

Véta:
Uvazujme homogenni LRR fadu k € N s konstantnimi koeficienty
Ttk + Ck—1Tnyk—1 +  + CTny1 + CoTn =0, n > ng.

Jestlize ma k vzajemné& riiznych charakteristickych &isel i, i € k, pak soubor
posloupnosti (A)S2,. , i € k, tvofi bazi Sy, tedy libovolné feseni (z,)52,, € So

n=ng’ n=no
je tvaru

Tp =g A} + -+ agA}, n > no,
pro néjaké konstanty aq, ..., ay.

Notace: # = {1,2,...,n} pron € N.

1 Jakozto kofeny charakteristického polynomu.
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1
V dikazu budeme pottebovat nasledujici linedrné—algebraické pomocné tvrzeni.

Lemma (Vandermonde):

Méjme vzajemné rizna &isla Aq, ..., A; a oznaéme (tzv. Vandermondiv
determinant)

1 1 1 cee 1 1
A1 A2 Az A1 A
VI . SR SRR VS Vi
V()\l, 5000 )\k) = det )\? )\g )\g o )\z—l )\2

k—2 k—2 k—2 k—2 k—2
Allc 1 /\% 1 )\% 1 /\Ilg_% N
>‘1 /\2 )‘3 /\k—l

Potom V(Ay,...., M) = [ (—X)#0.

LA =5}
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1

Dikaz Lemmatu (Vandermonde).
Postupné ucinme nasledujici pozorovani:

@ Z vlastnosti determinantu plyne, Ze funkce A — V' (A1,..., Ak—1,A) je polynom
stupné k — 1 v proménné \ a ma kofeny \1,..., A\x—1. Plati proto

V()‘h oo ~,)\k717)\) = Oz()\ — )\1)()\ — )\2) s ()\ — Ak,1)7

kde « je zatim neznama konstanta.
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1

Dikaz Lemmatu (Vandermonde).
Postupné ucinme nasledujici pozorovani:
@ Z vlastnosti determinantu plyne, Ze funkce A — V' (A1,..., Ak—1,A) je polynom
stupné k — 1 v proménné \ a ma kofeny \1,..., A\x—1. Plati proto

V<)‘17~~ ")\k717)\) = Oz()\ — )\1)()\ — )\2) s ()\ — Ak,1)7

kde « je zatim neznama konstanta.

@ Rozvojem podle posledniho sloupce ihned vidime, ze koeficient o u nejvyssi
mocniny (tj. A*71) spliuje « = V (A1, ..., Ap_1).
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1

Dikaz Lemmatu (Vandermonde).
Postupné ucinme nasledujici pozorovani:
@ Z vlastnosti determinantu plyne, Ze funkce A — V' (A1,..., Ak—1,A) je polynom
stupné k — 1 v proménné \ a ma kofeny \1,..., A\x—1. Plati proto

V<)\17-- ~,)\k717)\) = Oz()\ — )\1)()\ — )\2) e ()\ - Ak,1)7

kde « je zatim neznama konstanta.

@ Rozvojem podle posledniho sloupce ihned vidime, ze koeficient o u nejvyssi
mocniny (tj. A*71) spliuje « = V (A1, ..., Ap_1).

@ Hledany determinant proto spliiuje rekurenci

k—1
VO A1, 08) = VO, ) T Ow = M),
=1

a po&ate¢ni podminku V (A1, A2) = A2 — Ay
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1

Dikaz Lemmatu (Vandermonde).

Postupné ucinme nasledujici pozorovani:

@ Z vlastnosti determinantu plyne, Ze funkce A — V' (A1,..., Ak—1,A) je polynom

stupné k — 1 v proménné \ a ma kofeny \1,..., A\x—1. Plati proto
V()\h coo ,)\kfh)\) = Oz()\ — )\1)()\ — )\2) e ()\ - Ak,1)7

kde « je zatim neznama konstanta.

@ Rozvojem podle posledniho sloupce ihned vidime, ze koeficient o u nejvyssi

mocniny (tj. A*71) spliuje « = V (A1, ..., Ap_1).

@ Hledany determinant proto spliiuje rekurenci
k—1
VO A1, 08) = VO, ) T Ow = M),
i=1

a po&ate¢ni podminku V (A1, A2) = A2 — Ay

@ Odtud uz vidime dokazované tvrzeni, resp. ho ovéfime indukci.

XR s konstantnimi koeficient;
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1

Dikaz.

Jiz vime: kazda z posloupnosti (A}')pZ,,, © = k, patii do So. VEechna \; jsou nenulova,
protoze co # 0. Tvori téchto k posloupnosti LN soubor?
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1

Diikaz.
Jiz vime: kazda z posloupnosti (A7 )nZ,,, & = k, patt do So. Véechna \; jsou nenulova,
protoze co # 0. Tvori téchto k posloupnosti LN soubor?
oo
Necht linearni kombinace (zn)nZr, = (Zi;l ai)\?) je nulova posloupnost.
n=ng
Zapiseme-li rovnosti Zn, =0, Tny+1 =0, .., Tng+r—1 = 0 vzhledem k neznamym
a1 AT0, ..., arA;°, dostaneme homogenni linearni soustavu
1 1 1 -1 1 o
Y VO Ve A
22 22 A2 ... a2 A2 az )y
T2 4 || e
Al A5 Az Xl A 3 — 0.
k=2  \k—2 k-2 . k=2 k-2 ar—1A;°
)\Ilvl /\%1 Ail /\ﬁf% /\’131 aMZ°1
Al Aa A3 AL M
kde matice soustavy je regularni (Vandermonde) a proto feSenim je pouze a;A;° = 0, ;
i € l; a diky nenulovosti A; pak i a; =0 pro i € k. O

o
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1
Priklad.
Uvazme homogenni LRR druhého Fadu s konstantnimi koeficienty
Tpt2 +3Tnt1 + 22, =0, n € Np.
o
e
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1
Priklad.
Uvazme homogenni LRR druhého Fadu s konstantnimi koeficienty
Tpt2 +3Tnt1 + 22, =0, n € Np.
Pro jeji charakteristicky polynom plati
p(A) =X +32+2=A+1)(\+2).
A ma proto dva vzajemné rizné koreny \; = —1 a Ay = —2, kazdy nasobnosti 1.
)]
T
Hrabék & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 20242025 14 /37



LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Part feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Piklady

0O00000@0000000000

Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla nasobnosti 1

Priklad.
Uvazme homogenni LRR druhého Fadu s konstantnimi koeficienty

Tpt2 +3Tnt1 + 22, =0, n € Np.

Pro jeji charakteristicky polynom plati
p(A) =X +32+2=A+1)(\+2).
A ma proto dva vzajemné rlizné kofeny \; = —1 a Ay = —2, kazdy nasobnosti 1.

Mnozina Sy vSech feseni vySe uvedené LRR ma proto tvar
So = ((=1)")5Zo, ((=2)")7L0)-

Tj. kazdé ¥edeni (z,)22, z Sp je tvaru z,, = a(—1)" + B(—2)", n € Ny, kde «, 3
jsou néjaké konstanty.

4
T
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla vyssi ndsobnosti
Charakteristicky polynom mize mit pfirozené koreny vyssi nasobnosti, nez je 1.

Véta:
Jestlize A je charakteristickym cislem homogenni LRR fadu k£ € N s konstantnimi
koeficienty

Tptk + Ch—1Tnik—1 + "+ C1Tpy1 + 0Ty =0, n > ng,

a jeho nasobnost je m, pak posloupnosti (A")52,, . (RA")52,, , .., (™ 71A™)>2
jsou jejim resenim a tvori LN soubor.
v
Na tomto misté diikaz v plné podrobnosti délat nebudeme:
w P
=]
J‘m@%
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla vyssi ndsobnosti

Charakteristicky polynom mize mit pfirozené koreny vyssi nasobnosti, nez je 1.

Véta:
Jestlize A je charakteristickym ¢islem homogenni LRR Fadu k € N s konstantnimi
koeficienty

Tptk + Che1Tpqk—1 + -+ C1Tpy1 + 0Ty =0, n > ng,

a jeho nasobnost je m, pak posloupnosti (A™)2° (RA")o2 s (DTN

n=ngo’'
jsou jejim resenim a tvori LN soubor.

Na tomto misté diikaz v plné podrobnosti délat nebudeme:

@ Abychom ukazali, ze ndsobky mocnin jsou také feseni, musime vyuzit vyssich
derivaci charakteristického polynomu. Na nasledujicim slide si to ukazeme pro
pfipad m = 2.

@ Dikaz linedrni nezavislosti povede na podobné linedrné—algebraické tvahye

Vv

jako d¥ive, ovsem techni¢téjsiho charakteru, zde ho vynechavame.
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla vyssi ndsobnosti

Reseni pro nasobnost m = 2.

@ Méjme X dvojnasobny koren charakteristického polynomu p(z) = 2k 4+ Zi:ol c;z'. Protoze
co#0,jei A#0

@ Ve faktorizaci polynomu p(z) se kofenovy ¢initel (z — A) vyskytuje v druhé mocniné a proto
nutné plati i p/(\) = 0 (pFedstavte si derivovani souéinu kofenovych &initeld, v kazdém
s¢itanci zbude alespori jedna mocnina (z — A)).

@ Proto plati p(A) =0 a i p’(\) = 0.
Z drivéjsi diskuze jiz vime, ze (A")5%,, je feSeni. Nyni ovéfme to samé pro (nA™)2,, .

@ Dosazenim do levé strany rekurence a vyuzitim nenulovosti A dostavame

k—1 k—1
(n+ RN 3 " ci(n+ A =0 [ (04 AR " g At
1=0 =0

=0. O
Z=A

=3 (= 92)
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Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla vyssi ndsobnosti

Reseni pro nasobnost m = 2.

@ Méjme )\ dvojnésobny kofen charakteristického polynomu p(z) = z* + Zi:ol c;z'. Protoze
co#0,jei A#0

@ Ve faktorizaci polynomu p(z) se kofenovy ¢initel (z — A) vyskytuje v druhé mocniné a proto
nutné plati i p/(\) = 0 (pFedstavte si derivovani souéinu kofenovych &initeld, v kazdém
s¢itanci zbude alespori jedna mocnina (z — A)).

@ Proto plati p(A) =0 a i p’(\) = 0.

Z drivéjsi diskuze jiz vime, ze (A")5%,, je feSeni. Nyni ovéfme to samé pro (nA™)2,, .

@ Dosazenim do levé strany rekurence a vyuZitim nenulovosti A dostadvame

k—1 k—1
(n+ RN 3 " ci(n+ A =0 [ (04 AR " g At
1=0 =0

=0. O
z=A

=X (zn-p(Z))/

@ LN: Plati-li aA™ + fnA™ =0, n > ng a A # 0 pak nutné @ = 8 = 0 (rozmyslete!).

Vv

Poznamka: Pro vyssi nasobnosti bude potreba vyssich derivaci.
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Baze prostoru Sy: Obecna véta

Véta:

Uvazujme homogenni LRR fadu k € N s konstantnimi koeficienty
Ttk + Ck—1Tnyk—1 +  + ClTny1 + CoTy =0, n = ng.

Jestlize ma K vzajemné riznych charakteristickych Cisel \;, ¢ € K, kazdé
s nasobnosti m; € k, pak soubor posloupnostf

() (A s s (R TN s s

Ry (AR gy o (7 TINE)R )

tvori bazi Sy.

Pfiklady

000000

Dukaz.

Vyuzivame drivéjsich tvrzeni. Ovéfeni LN vynechavame.
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty

0000 000000000 0e000000 0000000

Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla vyssi ndsobnosti

Priklad.

Uvazme homogenni LRR ttetiho fadu s konstantnimi koeficienty

Tpts + 22p40 —4xp11 — 8z, =0, n € Np.

Piklady
000000
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ZS 2024/2025

18/37



Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty P¥iklady

LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty
000000

0000 000000000 0e000000 0000000

Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla vyss

7
|

nasobnosti

Priklad.
Uvazme homogenni LRR ttetiho fadu s konstantnimi koeficienty

Tpts + 22p40 —4xp11 — 8z, =0, n € Np.

Pro jeji charakteristicky polynom plati
pAN) =23 4+20%2 -4\ —8=(A—-2)(A+2)2

A ma proto dva vzajemné riizné koreny A\; = —2 (dvojnasobny) a Ay = 2
(jednoduchy).
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RR s konstantnimi koeficient

konstantnimi koeficient Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty ~ Part
000000000 0e000000 00

Baze prostoru Sy: charakteristicka Cisla vyssi ndsobnosti

Priklad.

Uvazme homogenni LRR ttetiho fadu s konstantnimi koeficienty

Tpts + 22p40 —4xp11 — 8z, =0, n € Np.

Pro jeji charakteristicky polynom plati
pAN) =23 4+20%2 -4\ —8=(A—-2)(A+2)2

A ma proto dva vzajemné riizné koreny A\; = —2 (dvojnasobny) a Ay = 2
(jednoduchy).

Mnozina Sy vSech feSeni vySe uvedené LRR ma proto tvar

So = ((2")7Z0, ((=2)")nZ0s (R(=2)")7L0)-

Tj. kazdé Feseni (x,)52 z So je tvaru z, = a2™ + B(—2)" + yn(—2)", n € Ny, ;

kde «, B, jsou néjaké konstanty.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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Ptipad komplexnich Cisel

Priklad.

Naleznéte vsechna feSeni homogenni LRR druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty

Tpto + 2, =0, n>0.

f
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feseni LRR s konstantnimi koeficienty P¥iklady
0000 00000000000 e00000 0000000 000000

Ptipad komplexnich Cisel

Priklad.

Naleznéte vsechna feSeni homogenni LRR druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty

Tpto + 2, =0, n>0.

Charakteristickym polynomem je v tomto pfipadé
p(A) =A% +1,

a mé dva cisté imaginarni (komplexni) kofeny Ay = =i.

[JEC
ﬂ// e f §
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
0000 00000000000 e00000 0000000 000000

Ptipad komplexnich Cisel

Priklad.

Naleznéte vsechna feSeni homogenni LRR druhého Fadu s konstantnimi koeficienty

Tpto + 2, =0, n>0.

Charakteristickym polynomem je v tomto pfipadé
p(\) = A%+ 1,

a mé dva cisté imaginarni (komplexni) kofeny Ay = =i.

Dfive zminéna tvrzeni stale plati (komplexnost korenl nehraje roli). Libovolné
feseni této LRR je tvaru

Tp=0a-1"4+F-(=9)", n>0.

@)
frd
ATy
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
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Ptipad komplexnich Cisel

Ptiklad.
Naleznéte vsechna feSeni homogenni LRR druhého Fadu s konstantnimi koeficienty

Tpto + 2, =0, n>0.

Charakteristickym polynomem je v tomto pfipadé
p(\) = A%+ 1,

a mé dva cisté imaginarni (komplexni) kofeny Ay = =i.
Dfive zminéna tvrzeni stale plati (komplexnost korenl nehraje roli). Libovolné
feseni této LRR je tvaru

Tp=0a-1"4+F-(=9)", n>0.

To ale neni pékné! Zacneme-li s redlnymi pocatecnimi podminkami, tak puvod@Jjﬂ%
,realny" problém bude mit i redlné Fesenil J ffb
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feseni LRR s konstantnimi koeficienty P¥iklady
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Ptipad komplexnich Cisel

Pouzijme Moivreovu vétu:
) T m\" ™m .. Tn
()" = (cos— £ isin —) = cos — L isin —
2 2 2 2
a vyjadieme tak feSeni ve tvaru

xn:(a—ﬁ—,ﬁ)cosg—n—«—i(a—ﬁ)sin%, n > 0.

[JEC
ﬂ// e f §
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
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Ptipad komplexnich Cisel

Pouzijme Moivreovu vétu:

()" = (cos T 4 isin g) = cos 2 +jsin 2

2 2 2
a vyjadieme tak feSeni ve tvaru
mn:(a+ﬁ)cos7;—n+i(afﬁ)sin%, n > 0.

Zavér: Misto (i) a ((—%)™) proto v této situaci pouzijeme linedrni kombinaci
(sin 53*) a (cos &%) k vyjadfeni obecného feseni ve tvaru

- ™m = . TN
xn:acos7+ﬁsm?7 n > 0.

/r | %Q
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Ptipad komplexnich Cisel

Lze postup v predchozim prikladu zobecnit? Ano!

o Méjme LRR s konstantnimi koeficienty a bud p()\) jeho charakteristicky
polynom (majici redlné koeficienty, viz definice LRR).

B
IAEAO
A
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Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
000000

LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty
0000 0000000000000 e000 0000000

Ptipad komplexnich Cisel

Lze postup v predchozim prikladu zobecnit? Ano!
o Méjme LRR s konstantnimi koeficienty a bud p()\) jeho charakteristicky
polynom (majici redlné koeficienty, viz definice LRR).
o Je-li \ charakteristické &islo, které je komplexni a nenf redlné, pak i A je
charakteristické ¢islo nasi LRR.
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Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
000000

LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty
0000 0000000000000 e000 0000000

Ptipad komplexnich Cisel

Lze postup v predchozim prikladu zobecnit? Ano!

o Méjme LRR s konstantnimi koeficienty a bud p()\) jeho charakteristicky
polynom (majici redlné koeficienty, viz definice LRR).

o Je-li \ charakteristické &islo, které je komplexni a nenf redlné, pak i A je

s v

charakteristické Cislo nasi LRR.

@ Vyjadreme toto A v polarnim tvaru jako
A=r1-(cosp +ising),

kde r > 0 a ¢ € (0,27). Potom A\ = 7 - (cos ¢ — isin ).
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty P¥iklady
0000 0000000000000 e000 0000000 000000

Ptipad komplexnich Cisel

Lze postup v predchozim prikladu zobecnit? Ano!

o Méjme LRR s konstantnimi koeficienty a bud p()\) jeho charakteristicky
polynom (majici redlné koeficienty, viz definice LRR).

o Je-li \ charakteristické &islo, které je komplexni a nenf redlné, pak i A je

s v

charakteristické Cislo nasi LRR.

@ Vyjadreme toto A v polarnim tvaru jako
A=r1-(cosp +ising),

kde r > 0 a ¢ € (0,27). Potom A\ = 7 - (cos ¢ — isin ).

@ PouZijeme-li opét Moivreovu vétu, pak vidime, Ze pfi konstrukci Sy mizeme
misto (A\™) a (A™) pouZit dvojici

o0 o0

(r” sin cpn) a (T" cos cpn)

n=ng n=ng’
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nstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty eni LRR s konstantnimi koeficienty

0000000000000 e000

Ptipad komplexnich Cisel

Lze postup v predchozim prikladu zobecnit? Ano!

o Méjme LRR s konstantnimi koeficienty a bud p()\) jeho charakteristicky
polynom (majici redlné koeficienty, viz definice LRR).
o Je-li \ charakteristické &islo, které je komplexni a nenf redlné, pak i A je

s v

charakteristické Cislo nasi LRR.

@ Vyjadreme toto A v polarnim tvaru jako
A=r-(cosp+isinyp),

kde r > 0 a ¢ € (0,27). Potom A\ = 7 - (cos ¢ — isin ).
@ PouZijeme-li opét Moivreovu vétu, pak vidime, Ze pfi konstrukci Sy mizeme
misto (A\™) a (A™) pouZit dvojici
o0

(r” sin cpn) neng 2 (T" cos cpn)

o0

n=ng’

@ V pripadé vyssich nasobnosti staci vSe navic jesté vynasobit prislusnymi
mocninami n.
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
0000 000000000000 00e00 0000000 000000

Shrnuti konstrukce Sy

Uvazme LRR k-tého fadu s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou.
Bazi B podprostoru Sy konstruujeme v nasledujicich krocich:

D

Job
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
0000 000000000000 00e00 0000000 000000

Shrnuti konstrukce S

Uvazme LRR k-tého fadu s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou.
Bazi B podprostoru Sy konstruujeme v nasledujicich krocich:

@ Sestavme charakteristicky polynom p(\) a naleznéme jeho koreny.
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
0000 000000000000 00e00 0000000 000000

Shrnuti konstrukce S

Uvazme LRR k-tého fadu s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou.
Bazi B podprostoru Sy konstruujeme v nasledujicich krocich:

@ Sestavme charakteristicky polynom p(\) a naleznéme jeho koreny.

s w7

@ Za kazdé redlné charakteristické ¢islo A\ priddme do B posloupnost (A")52,, .

Wrsl

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 22/37



stantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty
0000000000000 0e00

Shrnuti konstrukce S

Seni LRR s konstantnimi koeficienty Prikl

Uvazme LRR k-tého fadu s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou.
Bazi B podprostoru Sy konstruujeme v nasledujicich krocich:

@ Sestavme charakteristicky polynom p(\) a naleznéme jeho koreny.

s w7

@ Za kazdé redlné charakteristické ¢islo A\ priddme do B posloupnost (A")52,, .
© Za kazdé realné charakteristické Cislo A nasobnosti m > 1 ptidame do B

posloupnosti (nA™)>2, . .., n™ H(A")o2
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konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty
0000000000000 0e00

Shrnuti konstrukce S

rni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Priklady

Uvazme LRR k-tého fadu s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou.
Bazi B podprostoru Sy konstruujeme v nasledujicich krocich:

@ Sestavme charakteristicky polynom p(\) a naleznéme jeho koreny.

s w7

@ Za kazdé redlné charakteristické ¢islo A\ priddme do B posloupnost (A")52,, .
© Za kazdé realné charakteristické Cislo A nasobnosti m > 1 ptidame do B
posloupnosti (nA™)>2, . .., n™ H(A")o2
@ Za kazda dvé komplexné sdruzena charakteristicka cisla
A = r(cosp +isinp), kterd nejsou realnd, pfiddme do B dvé posloupnosti
(r"cosnp)2, a (r"sinng)s2

n=no n=no"
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Shrnuti konstrukce S

konstantnimi koeficient Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty

ularni ¥eseni LRR s konstantnimi koeficient Prikl
000000000000 00e00 O O

Uvazme LRR k-tého fadu s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou.
Bazi B podprostoru Sy konstruujeme v nasledujicich krocich:

@ Sestavme charakteristicky polynom p(\) a naleznéme jeho koreny.

(2]
o

Hrabak

s w7

Za kazdé redlné charakteristické &islo A pfiddme do B posloupnost (A")52,, .

Za kazdé realné charakteristické Cislo A\ ndsobnosti m > 1 pfiddme do BB

posloupnosti (nA™)>2, . .., n™ H(A")o2

Za kazda dvé komplexné sdruzend charakteristicka Cisla

A = r(cosp +isinp), kterd nejsou realnd, pfiddme do B dvé posloupnosti
n . [e%) n o %)

(1" cosnp)p,,, a (r"sinng)ol,, .

Za kazda dvé komplexné sdruzena charakteristicka Cisla

A =r(cosp L isiny), kterd nejsou redlnd a maji nasobnost m > 1, priddme

do B posloupnosti (nr™ cos ng)s,, , . (Rt cosng)e
a (nrsinng)p,, . ., (" sinng)
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0000 0000000000000 00e0 0000000 000000

Fibonacciho posloupnost

Pfiklad (Fibonacciho posloupnost).

Uvazme homogenni LRR druhého Fadu s konstantnimi koeficienty
Tpy2 — Tpp1 — Ty =0, n € N,

s pocate¢nimi podminkami o = 1 = 1. Tj. Fibonacciho posloupnost.

e Charakteristickym polynomem této LRR je polynom p()\) = A2 — X\ — 1, ktery
ma dva vzajemné riizné realné kofeny Ay = #

@ Libovolné feseni nasi homogenni LRR je tedy tvaru
Ty =ay Ay +a A", neNp.

@ Vhodnou volbou konstant a4 nyni splnime pocatecni podminky. Soustava
dvou rovnic o dvou neznamych a4

x0:a+—|—a_é1 a x1:a+/\+—|—a_)\_é1

ma pravé jedno feSeni ay = P ——
RV - VE
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eni LRR s konstantnimi koeficienty

stantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty
000000000000 0000e C

Fibonacciho posloupnost
Zavér: Pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti plati

V5 n+l — /5y n+l
x”:\}g«lg 5)+ _(1 2 5)+>’

n € Np.

Poznamky:
@ Pro hodnoty A1 platf

A+~ 1,618033988 749895,
A_ =~ —0,618 033 988 749 895.

Hodnota A je také zndm4 jako tzv. zlaty fez a oznacluje se Casto
symbolem ¢.

@ Povedlo se ndm od rekurentni definice Fibonacciho posloupnosti prejit
k jejimu vyjadreni v uzavieném tvaru. Vedle toho mame i presnou informaci
o jejim asymptotickém chovani, konkrétné

1
T, ~ —=p"t nebo x, = O(p") pron — oco.

V5
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0000 000000000000 00000 ®000000 000000

Hlavni body

Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty
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0000 000000000000 00000 0@00000 000000

Hledani partikularnich reseni

P¥ipomenuti: Mame-li LRR (s konstantnimi koeficienty), pak vSechna jeji feSeni
jsou prvky mnoziny (Z,,)22, + Sy, kde

n=no

@ Sy je mnozina vsech YeSeni pfidruzené homogenni soustavy (umime
konstruovat),

o (Tn)nZ,, je néjaké partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou.

e )
e
S W)

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 26 /37



Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Piklady
0@00000 e

konstantnimi koeficienty tantnimi koeficienty

Hledani partikularnich reseni

P¥ipomenuti: Mame-li LRR (s konstantnimi koeficienty), pak vSechna jeji feSeni
jsou prvky mnoziny (Z,)5%,,, + So, kde

@ Sy je mnozina vsech YeSeni pfidruzené homogenni soustavy (umime
konstruovat),

o (Tn)nZ,, je néjaké partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou.

Partikularni feSeni jiz nelze hledat tak systematicky jako v pripadé konstrukce Sy.
Typicky toto feSeni uhodneme pomoci nékolika Sikovnych pozorovani (obsah této

sekce).

Vzhledem k vyse uvedenému ndm ale opravdu staci néjaké uhodnout! Pripadné
miZeme vyuzit principu superpozice!
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0000 000000000000 00000 00e0000 000000

Hledani partikularnich reseni

P¥i hledani partikuladrniho feseni se fidime tvarem pravé strany LRR. Nejprve
definujme nasledujici pojem.

Definice (Kvazipolynom / Quasipolynomial):

Rekneme, Ze posloupnost (bn)ney, je kvazipolynom, jestlize existuje A € R
a polynom P(x) takovy, ze b, = P(n)\"™ pro viechna pfirozend n > ny.

Priklad.

Kvazipolynomy jsou napriklad:

(n-3)3", (2+1)(V2), 4n+2 42", n>no.
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Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty
000@000

nstantnimi koeficient

Hledani partikularnich reseni

Véta (Partikularni ¥eSeni LRR s kvazipolynomialni pravou stranou):

Uvazujme homogenni LRR fadu k € N s konstantnimi koeficienty
Tptk + Ch—1Tntk—1 + - + C1Tnq1 + C0Tn = by, 1 2 Ny,

a necht (b,)52,,, je kvazipolynom, tj. b, = P(n)\", n > ng, pro n&jaky polynom
P(z) aé&islo A € R.
Definujme m € Ny nasledujicim zplisobem:
@ pokud je A charakteristické Cislo uvazované LRR, pak necht m je jeho
nasobnost,

@ jinak necht m je nula.

Potom existuje polynom Q(z) stupné stejného jako P(x) takovy, ze posloupnost

(an(n))\”>oo

n=ng g

je resenim uvazované LRR.
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LRR s konstantnimi koeficienty Reseni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty P¥iklady
0000 000000000000 00000 0000e00 000000

Hledani partikularnich reseni

Dukaz.

Dikaz vynechavame. Véta samotna zarucuje existenci polynomu @, ale nic nefika
o jeho koeficientech. V konkrétnim pripadé vzdy tento polynom musime explicitné
najit a tvrzeni véty tak vlastné v kazdém konkrétnim prikladé znovu ovérit. O

Nasledujici tabulka ukazuje riizné LRR, pravé strany a tvar hledanych
partikularnich feseni.

e )
e
S W)
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LRR s konstantnimi koeficienty Reseni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Pfiklady
0000 000000000000 00000 0000e00 000000

Hledani partikularnich reseni

Dukaz.

Dikaz vynechavame. Véta samotna zarucuje existenci polynomu @, ale nic nefika
o jeho koeficientech. V konkrétnim pripadé vzdy tento polynom musime explicitné
najit a tvrzeni véty tak vlastné v kazdém konkrétnim prikladé znovu ovérit. [

Nasledujici tabulka ukazuje riizné LRR, pravé strany a tvar hledanych
partikularnich feseni.

bn Tnt2 — 9Tn = bn Tnt2 — 3Tnt1 + 2xn = bn Tn+2 — 4xn+l +4xn = bn
A=-3,3 A=1,2 A=2,2
n-2" (An + B)2™ n(An + B)2™ n?(An + B)2"
n2(—=1)" | (An?2 + Bn+C)(-1)" (An2 + Bn + C)(=1)™ (An2 + Bn + C)(-1)»
2n —5 An+ B n(An + B) An+ B
(-3)" n- A(=3)r A(=3)" A(=3)
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LRR s konstantnimi koeficienty Reseni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty
0000 000000000000 00000 00000e0

Priklad

Priklad.

Uvazme LRR prvniho fadu s konstantnimi koeficienty
Tpy1 —Tp =(n+1)%, n>1

s pocatecni podminkou z1 = 1.

Alternativng, hleddme soulet =, = Y_,_, (2.

Piklady
000000
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LRR s konstantnimi koeficienty Reseni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Ptiklady
0000 0000000000000 0000 0000080 000000
V7
Priklad
Priklad.
Uvazme LRR prvniho fadu s konstantnimi koeficienty
2
Tl —Tpn=M+1)% n>1
s pocatecni podminkou z1 = 1.
. v 7 v n

Alternativng, hleddme soulet =, = Y_,_, (2.

v

Charakteristickym polynomem této rovnice je polynom prvniho stupné

ktery ma pravé jeden redlny koten A; = 1 (tj. s nasobnosti 1).

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 ZS 2024/2025
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0000 000000000000 00000 00000e0 000000

P¥iklad

Priklad.

Uvazme LRR prvniho fadu s konstantnimi koeficienty
Tpi1 —Tp=(Mn+1)2 n>1

s pocatecni podminkou z1 = 1.

Alternativng, hleddme soulet =, = Y_,_, (2.

.
Charakteristickym polynomem této rovnice je polynom prvniho stupné
ktery ma pravé jeden redlny koten A; = 1 (tj. s nasobnosti 1).
Libovolné feSeni homogenni rovnice je proto tvaru z, = o - 1™ = « pro néjakou
konstantu a.
2
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konstantnimi koeficienty

Priklad

tantnimi koeficienty Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Piklady
) 00000e0 e

Priklad.

Uvazme LRR prvniho fadu s konstantnimi koeficienty
Tnt1—Tn=(Mn+1)} n>1

s pocatecni podminkou 1 = 1.

Alternativng, hleddme soulet =, = Y_,_, (2.

Charakteristickym polynomem této rovnice je polynom prvniho stupné

ktery ma pravé jeden redlny koten A; = 1 (tj. s nasobnosti 1).
Libovolné feSeni homogenni rovnice je proto tvaru z, = o - 1™ = « pro néjakou
konstantu a.

Pravé strana je kvazipolynom tvaru (n + 1)% - 1™, Partikularni feeni proto
hleddme ve tvaru &, =n' - (An? + Bn+C) - 1", n > 1.
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Priklad
Dosazenim tohoto ,,odhadu” dostaneme rovnici

(n+1)(An+1)>+B(n+1)+C) —n(An*+ Bn+C) = (n+1)*>, n>1,

in-%—l In
a po roznasobeni a upraveni dostaneme rovnici
(BA—1)n?>+ (B3A+2B-2n+A+B+C—-1=0,

kterd ma byt platna pro vSechna n > 1.

Wrsl
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nstantnimi koeficient
Priklad
Dosazenim tohoto ,,odhadu” dostaneme rovnici

(n+1)(An+1)*+B(n+1)+C)—n(An*+ Bn+C) = (n+1)*>, n>1

antnimi koeficient Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty Ptiklad
000000e

)

in-%—l In
a po roznasobeni a upraveni dostaneme rovnici
(BA—1)n?>+ (B3A+2B-2n+A+B+C—-1=0,

kterd ma byt platna pro vSechna n > 1.
To je mozné pouze pokud plati (na levé strané mame nulovy polynom)

3A=1, 3A+2B=2, A+B+C=1

5 v s , . 1 i 1
ReSenim této soustavy je A= 3, B=35a(C = 3.
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nstantnimi koeficient

Priklad
Dosazenim tohoto ,,odhadu” dostaneme rovnici

(n+1)(An+1)>+B(n+1)+C) —n(An*+ Bn+C) = (n+1)*>, n>1,

tantnimi koeficient: Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty
000000e

Fng1 &
a po roznasobeni a upraveni dostaneme rovnici
(BA—1)n?>+ (B3A+2B-2n+A+B+C—-1=0,
kterd ma byt platna pro vSechna n > 1.
To je mozné pouze pokud plati (na levé strané mame nulovy polynom)
3A=1, 3A+2B=2, A+B+C=1.

ReSenim této soustavy je A=1%, B=1aC = ¢.
Libovolné Feseni nasi plvodni rekurence ma proto tvar

2n% + 3 1
xn:a+n.%’ 7121

!
Konec¢né pocatecni podminka ;1 = 1 implikuje o = 0. Zavér:
Zn EQ _ n(n+1)(2n+1)
=1 - 6 .
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LRR s konstantnimi koeficienty Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty Partikularni feseni LRR s konstantnimi koeficienty Priklady
0000 000000000000 00000 0000000 @00000

Hlavni body

Piiklady
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Piklady
Oe0000

Priklad

Ptiklad.

Naleznéte reseni rekurence a,, = 2a,,—1 + 3 - 2" pro n > 1s pocatecni podminkou
apg = 13.

Po prepsani do naseho tvaru pomoci substituce a,, = x, 41 vidime, ze fesime LRR
prvniho ¥adu s konstantnimi koeficienty a nenulovou pravou stranu

Tpt1l — 22, =3-2" pron > 1,

s pocatecni podminkou z; = 13.

Koren charakteristického polynomu p(\) = X\ — 2 je pravé jeden, A = 2. Redeni

homogenni rovnice je proto tvaru (a2™)52 , kde « je zatim neurdend konstanta.

Kvazipolynom na pravé strané je tvaru 3 - 2™ a proto hledame partikularni feseni
ve tvaru &, =n'-A-2" n>1.
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stantnimi koeficienty

Priklad

Po dosazeni do rovnice dostadvame

genni LR tantnimi koeficienty

Seni LRR s konstantnimi koeficienty P¥iklady
00@000

Aln4+1)2" — 2. An2" =3.2", n>1,
coz po jednoduchych tGpravach je ekvivalentni podmince
2A =3,

kterou snadno spinime pomoci A = 2.
Zbyva vyuzit volnosti ve volbé a ke splnéni pocatecni podminky. Obecné feseni
nasi LRR je tvaru

Tp =02 +3n2" L n>1.

A proto je pozadavek z; = 13 ekvivalentni pozadavku o = 5.

Zavér: Hledanym YeSenim je
3
- <5+2”> on p>1

resp.

ap = Tpy1 = (134+3n)-2"%, n>0.
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LR

Priklad

onstantnimi koeficient; stantnimi koeficient: Partikularni feseni LRR s konstantnimi koeficient Priklady

000e00

Priklad.
Pro? q # 0,1 seCtéte

n

>k,

k=1

tedy vyreste LRR
Tpi1 — T = (n+1)g" ™, n>1,

s pocatecni podminkou x1 = q.

?P¥ipady ¢ = 0, 1 jsou trivialnf.

Charakteristicky polynom p(\) = A\ — 1 ma pravé jeden kofen A = 1. Reden/
homogenni LRR je tedy tvaru (o - 1")22; = ()22, pro libovolnou konstantu c.
Kvazipolynom na pravé strané je tvaru P(n) - ¢", kde ¢ neni kofenem

charakteristického polynomu a polynom P ma stupen 1. Partikularni feSeni proto
hleddme ve tvaru

Fp,=n"- (An+ B) - ¢".
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tantnimi koeficienty

nstantnimi koeficienty
Priklad

Dosazenim tohoto tvaru do rekurence dostaneme podminku

(A(n+1) + B)¢"*" = (An+ B)¢" = (n+ 1)¢" ™', n>1.
Po jednoduchych Gpravach dostavame ekvivalentni podminku

(Ag—A—gn+(A+B)gq—B—-q=0, n>1.

eni LRR s konstantnimi koeficienty

Piklady
0000e0

Tuto podminku splnime vynulovanim koeficientd polynomu (v proménné n), tedy

vyreSenim soustavy
(g—1)A=q a Ag+(q—1)B=gq,

pro nezndmé A a B.
Tato soustava m3 Feseni
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Piklady

Partikularni feSeni LRR s konstantnimi koeficienty
O0000e

Regeni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty
0000000

LRR s konstantnimi koeficienty
000000000000 00000

0000

Priklad

Obecné Feseni nasi nehomogenni LRR proto je tvaru

1 qn+1
n= -—— ), n>1
x a+(n q—l)q—l n

Poc&ateéni podminku 1 = ¢ spIni? a = CEAER

Zavér:
1 ) qn+1

Skt = gl (v

q—1

?Po chvilce po¢itanti...
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o TBA

e TBA
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