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Hlavni vysledky této prednasky

e Analyza rekurenci tvaru T'(n) = aT (%) + f(n) pomoci

e lteraéni metody,
o Mistrovské metody,

o Substituéni metody.

@ Priklady rekurenci motivované popisem slozitosti rekurzivnich algoritmd.

et
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Uvod
(o] le}

Popis slozitosti rekurzivnich algoritmi

Motivace: Mame rekurzivni algoritmus, ktery déli problém ,velikosti” n na a

.Casti” velikosti" 7 a ,zkombinovani* FeSen stoji f(n).

Takovouto situaci popiseme rekurzivnim vztahem
n
T(n) = aT (3 ) + f(n),

kde T'(n) vyjadfuje slozitost (operaéni/pamétovou) vyfeseni problému velikosti n.
Poznamky:
@ Nyni z praktickych divodi misto posloupnosti pouzivime funkce T" a f,

typicky s kladnymi funkénimi hodnotami a definované alespoii na (1, +00),
resp. N.

vvvvvv

zaokrouhlovani n/b pomoci horni nebo dolni celé &asti. Za ,,pocatedni
podminku* povazujeme T'(1).
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Popis slozitosti rekurzivnich algoritmi

P¥iklady rekurenci a algoritmi (viz @' BI-AG1 a jinde):

o FFT: T(n) =2T (%) + O(n)
e MERGESORT: T'(n) = 2T (%) +
o KARATSUBA (rekurzivni nasobeni C|se|) T(n) = 3T (%) + O(n)

Nasim cilem nyni neni nalézt FeSeni v uzavieném tvaru, ale odhalit néjaké jeho
asymptotické vlastnosti. Napriklad nalézt jeho asymptotickou tésnou mez O.

K tomuto tcelu budeme postupné probirat

@ lteraéni metodu,
@ Mistrovskou metodu a
@ Substituéni metodu.
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Itera¢ni metoda

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 7/30



Uvod Iteraéni metoda Mistrovska metoda Substituéni metoda Priklad
[e]e]e} [o] le]e) 0000000000 000000 0000

Priklad pouziti iteracni metody

Pod itera¢ni metodou chiapeme opakované rozepsani rekurence a nasledné feseni
asymptotického chovani vysledné sumy. Nejprve si ukdzeme konkrétni priklad:
Ptiklad.

Méjme rekurentni vztah

T(n) = 3T (%) +n.

Predpokladejme T'(1) = ©(1). Bez snahy o hledani explicitniho feSeni naleznéte
asymptotickou tésnou mez pro T'(n).

Postupné iterujme (dosazujme; telescoping), po prvnich tfech krocich dostaneme

T(n)=n+37 (1) =

1
n oo n

—n+37+32.7(55) =

B no o aMn 3 n

=n 437435 +3 ~T(4—3>.
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Priklad pouziti iteracni metody

Obecné po k iteracich dostaneme

n n _ n n
T(n):n+31+32ﬁ+...+3k 14k71 +3k-T(47).

Iterovani skonéi pfi dosaZeni rovnosti 48 = n, tj. k = log, n. Bereme-li
T(1) = ©(1), pak dostavame vztah

logy(n)—1 3\!
T(n) = n - 2 logs(n) . ©(1) .
(n)=n ; ( 4) +3 o(1)
— B(n)

A(n)

@ Ve vyrazu pro A(n) se vyskytuje soucet konvergentni Ciselné Fady
(geometrickd) a proto A(n) =n-©(1) = O(n).

e Pro druhy &len plati B(n) = n'°8:(® . ©(1) = © (n'o2(3)).
Zavér: T(n) = ©(n), protoze log,(3) < 1.
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Substituéni metoda

lteracni metoda: poznamky

Pokud aplikujeme iteraéni metodu na rekurenci tvaru

T(n) =aTl (%) + f(n),

pak je obecné potreba:
@ urcit pocet iteraci nutnych k dosazeni koncovych podminek,

@ sedist fadu nebo odhadnout jeji soucet, pfipadné rozhodnout o jeji

konvergenci/divergenci, nebo nalézt asymptotické chovani posloupnosti
CasteCnych souctl divergentni Ciselné Fady,

@ nasledné urdit, ktery z ¢lend A(n) a B(n) kontroluje vysledné chovani.
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Mistrovskd metoda: priprava
Aplikujme opét iteracni metodu na ,obecnou” rekurenci
n

T(n):a.T(b)+f(n).

Prvnich nékolik iteraci dava

T(n):f(n)—i-mT(%)
e (5 (2
:f(n)Jra'f(%)+a2f(b%)+a3-T(b%)-

Po k iteracich pak dostavame

T(n):f(n)—i_a'f(%)+"'+ak_1f<bk%)+ak-T(ﬁ)
k—1
=2 () o 7 ().
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Uvod etoda Mistrovska metoda
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Mistrovskd metoda: priprava

P¥iklad

UkonCovaci podminky: zastavime pokud 7+ = 1, tedy k = log;, n iteracich
(pfipadné ,,<" misto ,="). Pak klademe T'(1) = O(1).

Celkem tedy:
log;, (n)—1 n
T(n) = Z a’ f (bfﬂ) +0 (nlogb(“)> .
=0 —_——
B(n)
A(n)

@ Abychom vystihli chovani T'(n), tak je potfeba rozhodnout, ktery
z uzévorkovanych vyrazii A(n) a B(n) je asymptoticky vyznamnéjsi.

o To mizeme vzdy zkoumat v konkrétnim pfipadé (pro konkrétni volbu a, b a f
— to presné dél3 iteraéni metoda), nebo se miZzeme omezit na nékolik
kvalitativné odlisnych situaci, coz presné Cini nasledujici véta.
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Mistrovska metoda
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metoda Priklad
Mistrovska metoda: formulace

Véta (Mistrovska metoda / Master theorem):

Necht a > 1 a b > 1 jsou realné konstanty, f kladna funkce jedné proménné.
Uvazujme rekurentni rovnici

T(n) :a~T(%) + f(n),

kde 7 v argumentu miize znamenat i [ 7] nebo |7 .
Potom (vSechny vztahy mysleny pro n — c0):
@ Pokud f(n) = O(n'°&(®)=¢) pro n&jaké £ > 0, potom T'(n) = O(n'°e:(®).
@ Pokud f(n) = ©(n'°&+(4)), pak T'(n) = O (n'°#:(®) - In(n)).
Q Pokud f(n) = Q(n'°8(®)+2) pro néjaké £ > 0 a pokud existuje d € (0,1)
a ng € N takové, ze

af (%) <d- f(n), prokazdén > ng,

pak T'(n) = ©(f(n)).
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Mistrovskd metoda: nacrt ditkazu pro bod 2

Pokud f(n) = ©(n'°#:(2), pak existuji dvé konstanty ci,cy a ng takové, e
erntoss (@) < f(n) < cwlogb(a), pro véechna n > ny.

Protoze

n .
w2 = < log, (n/ng) = log,(n) — log,(no),

rozdélime sumu v A(n) nasledovné

log, (n)—1 ‘ n log, (n/no) ‘ n log, (n)—1 ‘ n
— J ) = J _ J .
Am) = > “f<w>" > “f(m)+} > “f(m)
Jj=0 Jj=0 j=logy(n/mo)+1
S(n) C(n)

Suma C(n) obsahuje log;(no) — 1 s¢itanci, navic 1 < & < ng, proto

log, (n)—1 log, (no)—1

0 < C(n) < (max f(k))- 3 o =Dds™ 3 -0 (nlogb(a))
Eeno _ j=log,(n/no)+1 i=1

D
Celkem C(n) = O (n'°&+(®)).
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Uvod Iteraéni metoda
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I ¢ Mistrovska metoda Substituéni metoda P "‘f“""‘
Odhad S(n) shora:
log;,(n/n0) 1 log, (a) log;,(n./n0)
N - logy,(a) —
S(n) < e Z a’ (bj) =cy Z n'o8(a) —
7=0 7=0
= con!o8(e) (logy(n) — log,(ng) + 1) = n'°8:(9 In(n) - O(1).

Analogicky provedeme i spodni odhad, tj. celkem S(n) = ©(n'°8(®) In(n)).

Protoze B(n) = ©(n'°&(®)) celkem dostdvame

T(n) =S(n)+ B(n)+C(n) =

=0 (nlogb(“) ln(n)> +© (nlogb(a)> +0 (nlogb(“)) =
=0 ( logy ( )ln(n)> .
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P¥iklad

000 0000 0000008000 000000 0000
P¥iklady
Priklad.
Aplikujte Mistrovskou metodu na rekurenci
T(n) = 6T (%) +n.
Mame a =6 a b =4, tudiz
nlogs (@) — ploga®)  pricemy log, (6) > 1.
Proto jisté existuje kladné ¢ (numericky tfeba 1/10, ale jisté napt.
(log4(6) —1)/2) takové, ze
f(n) =n=n'=0O(ne®==),
V Mistrovské metodé jsme proto v prvni situaci a dostavame vysledek
T(n) = O(n'°8(0), f/‘a&?;;}@
() = ©(n'*= ) ot
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P¥iklady
Priklad.
Aplikujte Mistrovskou metodu na rekurenci

T(n) = 2T (g) +n.

P¥iklad
0000

Mame ¢ =2 a b = 2, tudiz

nIOgb(a) — n10g2(2) — nl.

V Mistrovské metodé jsme proto v druhé situaci a dostavame vysledek

T(n) = ©(n'°%2? In(n)) = O(nIn(n)).
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vod Iteracni metoda Mistrovska metoda Substituéni metoda

P¥iklad

ObO 0000 00000000 e0 000000 0000
P¥iklady
Priklad.
Aplikujte Mistrovskou metodu na rekurenci
T(n) =3T (%) +n.
Mame a = 3 a b = 4, tudiz
nlog(@) — plogs)  prigemy 0 < log,(3) < 1.
Proto existuje kladné e = %&‘(3) takové, ze
f(n) =n=n'=Q(nlos®+e),
Dale 3
af ( ) % "= <dn,
kde za d € (0,1) volime napfiklad 2.
V Mistrovské metodé jsme proto v treti situaci a dostdvame vysledek - e
T(n) = O(n). AN
19/30
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P¥iklady

Priklad.
Aplikujte Mistrovskou metodu na rekurenci

T(n) = 3T (g) +n?.

Mame a =3 a b =4, tudiz
nlogs(@) = ploes) = pigemz 0 < log, (3) < 1.
Proto existuje kladné ¢ takové, ze
f(n) =n? = Q(nloe®)+s),

o1 (3)=3() - o can

kde za d € (0,1) volime napfiklad 2.
V Mistrovské metodé jsme proto v treti situaci a dostavame vysledek

T(n) = O(n?).
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Hlavni body

Substituéni metoda
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Substituéni metoda
O@0000

. Substitu¢ni metoda*

Mé&jme opét rekurenci
T(n) = aT (%) + f(n).

(P¥ipadné i jinou rekurenci.)
Tato ,metoda” spociva v nasledujicich dvou krocich:

@ Uhodnéte/odhadnéte asymptotické chovani T'(n), vyjadfené pomoci ©, O,

@ Dokazte jeho platnost pomoci matematické indukce.

Poznamka: Z divodu zpétné kompatibility s BI-ZDM o tomto pfistupu stale

mluvime jako o ,substituéni metodé". Ale skutecné nejde o nic jiného, nez o dikaz
platnosti jistého vztahu pomoci matematické indukce.
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Priklad pouziti substitucni metody

Priklad.
Méjme rekurentni rovnici
T(n) = 2T (g) +n.

Pomoci iterani metody po k krocich dostaneme

T(n) = kn+ 2T (2%) .

Pokud n = 2%, tj. k = log,(n), pak dostavame

T(n) = nlogy(n) +nT(1).

Pomoci matematické indukce dokazte vztah T'(n) = O(nlun), pro n — oo.
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Substituéni metoda
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Priklad pouziti substitucni metody
Méme dokazat: spliiuje-li T'(n) rekurentni rovnici T'(n) = 2T (%) + n, pak
existuji np € Na ¢ > 0 tak, ze 0 < T(n) < enln(n) pro kazdé n > ny.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze pro n plati T'(%) < c% In &. Potom s vyuZitim
rekurentniho vztahu dostavame

IP
2T(g)+n < 2(cglng)+n=

=cnln(n) —enln2+n =cnln(n) + n(l — cln2).

T(n)

Pro ¢ > ﬁ je posledni vyraz zaporny a proto plati T'(n) < cnln(n). Omezeni na
n jsme zadna neméli.

Zakladni krok: dokazeme nalézt ny € N takové, aby nerovnost T'(ng) < cng ln(ng)
platila pro néjaké ¢ > 1/1n2? Ano, mizeme vzit libovolné ng > 1, pro které ma
T'(ng) smysl a pak nerovnost splnit volbou dostateéné velkého c.

n — oo a dohromady tedy i T'(n) = ©(nln(n)), n — co.
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Uvod Iteraéni metoda Mis

Substituéni metoda P¥iklad
0O000e0 0000

Substituéni metoda: korekce

Ptiklad.

Mé&jme rekurenci

T(n )_2T(2) Y

Pomoci matematické indukce dokazte, ze T'(n) = O(n).

V tomto pFipadé se dostaneme do problémi. Chceme ukazat, Ze nerovnost
0<T(n)<cn (1)

plati pro néjaké ¢ > 0 a vSechna dost velka n.

Indukéni krok: P¥edpokladejme platnost vztahu T (%) < c¢%. Potom

1\3\3

n 1P n
T(n)ZQT(§)+1§2~C§+1zcn+1.

Pravou stranu ovSem nikdy neudéldme mensi nez pozadované cn.
Pozorovani: Pokud chceme dokézat, ze T'(n) = O(n), pak diky tranzitivité na
pravé strané (1) staéi mit libovolny O(n) vyraz.
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Substituéni metoda: korekce

Druhy pokus: V predchozim pokusu jsme ,,pretekli”, zkusme tento problém vyfesit
zpfisnénim plivodniho poZadavku, pokusme se ukazat nerovnost

T(n)<cn-—>5

pro néjaké konstanty c¢,b > 0 a vSechna dost velka n.

Indukéni krok: P¥edpokladejme platnost vztahu T (%) < c¢% — b. Potom

T(n):2T<g)+1I£2-(c%—b)+1:cn+1—2b.

Pozadujeme 1 — 2b < —b, coz je ekvivalentni b > 1.
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Hlavni body

Priklad
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QUICKSORT

Necht je dan vstup {z1, z2, ..., 2, }.
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QUICKSORT

Necht je dan vstup {z1, z2, ..., 2, }.

@ Vyber ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

[JEC
ﬂ// e f §
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QUICKSORT

Necht je dan vstup {z1, z2, ..., 2, }.
@ Vyber ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.
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QUICKSORT

Necht je dan vstup {z1, z2, ..., 2, }.
@ Vyber ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

Wrsl
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Substituéni metoda P¥iklad
0000

QUICKSORT

Necht je dan vstup {z1, z2, ..., 2, }.
@ Vyber ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

@ Vezmi usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pripoj usporadany druhy
seznam.

y Ehay
S(©)

o &
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&ni metoda

uéni metoda Pfiklad
O [e] le]e]

QUICKSORT

Necht je dan vstup {z1, z2, ..., 2, }.
@ Vyber ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

@ Prvky ze seznamu mensi nez pivot, dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

@ Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

@ Vezmi usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pripoj usporadany druhy
seznam.

Algoritmus probiha rekurentné. Usporadani dvouprvkového seznamu je
jednoduché.
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metoda Pfiklad
[e]e] o]

od Iteraéni metoda Mis

QUICKSORT

Oznaléme T,, primérny poclet porovnani pro usporadani seznamu délky n.
Pokud je pivot r-tym prvkem seznamu (co do velikosti), pak dostdvame rekurenci

T,.=n—1+T._1+4+T,_,., kdeklademe Ty, =1T; =0.

Sectenim téchto vztahi pror=1,2, ..., n:
n n n n—1
>T=> n-1)+> (T1+Tuy) = nTy=nn-1)+2> T.
r=1 r=1 r=1 r=1

Posledni rovnost vyjadfime pro k — 1 misto k a oba vztahy odectéme (zbavime se
tim soudtu vpravo), tj.:

k—1 k—2
KTy = k(k—1)+2> T,  (k=1)Ta=(k-1)(k-2)+2) T,
r=1 r=1

a po odecteni:
kT — (k—D)Tp—1 =k(k—1)— (k= 1)(k —2) + 2T} 1.

Pomérné jiného typu, ne? dFive.
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Uvod Iteraéni metoda Mistrovska metoda Substituéni metoda Priklad
[e]e]e} 0000 0000000000 000000 oooe

QUICKSORT
Odvodili jsme tedy vztah (LRR s nekonstantnimi koeficienty!)

KTy — (k+ 1)Tjq = 2k — 2.
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Uvod Iteracni metoda Mistrovska metoda Substitu¢ni metoda
[e]e]e} 0000 0000000000 000000

QUICKSORT
Odvodili jsme tedy vztah (LRR s nekonstantnimi koeficienty!)
KT) — (k + 1) Ty = 2k — 2.
Vydélenim &islem k(k + 1) dostavame

Ty Th_1 2k -2

k+1 k  k(k+1)
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Priklad
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Uvod Iteraéni metoda Mistrovska metoda Substituéni metoda Priklad
[e]e]e} 0000 0000000000 000000 oooe

QUICKSORT
Odvodili jsme tedy vztah (LRR s nekonstantnimi koeficienty!)
KTy — (k + 1) Ty = 2k — 2.
Vydélenim &islem k(k + 1) dostavame
T Ti—1 2k — 2

k+1 k  k(k+1)

Koneéng, seCtenim téchto rovnosti pro k=1,2,...,n

" k-1
kP D

k=1 k=1

2(1+ n% =2(1+41In(n)).

T, = O(n In(n)).

n

\ /\

<

?r\'—‘
e

\/

Uzavirdame
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

@ Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

o TBA

e TBA
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