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Hlavni vysledky této prednasky

@ Zobecnéni okoli bodil do prostoril vyssich dimenzi.
@ Zavedeni vektorovych posloupnosti a (vektorovych) funkei vice proménnych.
o Limity takovychto funkci a posloupnosti, spojitost (vektorovych) funkci.

o Zakladni objekty diferencidlniho poc¢tu funkci vice proménnych.
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e
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Diferencialni pocet
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P¥ipomenuti 1/4

V predmétu (£ BI-MAL1 jsme studovali
@ posloupnosti (a, )22, redlnych Cisel a jejich limity,

@ redlné funkce jedné redlné proménné f: A — R, ) # A C R, a jejich limity,
spojitost a derivaci.

Nyni se budeme zabyvat jejich ,vicerozmérnymi* analogy. Prechod bude casto
primocary, nékdy komplikovanéjsi.

Nasim hlavnim cilem v této Casti predmétu jsou kritéria pro hledani extréma
funkci vice proménnych. Nejprve ale musime zavést zakladni koncepty.
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P¥ipomenuti 2/4

Nyni se systematicky za¢neme vénovat realnym (vektorovym) funkcim
vice realnych proménnych, tedy funkcim f: A — R™, jejichz defini¢ni obor
A je neprazdnd podmnozina R™.

e V I'BI-MA2 o nich budeme zkricené mluvit jako o (vektorovych) funkcich.
o Budeme intenzivné vyuzivat latku (' BI-LA1.

@ Proto na nasledujicich nékolika slidech nejprve stru¢né shrneme zakladni
poznatky, znaceni a terminologii.

Evergreen: N = {1,2,3,...} a A C A plati pro kazdou mnozinu A.
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P¥ipomenuti 3/4

@ Budeme pracovat ve vektorovém prostoru R™ n-tic redlnych cisel vybavenych
standardnimi operacemi s&itani a ndsobenim redlnym skaldrem (po slozkach).

@ Prvky R™ — vektory — budeme znadit tu¢nymi malymi pismeny, napt. x, y,
z,..Slozky vektorl jakozto skalary tu¢né neznacime

@ Prostor viech matic s m ¥adky a k sloupci s redlnymi prvky znacime R
Matice zna¢ime tué¢nymi velkymi pismeny jako A, B, C, ¢i M.

@ Vektory R™ chapeme jako sloupcové vektory, tj. ztotozfiujeme R™ s R™1,
napriklad
T
T2
X:(l‘l,l'Q,...,.’En)T: . € R"”.

Ln
Zde horni index T" oznacuje transpozici.

@ Nulovy vektor prostoru R™ zna&ime 6 = (0,0,...,0)" € R™.
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P¥ipomenuti 4/4

@ Pro pfirozené n € N symbolem 7 oznadujeme mnozinu {1,2,...,n}. Tj.
napriklad 3 = {1,2,3}.

@ Pro j € i vektor e; predstavuje j-ty vektor standardni baze R™. Tedy
(ej)k = 0,k pro j, k € n, kde pro Kroneckerovo § plati

17 ]:k7

i,k € .
0, jAk 7

Sk =

e Naptiklad v prostoru R? pro vektory standardni bize (e, es, e3) tohoto
prostoru plati

€ = (1a070)T7
€y = (07 1a0)T7
es = (0,0,1)T.
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Vizualizace

@ Redlnou funkci jedné redlné proménné f: Dy — R, Dy C R, Ize snadno
vizualizovat pomoci jejtho grafu, ktery je podmnozinou R2.

@ Vizualizace funkci vice proménnych je jiz komplikovangjsi. ,,Rozumné” to Ize
provést vice méné jen pro realné funkce dvou proménnych f: Dy — R,
Dy C R?, jejichz graf je podmnozinou R3.

flxy) = 22" +ay —y?
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Hlavni body

Okoli bodu v R™
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Okoli bodu v R™ Lum
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ch) funkei  Spe
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DeIka vektoru a vzdalenost bodd 1/2

@ Vzpomeiite si, jak v (£ BI-MA1 cela ¥ada pojmil vychizela z pojmu okoli
bodu na reélné ose.

@ Rozsitme proto pojem okoli i do vektorového prostoru R™. Na prvky R” se
budeme divat také jako na body, jejich ,vektorovost” pro nase tvahy Casto
neni podstatna.

@ Nejprve zavedme Euklidovskou normu vektoru x € R" predstavujici délku
tohoto vektoru,

o Euklidovska norma je indukovana standardnim skalarnim soucinem!
X | y § TjY; = x7 Yy,

tj. [Ix[| = V{x|x).

Ve znaéeni jsme kompatibilni s @' BI-LA2.
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Délka vektoru a vzdalenost bodi 2/2

o Euklidovskou vzdalenost dvou
bodl x a y pak predstavuje Cislo

> (@ —y;)? I

Jj=1

R2

d(x,y) = |lx=yll =

d(x,y)

@ Prostor R™ od tohoto okamziku
povazujeme za vybaveny
Euklidovskou normou ||x||
a vzdalenosti d(x,y).

<

@ Jiné normy a vzdalenosti nebudeme
uvazovat (i kdyz bychom mohli).
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Vlastnosti normy

Euklidovska norma a skalarni soucin maji nasledujici vlastnosti:
@ Schwarzova nerovnost: pro kazdé x,y € R” plati

[ [yl < Il [lyll-
Dikaz: Skute¢ng, pro kazdé a € R a x,y € R" plati (rozepiste!)
0 < Ix+ay|* = (x+ay | x+ay) = ||x||* + 2a(x | y) + o*[|y|*.
A pro diskriminant D tohoto kvadratického polynomu (v a) pak nutné plati
2
0>D=(2(x|y))" —4lxI*[ly]*.
@ Trojuhelnikova nerovnost: pro kazdé x,y € R™ plati
Ix+yll < [l + lyl-

Dikaz: plyne ze Schwarzovy nerovnosti:

e+ 1% = lxl” + 20x [ y) + Iy l* < llxel® + 2yl + 1y 17 = (el + Iy 7
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Okoll bodu a € R" 1/2

vych) funkei  Sp

ektorovych) funkei  Diferencialni pocet

Vybaveni konceptem vzdalenosti dvou bodl v prostoru R™ ndm nyni nic nebrani
zadefinovat okoli bodu v R™:

Definice (Okoli bodu a € R"):

Méjme bod a € R™ a £ > 0. Potom okolim bodu a o poloméru £ nazyvame
mnozinu vSech bodd x € R”, jejichz vzdalenost od bodu a je mensi nez
a znac¢ime ho U, (e). Tj.

Ua(e) := {x e R"|d(x,a) <e} CR™

Podobné jako d¥ive v (Z'BI-MA1 budeme obé&as specifikaci poloméru & vynechdvat:
U, predstavuje néjaké okoli bodu a € R™.

Umluva: budeme prirozené ztotoziovat R a R'.
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Okoli bodu a € R” 2/2

@ V ptipadé n = 1, tedy R!, jsme neziskali nic nového (vzpomefte na vztah
va? = |z|). Okoli jsou stile zndmé oteviené intervaly.

Uule) ooy
a R!

q
q

@ V roving R? (prostoru R?) jsou okoli predstavovana kruhy (koulemi), vzdy
bez ,hranice” (kruZznice, resp. sféry).

€2
/’-~\\
N
£
b
\ a )

Z1
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Okolf bodu v R™ Limit
000000e0000 000

Hromadny bod mnoziny 1/2

Vybaveni pojmem okoli miizeme ihned rozsifit diileZity (viz &'BI-MA1) pojem
hromadného bodu i na mnoziny M C R™:

Definice (Hromadny bod mnoziny M C R™):

Bod a € R™ nazyvdme hromadnym bodem mnoziny M C R"™, pravé kdyz
v kazdém okoli bodu a lezi bod mnoziny M riizny od a.

Priklad.

e 0 je hromadnym bodem mnoziny {1 (cos(t),sin(t)) | ¢ > 0} (rozmyslete!).
@ Podmnozina R™ s kone¢nym poctem prvkii nema zadny hromadny bod.

o Je-li a hromadny bod mnoziny M, pak v kazdém jeho okoli lezi nekonecné
mnoho bodl mnoziny M riznych od a.
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Hromadny bod mnoziny 2/2

PY¥edstavme si nasledujici mnozinu M, tvofenou modrymi body, modrou k¥ivkou
a plochou vyplnénou bledé modrou barvou. Diskutujme hromadnost uvedenych
Cervené zvyraznénych boda.

e )
e
S W)
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Oteviend mnozina a vnitfni body mnoziny 1/2

V Z'BI-MAL1 hrély dileZitou roli oteviené intervaly. V pfipad& vicerozmérnych
prostor(i tuto roli budou hrat oteviené mnoziny.

Definice (Vnitini bod mnoziny / inner point of a set):

O bodu a € M C R"” fekneme, Ze je vnitinim bodem mnoziny M, pravé kdyz
existuje okoli U, bodu a takové, ze U, C M.

Definice (Oteviena mnozina / open set):

O mnoziné M C R™ fekneme, Ze je oteviend, pravé kdyz pro kazdy bod a € M
existuje okoli U, bodu a takové, ze U, C M.

Poznamka:

@ Mnozina M je otevrend, pravé kdyz kazdy jeji prvek je vnitinim bodem
mnoziny M.

o OtevFené intervaly (a,b) C R jsou oteviené mnoziny.
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Limita (vektorovych) funkei

Uvod Okoli bodu v R™ Limita posloupnosti
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Oteviend mnozina a vnitfni body mnoziny

Jak je to s otevfenosti nasledujicich dvou mnoZin a vnit¥nosti zvyraznénych bodd?

~

=)
G
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Limita (vektorovych) funkei

Limita posloupnosti
0000000

Uvod Okolf bodu v R"™
0000000

000000 000000000 e0

Oteviend mnozina a vnitfni body mnoziny

Jak je to s otevfenosti nasledujicich dvou mnoZin a vnit¥nosti zvyraznénych bodd?

I, R
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Okolf bodu v R"™ Limita po
00000000008 0O

Hranicni bod mnoziny
Nasledujici pojem je také uzite¢ny a intuitivné pochopitelny. Pravdépodobné ho
prednasejici uz neforméalné pouZil p¥i diskuzi predchozich situaci.

Definice (Hraniéni bod mnoziny / boundary point of a set):

Bod a € R™ nazveme hrani¢nim bodem mnoziny M, pravé kdyz v kazdém okolf
Ua bodu a existuji x,y € U, takové, ze x € M a 'y ¢ M. Hranici mnoziny M
nazyvame mnozinu vSech jejich hrani¢nich bodd.

Z i

a zavedeme jejich ,vicerozmérné" analogy.
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Hlavni body

Limita posloupnosti
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Limita posloupnosti
0Oe00000

Limita posloupnosti

Nyni mizZeme uvazovat i posloupnosti vektor(, tj. zobrazeni N — R", které stéle
znadime (x;)?2.;, ovsem nyni x, € R™, k € N.

Definice (Limita vektorové posloupnosti):

Rekneme, Ze posloupnost (x;)$S, vektorli x; € R™ mé limitu (pfipadné
konverguje k) a € R", pravé kdyz pro kazdé okoli U, bodu a existuje N € N
takové, ze pro kazdé prirozené k > N plati x; € U,.

Tento fakt znaé¢ime lim x; = a.
k—o0

Véta:
Pro vektorovou posloupnost (xz)g2, plati klim Xy = a, pravé kdyz
—> 00

klim lxx — al| = 0 (tato druh4 limita je oby&ejn4 limita z &' BI-MAL).
—00

Diikaz.
P¥imocary (provedte!). Staci si vzpomenout na definici limity ¢iselné posloupnosti §
z (@' BI-MAL1 a na definic okoli bodu v R™. Ol
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Uvod Okoli bodu v R™ Limita posloupnosti Limita (vektorovych) funkei Spojitost (vektorovych) funkei Diferenciélni pocet
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Limita posloupnosti

Véta (Konvergence po slozkach):
Uvazme posloupnost (x5)2 . Potom plati nasledujici ekvivalence: klim Xp = a,
—00

pravé kdyz pro kazdé j € i plati lim (xj); = a;.
k—o0

Diikaz.

<: Necht € > 0. Potom pro kazdé j € n existuji N; > 0 takova, ze
i(Xk)j — aji < g/+/n. Zvolime-li N := max{Nu,..., N}, pak pro pfirozené k > N plati

n n

2 g2
bex —all = | > (Gx)s —a5)° < —=e
j=1 Jj=1
=>: Stadi vzit do dvahy nerovnost
n
2
0 < |(xa)s —as| <\ | D ((xk)s —ay)” =[x —all. o
=1
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Limita posloupnosti
000e000

orovych) funkci Dife

Limita posloupnosti
Ptedchozi dva slidy v podstaté ¥ikaji nasledujici:

@ Posloupnost vektorii (x)72 ; konverguje k a, pravé kdyz vzdalenost x; od a
konverguje k nule.

@ Konvergence vektorové posloupnosti je ekvivalentni konvergenci ve vsech
slozkach (vice ,,obycejnych* &iselnych posloupnosti).

s v/

VyuZijeme-li nyni nade znalosti vlastnosti &iselnych limit ((2'BI-MAL) a pfedchozi
ekvivalenci, pak ihned dostavame nasledujici uzitecné tvrzeni.
Véta (Limita souctu a skalarniho nasobku posloupnosti):
Méjme dvé vektorové posloupnosti (xz)72; a (yx)p>, spliujici klim Xy =a
bde el

a lim yx =b a a € R. Potom
k—o0

len;o (xt +yx) =a-+b,

leIlgo (axk) = aa. j
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Limita posloupnosti: Priklad

Priklad.

Méjme posloupnost (xj)7°; danou predpisem

xk:(COSk Sil’lk)T’ keN.

kW ok

Urcete jeji limitu.

Slozky této vektorové posloupnosti jsou
cosk sin k
(Xk>1 = —2a (Xk)g = , keN.
k k
Protoze (obylejné (' BI-MAL limity posloupnosti)
. . cosk . . sink
= T =0 b= iy 5 =0
dostavame vysledek @)
lim x5, = (0,0)7 = 6. ﬂj@

k—o0
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Limita posloupnosti: Priklad

Vizualizace vektorovych posloupnosti pomoci , grafu® neni praktickd. Vhodnéjsi je
pravé pohled pomoci boddi v daném prostoru:

€2

T1

e )
e
S W)
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t (vektorovych) funkci

Poznamky

S vektorovymi posloupnostmi se setkdme napriklad v riznych numerickych
metodach, které konstruuji posloupnosti aproximaci feSeni jisté tlohy:

@ numerické fedeni soustav linedrnich rovnic (v &'BI-MA2 neprobirdme).
@ numerické hledani vlastnich &isel matic (v 2 BI-MA2 neprobirdame).

@ numerické hledani lokalnich extrémi funkci vice proménnych (uvidime jiz
brzy).

D SE))

o &
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Hlavni body

Limita (vektorovych) funkci
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ipnosti  Limita (vektorovych) funkef
0@00000

Funkce a vektorové funkce
V této a nasledujicich kapitolach budeme pracovat s dvéma typy zobrazeni:

@ funkce: zobrazeni néjaké neprazdné A C R™ do R.

@ vektorové funkce: zobrazeni néjaké neprazdné A C R™ do R™.
Poznamky:

@ Zavadime znaleni f(x1,...,x,) = f(x).

@ Pro m =1 je prvni pripad specialnim pripadem druhého, ztotoznujeme
prirozené R a R!. Nasledujici tvrzeni formulovana pro vektorové funkce tak
prirozené plati i pro funkce.

@ Vektorovou funkci F': A — R™, A C R"™, Ize popsat pomoci jejich ,slozek”,
tj. m funkei F; : A = R, j € 7, spliujicich

F(x) = (Fi(x), Fy(x), ..., Fu(x))", x€A.

Napftiklad linearni zobrazeni F': R3 — R? zapsané po slozkach

F(X) = F(’JJl,l’Q,l'g) = (3%1 + To2,T3 — $1,21’1)T
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Limita (vektorovych) funkef
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Limita (vektorové) funkce

Vzpomeiite si na definici limity v ' BI-MAL! Jeji struktura se vyrazné odrazi
i v nasledujici definici.

Definice (Limita (vektorové) funkce vice proménnych):

Méjme funkci n redlnych proménnych F': Dp — R™, Dp C R", a hromadny bod
a mnoziny Dp.

Potom funkce F' ma v bodé a limitu b € R™, pravé kdyz pro kazdé okoli Uy,
bodu b existuje okoli U, bodu a takové, ze kdykoliv x € (Uy N Dp) \ {a} pak
plati F(x) € Up.

Symbolicky toto tvrzeni zapisujeme opét

lim F(x) =b.

X—a

Pokud m = 1, pak jesté pro a € {+00, —co} klademe lim F(x) = « kdykoliv

Xx—a

(YUL)(EUa)(Vx € R")(x € (Ua N DF) ~ {a} = F(x) € Ua).
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Limita (vektorovych) funkei
0008000

Vlastnosti limity
Podobné jako dfive pfimo z definice dostavame nasledujici uzite¢né tvrzeni:

Véta (Limita zdGzeni):
Méjme vektorovou funkci F': D — R™, Drp C R™ a hromadny bod a defini¢niho
oboru funkce F' v némz existuje limita
lim F(x) =b € R™.
X—a
Potom i pro F|ps zlzZeni funkce F' na mnozinu M, kterd ma a jako hromadny
bod, plati
lim (F|p)(x) = b € R™.
X—a
Specialng, je-li (xz)52, posloupnost bodti z D riznych od a, ale s limitou

rovnou a, pak
lim F(xx) =b.

k—o0

&
TS
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Lir

Vlastnosti limity

V podstaté stejné jako u posloupnosti mizeme dokazat nasledujici tvrzeni, ditkaz
na prednasce proto vynechavame.

Véta:
Méjme (vektorovou) funkci F': Dp — R™, Dp C R™, hromadny bod a € R”
mnoziny Dr a bod b € R™. Potom platf
e lim F(x) = b, pravé kdyz lim ||F(x) — b|| = 0.
X—a X—a

o Oznaime slozky F jako F(x) = (Fi(x),--+ , Fn(x))", x € D. Pak
lim F(x) = b, pravé kdyz liin Fj(x) = b; pro kazdé j € rn.

X—a

Tvrzeni tedy opét ukazuje vztah limity (vektorové) funkce, vzdalenosti a limit
slozek.
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Limita (vektorovych) funkef
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Vlastnosti limity

Spousta vlastnosti limit ziistdva zachovana. Naptiklad plati nasledujici dalezité
analogie z £'BI-MA1 davérné zndmych tvrzeni.
Véta (O limité souctu, nasobku):

Méjme dvé vektorové funkce F': Dp — R™, Dp C R™, G: Dg — R™, Dg C R”,

bod a € R", ktery je hromadnym bodem mnoziny Dr N Dg a o € R. Potom

pokud existuji limity lim F(x) =b € R™ a lim G(x) = c € R™, potom plati
X—a X—a

lim (F(x)+G(x)) =b+c a limaF(x)=ab.

X—a X—a

Véta (O limité soucinu a podilu):

Méjme dvé funkce f: Dy - R, Dy CR", g: Dy =+ R, Dy, C R”, bod a € R”,
ktery je hromadnym bodem mnoziny Dy N D,. Potom pokud existuji limity
lim f(x) =b€ R a lim g(x) = c € R, potom plati

X—a X—a

b
lim f(x)-g(x)=b-c a 1im7X:,7 pokud ¢ # 0.
X—a (&
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VIastnost| ||m|ty

Diukaz tvrzeni o limité souctu.

Méjme dvé vektorové funkce F': D — R™, Dp C R", G: Dg — R™, Dg C R", bod
a € R", ktery je hromadnym bodem mnoziny Dr N Dg a a € R. Necht déle existuji
limity lim F(x) =b € R™ a lim G(x) = c € R™.

X—a

X—a

Bud Upc(e) okoli bodu b + c. Dle pfedpokladi existuji okoli Ua(d1) bodu Ua(d2) bodu
a takova, ze

Vx € (Ua(01) N Dr) N {a}: F(x) € Up(e/2),
Vx € (Ua(02) N Dg) ~ {a} : G(x) € Uc(e/2).

PoloZzme ¢ := min{d1, d2}. Potom pro libovolné x € (Ua(é) N DF+G) ~ {a} plati
(trojihelnikova nerovnost!)

|(F +G)(x) — (b+c)|| = ||(F(x) —b) + (G(x) — o) |
< IF(x) = bl + [G(x) —cll < 5 + 5 =e.

Tj. (F + G)(x) € Ubye(€). b
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Hlavni body

Spojitost (vektorovych) funkef
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Limit

Spojitost (vektorové) funkce

Spojitost opét vyjadfuje vztah mezi funkéni hodnotou a limitou funkce v jistém
bodé.

Definice (Spojitost (vektorové) funkce):

Mé&jme (vektorovou) funkci F': A — R™, A C R", a bod a € D, ktery je
hromadnym bodem mnoziny Dp.

Funkce F je spojita v bodé a, pravé kdyz

lim F(x) = F(a).

X—a

Funkci F' nazveme spojitou (resp. spojitou na mnoziné M), pravé kdyz je
spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho oboru (resp. v kazdé bodé mnoziny M).

Defini¢ni obory spojitych funkci, na které narazime, budou vétsinou néjaké
oteviené mnoziny. Budou tedy definovany dokonce na celém okoli bodu a.
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Okoli b Limit

Spojitost (vektorové) funkce

Nasledujici tfi véty nam velmi pomohou pfi rozhodovani o spojitosti rliznych
funkci.
Véta (Spojitost souctu, nasobku, soucinu a podilu):

Méjme dvé vektorové funkce F': D — R™, Dp C R", G: Dg — R™,
Dg C R", bod a € R”, ktery je hromadnym bodem mnoziny Dy N Dg a a € R.
Predpokladejme, ze F' i G jsou spojité v bodé a. Potom

o F'+ G je spojita v a,

o «oF je spojitd v a.
Pokud je m = 1, pak

e F - je spojita v a,

o £ je spojita v a v ptipadé kdy G(a) # 0.

Diikaz.
Snatek definice spojitosti a véty o limité souctu, ndsobku, soucinu a podilu. D}
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Spojitost (vektorovych) funkef
000e00

Spojitost (vektorové) funkce

Casto budeme mit (vektorovou) funkci zadanou pomoci spojitych elementarnich
funkci jedné promé&nné zndmych z (@'BI-MAL. Tento piipad ¥e$i nasledujici véta:
Véta:

Budte f: Dy — R, Dy C R, reélna funkce jedné realné proménné, n € Na k € 7.
Definujme funkci (D¢ v k-tém faktoru)

g(x) = f(ag), prox €Dy :=Rx--- XxRx Dy xRx---xR.
Je-li f spojita, pak i g je spojita.

Diikaz.

Méjme a € Dy, potom ai € Dy je hromadnym bodem D a tudiz i bod a je pak hromadnym
bodem Dg. Déle je f spojita v aj, a proto plati limgz—q, f(z) = f(ag).

Tudiz: pro libovolné okoli Uy (q, ) (¢) existuje Uq, (9) takové, ze kdykoliv x € Uq, (0) N Dy, pak
f(2) € Up(ar)-

Vezmeme-li x € Ua(0) se stejnym & jako vySe, pak |z — ax| < ||[x — al| < § a proto

lg(x) — g(a)| = |f(zx) — flar)| <e.
Tedy lim g(x) = g(a). O

xX—a

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 38/56


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1

Limit ektorovych) funkei  Spojitost (vektorovych) funkei  Dif
000 000080 [e]e

Spojitost (vektorové) slozené funkce

Véta (O limité slozené (vektorové) funkce):

M&jme (vektorové) funkce g: D, — R™, D, CR" a f: Dy — RF, Dy C R™.
Dale predpokladejme, Ze g je spojitd va € Dy a f je spojitd a definovana na okolf
g(a).

Potom je f o g spojita v bodé a.

Dukaz.

Oznaéme b := f(g(a)) a uvazme libovolné okoli Uy (&) okoli bodu b.

Protoze xlgr(la)f(x) = b, existuje okoli Ugy(a)(d1) bodu g(a) takové, ze f(x) € Usn(e),
kdykoliv x € Ug(a)(d1).

ProtoZe lim g(x) = g(a), existuje okoli Ua(d2) bodu a takové, Ze g(x) € Ug(a)(d1),
kdykoliv );:g (Ua(02) N Dy).

Celkem tedy pokud vezmeme x € (Ua(d2) N Dy) ~ {a}, pak g(x) € Uy(a)(d1) a tedy
i f(g(x)) € Up(e), coz jsme méli dokazat. Dj
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P¥iklady
PY¥edchozi véta nam ihned dava napfiklad nasledujici vysledky:

Priklad.

Nasledujici funkce jsou spojité na svych defini¢nich oborech:

o f(z,y) =sin(x) + cos(y), Dy = R2.

o f(z,y) =In(zy), Dy = {(z,y) € R? | zy > 0}. (Slozen4 funkce!)

o g(z,y) =% +z+y% Dy =R~ {0}) xR

Limita posloupnosti  Limita (vektorovych) funkei  Spojitost (vektorovych) funkef

Diferencialni pocet
0000000000000 000

@ Méli bychom byt tedy nyni schopni rozeznat spojité funkce zadané timto

zplsobem.

@ Dale bychom mohli formulovat naptiklad vétu o limité slozené funkce a vétu

o spojitosti slozené funkce...
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Hlavni body

@ Diferencialni pocet
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Parcialni derivace
Nejprve se soustfedme na chovani pouze vzhledem k jedné zvolené proménné.

Definice (Parcialni derivace (v bodé) / partial derivative):

Méjme reélnou funkci n redlnych proménnych f: Dy — R, Dy C R", definovanou
na okoli bodu a € Dy a j € n.

Existuje-li limita

f(a+hej)_f(a) GR, (1)

i

0 h
pak jeji hodnotu nazyvame parcialni derivaci funkce f v bodé a podle j-té
proménné a znacime ji %(a), pripadné 0., f(a).

Ozname M jako mnozinu viech vnitfnich bodii a mnoziny Dy, v kterych existuje
konec¢na limita (1). Potom funkci pfitazujici hodnotu ngj(a) kazdému

a € M C R™ nazyvame parcialni derivaci funkce f podle j-té proménné

a znadime ji

gmj;’ pfipadné 0, f. 8
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Okoli bodu Limita posloupnosti  Limita vych) funkei  Sp

Vztah parcidlni derivace z derivace z @ BI-MA1

@ Predchozi definice je ndpadné podobné definici derivace readlné funkce realné
proménné.

@ Ma-li funkce f: Dy — R, Dy C R", parcidlni derivaci v bodé a € Dy podle
j-té proménné, pak pokud definujeme

g(x) = f(a+ze;),

pak je g je redlna funkce jedné redlné proménné definovana na okoli bodu 0
a pro jeji derivaci v bodé 0 platf

_or

o a(L'j

g'(0) (a).

@ Odtud okamzité plyne geometricka interpretace parcialni derivace: Ciselna
hodnota parcialni derivace funkce f v bodé a udava miru ristu/poklesu
funkénich hodnot funkce f v bodé a ve sméru rovnobézném s j-tou
soufradnou osou.

@ Pocetni diisledek: P¥i parciadlnim derivovani podle x; se na ostatni proménné
divame jako na konstanty a mizeme pouZivat zndma pravidla pro derivovﬁﬁﬁ%ﬁé
(soulet, soutin, podil, slozen4 funkee, ..). faf
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Parcialni derivace: ilustrace

K parcialni derivaci funkce f(z,y) = 3 — 2% — 2y v bod& (1/2,—-1/2)T.

B 1T
77777777
L7177+

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 4456



Uvod Okoli bodu v R™ Limita posloupnosti  Limita (vektorovych) funkei  Spojitost (vektorovych) funkci  Diferencialni poget

000000 00000000000 0000000 0000000 000000 0000e00000000000
Parcialni derivace vyssiho radu: znaceni

@ Parcialn{ derivace funkce f podle j-té proménné je obecné funkce a mé proto
smysl uvazovat o jeji parcialni derivaci podle k-té proménné. K zjednoduseni
znadeni pouzivdme nasledujici zapis (pozor na poradi)

25 _ 0 (af)._a(ﬁz;)'

drp0r; 0wy \Ox;) Oy
o Dale pfipadné opakované derivace podle stejné proménné zkracujeme takto
of._ _of
Oz " Ox0my’
@ Podobné pro vyssi derivace. Napriklad pod vyrazem

93 f

—F (1,2
8(1}'181'%( ’ 73)

mame na mysli parcialni derivaci podle x; druhé parcialni derivace funkcef
podle x5 vypoétenou v bodé& (1,2,3)7.
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orovych) funkei Sy

Z definice a dFivéjsi poznamky je patrné, Ze pri vypoctu parcialni derivace
uplatnime znalosti z (' BI-MAL. Derivujeme podle zadané proménné a na ostatni
se divame jako na konstanty.
Priklad.
Rozmyslete nasledujici vypocty.

e Pro f(z,y) = x4+ a2y +y plati

af of
o =1+1- =1 - =z-1+1= 1.
o () =1+1-y+0=1+y, 99 (,y) =z -1+1=z+

e Pro g(z,y,2z) = e¥ -sin(x + y) + zy plati

20 (,,7) = ¥ sin(a +) + &V - cos( +9) + 2,

Yy

0%g

8z8y(x’y’z) =1 b

LA =)
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Definice (Gradient funkce / gradient of a function):

Méjme reélnou funkci n redlnych proménnych f: Dy — R, Dy C R™ majici
vSechny parcidlni derivace v bodé a € Dy. Potom Fradkovy vektor

0 0 0
(ai(a), 37552(;1)’ R ﬁxf;(a)> e RI®

nazyvame gradientem funkce f v bodé a a pouzivdme pro néj znacenfi

Vf(a) nebo gradf(a).

Podobné jako u parcialni derivace se pak na Vf divime jako na zobrazeni
(vektorovou funkci), které bodu pfifazuje hodnotu gradientu f v tomto bodé.
Priklad.
Hned se zamysleme nad jednoduchymi priklady:

@ Pro f(z,y) = ™ mame Vf(x,y) = (0,0).

e Pro f(z,y) =z —y mame Vf(z,y) = (1,—1).

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 752024 /2025 47 /56




Uvod Okoli bodu v R™ Limita posloupnosti  Limita (vektorovych) funkei  Spojitost (vektorovych) funkci  Diferencialni poget

000000 00000000000 0000000 0000000 000000 0O000000e00000000

Gradient funkce 2/2

Priklad.

M&jme funkci f(z1,72) = 23 + z122, Dy = R%
Potom gradient této funkce existuje v kazdém bodé jejiho defini¢niho obor a platf

Vf(xy,z) = (333? + g, xl).

Priklad.

Mg&jme funkci f(z,y, z) = sin(x) cos(y + z), Dy = R?.
Potom gradient této funkce existuje v kazdém bodé jejiho defini¢niho obor a plati

Vf(z,y,z) = (cos(z)cos(y + z), —sin(z) sin(y + 2), — sin(z) sin(y + z)).

IAEAO
A

2
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Derivace

o Parcialni derivace zkoumala chovani funkce jenom vzhledem k jedné
proménné.

@ Motivace k zobecnéni ,derivace”, bez privlastku , parcialni”, pro funkce vice
proménnych vychazi z role prvni derivace pfi linearni aproximaci funkce (viz
prvni Tayloriv polynom).

Definice (Derivace (vektorové) funkce):

Mé&jme zobrazeni F': Dy — R™, Dy C R"™, definované na okoli bodu a.
Derivaci zobrazeni F' v bodé a nazyvadme matici DF(a) € R"™"™ spliiujici
|F(x) — F(a) — DF(a) - (x — a)]|

lim = 0.
x—a |x —all

Tj. vagné F(x) =~ F(a) + DF(a) - (x — a), lokaIni chyba této aproximace je _
men$i neZ linedrni (dle definice). ‘
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Derivace

Véta (Slozky matice DF'(a) a jeji jednoznacnost):
Pokud ma zobrazeni F': Dy — R™, Dy C R", definované na okoli bodu a,
derivaci DF'(a) € R™" v bodé a, potom

Mi(a) (@) - i)

92 92 9o

o (@) F;2(a) 2 (a)
DF(a)= | ™ 2 O

ln(a) of=(a) o= (a)

Dikaz.
Uréime prvek matice DF'(a) v i-tém Fadku a j-tém sloupci. Z pfedpokladu plyne (volime

x=a+hejah—0)
Fi(a+ hej) — Fi(a) — DF(a);,jh } ) _ F

|Fi( ;) — Fi(a) @)igh| _ . | Fi(a+he;) = Fi(a) _ e

|h| h—0 h ’ ]

O
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Gradient jakozto derivace

Na funkci n proménnych f: Dy — R, Dy C R", Ize nahliZet jako na zobrazenf{
f: Dy — R a proto pokud ma v bodé a € D derivaci D f(a) € R, pak podle
predchozi véty pro ni plati

_(9F of of _
Dr@) = (L@ gL @) @) = V@)
a neni tedy ni¢im jinym, nez gradientem funkce f v bodé a.

Také je z tohoto pozorovani patrné, pro¢ jsme gradient striktné definovali jako
radkovy vektor.

Poznamka:

@ Pokud m3 f v bodé a derivaci D f(a), pak ma v tomto bodé i viechny
parcidlni derivace (ukazali jsme).

o Toto tvrzeni nelze obrétit, k existenci derivace D f(a) uz ale staci napt.
spojitost vsech parciélnich derivaci na okoli bodu a (nedokazujeme).
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Druha derivace — Hesseova matice

Definice (Hesseova matice):

Na derivaci, resp. gradient, funkce f: Dy — R, Dy C R, Ize nahlizet jako na
zobrazeni Df: A — R"™, A C Dy, jeho derivaci v bodé a € A je pak matice typu
R™", kterou nazyvdme Hesseovou matici a zna&ime V2 f(a). Pokud existuje,
pak plati

82 f > 2f
(@ g (@ e ()
) ) o
VZf(a) = 3$16f$2 (a) Té(a) o axnéf12 (a)
32f' 82f. 82f'
Tada, () Frgom, (@) gz (a)

Poznamka:
o Poradi derivovani nelze obecné zaménit. Pokud ale naptiklad jsou vSechny
druhé parcialni derivace spojité na okoli bodu a, pak bude Hesseova matice
symetricka (typicky nas pfipad). il

@ Ludwig Otto Hesse, némecky matematik, 1811 — 1874.
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Derivace slozené funkce

Véta (Derivace slozené funkce):

Mé&jme zobrazeni F': Dr — R¥, Dp C R™ a G: Dg — R™, Dg C R" a bod
a € D¢ takové, Ze existuji DG( ) a DF(G(a)). Potom existuje i derivace
slozeného zobrazeni F' o G v bodé a a plati

D(F oG)(a) = DF(G(a)) - DG(a).

Docente kompaktni zapis pomoci matic a jejich ndsobeni! Rozepsan explicitné pro
F=(F,...,Fy)T aG=(G1,...,Gn)T tento vztah po slozkach ¥ika (tzv.
fetézové pravidlo)

a(F Syer an,
Z 637, ’ 8$g (a),

Dikaz na prednasce vynechavame.
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Gradient funkce: geometricky vyznam

Véta (Derivace ve sméru):
Necht f: Dy — R, Dy C R" ma derivaci v bodé a € D;. Bud s vektor délky 1.
Potom existuje limita (tzv. derivace funkce f ve sméru s v bodé a)

20 $(a) = tim L1 T2

h
a je rovna (Vf(a) | s).

Diikaz.

Pouzijte vétu o derivaci slozené funkce na g(h) = f(a + hs). O

Disledek (Gradient jakozto smér nejvétsiho ristu):

Necht f: Dy — R, Dy C R™ ma nenulovou derivaci v bodé a € Dy. Bud s vektor
délky 1. Potom 95 f(a) nabyva nejvétsi hodnoty pro s = Vf(a)T/||V f(a)].

Diikaz.

Plati [(Vf(a)T | s)| < |[Vf(a)|| a soucasné
42&(@}5&#&%&&)&%& iva(a)”Q- BI-MA2 7S 2024/2025 s
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Gradient funkce: geometricky vyznam

Ukazka funkce f(z,y) = 22% + y* (levy graf) a jejiho gradientu
Vf(x,y) = (4x,2y) vizualizovaného pomoci vektorového pole (pravy graf).

fz.y) =227 +y*

2SN NN Y, ST

10 ~~~NAA|r ST

s e e 2 A T

et~ k |a e —me—

N ‘ e e e | s e
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Gradient funkce: 1D pripad

V ptipadé diferencovatelné funkce f: R — R a bodu a € Dy je gradient fadkovy
vektor Vf(a) = (f'(a)) € R

. o I >
V/f(—=1.2) Vf(—0.1) YAf(0.4) V£(1.2)

g
I'YTs
e
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Komentar

@ Vedle vnitfniho bodu mnoziny, resp. oteviené mnoziny, hromadného bodu
mnoziny a hrani¢niho bodu mnoziny Ize pomoci pojmu okoli jeSté zavést
vnéjsi bod mnoziny (bod majici okoli disjunktni s danou mnozinou), uzavér
mnoziny (sjednoceni mnoZiny s jeji hranici) a uzavienou mnozinu
(mnoZina, kterd je shodnd se svym uzavérem). Témito pojmy a axiomatizaci
pojmu okoli se zabyva partie matematiky nazyvand Topologie. V nasem
vykladu do téchto partii pFilis zabihat nebudeme, ale zakladni pojmy jako
oteviena mnozina a hromadny bod budeme vyuZzivat.

@ Pro derivaci vektorové funkce F' v bodé, ozn. DF’, se také pouzivad termin
totalni derivace.
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