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Hlavni vysledky této prednasky

@ Motivace pro zavedeni kvadratickych forem.
@ Zavedeni riznych typd definitnosti kvadratickych forem.

o Kritéria pro urCovani definitnosti kvadratickych forem.

et
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kvadratickych forem

Motivace a Gvahy

Nasim cilem v dalsi ¢asti prednasky bude hledani extrémi funkci vice proménnych.
P¥ipomenme si nékolik znalosti z predchoziho studia.

Méjme funkci f : R — R majici spojitou treti derivaci na celém R a bod a € R.
Potom dle Taylorovy véty platf

f(x) = fla) + f'(a)(x —a) + @(l‘—af +o((z —a)?), proz—a.

V tomto vyrazu bychom nyni méli vidét dalsi diivod pro z @'BI-MA1 znamé
kritérium (pro maximum podobné):
Pokud f/(a) =0 a f"(a) > 0, potom f ma v bodé a ostré lokalni minimum.

Mizeme podobnou dvahu uéinit i pro funkce vice proménnych? Co je v tomto
pripadé analogem linedrniho a kvadratického clenu?
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Kvadraticka forma

kvadratickych forem

Definice (Kvadraticka forma / quadratic form):

Funkci ¢ : R™ — R nazyvame kvadratickou formou, pravé kdyz existuje symetricka
matice M € R™" splnujicf

n
q(x) = Z M, kXX, pro kazdé x = (v1,...,2,)" € R™
k=1

@ Pokud n = 1, pak mame ¢(x) = az? pro n&jaké a € R.

o PYipomenuti: matice M je symetricka, pravé kdyz M7 = M.

@ Pomoci standardniho skalarniho soucinu a nasobeni matic mizeme vyraz vyse
vyjadrit alternativné i takto

q(x) = (x| Mx) = x" Mx.

o Predpoklad symetricnosti neni omezujici. Pro kazdou matici A € R™"
a vektor x € R plati xT Ax = x” (A + AT) x, kde 3 (A + AT) je
symetrickd matice.
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Kvadraticka forma
P¥iklad.

Jako explicitni pfiklad uvazme kvadratickou formu

q(x) = 227 — 523 4 3x120.

(2 32
M= (3/2 o) '
Skuteéné,
—_— 2 3/2\ (z1) _ 271 + S22 _
x' Mx = (z1,z2) <3/2 S5 ) \ay) T (w1, 72) I
N————

3 3
= 21‘% + 5.%‘1372 + 51:2331 -5 ﬂc% = Qx% + 3x129 —5 x% L

Pro ni mame matici

\

) s
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Kvadraticka forma
@ Kvadraticka forma predstavuje zobecnéni pouze kvadratického ¢lenu ax? pro

funkce vice proménnych.

@ Zobecnénim zndmych kvadratickych funkci f(x) = az? + Bz + v,
f:R — R, jsou kvadriky. Presnéji funkce tvaru @ : R™ — R splfiujici

Q(x) =x"Mx +blx +~,

kde M € R™" je symetrickd matice, b € R™ je vektor a v € R.

Priklad.

Konkrétné pro
Qz,y) =22 — 2wy +2y> —2x + 3y + 4

bychom méli

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 8/29



Kvadratické formy Definitnost kvadratickych forem Urcovani definitnosti forem
00000 ®000000 0000000000000 0

Hlavni body

Definitnost kvadratickych forem

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 9/29



Definitnost kvadratickych forem
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Definitnost kvadratickych forem

Z predchozi motivace je zfejmé, Ze nas zajima znaménko hodnot kvadratické
formy: nabyva pouze nezapornych hodnot? Nabyva kladnych i zdpornych hodnot?
Atd.

V pripadé n = 1 je situace jednoduch4, pro ¢(x) = ax? plati nasledujici implikace:

e o =0 = ¢g(x) =0 pro vSechna x € R",
@ o> 0 = ¢g(x) > 0 pro viechna nenulovd x € R",
@ o <0 = ¢g(x) <0 pro vSechna nenulova x € R™.

Ve se ale komplikuje uZ i v p¥ipadé n = 2. Naptiklad pro ¢(x) = 2% — 23
g(e1) =1 a souéasné g(e2) = —1.
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Definitnost kvadratickych forem

VSechny moZzné situace souvisejici se znaménkem kvadratické formy vystihuji
rizné typy definitnosti kvadratickych forem:

Definice (Typy definitnosti kvadratickych forem):
Kvadratickou formu ¢ : R™ — R nazveme...
o ..pozitivné definitni (PD), pravé kdyz g(x) > 0 pro kazdé nenulové x € R™.
o ..pozitivné semidefinitni (PSD), pravé kdyz q(x) > 0 pro kazdé x € R™.
o ..indefinitni (ID), pravé kdyZ existuji vektory x,y € R™ spliiujici g(x) > 0
aq(y) <0.
o ..negativné semidefinitni (NSD), pravé kdyz ¢(x) < 0 pro kazdé x € R™.
o ..negativné definitni (ND), pravé kdyz q(x) < 0 pro kazdé nenulové x € R™.

Stejnou terminologii budeme pouzivat i pro symetrické matice M: M je typu T,
pravé kdyz forma x”Mx je typu T J

AdGS
AR =AY
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Definitnost kvadratickych forem

Pozor! Terminologie napfi¢ riznymi zdroji (literatura, web) neni zcela ustalens,
existuji dva pristupy. V tomto kurzu se striktné drzime predchozi definice, v které
kazda PD kvadratickd forma je i PSD (analogicky pro ND a NSD).

Alternativni terminologie u ,,PSD" forem vyzaduje existenci nenulového vektoru
s nulovou hodnotou. V takovém p¥ipadé (ne v nasem!) jsou mnoziny PSD a PD
forem disjunktni.

Priklad (Pfipad jedné proménné, n = 1).

@ Pokud a > 0, pak q(z) = az? je PD (i PSD).

@ Pokud a < 0, pak g(z) = ax? je ND (i NSD).

@ Pokud a =0, pak g(x) =0 je PSD i NSD souéasné.
o

Indefinitni kvadratické formy v jedné dimenzi neexistuji!
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Definitnost kvadratickych forem

Priklad (P¥ipad dvou proménnych, n = 2).
Nejprve jednoduché priklady:

e q(z,y) = 2% + y? je PD (a tedy i PSD): pro kazdy vektor (x,y) € R? plati
q(z,y) > 0, rovnost nule nastava pravé kdyz oba kvadraty jsou nulové, tj.
pravé kdyz (z,y) = 6.

e g(z,y) = —2? je NSD, ale neni ND: pro kazdy vektor (z,y) € R? platf
q(z,y) <0, nulovou hodnotu dostaneme i pro nenulovy vektor (0, 1) # 6:
q(0,1) =0.

o ¢g(z,y) = xy je ID: mame napfiklad ¢(1,1) = 1 a soucasné ¢(1,—1) = —1.
Rozeznat znaménko hodnot kvadratickych forem ale nemusi byt ihned ocividné.
Uvazte napriklad

e q(z,y) = 2% + 2xy + 2y je PD,

o q(z,y) = 2% + 4zy + 32 je ID.

Jak jsme se k tomuto vysledku dostali? Ve zbytku prednasky se timto problémem
budeme zabyvat.

o
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Definitnost kvadratickych forem: dvé proménné

PD & PSD: f(z,y) = 222 + y? ID: f(x,y) = 2% —y? ID: f(z,y) =y

29

PSD: f(,y) = 227 NSD: f(x,y) = —y? PSD & NSD: f(z,y) =0
p—

e

)
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Definitnost kvadratickych forem

Znazornén{ vztahl mezi rliznymi typy definitnosti pomoci Vennova diagramu.
Jedina forma, ktera je soucasné NSD a PSD je nulova kvadradticka forma
(zndzornéna puntikem ). %
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Klicové pozorovani

Za&néme nejprve jednoduchymi kritérii pro indefinitnost (staéi nalézt dva vektory,
pro které dostaneme hodnoty riiznych znamének).
Pokud mame kvadratickou formu

q(x) = x"Mx,
pak dosazenim j-tého standardniho bazického e; vektoru dostaneme j-ty prvek na
diagonale matice M: ¢(e;) = M;;. Tudiz:
Pozorovani:

Pokud m3 symetrickd matice M na diagonéle prvky s rliznym znaménkem (jedno
kladné, jedno zaporné), potom je kvadraticka forma ¢(x) = xT Mx indefinitnf.

Poznamka:

Toto pozorovani dava pouze postacujici podminku pro indefinitnost. Kvadraticka

forma ¢(x) = (z1, z2) <; ?) <2> = 2% + 4x175 + 23 je indefinitni (ukazeme

pozdéji) i kdyz ma na diagonéle pouze kladna &isla!
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Vztah definitnosti s vlastnimi Cisly

Bez dikazu uvedeme nasledujici kli¢ové tvrzeni z Linearni algebry (studenti
z ('BI-LA2 znaji, pro ostatni sta&i bez dikazu jako fakt).

Véta (Diagonalizace symetrické realné matice):

Symetricka redlnd matice je diagonalizovateln a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou
redlna. Vlastni vektory prislusejici riznym vlastnim Cislim jsou vzajemné
ortogonalni.

Pfipomenme explicitnéji smys/ pfedchoziho tvrzeni: mame-li symetrickou realnou
matici M € R™", pak existuje diagonalni matice D € R™" a regularni matice
P € R™" spliujici

D=P 'MP, resp. M=PDP .
O matici D déle vime, Ze ma na diagonéle vlastni &isla matice M a v matici P

jsou ve sloupcich vlastni vektory pFislusejici vlastnim Cislim v poradi na diago
D. Matici P Ize volit tak, aby P~! = PT.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 18/29


https://courses.fit.cvut.cz/BI-LA2

Vztah definitnosti s vlastnimi Cisly

ost kvadratickych forem Urcovani definitnosti forem
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Vztah mezi vlastnimi Cisly matice M a definitnosti prislusné kvadratické formy je

velmi Gzky a nazorny:

Dusledek:

Kvadratick4 forma ¢q(x) = xTMx je

s vs

@ PD, pravé kdyz vsechna vlastni Cisla matice M jsou kladna.
@ PSD, pravé kdyz vsechna vlastni ¢isla matice M jsou nezaporna.
o ID, pravé kdyz ma matice M kladné i zaporné vlastni Cislo.

s v/

@ NSD, pravé kdyz vsechna vlastni ¢isla matice M jsou nekladna.

s v/

@ ND, pravé kdyz vsechna vlastni Cisla matice M jsou zaporna.
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Vztah s vlastnimi Cisly

Diikaz.
Priprava: Dle predchozi véty pro redlnou symetrickou matici M € R™" existuje
diagonalni matice D = diag(A1,..., An) a ortogonalni® matice P € R™" spliujici

M = PDP?T. Potom pro nasi formu plati

q(x) = x'Mx = x' PDPTx = (PTX)TD(PTX) = Z Aj (PTx)j. (*)

PSD: Pokud \; > 0 pro kazdé j € n, pak z () plyne g(x) > 0 pro kazdy x € R".
Naopak, pokud g(x) > 0 pro kazdy x € R", pak pro j € i zvolme x = Pe; (vl. vektor
prislusejici A\;) a dostaneme \; = ¢g(x) > 0.

PD: Vzhledem k predchozimu bodu staéi ukazat ekvivalenci: ¢(x) = 0 pouze pro x = 6,
pravé kdyz \; > 0 pro kazdé j € . =: Opét pro j € n zvolme x = Pe; # 0, pak

0 < q(x) =)\j. <= Z q(x) =0 a () v tomto pripadé plyne PTx = 6 a tedy i x = 6.
NSD a ND: analogicky.

ID: Disledek jiz dokazaného. O

aTj. regularni spliujici P~1 = PT.
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Uprava na Ctverce

Méjme kvadratickou formu q(x) = x” Mx a postupné provadéjme nasledujici algebraické
operace (pokud je to mozné, viz dal3i slide):

@ Ve vyrazu ¢(x) zvolme proménnou zy, kterd se v ném vyskytuje v kvadratu.
© Vezméme viechny ¢leny obsahujici proménnou zy, tj. vyraz tvaru
awi + A(CE]', Jj#Ek) -z,
kde vyraz A := A(z;, j # k) obsahuje uz pouze konstantni nasobky proménnych
riznych od xk.
@ Tento vyraz dopliime na ¢tverec pomoci standardni Gpravy
AN2 A2
ari 4+ A-xp :a(xk+—) - —.
2c 4o

@ Celkem pak dostavame rovnost

A 2
q(X) = (ZL’k + 2@) +6(x17"'7"Ek*17xk+17"'7:rn)7

kde nova forma § uz nezavisi na k-té proménné zy.
@ Opakujme tento postup s q.

Pokud tento proces lisp&sné probéhne, tak na konci ziskdme ¢(x) ve tvaru souétu
konstantnich nasobki nejvyse n Ctvercl.
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Uprava na Ctverce

Predpokladejme, ze predchozi postup spésné probéhl a mame tedy ¢(x), x € R™,
vyjadfeno ve tvaru

k
g(x) = > a; ((Px);)”,

Jj=

—

kde 1 < k < n, P € R®™ m4 hodnost k (plyne z postupné eliminace proménnych)
a oy #0,j€k.

Potom plati:

@ Pokud k =n a a; > 0 pro viechna j € k, potom je g PD.
Pokud k =mn a a; < 0 pro vechna j € k, potom je g ND.

Pokud k < n a o > 0 pro vSechna j € k, potom je ¢ PSD (ale ne PD).

@ Pokud k <n a «a; <0 pro viechna j € k, potom je ¢ NSD (ale ne ND).
o Pokud existuji 7,4 € k takova, e aj >0aap <0, potom je ¢q ID.
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Uprava na ¢tverce: zaludny detail

@ Problém v pfedchozim postupu nastane v pripadé, kdy se jistd proménna ve
vyrazu nevyskytuje v kvadratu, ale pouze ve smiSenych clenech. Naptiklad zy.

@ V takovém konkrétnim pripadé dvou proménnych mlizeme pouzit Gpravu

1 1

resp. provést substituci zx =u+vay=u—w.

@ V obecném pfipadé vétsiho poctu smiSenych &lenl (nejhife matice M
s nulovou diagonalou) se postup vice komplikuje, ale vySe uvedend substituce
pomize.
o Upravu na &tverec ale neni nutné provadét, pokud lze snadno rozhodnout
o ID. Napr.:
q(z,y,z,u) = (x +y)* +yz — 2zu

je ID: vynulujeme kvadrat (x = —y) a zbyvajici volnost vyuzijeme k vytv
hodnot s riznymi znaménky: ¢(—1,1,1,1) = =1 a ¢(—1,1,—1,1) = 1.
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Uprava na Ctverce: priklady
Rozhodnéme o definitnosti dvou kvadratickych forem, které jsme zminili d¥ive
béhem prednasky.
Priklad.
Kvadratick4 forma q(x,y) = 22 + 22y + 2y* je PD, protoze
a(z,y) = (¢ +y)* +y°

Dvé proménné & dva kladné Ctverce.

Pfiklad.
Kvadratickd forma q(x,y) = 22 + 4ay + y? je ID, protoze
q(z,y) = (z+2y)* - 3y>.

Jeden ¢tverec kladny, jeden ziporny. Odtud také hned vidime: ¢(2,—1) = —3
(nuluje prvni Etverec), ¢(1,0) = 1 (nuluje druhy &tverec). b
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Sylvestrovo kritérium

Pro matici M € R™" definujme M}, jakozto ¢tvercovou matici M = (Mij)ﬁjzl
(tj. .k x k podmatici v levém hornim rohu*).

K urleni pozitivni nebo negativni definitnosti mame k dispozici nasledujici
kritérium:

Véta (Sylvestrovo kritérium):

Kvadraticka forma g(x) = xT Mx, kde M € R™" je symetrickd matice, je
o PD, pravé kdyz pro kazdé k € 7 plati det My, > 0.
e ND, pravé kdyz pro kazdé k € 7 plati (—1)* det M, > 0.

Toto tvrzeni nemluvi o semidefinitnosti! &
(o

i

YT 7
Jef e
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Sylvestrovo kritérium: dikaz

Dakaz staci provést pro pripad PD. Ano, M je ND, pravé kdyz —M je PD a to je
ekvivalentni podminkam 0 < det(—Mj,) = (1) det My, k € 7.

PD = det My > 0 pro kazdé k € n.

Nejprve si vSimnéme, ze kvadraticka forma definovana matici My, je PD pro
libovolné k € 7. Skute¢né, je-li y € R* nenulovy vektor, pak vektor
x:=(Y1,---,Yk;0,...0) € R™ je také nenulovy a dle predpokladu plati (vyuZijte
nul!)

yIMy = xTMx > 0.

Nyni si staci uvédomit, ze determinant libovolné symetrické redlné PD matice je
roven soucinu jejich vlastnich Cisel, kterd jsou vsechna kladna a proto je sdm
kladny. O
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Sylvestrovo kritérium: dikaz

Lemma:
Méjme symetrickou matici A € R™"™ takovou, ze A, _; je regularni a oznacme
A= (A:T’l Z) Potom existuje reguldrni matice P € R™"™ splfiujici

PTAP = (A(;’T‘l Z) Pokud navic det A,,_; > 0 a det A > 0, potom 3 > 0.

v
Diikaz.
Diky regularité matice A, _1 ma soustava A,_1x = a pravé jedno feseni, ozn. ho

_ A1 3 _ (En-1-b
b= A" a. Polozme P = ( e

T _(Enp-1 0\ (A1 a)\ (En-1 —b)
erar— (B ) (e ) (S ) -
An—l a En—l —b _ An—l _An—lb"‘a S 9
—bTA,_1+aT =0T —-bTa+ta oT 1 /) 0T —bTat+a=:8

Dodatek plyne z rovnosti (det P)* det A = det A,,—; - 3. O

). Takovato matice je jisté regularni a plati
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Sylvestrovo kritérium: dikaz

Nyni miizeme dokoncit diikaz Sylvestrova kritéria.

det M > 0 pro kazdé k € n = PD.

Tvrzenf je pravdivé pro n =1 (det(a11) = a11).
Méjme n > 2 a predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1. Z predchoziho Lemma
aplikovaného na M plyne existence regularni matice P takové, ze

(PX)TM(PX) =X, 1M, _1X,_1 + B2,

kde x,, 1 = (71,...,2,_1)T. Matice M,,_; je PD a 3 je kladn4, takze i M je
PD. O

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 28/29



Urcovani definitnosti forem
0000000000000 e

Sylvestrovo kritérium

Nasledujici pfiklad vyvraci ¢asty mytus, ktery se nékdy objevuje i v literatufe:
pokud plati det M, > 0 pro kazdé k € n, tak prislusna kvadratickd forma nenf
nutné PSD (analogicky pro NDS).

Ptiklad.

Uvazme

M =

N O =
o O O

2
0
1
Potom det M; =1 >0, det My =0 > 0 a det M3 = 0 > 0. Ale pfislusna forma
je indefinitni, protoze (Uprava na Etverce)

v (x) = x"Mx = 23 + day23 + 235 = (21 + 223)% — 323

a proto gm(2,0,—1) = -3 <0 a gm(1,0,0) =1 > 0.
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Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f
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Dodatek
oe

Komentar

@ Rizné zdroje dikaz Sylvestrova kritéria vynechévaji, nebo uvadéji
komplikované dikazy. V tomto materidlu vychazime z S. M. Samuels,
A Simplified Proof of a Sufficient Condition for a Positive Definite Quadratic
Form, The American Mathematical Monthly Vol. 73, No. 3 (1966), pp.
297-298.
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