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Hlavni vysledky této prednasky

@ Motivaéni zminka obecnych optimalizacnich dloh.
@ Zavedeni lokalnich extrém funkci vice proménnych.
@ Nutné podminky pro existenci lokélniho extrému funkci vice proménnych.

@ Analyticky postup pro hledani extrému funkci vice proménnych.
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Motivace: Optimaliza¢ni dlohy

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 4/37



Motivace: Optimalizaéni dlohy Extrémy funkef vice proménnych
0000

Co je to optimalizacni Gloha?

s

Co maji nasledujici Glohy spole¢ného?
@ Jak rovnomérné rozmistit objekty na tiskovou podlozku 3D tiskarny?
e Jak ,,naudit" neuronovou sit vykonavat jisty tkol?

@ Jak z nékolika potravin s rliznym sloZzenim vytvofit optimalni jidelnic¢ek
spliujici zadana dietologicka kritéria?

@ Jak na desku optimalné rozmistit elektronické soucastky pfi spInéni zejména
prostorovych omezeni a nakladnosti vyroby?

@ Jak nalézt co nejkratsi (nebo nejlevnéjsi) trasu mezi zadanymi misty?
Pod kazdou z téchto Gloh dfime optimalizacni Gloha, tedy Gloha nalézt

minimum/maximum jisté funkce (potenciélné opravdu mnoha proménnych) za
jistych omezujicich podminek. IS
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Obecna optimaliza¢ni tloha

V maximalni obecnosti by matematicka formulace ,,obecné optimalizacni Glohy"
mohla znit nasledovné:

Obecna optimalizacni tloha

Naleznéte maximum/minimum (existuje-li; alesponi lokalni) funkce f : Dy — R,
kde Dy C R"™, na mnoziné

M={xeDjl|g(x)=0,iel, hj(x)<0, jeJ},

kde I a J jsou nezdporna celd &isla a g; a h; funkce s defini¢nimi obory lezicimi
vR™ i€, je€ J, pripoustime i I nebo J nulové a pak odpovidajici podminky
nemame (0 = ().

Podle riiznych situaci rozliSujeme fadu riiznych typd této optimalizacni dlohy
(pouze linedrni funkce, pouze kvadratické funkce, konvexni funkce, funkce
definované na Z™ nebo dokonce jenom {0,1}", ..).
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Obecna optimaliza¢ni tloha

o V (@'BI-MA2 se budeme vénovat tlohdm bez rovnostnich i bez nerovnostnich
omezeni a s redlnymi proménnymi.

o Tj. dloze nalézt (lokalni) minima/maxima redlné funkce vice redlnych
proménnych.

@ Koncepty, které zde zavedeme, hraji ale dilezitou roli i v pfipadé Gloh
s omezenimi, nebo v pripadé implementace numerickych algoritmi snazicich
se tyto uUlohy Fesit.

o Ulohy s omezenimi potkate v magisterském povinném predmétu (2 NI-MPI
nebo ve specializovanych pfedmétech (Z'NI-LOM, @' NI-NON, nebo
' NI-KOP, ale i jinde.
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Hlavni body

Extrémy funkci vice proménnych
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Extrémy funkef vice proménnych
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Extrémy funkci vice proménnych
Nasledujici definice jako by z oka vypadla té z BI-MA1:

Definice (Extrémy funkci vice proménnych):
Méjme funkci f : Dy —+ R, Dy C R", a bod a € Dy. Funkce f ma v bodé a
@ ostré lokalni minimum, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a takové, Ze pro
vSechna x € U, N Dy riiznd od a plati f(x) > f(a).
@ ostré lokalni maximum, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a takové, ze pro
vSechna x € U, N Dy riiznd od a plati f(x) < f(a).
@ lokalni minimum, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a takové, Ze pro
vSechna x € U, N Dy plati f(x) > f(a).
o lokalni maximum, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a takové, Ze pro
vSechna x € U, N Dy plati f(x) < f(a).
Hodnota tohoto extrému je ve viech pripadech f(a).

Souhrnné budeme mluvit o (ostrém) lokalnim extrému.
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Extrémy funkci vice proménnych

@ Nejprve se budeme soustfedit na analytické hledani lokalnich extrémd.
@ Odvodime nutné i postacujici podminky pro jejich existenci.

@ V pozdéjsi Casti prednasky si ukdzeme i jeden z moznych numerickych
pFistupl k FeSeni tohoto problému (gradientni sestup).

@ Je dobré si uvédomit, Ze struktura mnoziny bodi, kde je nabyvan extrém,
mize byt pomérné komplikovana.

flay) = Y
o F() = sin(z) cos(y)

-10

10 —-10 Y
xT
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Hlavni body

Nutné podminky
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Nutnd podminka prvniho radu

Vzpomeifite si na znamé tvrzeni z (' BI-MA1: pokud ma reélna funkce realné
proménné lokalni extrém v bodé a, pak jeji derivace v bodé a bud neexistuje, nebo
je rovna nule.

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému 1):

Méjme funkci f: Dy = R, Dy C R™, majici v bodé a (ostry) lokalni extrém.
Potom parcialni derivace funkce f v bodé a podle j-té proménné je rovna nule
nebo neexistuje.

Dukaz.

Stadi pouzit vySe zminéné tvrzeni na funkci g(z) = f(a + ze;) a vztahu mezi

g'(0) a 9;f(a). -

o

Dusledek:

Méjme funkci f : Dy — R, Dy C R™, majici v bodé a (ostry) lokalni extrém
a majici parcialni derivace v bodé a podle vSech proménnych. Potom V f(a) = 6.

oY
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Nutnd podminka prvniho radu

Ukazkou extrému (ostrého lokalniho minima; snadno ukaZeme z definice) v bodé
s neexistujicim gradientem je napriklad kuZzel:

flz,y) = Va2 +y?
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Nutnd podminka druhého radu

Opét upozornéme, ze jde pouze o nutnou podminku! Z nulovosti gradientu
neplyne existence extrému. Naptiklad: pro f(z,y) = 2% — y? sice plati
V£(0,0) =6, ale v (0,0) oCividné (viz definice) extrém nenastava!

fla,y) =a*—y?

Definice (Stacionarni bod / stationary point):

Méjme funkci f: Dy — R, Dy C R™. Bod a € Dy spliujici V f(a) = 6 nazyvame
stacionarnim bodem (kritickym bodem nazyvdme bod, kde neexistuje gradient
nebo je stacionarni).
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Nutnd podminka druhého radu

Nutné podminky Postatujici podminka Piklady
00000000 00000000 0000000000

@ V pripadé funkce jedné proménné jsme Casto pfi hledani extrémi hledali

nulové body prvni derivace a poté zkoumali znaménko prvni derivace na okol{
takovéhoto bodu.

@ U funkci vice proménnych tento pfistup pouzitelny neni. Musime se podivat
na analog druhé derivace.

Véta (Nutna podminka existence lokalniho extrému Il):

Necht funkce f: Dy — R, Dy C R™, ma spojité vSechny druhé parcialni derivace
na okoli bodu a a necht ma v tomto bodé lokalni minimum (resp. maximum),
potom je Hesseova matice V2 f(a) PSD (resp. NSD).
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Nutnd podminka druhého radu

flzy) =a* +y° flay) =a* +y*

V£(0,0) =0 V£(0,0) =0
w00 = (5 ) 0.0 = (g )

s P .. s v . \a
Ostré lokalni minimum a PD Hesseova ~ Ostré lokalni minimum a pouze PSD}>4

matice. Hesseova matice.
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Podminka druhého radu: dikaz 1/2

BUNO a = 6. Bud Up okoli bodu 6 kde m4 funkce f spojité véechny parciani derivace az
do druhého Fadu (v&etné) a plati f(x) > f(0) pro kazdé x € Uy.

X

0|/ hx
Usg

Méjme x € Uy libovolné nenulové a uvazme funkci g(h) = f(hx) definovanou uréité na
néjakém okoli Uy C R obsahujicim 1 (x € Up).

Tato funkce mé v bodé 0 lokalni minimum (g(h) > f(6)) a pro jeji derivace podle
pravidla o derivaci slozené funkce plati

Z 5oy (%) -2,
Z 8a:k 8.Z‘J AL

g mé proto spojitou druhou derivaci a navic dle predpokladu plati g’(0) = 0.
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Podminka druhého radu: dikaz 2/2

Podle Taylorovy véty pro h € Uy plati

0 < g(h) — 9(0) = 59" (En)h*, (*)

kde &5, lezi mezi 0 a h (a tedy &, — 0 kdyz h — 0).
Dale podle ptedchoziho slide plati
g"(&) =x" - V*f(nx) - x.

Dosazenim tohoto vztahu do (), podélenim nerovnosti h? a provedenim limity h — 0

ziskdvame nerovnost
xT . V2f(0) -x >0,

kde x bylo libovolné z Uy.

Libovolné x # 0 ale snadno prendsobenim vhodnou kladnou konstantou Ize prevést do
Uy, kde nerovnost plati a poté opét vytknout Skalovaci faktor.

Tim je dliikaz dokoncen.
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Nutnd podminka prvniho radu

Opét upozornéme, ze jde pouze o nutnou podminku! Z nulovosti gradientu a PSD
(resp. NSD) Hessovy matice v daném bodé neplyne existence lokélniho extrému.
Naptiklad: pro f(z,y) = 2% — y* sice plati V£(0,0) = 6 a Hesseova matice

w00 = (5 )

je PSD, ale v (0,0) ocividné (viz definice) extrém nenastava!
fla,y) =2 -y
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Hlavni body

Postacujici podminka
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Postatujici podminka
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ace: Optimaliza¢ni tloh Extrémy funkci vice proménnych

Postacujici podminka

Po studiu nutnych podminek kone¢né pristupme k postacujici podmince. Staci
zpFisnit podminku definitnosti (ze semidefinitnosti na definitnost).

Navic dale ukdzeme, Ze ID existenci extrému vyluCuje (tzv. sedlovy bod).

Véta (Postacujici podminka existence lokalniho extrému):
Mé&jme funkci f: Dy — R, Dy C R"™, majici spojité vSechny treti parcialni
derivace na okoli bodu a a necht jsou splnény nasledujici dvé podminky
Q Vf(a) =0,
@ V?2f(a) je PD (resp. ND).
Potom mé funkce f v bodé a ostré lokalni minimum (resp. maximum).

Pokud plati prvni podminka a Hesseova matice V2 f(a) je ID, pak tato funkce
v bodé a lokalni extrém nema.

b

]
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Postacujici podminka

Nez se pustime do dikazu, tak opét upozornime na zaludnosti pfedchozi véty.
Studenti maji tendenci v predchozi vétu rozsirovat i na pfipad PSD (resp. NSD)
a z toho pak vyvozovat existenci neostrého lokalniho extrému.

Nasledujici pfiklad ukazuje, ze nic takového neplati.

Priklad.

Funkce f(z,y) = 2% + y3 ma v bod& 0 nulovy gradient, skute&n&:
Vf(z,y) = (22, 3y*) = Vf(9)=6.

Pro Hessovu matici plati

V3 f(z,y) = ((2) 6Oy>
2

a proto V2f(0) = (29). Odpovidajici kvadraticka forma je rovna (z1,z2) — 223
a je PSD.

Funkce f v bod& 6 extrém nema: f(0,y) = 3> je kladna pro y > 0 a zaporna pro
y <0, f(8) = 0. b
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Postacujici podminka

fla,y) =2 +y°
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Postacujici podminka

Kli¢em k dikazu je v podstaté Taylorova véta, kterou zde zformulujeme jenom
v jednodussi verzi vyuzivajici pouze kvadratické Cleny.

Lemma (Taylorova véta do kvadratickych ¢lenti s odhadem chyby):

Mé&jme funkci f: Dy — R, Dy C R"™, majici spojité vSechny parciélni derivace do
tretiho fadu véetné na okoli U, bodu a € Dy. Potom existuje konstanta M > 0
takova, ze pro kazdé x € U, plati

fx)=f(@)+Vf(@)-(x—a)+ %(X—a)T -V2f(a) - (x - a) + Ra(x),

kde |Ra(x)| < M||x — a|>.
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Postacujici podminka: dlikaz 1/3

Nacrt dikazu Lemmatu.

UvaZme x € U, a funkci g(t) := f(a+ (x — a)t), definovanou pro viechna pfipustna t (zcela
jisté pro néjaky otevieny interval obsahujici interval (0,1)). Funkce g mé na tomto intervalu
spojité derivace do fadu 3 véetné.

Podle Taylorovy véty pro funkci g a ¢t € (0,1) platf

1 1
g(t) = g(0) + ¢’ (0)t + 59”(0)t2 + gg’”(ﬁ)t?’, kde € € (0,1).

Pouzitim véty o derivaci sloZzené funkce opét zjistime, ze
g'(0)=Vf@) (x—a) a ¢"(0)=(x—a)" V>f(a) (x - a).

Koneéné, pro g’’’ plati

n 3
g"(t) = Z a@%faxk(aJr(x—a)t)(xfa)i(xfa)j(xfa)k.
i,j,k=1

Diky spojitosti parcialnich derivaci a uzavfenosti intervalu (0,1) mzeme v absolutni hodnoté

3
tento vyraz odhadnout vyrazem tvaru C' - ( ;.l:l [(x — a),-|> . Lze ukazat, Ze tento vyraz je

dale mensi nez M||x — a||® a konstanta M nezavisi na x. Nynf sta&i polozit t = 1. O
v
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Optimalizaéni tloh funkei vice proménnych

Postacujici podminka: dlikaz 2/3

Diikaz pripadu PD: Méjme okoli U := U, bodu a, na kterém ma funkce f spojité vSechny
treti parcialni derivace a necht plati uvedené podminky: Vf(a) = 6 a V2 f(a) je PD.
Uvazme libovolny bod x € U, riizny od a. Podle pfedchoziho Lemmatu existuje
konstanta M > 0 nezdvisla na x takova, ze

F00) = f(a) =0+ 3 (x — )" - V(a) - (x — a) + Ra(),

kde |R2(x)| < M||x — a|®.
Z PD kvadratické formy ¢(y) = y?” V2 f(a)y plyne existence ortogonalni regularni matice
P splnujici

4(y) = (Py) diag(\i, ..., A)Py = Y X (Py); > A > (Py)] = Ay,

j=1 j=1

kde . je nejmen¥i z kladnych vlastnich &isel V2 f(a).
Je-li nyni x € Ua(e) C U, kde Me < 2=, pak

A A A
f) = f@) = Sllx - al = Mlx - al’ > [x - al® (5 - Me) > Flx-a
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Postadujici podminka: dlikaz 3/3

P¥ipad ND ihned plyne z PD (jaky je vztah mezi typem extrému funkce f a —f,
definitnosti formy ¢ a —¢?)

P¥ipad ID se osetfi analogicky, vyuZijeme existence x a y takovych, ze

(x—a)"Vf(a)(x —a) >0,
(y —a)"V*f(a)(y —a) <0,

k tomu, abychom v odpovidajicim sméru od a nalezli vhodnym Skalovanim (dost
blizko k a) kladna h a t splfiujici

fla+hx)> f(a) a flat+ty)<f(a)
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Hlavni body

B Piklady
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Priklad

Priklad.
Naleznéte extrémy a sedlové body funkce

flzy) =2 +y* —2® — 22y — >

Defini¢nim oborem této funkce je Dy = R?. Pro gradient plati
Vi(z,y) = (4x3 — 2z — 2y, 4y° — 22 — 2y), (z,y)" € R?.
Jeho nulovost je ekvivalentni podminkam
208 =z +y A 2P =x+y,
které nutné vyzaduji 3 = 33, tj. x = y. Dosazenim do piivodnich rovnic
dostaneme podminku z3 — z = z(2? — 1) = 0.

Stacionarni body existuji proto celkem 3:

a=(-1,-1)", b=(0,00", c=(1,1".
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0000 000 000000000 00000000 00@0000000

Priklad: pokracovani

Pro Hessovu matici funkce f dale plati

2 _ 12332 -2 -2 T 2
Vf(m?y)_( -2 12y272 ) (Qf,y) € R

Ve stacionarnich bodech pak mame
10 -2

v = (1 1) =@, virm = (7 0.

Prvni matice je PD (Sylvester: 10 > 0 a 100 — 4 = 96 > 0). V bodech a a ¢ m4
nase funkce proto ostra lokalni minima.

Druha matice je NSD: —222 — 4xy — 2y? = —2(z + y)2. Nase kritéria proto
ohledné ne/existence extrému v bodé b nic neimplikuji. Musime provést
podrobnéjsi inspekci.
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Motivace: Optimalizaéni tloh Extrémy funkef vice proménnych Nutné podminky Postatujici podminka Piklady
0000 000 000000000 00000000 0000000000

Priklad: pokracovani

Pro nadi funkci plati f(z,y) = 2% +y* — 2% — 22y —y? = 2t + ¢ — (x +y)°.

Vyuzitim u b = 6 podstatnéjsiho (ale vynulovatelného) zaporného &lenu se
zkusme k bodu @ blizit nasledujicimi dvéma zpisoby:

f(t,—t) =2t* >0, pro t # 0,
ft,0)=t* =t =t3(t* = 1) <0, prot € (—1,1) ~ {0}.

V bodé b proto extrém nenastava. Vzhledem k vyse popsanému chovani bychom
ho také mohli oznacit za sedlovy bod.

Na nésledujicim slide pro ukazku uvadime graf této funkce.
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Motivace: Optimalizaéni dlohy Extrémy funkef vice proménnych Nutné podminky Postatujici podminka Piklady
0000 000 000000000 00000000 0000@e00000

Priklad: pokracovani

f(z,y) =a* + y* — 2 — 20y — 3

.-
) %
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Motivace: Optimalizaéni tloh Extrémy funkef vice proménnych

podminka Piklady
00000e0000

Priklad: Regrese pomoci metody nejmensich ctvercli

P¥edpokladejme, Ze mame k dispozici sadu dat {(x;,y;)}"_; a chceme nalézt
linedrni kombinaci danych funkci f1, fa,..., fm, tj. funkci

m

fe=> cifi,

i=1

tak, aby funkéni hodnoty funkce f v bodech x; co nejlépe odpovidaly hodnotdm
y; pro kazdé i € n. Alternativné: snazime se dobte vystihnout hypotetickou
zavislost y = f(z).

Ukolem je urcit neznamé koeficienty linearni kombinace: c¢1,c¢a, ..., Cm.

Predpokladejme, ze m < n. To neni na zavadu, nebot typicky je mnozstvi dat n
mnohem vétsi nez pocet funkci m.

Funkce f; mohou byt nap¥. voleny tak, ?e fi(z) = z°. V tomto pfipadé
prokladame data polynomialni kfivkou. Funkce fi, fa,..., fm nelze volit Gplné
libovolné, jedna podminka svazujici funkce f1, fa,..., fm a data z1,29,..., 2
nam vypadne z vypoctu dale.
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Motivace: Optimalizaéni dlohy Extrémy funkef vice proménnych Nutné podminky Postatujici podminka Piklady
0000 000 000000000 00000000 0000008000

Priklad: Regrese pomoci metody nejmensich ctvercli

Metoda nejmensich Ctvercil spociva v myslence minimalizovat kvadrat celkové
chyby mezi y; a f(z;). Pfesnéji, hleddme hodnoty ¢, ca, ..., ¢y, tak, aby hodnota

F(c) = Z( — fe( xz Z =y - AC||2

i=1 =1

byla co nejmensi. Zde jsme oznacili

(Ac); = ij(mi)c]

Matice A € R™™ je ddna hodnotami jednotlivych funkci f1, fo, ..., fin v bodech
1,22 ...,Tn:

fi(z1)  fa(z1)  fa(zn) o f(71)
fi(ze)  fa(z2)  fa(z2) - f(x2)
( ) fm(ws)
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Motivace: Optimalizaéni tloh Extrémy funkef vice proménnych Nutné podminky Postatujici podminka Piklady
0000 000 000000000 00000000 0000000e00

Priklad: Regrese pomoci metody nejmensich ctvercli

Metodu nejmensi Ctverci tedy mizeme shrnout takto

minimalizyj ||y — Ac||3,
viidi ¢ = (c1,¢0,...,¢cp)T €R™, 2)
kdey = (y1,¥2,...,yn)T € R" a A;; = f;(z;) jsou dany.

Aplikujme analyticky postup pro hledani extrémi funkci vice proménnych.
P¥edpokladejme navic, ze matice A ma plnou hodnost, tzn. h(A) =m
(pfedpokladame m < n).

Nejprve hledejme gradient funkce F'. Pro jeji parcidlni derivaci plati

(0, F)(c :—22 ——22 jzyl—&-QZ T,i(Ac);

- (ATy)j +2(A"Ac); .
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Motivace: Optimalizaéni dlohy Extrémy funkef vice proménnych Nutné podminky Postatujici podminka Piklady
0000 000 000000000 00000000 0000000080

Priklad: Regrese pomoci metody nejmensich ctvercli

Pro jeji gradient proto plati
(VeF)(c)! = —2ATy +2AT Ac, (3)

kde spodnfi index u symbolu V. nam pfipomina, vici kterym proménnym
derivujeme.

Hleddme bod ¢, kde V.F(c) = 6. Protoze A ma dle pfedpokladu plnou hodnost,
je matice AT A € R™™ regularni. Z rovnosti (3) potom dostdvame Feeni

c=(ATA) ATy, (4)

resp. umime vzdy vyresit prisluSnou nehomogennf linearni soustavu.
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Motivace: Optimalizaéni dlohy Extrémy funkef vice proménnych Nutné podminky Postatujici podminka Piklady
0000 000 000000000 00000000 000000000e

Priklad: Regrese pomoci metody nejmensich ctvercli

Hessovou matici funkce F je shodou okolnosti pravé matice AT A (az na
multiplikativni &iselny faktor). Skute¢né, pro prvek Hessovy matice funkce F plati

02, F(c) = 2(ATA) ;.

Matice AT A je pozitivné definitni, nebot pro x € R™ je
2" (ATA)x = (Ax)"(Ax) = [[Ax[* >0

a rovnost nastava pouze pro x = 0, protoZe je AT A regularni.

Shrnuti: prakticky tedy stali sestavit prislusnou matici a vyresit uvedenou
soustavu linedrnich rovnic.
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