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Hlavni vysledky této prednasky

@ Popis principu spadové metody pro hledani lokalnich extrémd.

o Ukéazka dvou konkrétnich metod.
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Uloha

ova metoda

Gradientova metoda / Gradientni sestup Ne

V této sekci si ukazeme obecny postup pfi numerickém hledani lokalnich minim!
funkci f : R™ — R bez omezujicich podminek na proménné z;, i = 1,2,... n.

Resime tedy dlohu
minimalizuj f(x),

kde
o f:R"™ = R a z probihd véechny mozné hodnoty x € Dy,
o defini¢ni obor Dy je oteviend mnoZzina,

o funkce f je minimaln& dvakrat spojité diferencovatelna?.

o &

1To neni z4dné omezeni, maxima f jsou minima — f.
2Tj. vdechny jeji parcialni derivace aZ do druhého ¥adu véetné jsou spojité na Dy.
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Spadova metoda: princip

Reseni hledame iterativné pomoci tzv. spadové metody (descent methods),
jejichz princip je jednoduchy:

V kaZdé iteraci se snazime snizit hodnotu minimalizované funkce f.

Necht je dano x1) € Dy. Sestavime posloupnost vektortil x®) k=1,2,..., podle
rekurentniho predpisu
xFH1) = x(B) 4 (B Ax(F)

kde ,Ax®)* je vhodné zvoleny vektor (sm&r poklesu) a t*) délka tzv. kroku.

Nasledujici ¢len vzdy musi byt zvolen tak, aby f(x*+1)) < f(x(®)), samoztejmé
vyjma p¥ipadu, kdy x(*) je jiz optimalni (je bodem lokalniho minima).
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Gradientova metoda / Gradientni sestup

Spadova metoda: obecny postup

Jeden krok typické spadové metody lze tedy popsat nasledovné (odpustime si
horni indexy, budeme mluvit o jednom kroku):

Necht je dano x € Dy.

@ Urdi smér Ax. x +tAx
@ Zvol velikost kroku ¢ > 0. x & tAx
Ax
@ Napocti x + tAx a uloz ho do x.
X

Tento postup opakuj dokud neni splnéno kritérium pro zastaveni iteracni smycky.
Praktické kritérium pro zastaveni mize byt napriklad dostate¢na nulovost
gradientu. Je také vhodné kontrolovat maximalni povoleny pocet iteraci.
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Spadova metoda: obecna volba sméru

Konkrétni volbé sméru Ax se budeme vénovat podrobnéji nize. V tento okamzik
pouze uvedme, Ze pro ¢ blizka nule pfiblizné plati (viz Taylor)

f(x+tAx) ~ f(x) + tVf(x) - Ax.

Pokud chceme byt schopni i malym krokem funkéni hodnotu zmensit, musime
smér kroku, tj. Ax, vzdy volit tak, aby

Vf(x)-Ax < 0.

Také ve zbytku popisu algoritmu predpoklddadme, Ze v kazdém kroku V f(x) # 0.
Pokud by gradient byl nulovy, pak béh algoritmu jiz skoncil.
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Spadova metoda: volba ¢t pomoci zpétného krokovani

Necht mame bod x a jiz jsme zvolili smér Ax.

Idealné bychom chtéli ¢ > 0 zvolit tak, aby v tomto bodé ¢ bylo nabyto minimum
funkce jedné proménné s > 0,

s — f(x+ sAx)

Analytické feseni tohoto problému nemusi byt obecné jednoduché, stejné bychom
se museli uchylit k numerickym metodam (ovSem s jednou proménnou!).

V praxi se Casto pouziva tzv. zpétné krokovani (backtracking), které popiseme
na nasledujicim slide.

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 9/22



Obecny popis spadové metody Volby sméru Gradientova metoda / Gradientni sestup Newtonova metoda
00000080 00000 (e]e] 0000

Spadova metoda: volba ¢t pomoci zpétného krokovani

Algoritmus zpétného krokovani probihad nasledovné:
e Jsou dany f, smér Ax, bod x € Dy a parametry a € (0,1/2), 5 € (0,1).
@ Poloz ¢t := 1. Dokud f(x + tAx) > f(x) + atV f(x) - Ax zmén ¢ na ft.
o Vrat t.

Parametr a kontroluje, jaky pokles jsme ochotni akceptovat. Parametr 5 pak
udava, jak rychle zmensujeme prvotni ¢ (proto zpétné krokovani).
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Spadova metoda: volba ¢t pomoci zpétného krokovani

z(t) = f(x + tAx)

ty t

~+

Na obrazku je zndzornén Yez grafu funkce nad pfimkou x + tAx (Cerné), teéna
f(x) +tV f(x) - Ax a pfipustnd mez poklesu f(x)+ atV f(x) - Ax.

@ Bod t; by nebyl akceptovan (i kdyz k poklesu doslo).

@ Bod ty by jiz akceptovan byl (i kdyz nedavéd nejmensi moznou hodnotu). }%
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Volby sméru

Predpokladejme, ze jsme v bodé x a vydame se malym krokem smérem s. Potom
linearni aproximace zmény funkéni hodnoty je

fxts)= [(x) +V[f(x)-s.

Sméry, ve kterych dojde k poklesu funkéni hodnoty, spliuji V f(x) - s < 0.

\,:‘
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Volby sméru

Predpokladejme, ze jsme v bodé x a vydame se malym krokem smérem s. Potom
linearni aproximace zmény funkéni hodnoty je

fxts)= [(x) +V[f(x)-s.

Sméry, ve kterych dojde k poklesu funkéni hodnoty, spliuji V f(x) - s < 0.
Zvolme normu || - || na R™. Smér nejprudsiho poklesu je pak dan Yesenim dlohy

Ax = argmin {Vf(x)-s||s|| <1}.
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Volby sméru

Predpokladejme, ze jsme v bodé x a vydame se malym krokem smérem s. Potom
linearni aproximace zmény funkéni hodnoty je

fxts)= [(x) +V[f(x)-s.

Sméry, ve kterych dojde k poklesu funkéni hodnoty, spliuji V f(x) - s < 0.
Zvolme normu || - || na R™. Smér nejprudsiho poklesu je pak dan Yesenim dlohy

Ax = argmin {Vf(x)-s||s|| <1}.

Pro redlnou symetrickou pozitivné definitni matici P € R™"™ miizeme definovat
normu (pro Euklidovskou mame P = E)

Isllp := VsTPs, seR".
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Volby sméru

Predpokladejme, ze jsme v bodé x a vydame se malym krokem smérem s. Potom
linearni aproximace zmény funkéni hodnoty je

fxts)= [(x) +V[f(x)-s.

Sméry, ve kterych dojde k poklesu funkéni hodnoty, spliuji V f(x) - s < 0.
Zvolme normu || - || na R™. Smér nejprudsiho poklesu je pak dan Yesenim dlohy

Ax = argmin {Vf(x)-s||s|| <1}.

Pro redlnou symetrickou pozitivné definitni matici P € R™"™ miizeme definovat
normu (pro Euklidovskou mame P = E)

Isllp := VsTPs, seR".
Smér nejvétsiho poklesu vzhledem k této normé je pak dan vektorem

Ax = -P7 'V f(x)T.
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Didkaz pro pripad P = FE

Uvazme tedy obecné tlohu minimalizovat lineadrni redlnou funkci
g(s)=c's, D,=R"
kde c € R™ je zadany vektor, za podminky

s> =sTs = 1.

Vzpomefime si, Ze ze Schwarzovy nerovnosti plyne nerovnost |g(s)| < ||c]|||s||, coz
za uvedené podminky na vektory s implikuje |g(s)| < ||c||. Této maximalni meze
ale snadno dosahneme pravé volbami

Cc Cc

St =—7 a S_=——.
llell llell

Prvni vektor davd maximalni hodnotu a druhy minimalni hodnotu funkce g za
uvedenych podminek. To jsme presné ocekavali: v kontextu predchazejicich dvah.: &
. . oA )
je c gradient. =
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Diikaz pro obecny pripad: nacrt

Uvazme funkci g(s) = c''s, s € D, = R", pro zadany vektor ¢ € R". Hledame
feSeni Glohy

minimalizuj  g(s) = c’’s,

za podminky sTPs=1,

s R™.

kde P je (redlnd) symetrickd pozitivné definitni matice.

@)
frd
ATy
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Diikaz pro obecny pripad: nacrt

Uvazme funkci g(s) = c''s, s € D, = R", pro zadany vektor ¢ € R". Hledame
feSeni Glohy

minimalizuj  g(s) = c’’s,

za podminky sTPs=1,

s R™.

kde P je (redlnd) symetrickd pozitivné definitni matice.

Matice P ma vSechna vlastni Cisla kladna a je diagonalizovatelna, tj.
P = Udiag (\1,...,\,)U”,

kde \; > 0, i € A1, jsou vlastni &isla matice P a matice U je (realnd) a ortogonalni.
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Diikaz pro obecny pripad: nacrt

Uvazme funkci g(s) = c''s, s € D, = R", pro zadany vektor ¢ € R". Hledame
feSeni Glohy
minimalizuj  g(s) = c’’s,
za podminky sTPs=1,
seR™.
kde P je (redlnd) symetrickd pozitivné definitni matice.

Matice P ma vSechna vlastni Cisla kladna a je diagonalizovatelna, tj.
P = Udiag (\1,...,\,)U”,

kde \; > 0, i € A1, jsou vlastni &isla matice P a matice U je (realnd) a ortogonalni.

Definujme matici P/2 predpisem

P2 . Udiag (A}/Q, L A}/2)UT.

Tato matice spliiuje P'/?P1/2 = P, je (re4lnd) symetricka a regularni.
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Diikaz pro obecny pripad: nacrt

s

Nasi minimalizacni Glohu proto miizeme prepsat do nasledujiciho tvaru,

minimalizuj  g(s) = ((Pl/z)_lc)TP1/2s,
za podminky (P/2s)T(P'/%s) =1, s € R".

=

@ )
/e
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Diikaz pro obecny pripad: nacrt
Nasi minimalizacni Glohu proto miizeme prepsat do nasledujiciho tvaru,
minimalizuj  g(s) = ((Pl/z)_lc)TPl/zs,
za podminky (P/2s)T(P'/%s) =1, s € R".
Pokud provedeme zménu soutadnic z := P1/2s, tak dostaneme minimaliza&ni
dlohu tvaru .
minimalizuj ~ §(z) = (PY/?)7'c) z,
za podminky zTz=1 z € R".

O té z predchoziho pfipadu vime, ze nabyvd maxima a minima v

o (P1/2)~ ¢ L (P1/2)~ ¢
@) T @) e
V plivodnich proménnych pak v
P lc a P lc
Sp = —n—— S =———"—.
T @) [(P1/2)~c|
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Gradientova metoda / Gradientni sestup

Ocividnym kandidatem pro volbu sméru kroku pfi minimalizaci je krok ve sméru
zaporné vzatého gradientu (je-li nenulovy), tj. volime P = E,

Ax = -V f(x).
Potom skutecné
Vix)-Ax = —||Ax||* <0
Poznamky:

@ Relativné snadno spocitatelny.

@ Vysledny smér nemusi byt
»nejvhodnéjsi*.

@ NevyuZzivad informaci obsaZzenou ve
vysSich derivacich.

Vpravo je ukazka pro f(z,y) = %az2 + 2.
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Hlavni body

Newtonova metoda
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Newtonova metoda

Newtonova metoda voli smér v bod& x vzhledem k Hesseové matici P = V2 f(x),
tedy dle vypocti vyse
Plc
@)
kde ¢ = Vf(x). Tj. bez pro nas nepodstatného normalizaéniho faktoru dostavame

Ax = —(V2f(x)) " V).

S. =

@ Vpravo uvadime opét ukazku pro

1
fla,y) = 5902 + 97

@ Pro kvadratickou funkci
neprekvapivé dostdvame smér primo
k6.
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Newtonova metoda: poznamky

@ Neplést s Newtonovou metodou v (4 BI-MA1.

@ Vypocetné je tato metoda naro¢néjsi. Neni ale potfeba pocitat maticovou
inverzi, smér Ax je feSenim nehomogenni linedrni soustavy

V2if(x) Ax = Vf(x)".

o Lze ocekavat podstatné lepsi miru konvergence nez u obycejné gradientové
metody.

@ Existuje mnoho modifikaci této metody, které zjednodusuji vypocet ale stéle
se snazi ziskat informace o derivacich druhého Fadu (Hesseové matici).
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Newtonova metoda: poznamky

@ Neplést s Newtonovou metodou v (4 BI-MA1.

@ Vypocetné je tato metoda naro¢néjsi. Neni ale potfeba pocitat maticovou
inverzi, smér Ax je feSenim nehomogenni linedrni soustavy

V2if(x) Ax = Vf(x)".

o Lze ocekavat podstatné lepsi miru konvergence nez u obycejné gradientové
metody.

@ Existuje mnoho modifikaci této metody, které zjednodusuji vypocet ale stéle
se snazi ziskat informace o derivacich druhého Fadu (Hesseové matici).

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 2/22


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1

Dodatek
[ 1o}

Hlavni body

Dodatek

f

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 1/2



Dodatek
oe

Komentar

TBA

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 2/2



	Obecný popis spádové metody
	Volby směru
	Gradientová metoda / Gradientní sestup
	Newtonova metoda
	Dodatek
	Dodatek


