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konstrukce integralu V

Hlavni vysledky této prednasky

@ Riemannova konstrukce integralu funkce vice proménnych.
@ Zakladni vlastnosti Riemannova integralu a jeho interpretace.

@ Fubiniho véta a vicenasobny integral.

@ Poznamka: tato prednaska je vice , pocetné” zamérena. Do dikazi se prilis
jSi

nepoustime. Pro vicerozmérnou teorii integrace by bylo daleko vyhodnéj
vyuzit Lebesgueovy konstrukce integralu, kterou se na tomto misté
zabyvat nebudeme.
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Od jedné proménné k vice proménnym
o Na zalatku semestru jsme v (' BI-MA2 zkonstruovali Riemannilv integral

redlné funkce jedné redlné proménné na intervalu {a,b).

@ Analogem intervalu v R? je obdélnik, tedy kartézsky soucin dvou intervali
(a1,b1) x (az, ba).

@ Analogem intervalu v R? je kvadr, tedy kartézsky soudin t¥i intervalii
<a17b1> X (ag,b2> X <a3,b3>.

@ Obecné, v R™ se nejprve zabyvame integraci funkci na mnozinach tvaru

><<G‘J7 >7

Jj=1

tedy pres tzv. hyperkvadr (hypercuboid).

Hrabak & Kalvoda & Petr (KAM FIT CVUT) BI-MA2 7S 2024/2025 5/22


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA2

Riemannova konstrukce integralu
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osti Riemannova integral

Piklad

Riemanniv integral

Pro jednoduchost a snazsi predstavitelnost se pfi stru¢ném popisu Riemannovy
konstrukce integralu omezime na dvé proménné.
@ Méjme funkci dvou proménnych f definovanou a omezenou na obdélniku
D := <a1,b1> X <a2,b2>.
@ Pro déleni 0, = {zxg =a1 <21 < -+ <z, = b1} intervalu {(ay,by)
aoy={yo=a2 <y1 < < ym = ba} intervalu (az, b2) definujme

mij = 1nf{f(x,y) | (‘/E7y) € <.’171'_17£L'7;> X <yj—1ayj>}a
M; j == sup{f(z,y) | (x,y) € (wi—1,2:) X (yj-1,¥;5)}, €N, j€m.

Mnozinu o = 0, x 0, nazveme délenim obdélniku D.
@ Dale definujme dolni a horni soucty funkce f na obdélniku D pfti déleni

o predpisy
s(fro) =% maj(a —zi1)(y; — yj1),
=1 j—1
S(f,0) = > M (s —xi1)(y; — yj-1)-
=1 j—1
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Riemanniv integral

@ Nyni pro funkci f a obdéinik D definujeme horni a dolni integral funkce f
na obdélniku D nasledujicim predpisem

/ f(z,y) dady := inf{S(f, o) | o déleni obdéIniku D},
D

/ f(z,y)dzdy := sup{s(f, o) | o déleni obdéIniku D}.
D

@ Omezenou funkci f nazveme Riemannovsky integrabilni na obdélniku D,
pravé kdyz

/ f(e,y) dedy = / f(z,y) dady.
D JD

Tuto spolecnou redlnou hodnotu potom nazyvame Riemannovym
integralem funkce f na obdélniku D a znadime ji

/Df(x,y)dxdy nebo /Df.
)
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Riemanniv integral

o Pokud bychom méli funkci f definovanou na hyperkvadru K C R", pak
prislusny Riemanniv integral znacime

/f(a:l,a:g,...,xn)dazld@-~-da:n nebo /f.
K K

Jeho konstrukce probiha analogicky.

o Nékdy se ,vicerozmérnost" integralu zdiraziiuje pouzitim vice symbolii [, tj.
napriklad integral pres obdéinik D C R? nebo kvadr K C R3 bychom oznatili

//D f(@,y) dady, ///K f(z,y, z) dedydz.

Pro vétsi pocet rozmérli nez tfi to neni moc praktické.

o Nez se pustime do diskuze vlastnosti Riemannova integralu, tak musime
zvétsit mnozinu mnozin, pres které ma smysl integrovat. S integraci pres
hyperkvadry bychom si nevystacili.
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Integrace pres ,,obecnéjsi" mnoziny

Omezime se opét na dvourozmérny ptipad D C R? a zavedeme dva typy mnoziny:

Q Typ 1: existuje interval J = (a, b) a dvé spojité funkce 1 a o definované
na J a spliujici p1(x) < @o(z) pro vdechna x € J tak, Ze

D={(z,y) eR*[z€J A p1(x) <y < pa(2)}.

Q@ Typ 2: existuje interval J = (a,b) a dvé spojité funkce 11 a 1)y definované
na J a spliiujici 11 (y) < ¥a(y) pro viechna y € J tak, ze

D={(z,y) eR*[yeJ A ¢(y) <z <a(y)}

y / o yT

z = 11|(y) D

\ /\ y=¢1(s ‘ z = 12(y) ;@é
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Integrace pres ,,obecnéjsi" mnoziny

@ Mame-li nyni mnozinu D C R? typu 1 nebo 2, pak Riemann(v integral
definujeme takto: mnozinu D vnofime do vhodného obdélniku K, tj. D C K,
a funkci vné D dodefinujeme/predefinujeme nulou.

@ Na obdélniku K D D definujme funkci

[, @wweD
s = {o, (2,1) ¢ D.

o A klademe

/ f(z,y) dady == / oz, y) dady,
D K

kde integral na pravé strané je definovan na predchozich slidech.

]

K

,_\
~——
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Fubiniho véta Piklady

Vlastnosti Riemannova integralu
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Riemannova konstrukce integralu
[e] Jele]

0000000

Vlastnosti Riemannova integralu

Véta (Postacujici podminka existence vicerozmérného integralu):

Necht D je hyperkvadr nebo mnozina typu 1 nebo 2 a f spojita funkce na D.
Potom je funkce f Riemannovsky integrabilni na mnoziné D.

@ Diikaz vynechavame.

o Podstatné je, Ze funkce f je pékna (tj. spojitd) a integrujeme ji na pékné
mnoziné (,uzavienad").

@ Pouze poznamenejme, ze Riemannova konstrukce opét dava navod, jak
pripadnou hodnotu Riemannova integralu hledat numericky.

Q,
A
02

SV
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Vlastnosti Riemannova integralu
Necht D C R? je mnozina typu 1 nebo 2 (obsahuje ptipad obdélniku) a funkce f
a g jsou spojité na D. Potom plati:
@ Linearita: pro konstantu c plati

/D(f+cg)=/Df+6/Dg

@ Nerovnosti: pokud f(z,y) < g(z,y) pro kazdé (z,y)T € D, pak

[ <]

@ Obsah mnoziny D, ozn. Voly(D), Ize spo&itat jako Voly(D) = [ 1.
@ Chovani v ,mezich": je-li C' dalsi mnozina typu 1 nebo 2 majici s mnoZzinou
D v priniku pouze Cast ,hranice,” pak

Jo = 155 0,7

Analogicka tvrzeni plati i pro hyperkvadry K C R"™ a funkce spojité na K.
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Rizné interpretace vicerozmérného integralu

Na vicerozmérnou integraci narazime v fadé rliznorodych situaci:
@ Popisuje-li p(x,y) hustotu desky (zobecnéni do vice rozmérl je pfirozené)

vvey

1 1
M=/ p(z,y)dzdy, X = 7/ zp(z,y)dedy, Y = 7/ yp(z,y) dedy.
D M Jp M Jp
o Hustota pravdépodobnosti f(x,y) na mnoziné D je funkce splfiujici
/ f(z,y)dady = 1.
D
e Je-li f(x,y) >0 pro (z,y) € D, pak
/ fx,y) dady
D

vyjadfuje objem télesa ohrani¢eného mnozinou D a grafem funkce f.
@ Obsah plochy z = f(z,y), kde (z,y) € D, se vypocte dle vzorce

/D \/1 +(0uf(2,9) + (0, f(2,1))” dzdy.

o Fyzika..
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Integrace pres hyperkvadr

Véta (Fubini pro hyperkvadr):

Bud f Riemannovsky integrabilni na obdélniku D = (a1, b1) X {as,bs). Pokud
existuje jeden z integrall

b1 ba b2 b1
/ ( f(x,y>dy> do nebo | ( f(x,y>d:c> dy

potom je roven Riemannové integralu

/ f(z,y) dady.
D

o K vypocltu tedy lze pouzit opakovanou integraci funkce jedné proménné
probiranou na zacatku semestru. Pro tyto ¢ely mame celou radu néastrojt
(substituce, per partes, Newtonova formule...)

[

@ Analogickou vétu lze zformulovat i pro vice nez dvé proménné a hyperkryc
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Poznamka
Dasledkem predchozi véty je nasledujici uzitecné tvrzent:

Duasledek (Integrace funkci se separovanymi proménnymi):

Pokud integrujeme spojitou funkci tvaru f(z,y) = g(z)h(y) na obdélniku
D= <a1,b1> X <a2,b2>, pak

| fa)daay = [ " o(w) do- / " hiy) dy.

1 2

zmj §
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Priklad

Priklad.
Vypoctéte integral
/ (z + 2y) dzdy
D

kde D = (—1,1) x (0,1).

K vypoctu miZeme pouzit dvou postuptl, které Ize i geometricky intepretovat.
1 1

:f_ll [:cy+y2]zz;dz:f_ll(:c+1)d:c:2. :fol [%—&—21‘3}] 1dy:fol4ydy:2.

x
r=—
1 D 1 D

-1 1 x 1 1 T [{ w\wf >
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Integrace pres mnoziny typu 1 nebo 2
Pokud nase mnozina neni obdélnik, pak se situace malinko komplikuje:

Véta (Fubini pro mnozZiny typu 1 nebo 2):
Bud f spojitd na mnoziné D typu 1 nebo 2. Potom

b p2(z)
Q Typl: /Df(x,y)dwdy=/ (/ » f(w,y)dy> dx.
a e1(x

b P2 (y)
Q@ Typ2: /Df(w,y)dwdy=/a </w1(y) f(l‘,y)dw) dy.

)

y = p2(z) ?{T

x = 1P1(y)
y = ¢1(x) a \ = (y)g 5
) i e Jeag
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Integrace pres trojuhelnik

Priklad.
Vypoctéte integral

/ zy dzdy,
D

kde D C IR? je trojtihelnik s vrcholy (0,0), (—1,1) a (2,1).

Jde o mnozinu typu 2:

1 2y
/ zy dedy = / (/ xy dm) dy
D 0 —vy Y
1 22 =2y y=—= 1 y=x/2
-f ]
0 T=—Yy

1 3 341 3
— | oY qy=12%] =2 —1 2T
fa == %] =%

Alternativné jsme D mohli brét jako disjunktni sjednoceni dvou mnoZin typu 1 (zkuste)! |

N/
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Vypolet objemu elipsoidu: Ochutnavka integrace v R?

Priklad.
Méjme parametry a, b, c > 0. Vypoctéte objem elipsoidu s poloosami a, b, c,
presnéji mnoziny

22 2 22
¥+_+c_2§1}

E:{(az,y,z)e]R3 2

Provedeme-li fez elipsoidu rovinou z = a € (—¢, ¢), pak dostaneme elipsu E(«)

2 2
T Yy :17

20—/ TR -/

jejiz obsah jiz zndme: Vol (E(a)) = wab (1 - %j)

Tudiz:
c c 22
Vol3(E) = / 1dzdydz = / / 1dzdy | dz = wab (1 - 2) dz =
E —c E(z) —c ¢ -
3¢ P2l
4 /f‘?\(%
—mab-2 |z — :27rab<cfg):f7rabc. AN
, 322 |, 3/ 73
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