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1 Uvod

Pfedmét BI-M A2 Gzce navazuje na predmét BI-MA1 a to se odrazii v tomto studijnim
textu. Na fadu pojmu nebo tvrzeni z predmétu BI-MA1 vedou z tohoto textu odkazy
pfimo na webovou verzi studijniho textu BI-MA1 a ¢tenar tak snadno muze latku
dohledat.

Tento text, podobné jako tomu bylo v BI-MA1, vychazi z pfedmétu staré akredi-
tace BI-ZMA. Na mnoha mistech je ale doplnén, ¢i pfepracovan. Posledni dvé velké
kapitoly o rekurentnich rovnicich a funkcich vice proménnych jsou nové a v BI-ZMA
je nenaleznete.

Jako dopliujici literaturu studenti mohou vyuzit knizky [1] a [2]. Znacenim
a koncep¢nim pristupem je vyklad v téchto knizkach velmi blizky tomu nasemu.
Varovani 1.1: Studijni text je ve fazi vzniku, maze byt béhem semestru ménén

s cilem zlepSeni prezentace a obsahu. Pokud v textu narazite na chyby nebo proble-
maticki mista, velmi ocenime nahlaseni issue ve fakultnim Gitlabu.


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA2
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1
https://gitlab.fit.cvut.cz/BI-MA2/bi-ma2/-/issues/new

2 Primitivni funkce a neurcity
integral

V této kapitole se od diferencialniho poctu realnych funkeci jedné realné proménné,
probiraného v letnim semestru v pfedmétu BI-MA1, pfesuneme k integralnimu poctu.
Jak dale uvidime, ,integrace® je v jistém smyslu inverzni procedurou k ,derivaci®. Na
zacatku kapitoly o derivovani (podkapitola Rychlost a hledani te¢ny) jsme uvadéli
jednoduchou fyzikalné motivovanou ukazku: zname-li zavislost polohy objektu na
Case, jsme pomoci derivovani schopni odvodit okamzitou rychlost objektu v daném
case. Integrace nam naopak umozni ze znamé zavislosti okamzité rychlosti na case
(a z pocatecni polohy) ziskat zavislost polohy objektu na case.

Vedle toho lze integraci také motivovat geometricky jakoZto nastroj na vypocet
obsahu plochy ohranic¢ené grafem funkce a osou x. Podrobnéji se k této uloze dosta-
neme Vv kapitole 3. V nasem ptipadé ji dale vyuzijeme k odhadovani asymptotického
chovani posloupnosti ¢asteénych souctii ¢iselnych fad, coz bude obsahem kapitoly 4.

2.1 Primitivni funkce

Nejprve zavedeme pojem primitivni funkce.

Definice 2.1 (Primitivni funkce / Antiderivative): Necht f je funkce definovana na
intervalu (a, ), kde —oo < a < b < +o00. Funkci F spliiujici podminku

F'(z) = f(z) pro kazdé = € (a,b)

nazyvame primitivni funkei k funkci f na intervalu (a, b).


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec_rychlost_tecna.html
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Ihned z definice plyne, Ze takovato funkce F' je diferencovatelna v kazdém
bodé intervalu (a, b) a tedy je i spojita na (a, b). K nahlédnuti tohoto faktu si staci
vzpomenout na vétu O vztahu diferencovatelnosti a spojitosti.

Priklad 2.1: Funkce F(z) = 2 je primitivni funkci k funkci f(z) = 322 na
libovolném intervalu (a, b). Skute¢né, rovnost ()" = 3z plati na celém R.
Priklad 2.2: Funkce F(z) = In(z) je primitivni funkci k funkci f(z) = 1 na
libovolném intervalu (a, b) C (0, 4+00).

Piiklad 2.3: Funkce F'(z) = arctg x je primitivni funkei k funkei f(z) = ﬁ na
libovolném intervalu (a, b).

Nez se pustime do hledani, resp. po¢itani, primitivnich funkci, tak je dobré vyftesit
dvé jednoduché otazky. Kolik primitivnich funkei k zadané funkei f mtze existovat?
Jak se od sebe ptipadné lisi? Odpovédi na tyto otazky se zabyva nasledujici véta.

Véta 2.1 (O jednoznac¢nosti primitivni funkce): Necht F'je primitivni funkeci k funkei
f na intervalu (a,b). Pak G je primitivni funkei k funkci f na intervalu (a, b) pravé
tehdy, kdyzZ existuje konstanta C' € R takova, ze

G(z) = F(z)+ C, prokazdéz € (a,b).
Dilkaz. Pokud jsou funkce F' a G primitivni k f na intervalu (a, b), potom
(F—G)(z)=F'(z) — G'(x) = f(x) — f(x) =0, provsechnaz € (a,b).

Funkce F' — G je proto podle véty O vztahu prvni derivace a monotonie funkce
konstantni na intervalu (a, b). Naopak, je-li G(x) = F(x) + C, pro libovolné = €
(a,b), pak G'(x) = F'(x). O

Otazka 2.1: Aditivni konstanta ve vété O jednoznacnosti primitivni funkce nemusi
byt na pouhy pohled patrna. Které dvé z nasledujicich tfi funkeci jsou primitivni ke
stejné funkci?

F(z) = cos’(x), G(x)=sin*(z), H(z)= —sin*(x).

2.2 Neurcity integral

Vzhledem k predchozi vété (Véta 2.1) je pfirozené zavést znaceni pro mnozinu vsech
primitivnich funkci k zadané funkci f.


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec_vlastnosti_derivace.html#thm-diferencovatelnost-a-spojitost
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec-dusledky-pro-monotonii.html#thm-derivace-monotonie
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Definice 2.2 (Neurcity integral / Indefinite integral): Necht k funkci f existuje pri-
mitivni funkce na intervalu (a, b). MnoZzinu vSech primitivnich funkei k funkei f na
(a,b) nazyvame neuréitym integralem a znacime jej [ f nebo [ f(z)dx.
Poznamka 2.1 (Terminologie): Najdeme-li k f primitivni funkci F' na intervalu
(a, b), zapisujeme tento fakt obvykle

/f(x)d:c:F(at)—l—C

misto kostrbatého, ale formalné spravného, zapisu

/f(x) de = {F(z)+C | C €R}.

Funkci f nazyvame integrovanou funkci (integrandem), x integra¢ni promeén-
nou a (' integrac¢ni konstantou (nékdy se pouziva i malé c nebo jiny symbol pro

konstantu). Ukolu ur¢it
JECLE

fikame ,vypocitat integral z f“, nebo ,integrovat f*.
Duvod pro tuto notaci bude odhalen v nasledujicich kapitolach. Zde alespon
poznamenejme, Ze symbol [ je stylizované S.

Poznamka 2.2 (Mathematica): K hledani primitivni funkce pomoci Mathematica
lze pouzit piikaz Integrate[f, x1,kde f je integrovana funkce (vyraz) a x je inte-
gracni proménna. Vysledkem, pokud se ho podafi nalézt, je néjaka primitivni funkce
k zadané funkci. Naptiklad:

« V Piikladu 2.1 jsme hledali primitivni funkci k funkci 322. Vysledkem odpovi-
dajiciho prikazu Integrate[3*x"2, x] je oCekavané x"3.

« Bohuzel Mathematica nedava vzdy spravné vysledky, resp. obcas za uzivatele
¢ini rozhodnuti, ktera védomné neucinil. Vysledkem prikazu Integrate[1/x, x]
je Log[x], coz je prirozeny logaritmus a primitivni funkci jsme tak dostali
pouze na intervalu (0, +00).

Slibovany inverzni vztah mezi derivaci a neurcitym integralem (primitivni funkci)
muzeme vyjadfit nasledovné. Je-li funkce g diferencovatelna na intervalu (a, b), pak
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pfimo z definice 2.1 plyne

/g’(x) de=g(x)+C, =z € (a,b).

Ma-li funkce f primitivni funkeci na intervalu (a, b), potom opét pfimo z Definice 2.1
plyne

(/ f)/(x) = f(x), xz € (a,b). (2.1)

Tuto rovnici chapeme tak, Ze at z [ f vybereme libovolnou funkci a dosadime ji do
zavorky na levé strané, tak po zderivovani dostaneme funkéni hodnotu funkcee f.

Poznamka 2.3: V predchozim Prikladé 2.1 jsme vidéli, ze pokud v integrandu ,,0d-
halime® derivaci jisté funkce, tak je vypocet neuréitého integralu trivialni. Obcas lze
s uspéchem vyuzit nasledujiciho analogického postfehu zalozeném na znalosti deri-
vace slozené funkce: je-1i ¢ kladna funkce se spojitou derivaci na jistém otevieném
intervalu J, pak

(lngp(x))' = 80/(13), xeJ

a proto pfimo dle definice neurcitého integralu plati vztah

(@) 4 — nola
/go(x) dr =Inp(z) + C.

Touto cestou se mizeme vydat, pokud v integrandu uvidime (pfipadné jsme ho
schopni na tento tvar prevést) podil, kde Citatel je derivaci jmenovatele. Napiiklad
tedy plati (nic nepocitame, rovnou piseme vysledek)

2x
/1+x2dx:ln(1—l—x2)+0

nebo

Sin(x) = —In COS|\T
/mdm— In (2 + cos(z)) + C.

Podrobnéji tuto myslenku rozvineme v podkapitole 2.4.

Zatim jsme neodpovédéli na otazku, zda k zadané funkci f vibec primitivni
funkce existuje. Nemusi tomu tak byt vzdy. Postacujici podminka pro existenci
primitivni funkce je obsazena v nasledujici véte.

5


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec-derivace-slozene-funkce.html#thm-derivace-slozene-funkce
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec-derivace-slozene-funkce.html#thm-derivace-slozene-funkce
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vzorec interval, parametry

+C r€R,neN

+C reRN{0},neZ,n< -2

+C z € (0,400),a ¢ Z

1
;dx:ln|x|+C’ x € (—00,0), z € (0,400)

+C reR,a>0aa#1

cos(z) dr = sin(x) + C reR

dr =tg(z) + C ve(—2+4km Z+kn) kel

dz = —cotg(z) + C  wz € (kr, 7+ kn), k €Z

dz = arcsin(z) +C' z € (—1,1)

dx = arctg(z) + C reR

/
f
f
/ sin(x)dr = —cos(z) + €z €R
/
/
/
/
/

Tabulka 2.2: Tabulka primitivnich funkeci k nékterym elementarnim funkcim odvodi-
telna Cisté ze znamych derivaci téchto funkci.

Véta 2.2 (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce): Necht funkce f je
spojita na intervalu (a, b). Pak ma funkce f na tomto intervalu primitivni funkci.

Diikaz. Vynechavame. O

Protoze umime derivovat celou fadu elementarnich funkci (pfipomente si tu-
to tabulku derivaci elementarnich funkci) zname i primitivni funkce k nékterym
elementarnim funkcim. Ze znalosti derivaci mizeme ihned sestavit Tabulku 2.2
primitivnich funkci.


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec_derivace_elementarnich_funkci.html
https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec_derivace_elementarnich_funkci.html
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K vypoétu primitivnich funkci ,komplikovanéjsich® funkci potiebujeme vyuzit
vlastnosti neurcitého integralu, které odvodime v nasledujicich odstavcich. Zacneme
nejprve tou jednodussi vlastnosti, chovanim vzhledem k sé¢itani funkci a konstantnim
nasobkim.

Véta 2.3 (Primitivni funkce a linearita): Necht F|, resp. GG, je primitivni funkce
k funkci f, resp. g, na intervalu (a, b) a necht a € R. Pak

« '+ G je primitivni funkei k funkei f + ¢ na intervalu (a, b),
« «F je primitivni funkei k funkci af na intervalu (a, b).

Diikaz. Staci si uvédomit, Ze derivace souctu funkci je soucet derivaci funkci a zZe
derivace konstantniho nasobku funkce je ten samy konstantni nasobek derivace
funkce. Podrobnéji viz vétu o derivaci souctu a soucinu funkeci. [

Tvrzeni predchozi véty symbolicky zapisujeme takto,

Jora=[1+[s & [ep-afs

a mluvime o linearité neurcitého integralu.

Priklad 2.4: Vypoctéte
1 1
2
/(41: —E—Fe/ﬁ)dx.

Dle ptfedchozi véty pro kladna = (Véta 2.3) ihned dostavame

/( \/_>da:—4/x dx—/ dx+/9§ idy =

=4. g—ln( )+—+C—§x —In(z) + 325 + C.

W=

Nalezli jsme tak primitivni funkci na intervalu (0, +00).
Integrand mé ale smysl i pro zaporna , kde Va2 = (—x)?/3, Prakticky stejnym
vypoctem jako vyse (provedte) ziskame vztah

11 4
2 e _ 3
/( - W)dg;_gx In(—2) 4+ 3¢z + C



https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec-derivace-ssp.html#thm-derivace-ssp

2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAL NEURCITY INTEGRAL

platny na (—o0, 0).
Jako zavér muzeme shrnout, Ze vztah

1 1 4 .
plati na libovolném otevieném intervalu, ktery je podmnozinou R ~ {0}.
Priklad 2.5: Vypoctéte

/ (2% 4 3°)* du.

Nejprve provedeme jednoduchou algebraickou tpravu integrandu a nasledné vyuzi-
jeme predchozi vétu, ¢imz se dostaneme k vysledku,

/(2x+3x)2dx:/(22x+2-2x-3ﬂf+3%)dx=

:/4“dx+2/6‘rdx+/9‘”dx:

4% 6* 9%
=— 42 .
In4 ln6+ln9+c

Priklad 2.6: V Tabulce 2.2 stoji za zminku primitivni funkce k % Vime, ze derivace
funkce In(x) je rovna 1 na intervalu (0, c0). Pro zaporné x ale plati

(In(~2)) = = - (~1) =

Dohromady proto mzeme tvrdit, ze funkce In |z| je primitivni k % na libovolném
intervalu neobsahujicim 0.

Poznamka 2.4: Algoritmy pro vycet primitivnich funkci, resp. neurcitych integralu,
existuji. Jako pfiklad zminme Rischtv algoritmus (1968). Tyto algoritmy jsou ale vét-
$inou nevhodné pro pouziti lidmi, zvlasté v prvnich stadiich studia této problematiky
(kompletni popis Rischova algoritmu zabira vice nez 100 stranek textu).

V dalsich castech této kapitoly budeme studovat i sofistikovanéjsi metody vypo-
Ctu, nez v podstaté uhodnuti prezentované v této podkapitole. Konkrétné metody
integrace pomoci substituce a per partes. I tak ale tyto metody vyzaduji jisty vhled,
myslenku, nejsou ¢isté mechanické, jako tomu je u derivovani.


https://en.wikipedia.org/wiki/Risch_algorithm
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2.3 Integrace per partes

V predchozi podkapitole jsme zjistili jak hledat primitivni funkci k souc¢tu dvou
funkeci a konstantnimu nasobku funkce. Nyni se pokusime hledat primitivni funkci
k souc¢inu dvou funkci. Vyjdeme z véty o derivaci soucinu dvou funkei.

Véta 2.4 (Metoda per partes (neurcity integral) / Integration by parts): Necht funkce
f je diferencovatelna na intervalu (a,b) a G je primitivni funkce k funkci g na
intervalu (a, b) a kone¢né necht existuje primitivni funkce k funkei f'G. Potom
existuje primitivni funkce k funkci fg a plati

/fg:fG—/f’G. (2.2)

Diikaz. Tvrzeni véty mizeme pfimo ovérit derivovanim. Podle rovnice (2.1) plati
/
(fG—/f'G> =(fG) = [G=[CG+[C - [G=[G=[yg.

Ve vypoctu jsme dale pouzili znamého Leibnizova pravidla pro derivovani sou¢inu

funkei. L

Poznamka 2.5: V nékterych materialech naleznete predchozi vétu formulovanou
pro integrand tvaru soucinu funkce a soucinu derivace druhé funkce, tj.

/uv’:uv—/u’v.

Samoziejmé s vhodnymi pfedpoklady pro funkce u a v’ (doplite!). Nase formulace
ve Vété 2.4 je ,symetri¢téjsi® vaci funkcim v prvnim integrandu. Obé verze jsou ale
ekvivalentni a je spi$ otazka vkusu a zvyku, kterou pouZijete.

Poznamenejme, ze metoda integrace per partes mize byt uspésna pouze pokud
budeme schopni dale pracovat s novym integralem na pravé strané rovnice (2.2),
ktery je obecné stale ve tvaru soudinu. Nejedna se o metodu, ktera ,zabere” na
libovolny soudin, k tomuto tématu se vratime pozdéji v podkapitole 2.6. Latinsky
vyraz ,per partes” v ¢estiné znamena ,po ¢astech”. Ukazme si pouziti této metody
podrobné na jednoduchych prikladech.


https://courses.fit.cvut.cz/BI-MA1/textbook/sec-derivace-ssp.html#thm-derivace-ssp
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Piiklad 2.7: Vypoctéte neurcity integral / xrsinz dx.
Pomoci integrace per partes (véta 2.4) dostavame

/xsinxdx:—xcosx—i-/cosxdx:

= —xcosx +sinx + C.

Na tomto misté je dobré si uvédomit, zZe spravnost vysledku vypoctu mtzeme vzdy
snadno ovéfit pomoci Definice 2.1, tedy derivovanim:

. / . .
(—xcosx—i—smx—i—C) =—cosz+ xsinx+cosz+ 0= xsinx.

Priiklad 2.8: Vypoctéte neurcity integral / re” dx.
Nyni je potfeba per partes (Véta 2.4) pouzit dvakrat. Dostavame

/:c2e:” de = z%e* — /231:6m dr = z%e* — 2 / zet dxr =

= z%e® — 2 (xex—/exdx) = 22" — 2xe” + 2 + C =
:(x2—2x+2)ex+0.

V kazdém pouziti metody per partes jsme integrovali exponencialni funkci a derivo-
vali zbytek v integrandu.
Priklad 2.9: Vypoctéte neurcity integral / arctg v dz. Integrand sice na prvni

pohled neni ve tvaru soucinu, ale mizeme postupovat nasledovné (vzpomente si, ze

(x) = 1)

/arctgxdx:/l~arctgzd$:xarctgx—/1fI2 dz =

1 2 1
= rarctgr — 5/1 +xx2d:v = rarctgxr — §ln (1 + SBQ) +C.
——
(In1+22))

Pri vypoctu jsme dale vyuzili Poznamku 2.3.

10



2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAISUBSTITUCE V NEURCITEM INTEGRALU

Otazka 2.2: Pomoci metody integrace per partes naleznéte primitivni funkci k funk-
ciln(x).

Otazka 2.3: Predpokladejme, ze po (i nékolikanasobné) integraci per partes dojdeme
v novém integralu k tomu, s kterym jsme zacali, tedy dostaneme vztah

/f(x)g(x) dr = h(x) + oz/f(x)g(x) dz,

kde h je jista funkce a o konstanta. Za jakého predpokladu o @ miizeme rovnou
ucinit zavér o hodnoté hledaného integralu? A jaky tento zavér je?

2.4 Véty o substituci v neurcitém integralu

Metoda integrace per partes byla zaloZena na znalosti derivace souc¢inu dvou funk-
ci. Ze znalosti derivace slozené funkce nyni odvodime metodu integrace pomoci
substituce.

Véta 2.5 (O substituci I (neurcity integral)): Necht pro funkce f a ¢ plati
1. f mé primitivni funkci F' na intervalu (a, b),

2. ¢ je naintervalu («, ) diferencovatelna,

3. o((e, B)) C (a,b).

Pak funkce f(¢(x)) - ¢'(x) mé primitivni funkci na intervalu («, §) a plati

[ He@) ¢ @ds = Fetw) + C.

kde C je integracni konstanta.

Diikaz. F je primitivni funkci k funkci f, tj. F'(x) = f(z) pro kazdé x € (a,b).
Podle véty o derivaci slozené funkce dostaneme

(Fop)(x)=F'(p(x) - ¢'(x)=f(ox)) - ¢ (2),

pro kazdé z € («, 3). O
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2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAISUBSTITUCE V NEURCITEM INTEGRALU

/— sin — dz.

Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 1. Potom ¢/(z) = —-. Proto

Priklad 2.10: Vypoctéte

1 1
/—sm - d:C——/sinydy:cosy+C:cos—+C.
NN *

—¢'(x)  »(@)

Cimz je vypocet dokoncen. Vysledek plati na libovolném otevieném intervalu lezicim
vR~ {0}
Priklad 2.11: Vypoctéte neurcity integral

| arame

Vypocet provedeme na intervalu (0, +00) coz je nejvétsi interval, na kterém je
integrand definovan. Pro substituci pouZijeme y = p(x) = /z, pro jejiz derivaci
plati ¢'(x) = ﬁ Tudiz,

/;dx:2/ L . L dx:2/ L dy =
(1+2)yz 1+ (v7)? 2V 142

= 2arctgy + C = 2arctg vz + C.
Vysledek plati na intervalu (0, +00), protoze funkce arctgy je primitivni funkci
k 7.7 na 9((0, +00)) = (0, +00).
Piiklad 2.12: Naleznéte primitivni funkci k funkci f(x) = tg(x) na intervalu

— (zx 37
J = 2

Funkce f je na intervalu J spojita a ma zde tedy primitivni funkci. Nejprve
upravme integrand

/ tgxde = / z:;((i)) dr = — / CO:(T) (= sin(z)) dz.

Pouzijeme vétu o substituci (2.5), kde zvolime f(y) = i ay = ¢(x) = cos(x). Funkce

¢ zobrazuje interval J na interval (—1, 0) kde ma f primitivni funkci F'(y) = In(—y).

12



2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAISUBSTITUCE V NEURCITEM INTEGRALU

Navic ¢/(z) = — sin(z). Vétu lze tudiz pouzit a dostdvame
/tg(:v) dz = —In(—cos(z)) +C, weJ
Casto se té7 substituce zapisuje jako y = cosz, dy = —sinx dz a

/tgxdx:—/ldy:—ln|y|+C:—ln(—cos(:p))—I—C.
Y

V predchozi Vété 2.5 (O substituci I) byla stara integra¢ni proménné x s novou
integra¢ni proménnou y svazana predpisem tvaru y = @(z). V nasledujici véte
naopak klademe z = ¢(y), ¢ili y = ¢~ !(x). Tato varianta substituce bude tedy
zfejmé zalozena na schopnosti derivovat inverzni funkci (viz vétu O derivaci inverzni
funkce).

Véta 2.6 (O substituci II (neurcity integral)): Necht f je definovana na intervalu
(a,b) a necht ¢ je bijekce intervalu (a, #) na (a, b) s nenulovou kone¢nou derivaci.
Pak plati

/ fe®)g (B dt =Gty + C = / f(x)de = G} (@) + C.

kde C je integrac¢ni konstanta.

Diikaz. Pomoci véty o derivaci slozené funkce a véty o derivaci inverzni funkce
ovéfime spravnost tvrzeni. Plati

! 1
Gz =G (p Y 2)) ——— =
( (90 ( ))) (90 ( )) (p/((p—l(x»
1
= @) - (e ) ———— = f(2).
fle(e (@) - &' (¢ () ) f(z)
Rozmyslete splnéni predpokladii uvedenych vét plynouci z predpokladu pravé doka-
zované véty. L

Priklad 2.13: Pomoci pfedchozi véty vypoctéte (jiz znamy) integral
[ do = arcsina + €
———dx = arcsinx :

V1—a?
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2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAISUBSTITUCE V NEURCITEM INTEGRALU

Integrand
1

1=

je definovan na intervalu (a,b) = (—1,1). Abychom se zbavili odmocniny ve jme-
novateli polozme

: Tom
r=p(t)=sin(t), te(a,p):= (—5,5)
Funkce sin je na intervalu («, ) rostouci s nenulovou derivaci ¢’(t) = cost. Dale

costdt =

0= [sewni= [

::/Cmt&:i/ldt:t+C.
cost

Protoze t = ¢~ '(z) = arcsin(z) uzavirame,

1

———dx = arcsin(z) + C.
= @
Priklad 2.14: Vypoctéte

1
—dx
/ V1+a?

Podobné jako v predchozim ptipadé se 1ze zbavit odmocniny. Nyni je vsak inte-

grand definovan na R. Zvolime-li

r = ¢(t) = sinht = < _26 ,
pak
et — e t\? 24 e 2
1 =1 =1 =
Fol? =1+ (“5) .
2t+2+€—2t_ et + et 2
N 4 N 2

et

Protoze ¢'(t) = +Teft dostavame

/ﬁdx:/mgp’(t)dt:/ldt:wro

14



2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAL INTEGRACE RACIONALNICH FUNKC{

Funkce ¢ zobrazuje R na R a je monoténné rostouci s nenulovou derivaci. K dokon-
¢eni piikladu je nutné nalézt jeji inverzi. Pokud x = ¢(t), pak

et —2ret —1=0.

Odtud )
¢ = (2xi\/4x2+4) V21l

Smysl v nasem pfipadé méa pouze znaménko plus, protoze e’ > 0. Tudiz,
t=1In (a:—l—\/x?—l— 1).

Uzavirame

1
= dr = /2
/ 1+$2dx ln<x—|— x—i—l)—l—C.

2.5 Integrace racionalnich funkci

V této Casti textu si struéné rozebereme, jak integrovat

kde p je libovolny polynom a ¢ je polynom stupné nejvyse dvé. Zakladni kroky
postupu 1ze popsat nasledovné:

(T

(
q(z

1. Pokud to Ize, vydél polynom p polynomem ¢, pak % = s(x) + ;, kde stupen

polynomu 7 je nejvyse 1. Polynom s integrujeme snadno.

2. Pokud je stupen polynomu ¢ roven 1, pak pouzijeme [ x—fa dr =bln|x —a|+ C.

3. Pokud ma polynom ¢ jeden dvojnasobny kofen, pak [ b”;z dr = [ (—b) +

(z—a T—a
s dr = bln|r —a| — 22+ C.

4. Pokud je stupen polynomu g roven 2 a jeho diskriminant je kladny, pak - pie-

vedeme na tvar —2— + —%2_ a pouzijeme bod 2.
r—al T—a2g
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2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAL INTEGRACE RACIONALNICH FUNKC{

5. Pokud je stupen polynomu q roven 2 a jeho diskriminat je zaporny, pak pouZzijeme
doplnéni jmenovatele na ctverec, integral pak vede na arctg. Pfipadného polynomu
stupné jedna v Citateli se zbavime tGpravou Citatele na derivaci jmenovatele.

Poznamka 2.6 (Jednoduchy rozklad na parcialni zlomky): K Gspésnému provedeni
kroku 4. je potfeba provést rozklad na tzv. parcialni zlomky (nejjednodussi verze):

ar +b A B

(x —¢)(x —d) R

Konstanty a, b, c, d jsou zadany, neznamé A, B hledame. Pfevedeme-li pravou stranu
na spole¢ny jmenovatel a upravime citatele dostaneme

A N B (A+ B)xr — Ad — Be
r—c x—d  (v—c)(z—d

Neznamé proto resi soustavu

a=A+B,
b= —Ad — Be,

kterou snadno vytesime (v konkrétnim ptikladé). Casto Ize u jednoduchych piiklada
rozklad i uhodnout. Napriklad

1

3
1+a:+2'

1 —
(@-1D@+2) =

| |eol—

Varovani 2.1: Obecnou masinerii rozkladu na parcialni zlomky zde nefesime. V pri-
kladech vyzadujicich integraci timto zptisobem si opravdu vystacime s nejvyse
kvadratickymi polynomy ve jmenovateli. Nema proto pro vas smysl z ,interneta”
studovat obecnou metodu a souvisejici latku, jako napfiklad ,zakryvaci pravidla®

Priklad 2.15: Ukazky pouziti metody na postupné se komplikujicich se prikladech.

+ Polynom stupné jedna ve jmenovateli:

2
1
/ a da::/x—l—i— dr =
r+1 r+1

JJQ

:?—:L’—i—ln\x—i—l\jLC’.
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2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAL INTEGRACE RACIONALNICH FUNKC{

+ Polynom stupné dva s vzajemné riiznymi realnymi kofeny ve jmenovateli:

/ 3z — 3 d_/1+2d_
(r—=2)(x+1) S R R e

=Injz —2|+2njz+ 1|+ C.

+ Polynom stupné dva se zapornym diskriminantem, tedy bez realnych kofent,
ve jmenovateli a s konstantnim polynomem v citateli:

1 1 1
Y S
x? —2x+2 1+ (z—1)2 1+y?
=arctgy + C = arctg(x — 1) + C.
Ve vypoctu jsme pouzili substituci y = x — 1.

+ Polynom stupné dva se zapornym diskriminantem, tedy bez realnych kofent,
ve jmenovateli a s polynomem stupné jedna v citateli:

x 1 20 —2+2
[t [t -
2 —2x +2 2) 14+ (z—1)?
1 ((x-1)?) 1
_5/—1+($_1)2d$—|—/—1+<x_1)2dx_

ln(1+($—1)2)+/ﬁdx,

a na druhy integral pouzijeme pfedchozi bod.

N | —

Vv

ale zna¢né komplikuje. Je oc¢ividné potieba hledat kofeny polynomu ve jmenovateli,
coz pro polynomy stupné pét a vyse neni analyticky fesitelna dloha. I kdybychom
tyto kofeny nasli, tak budeme muset fesit linearni soustavu o mnoha neznamych.
To uz ovsem umime pomoci Gaussovy elimina¢ni metody.

Poznamka 2.7 (Mathematica): K rozkladu na parcialni zlomky lze pro kontrolu
pouzit i pocitacovy algebraicky systém Mathematica, kde k tomuto tcelu slouzi
metoda Apart. Vzdy ale svlij vypocet muzete ovéfit zpétnym pievedenim na spolecny
jmenovatel!

Napriklad
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2. PRIMITIVNI FUNKCE A NEURCITY INTEGRAL PozZNAMKY K INTEGRACI

Apart[(2*x - 1) / ((x + 2)*(x - 1))]
vraci
1/ (3*(x - 1)) +5 / (3%(x + 2))

Naopak tento vyraz bychom mohli Mathematica donutit prevést zpét na jeden zlomek
pomoci Simplify.

2.6 Poznamky k integraci

Jenom mala ¢ast elementarnich funkci ma primitivni funkci, ktera by byla elemen-
tarni. Vime jen, ze primitivni funkce existuje, ale nelze ji vyjadfit pomoci kone¢né
mnoha operaci (soucet, soucin, podil, skladani a invertovani) z elementarnich funkei.
Jako piiklad uvedme'

/ex2 dz, /@dx, /ln(lsc) dx.

Diikaz tohoto tvrzeni v této prednasce nebude podan. Uvidime vsak, jak vyjadrit
a pouzit libovolnou primitivni funkci (Véta 3.6).

Rozpoznat, kdy funkce ma ,rozumnou” primitivni funkci, je ¢asto slozité. Obecny
navod ,jak integrovat”® 1ze dat napiiklad v pfipadé racionalnich funkci a funkci, které
lze na racionalni vhodnou substituci prevést.

Integrace, na rozdil od rutinniho derivovani, vyzaduje cvik a zkusenost. Stara
anekdota pravi, Ze ,derivovani je jako mackat pastu z tuby a integrovani je naopak
jako cpani pasty zpét do tuby®. U skolnich piikladu lze ale vzdy pomoci rutinniho
derivovani ovérit, zda jsme ve vypoctu neudélali chybu!

Priklad 2.16: Vypoctéte / ze” dz a ovéite spravnost vysledku.

Pomoci substituce y = 22,

2 ]. 1 ]_ 2
z - - Ydy — —eY _ T
/xe dx 2/6 dy 26 +C 26 + C.

—

'Nejde o nepodstatné funkce. Napiiklad primitivni funkce k e * se vyskytuje v praktickych
aplikacich. V pravdépodobnostnich a statistickych tabulkach byste ji nasli pod jménem Error function
(Erf).
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Oveéreni,

19



3 Riemannuv urcity integral

Varovani 3.1: Nez se pustite do studia této latky, tak si pfipomente pojmy minima,
maxima, infima a suprema funkce. MiZe k tomu poslouzit prislusna kapitola z BI-
-MA1.

3.1 Konstrukce Riemannova integralu

Nejjednodussi geometrickou motivaci urcitého integralu (zde pouzijeme tzv. Rie-
mannovu konstrukei uréitého integralu; Bernhard Riemann, némecky matematik,
1826 — 1866) je vypocet obsahu plochy ohranicené grafem funkce a osou nezavisle
proménné. Na Obrazku 3.1 je tato plocha znazornéna svétle modrou barvou. Podle
vyznamu funkéni zavislosti ma pak dana plocha jisty (ne geometricky) vyznam.
Zajimavym a mozna piekvapivym vysledkem bude Newtonova formule (Véta 3.6)
odhalujici vztah mezi touto geometrickou konstrukei a primitivni funkei.

Cela konstrukce Riemannova integralu vychazi ze znalosti obsahu obdélnika.
Danou plochu pod grafem funkce budeme co nejlépe aproximovat plochou sestave-
nou z mnoha obdélnikt. Ukazuje se, Ze pro spojitou funkei tento limitni proces dava
dobry vysledek. Nejprve definujme zakladni pojmy.

Definice 3.1 (Déleni intervalu / Partition of an interval): Bud dan interval (a, b).
Konec¢nou mnozinu

o=A{xg,r1,...,2,}, kden eN, n>2

takovou, Ze

a=To<r1<- - <xp,=0>
nazyvame délenim intervalu (a,b). Bodim zy, k € n — 1, fikame délici body
intervalu (a,b). Interval (z;_1, 1), K € N, nazyvame k-ty castecny interval
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3. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

a b x

Obrazek 3.1: Plocha mezi grafem jisté funkce a osou x nad intervalem (a, b).

intervalu (a, b) pti déleni o. Cislo
v(io) =max{A; | k=1,2,...,n}, kde Ay :=xp—x11, k=1,2,...,n,

nazyvame normou déleni o.
Uzite¢nym specialnim piikladem déleni intervalu je jeho ekvidistantni déleni, t;.
déleni majici stejné dlouhé ¢astecné intervaly.
Definice 3.2 (Ekvidistantni déleni): Pro interval (a,b) an € N polozme A := % a
rii=a+1-A, 1=0,1,...,n.

Tedy
a:{a,a—l—A,a—f—QA,...,a—i—(n—l)A, b}.

Vsimnéte si, ze a + nA = a+ b — a = b. V ptipadé n = 5 si Ize ekvidistantni
déleni intervalu (a, b) pfedstavit jako na nasledujicim Obrazku 3.2.

Vybaveni funkci a délenim intervalu dale pristoupime ke konstrukci aproximace
plochy mezi grafem funkce a osou x pomoci mnoha obdélnikd.
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3. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

a b

o 1 Ty x3 T4 Ty L
Obrazek 3.2: Piiklad ekvidistantniho déleni intervalu intervalu (a, b) na pét stejné
dlouhych intervalt.

Definice 3.3 (Dolni a horni soucet funkce pti déleni o): Budte funkce f definovana
a omezena na intervalu J = (a,b) a0 = {xg, 21, ..., x,} déleni intervalu J. Soucty

ZA sup f,

zv_ 111

ZA inf f

xl 17372

nazyvame hornim souctem funkce a dolnim souctem funkce f pri déleni o.

Dolni, resp. horni, sou¢ty predstavuji obsah plochy' tvofené obdélniky pod,
resp. nad, grafem funkce s podstavami tvofenymi ¢aste¢nymi délicimi intervaly.
Nasledujici Obrazky 3.3 a 3.4 ilustruji dolni a horni soucty vzhledem k jednomu
konkrétné zvolenému déleni.

Ttetim bodem konstrukce je prozkoumani hodnot v§ech moznych dolnich a hor-
nich souct dané funkce pres vSechna mozna déleni zadaného intervalu.

Definice 3.4 (Dolni a horni integral): Pro funkci f definovanou a omezenou na
uzavieném intervalu JJ = (a, b) pomoci dolnich a hornich sou¢t definujeme ¢isla

b
/ f(z)dx := inf{S(o, f) | o libovolné déleni intervalu J},

b
/ f(z)dx := sup{s(o, f) | o libovolné déleni intervalu .J}.

a nazyvame je hornim integralem, resp. dolnim integralem, funkce f na inter-
valu J.

Pozor, véetné znaménka.
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3. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL

5

Dolni soucet: Z A

¥

inf

<$i_1 3L

a = Ty

Obrazek 3.3: Jeden konkrétni dolni soucet funkce f pfi déleni o.

f

sup
<xz—1 7xz>

5
Horni soucet: E A
i=1

a = Ty

Obrazek 3.4: Jeden konkrétni horni soucet funkce f pfi déleni o.
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3. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

Ze zpusobu, jakym je horni (resp. dolni) integral konstruovan, je zifejmé, ze
predstavuje jakysi horni (resp. dolni) odhad obsahu hledané plochy. Déle si v§imnéte,
ze diky prfedpokladim omezenosti funkce f a uzavrenosti (a tedy i kone¢né délce)
intervalu .J v Definici 3.4, jsou pfislusny dolni i horni integral néjaka realna cisla
(nehrozi hodnoty +00 nebo —o0).

Poslednim krokem konstrukce je samotna definice Riemannova integralu. Pokud
horni i dolni integral maji stejnou hodnotu, tak ma dobry smysl mluvit o obsahu
plochy pod grafem funkce f. Proto Riemannuv integral definujeme nasledovné.

Definice 3.5 (Riemanntv urcity integral): Méjme funkci f definovanou a omezenou
na uzavieném intervalu J. Pokud pro jeji dolni a horni integral na intervalu J plati

Zf(x) do = /ibf(x) dz € R,

pak jejich spole¢nou hodnotu nazyvame Riemannovym integralem funkce f na
intervalu J a toto ¢islo znac¢ime symboly

b b
/f, ptipadné /f(x)dx

V definici horniho a dolniho integralu potfebujeme pocitat suprema a infima
jistych mnozin, resp. funkci na ¢astec¢nych intervalech. To nemusi byt jednoducha
uloha. Nasteésti ji ve vétsiné pripadii mizeme nahradit pocitanim limity jisté ¢iselné
posloupnosti. Nejprve zavedme posloupnost postupné se zjemnujicich déleni.
Definice 3.6 (Normalni posloupnost déleni): Posloupnost déleni o,, nazveme nor-
malni, pokud pro jeji normy plati

lim v(o,) = 0.
n—oo
Pokud je funkce ,hezka®, tak Ize o¢ekavat, Ze ,plocha mezi jejim grafem a osou x*
bude mit dobry smysl a Riemannova konstrukce bude Gspésna. Kritériem ,hezkosti*
je tieba spojitost, jak ukazuje hned nasledujici véta. Ukazka ,nehezké” funkce, tedy
funkce nemajici Riemannuv integral, je uvedena v Prikladu 3.3.

Véta 3.1 (Postacujici podminka pro existenci Riemannova integralu): Bud f spojita
funkce na intervalu (a, b). Potom existuje jeji Riemannuv integral na intervalu (a, b).
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Pokud je navic (o,,) normalni posloupnost déleni intervalu (a, b), potom limity

lim s(o,, f) a lim S(oy,, f)

n—oo n—oo
existuji, a jsou rovny Riemannové integralu funkce f na intervalu (a, b).
Diikaz. Vynechavame. [

Vypocet lze ale jesté dale zjednodusit. Pfi vypoctu horniho a dolniho souctu
musime hledat infima a suprema integrované funkce na délicich intervalech. Tomu
se 1ze také vyhnout, jak ukazuje nasledujici véta.

Definice 3.7 (Integralni soucet): Pro funkei f spojitou na uzavieném intervalu (a, b)
a déleni 0 = {xg, x1,..., z,}, kde 29 = a a z,, = b, tohoto intervalu definujeme
integralni soucet funkce f pri déleni o predpisem

J(o,f) = Z Flon) A,

kde «; patii do intervalu (x; 1, 2;),i=1,2,... n.

Vztah mezi dolnim a hornim souctem a integralnim souctem funkce f pfi déleni
o je dan nerovnostmi

s(o,f) < J (o, f) < S(o, f).

Riemannuv integral funkce f spojité na intervalu (a, b) lze tedy pocitat i jako limitu
z integralnich souct

n—oo

b
/ f(z)dz = lim J(o,, f), (3.1)

kde (0,,)5°, je libovolna normalni posloupnost déleni.

Priklad 3.1: Vypoctéte integral z konstantni funkce f(x) = ¢ na intervalu (a, b).
Pro libovolné déleni o intervalu (a, b) plati (pfipadné viz Obrazek 3.5)

S(O-vf) = S(Uaf) = j(O',f) = C(b_a’)‘
Takze pro libovolnou normalni posloupnost (,,) déleni intervalu (a, b) dostavame

lim s(o,, f) = lim S(o,, f) = c(b—a).

n—oo n—oo
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Obréazek 3.5: Riemannuv integral konstantni funkce na intervalu (a, b).

Riemanntv integral funkce f na intervalu (a, b) je pak
b
/ f=cb—a).

Priklad 3.2: Pomoci definice vypoctéte Riemannuv integral funkce f(z) = x na
intervalu J = (0, 1).
Zvolme normalni posloupnost (¢,,)7° ; ekvidistantnich déleni intervalu J.

Viz Obrézek 3.5.

Un:{O:xé"),xgn),...,x;"): }, $§n):i-—, i=0,1,...,n.

Pro dolni soucet pfi déleni o,, dostavame

n

"o 1 i—1 1 1 nn-1)
S(O-naf)zzxz(—)l'ﬁzz h Tz 2
=1

- n
=1

Tudiz )
1
/ xdr = lim s(o,, f) = =.
0 2

n—oo

Podobné pro horni soucet pti déleni o,, plati



3. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL KONSTRUKCE RIEMANNOVA INTEGRALU

a opét (neprekvapiveé)
1
lim S(o,, f) = =.

n—o0 2

Pro ilustraci tohoto vypoctu uvadime Obrazek 3.6.

Priklad 3.3: Ukazme si jednoduchy priklad funkce, ktera nema Riemanntv integral.
Definujme Dirichletovu funkeci

o ]-7 YIS Qa
J(@) = {0, jinak

s defini¢cnim oborem R. Zkuste si predstavit jeji graf'!
Vezmémé nyni libovolné déleni o intervalu (0, 1). Zfejmé plati S(o, f) = 1

as(o, f) = 0 aproto o
1 1
=1 = 0.
[r=1a [

Tato funkce tedy neméa Riemannuv integral na intervalu (0, 1) ani na libovolném
jiném uzavieném intervalu.

Otazka 3.1: Rozmyslete si, jaky vliv by na Riemannovu konstrukci uvedenou v této
kapitole méla drobna zména infima a suprema v definici horniho a dolniho integralu
(Definice 3.4) na minimum a maximum. Jaké funkce by pak ne/mély ,Riemanntv
integral“?

Poznamka 3.1: Riemannova konstrukce integralu prezentovana v této sekci ne-
ni jedind mozna. Pro prvni kontakt s problematikou je vsak asi nejpfistupnéjsi,
nejnazornéjsi. Historicky spada do 19. stoleti. Moderni teorie integrace vychazi z Le-
besgueovy konstrukce (zacatek 20. stoleti). Uzce souvisi s teorii pravdépodobnosti
a CasteCné na ni narazite v pfedmétu BI-PST.

Poznamka 3.2 (Mathematica): Urcity integral lze v pocitacovém algebraickém
systému Mathematica pocitat pomoci prikazu Integrate[f, {x, a, b}], kde f je
integrovana funkce (vyraz), x integracni proménna a a dolni a b horni mez. Naptiklad
vysledek Prikladu 3.2 ziskame pfikazem Integrate[x, {x, 0, 1}], ktery skutecné
vrati 1/2.
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y = f()
T
y = f(x)
=
y = f(x)
/
T
y= f(x)

_ N

Obréazek 3.6: K vypoctu Riemamgova integralu funkece f(z) = .
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3.2 Vlastnosti Riemannova integralu

V dalsim textu se pro jednoduchost omezime na spojité omezené funkce, pro néz
Riemannuav integral existuje. Nasledujici vlastnosti lze odvodit pfimo z definice
Riemannova integralu (resp. pomoci integralnich soucti a normalnich posloupnosti
déleni). Prvni dvé véty velmi zjednodusuji praktické vypocty.

Véta 3.2 (Aditivita integralu): Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu (a, b).
Potom pro Riemannuv integral funkce f + g, ktera je také automaticky spojita na
intervalu (a, b), plati

[ sowar= [ s [ o

Véta 3.3 (Multiplikativita integralu): Necht f je spojita na intervalu (a,b) ac € R
je konstanta. Potom pro Riemannuv integral funkce cf plati

/ab(cf)@) dz = c/abf(x) dz.

Predchozi dvé véty casto vyjadfujeme konstatovanim, Ze Riemanntv (urcity)
integral je linearni. Riemanniv integral je aditivni i vi¢i mezim, plati totiz:
Véta 3.4 (Aditivita integralu v mezich): Riemanniv integral funkce f na intervalu
(a, b) existuje, pravé kdyz existuje ¢ € (a, b) pro které existuji Riemannovy integraly
funkce f na intervalech (a, c) a (¢, b). V takovém pfipadé navic plati

/abf(ﬂf)d$:/acf($)d$+/cbf($)d$.

Kone¢né z nerovnosti mezi funkcemi lze usuzovat na nerovnost mezi jejich
urcitymi integraly. Tuto vlastnost lze ¢asto vyuzit pfi odhadovani integralt (napf.
pii vypoctu rychlosti ristu, k této problematice se dostaneme pozdéji).

Véta 3.5 (Nerovnosti mezi integraly): Necht jsou f a g spojité funkce na intervalu
(a,b) a necht plati nerovnost f(z) < g(z) pro vSechna x € (a,b). Potom pro
jejich Riemannovy integraly plati

/abf(x) dr < /abg(a:) dz.
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Nasledujici véta odhaluje vztah mezi urcitym (Riemannovym) a neur¢itym (primi-
tivni funkce) integralem. Umoznuje nam pocitat Riemanniv integral bez explicitniho
pouziti limitni definice.

Véta 3.6 (Newtonova formule): Necht f je funkce spojita na intervalu (a, b) s pri-
mitivni funkci F'. Pak pro Riemannuv integral funkce f na intervalu (a,b) plati
rovnost

b
/a f(x)dz = F(b) — F(a) =: [F(m)} .

Dilkaz. Uvazme o0 = {xg,21,...,x,} déleni intervalu (a,b). PouZijeme Lagran-
geovu vétu o piirastku funkce na funkci F' a intervaly (x; i, z;) postupné pro
1=1,2,...,n

F(b)—F(a):Zn:<F(xi) %1) ZF’ () (@5 — wi1) =

= Zf(ai)ﬁz’a

kde a;,i = 1,2, ..., n, jsou takové prvky intervalu (z; 1, x;), pro které plati F'(z;) —
F(z;_1) = F'(o;)(z; — z;_1). Existence takovych «; plyne pravé z Lagrangeovy
véty o prirustku funkce. Takze plati

E(b) = F(a) = J (o, f),

kde J (o, f) je néjaky integralni soucet funkce f vzhledem k rozdéleni 0. Uvazime-li
nyni libovolnou normalni posloupnost déleni (,,)5° ; pak

F(b) — F(a) = lim J(o,, f / f(z

n—00

Zde jsme vyuzili rovnici (3.1). [

1
/ zdz.
0
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]

a p

Obréazek 3.7: Plocha pod grafem exponencialni funkce na intervalu (a, b).

Podle predchozi véty plati

! :ﬂ 1 1
rdr=|—| =-—-0=—.
/0 {2 0 2 2

Srovnejte tento kratoucky vypocet s postupem v Prikladu 3.2.

Priklad 3.5: Pro a < b vypoctéte integral

b
/ e® dx.

Primitivni funkci k €” je funkce e”. Pak podle Newtonovy véty

b b
efdx = [ex] = e’ — e
a a

Pro ilustraci viz Obrazek 3.7.

Piiklad 3.6: Spocitejte integral

s
/ sin x dz.
0

Primitivni funkci k funkci sin x je funkce — cos z. Proto podle Newtonovy véty

/ sinzdxr = [—cosx] = —cosm+cos0=1+1=2.
0 0

Plocha jednoho ,hrbu® grafu funkce sin je tedy 2 (v danych jednotkach plochy). Pro
ilustraci viz Obrazek 3.8.
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3. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL PER PARTES A SUBSTITUCE PRO URCITY INTEGRAL

Y= sinx{

Xz

Obréazek 3.8: Plocha pod grafem funkce sin na intervalu (0, 7).

3.3 Per partes a substituce pro urcity integral

Diky Newtonové formuli (Véta 3.6) mizeme nyni relativné snadno preformulovat
metodu integrace pomoci per partes a substituce i pro urcity integral.

Véta 3.7 (Metoda per partes (urcity integral)): Necht f a g jsou funkce spojité na
(a,b), f ma spojitou derivaci na intervalu (a, b) a necht G je primitivni funkce
k funkei ¢ na intervalu (a, b). Potom

b . b
/ f(x)g(x)dx = [f(x)G(x)}a —/ f(2)G(x)dz

Diikaz. Funkce fG je primitivni funkei k funkei f'G+ f ¢ na intervalu (a, b) a spojita
na (a, b). Predpoklady spojitosti na intervalu (a, b) zarucuji existenci integralt fab f'Ga

a fab fg. Pouzijeme-li linearitu integralu a Newtonovu formuli dostavame

/abf’<x> r)dr + / F(a)g(x) dx = / ey wa = o),

Cim? je dfikaz dokoncen. [

1
/ In(1+ z) dz.
0

Derivujeme In(1 + x) a integrujeme 1,

/lln(1+x)da::[xln(l—l—x)r—/ol L do =

0 0 1+2

=In(2) — dx
e
zln(2)—[x—ln|1+x|} =2In(2) — 1.

Priklad 3.7: Vypoctéte
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Nez se pustime do formulace substituce v urcitém integralu, tak je vhodné zavést
nasledujici znaceni:

. /aaf::O,

« pro a > b klademe fabf =— I

Dale si pripomeiite Vétu 2.5, jejimz zkombinovanim s Vétou 3.6 dostaneme nasledujici
tvrzeni.

Véta 3.8 (O substituci (urcity integral)): Necht pro funkce f a ¢ plati
1. ¢ ajeji derivace ¢’ jsou spojité na («, 3),

2. [ je spojita na o ((o, 8)).

Potom pro Riemanniv integral plati

B ©(B)
/f(w(ﬂ)-so’(t)dt:/ f(x)dz.

¢(a)
Podobné Ize formulovat i druhou vétu o substituci pro urcity integral.

Priklad 3.8: Vypoctéte integral

In(2) —z
/ .
0 5 +e’"

Pouzijeme substituci y = ¢(z) = 1 + ¢~*. Potom

In(2) —x 11 3
/ 16 dx:—/ —dy:[ln]y\rzln—.
0 3 te® 3y 1 2

Priklad 3.9: Vypoctéte integral
1 3
/ T da.
0 1 -+ .1'8

Pomoci substituce y = 2, dy = 423dx, ihned dostavame

/1 2 q 1/1 Ly 1[ . }1 m
r=- = —|arc = —.
o 1+a° 1)y 112 T Al T g
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3. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL PER PARTES A SUBSTITUCE PRO URCITY INTEGRAL

Pfi integraci lze casto vyuzit symetrie integrované funkce. Nasledujici véta
mluvi o integraci sudych ¢i lichych funkci na symetrickych intervalech a o integraci
periodickych funkci.

Véta 3.9 (Integrace na symetrickém intervalu): Necht f je funkce spojita na uvazo-
vanych intervalech.

1. Je-li f suda funkce na (—a, a), pak /a f(x)dx =2 /a f(x)dx.
—a 0

2. Je-li f licha funkce na (—a, a), pak/ f(z)dz = 0.

a+T
3. Je-li f periodick4 na R s periodou 7', pak pro kazdé a, b € R plati / f(z)dx =
b+T ¢
b

Diikaz. Pripad 1. Pomoci substituce y = —z dostavame

/0 fla)dz = /aof(—y)(—l)dy = /Oaf(y)dy.

Pripad 2. Stejnym zptsobem jako v prvnim bodé odvodime

/_[: f(z)dx = _/Oa f(z)dz.

Piipad 3. Pomoci substituce y = x 4+ 1" a periodicity f nahlédneme, ze

/a‘““T f(x)dr = /abf(z)dx + /ba+Tf(x)dm = /ab+T f(z)dz + /ba+T f(z)dzx =

+T
a+T b+T b4+T
= / f(z)dx + / f(x)dx = / f(z)dx.
b a+T b
Tim jsme dokazali i posledni bod tvrzeni a dukaz je tak dokoncen. ]

Priklad 3.10: Vypocitejte integraly

2 1 2
/ (2° + 32° — z)dx, / ze " dr, / | sin z|dx.
) -1 0
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Postupné vypocteme vSechny integraly a pouzijeme predchozi vétu.

2 2 23 2
/ (m3+3x2—w)dx=3-2/ Pdr =32 {ﬂ —16.
0

—92 0

Pro druhy integral mizeme psat

1
/ re " dx = 0.
-1

V poslednim pfipadé je integrand funkce periodicka s periodou 7 a navic suda, proto

27 s s -
/ \sinm[dx:/ ]sinx|dx:2/ sinxdsz[—cosx} =4.
0 0 0

—Tr

3.4 Vypocet obsahi plosnych utvaru

Z geometrické interpretace Riemannova integralu pfimo plyne nasledujici tvrzeni
umoznujici pocitat obsahy riznych zakfivenych rovinnych atvart. Pro ilustraci
uvadime i Obrazek 3.10.

Poznamka 3.3: Urcity integral interpretujeme jako obsah plochy mezi grafem
funkce a osou x. Ovsem tento obsah se pocita i se znaménkem:

™ 2 2m
/ sin(z)dz = 2, / sin(z)dz = 0, / sin(z)dr = —2.
0 0 T

Viz Obrézek 3.9.

Snadno ale mtizeme pocitat i obsah plochy ohrani¢ené dvéma grafy (vhodné
odecteme plochy pod pfislusnymi grafy).

Pozorovani 3.1 (O obsahu plochy ohranicené grafy funkei): Necht f a g jsou funkce
spojité na (a, b) takové, ze f(z) > g(z) pro kazdé = € (a,b). Pak obsah plochy P
ohranicené pfimkami x = a a v = b a grafy funkci f a g je roven

b
P [ (@)~ gla)) ar
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Obrazek 3.9: Urcity integral funkce sin na intervalu (0, 27) je roven nule!

y |

g —

Obrazek 3.10: Obsah plochy ohranicené dvéma grafy funkei.

Priklad 3.11: Vypoctéte obsah S elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b.

Rovnice elipsy je 2—; + z—; = 1. Vzhledem k osovym symetriim stac¢i spocitat
¢tvrtinu obsahu (viz Obrazek 3.11). Vrchni oblouk elipsy patiici do prvniho kvadrantu
je popsan funkei f(x) = b\/1 — 22 /a?, Dy = (0, a). Tudiz, pouzijeme-li substituci

T = asint,

1 a a 2 3 :
ZS:/Of(x)dx:b/o \/1—%d$:b/0 \/1 —sin*(t) - acos(t)dt =

us

= ab/2 cos?(t) dt = T ab.
0 4
Pro celkovou plochu tak dostavame S = mwab.

Priklad 3.12: Spocitejte obsah plochy ohrani¢ené kiivkami y = x° a yy = x. Tato
plocha je vyobrazena na Obrazku 3.12.
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I
N

Obrazek 3.11: K vypoctu plosného obsahu elipsy.

Obrazek 3.12: Plocha ohrani¢ena kiivkamiy = 2% ay = .

3

Nejprve nalezneme priseciky grafii. Resenim rovnice 2° = zjsour = —1,x =1

a x = (. Dostavame proto pruseciky
(_]—a _1>a (17 1) a (Oa O)
Z nacrtku (resp. pribéhu) je pak patrné, ze obsah plochy je

1 2 471
11\ 1
=9 N PY D DY S R
g /0<I v)de {2 4}0 <2 4) 2

Priklad 3.13: Naleznéte obsah plochy ohrani¢ené kiivkami
1 1,

yzzlxz—l, yzl—z.ﬁ[, $2+y2:1a
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1

)
ZE\ ﬂ
Obrazek 3.13: Sauronovo oko. Cervené kiivka predstavuje graf funkce y = 122 — 1,
modra ktivka graf funkce y = 1 — ixz.

ktera je vyobrazena na Obrazku 3.13.
Obsah utvaru bez vyjmuté kruznice je

2 1 1 2 1 3.9 16
/ 1—-2?)—(=2%2-1 dx—2/2——x2dm—2[2x—m—] = —.
9 4 4 0 2 6lo 3

Takze plocha naseho utvaru je

3.5 Zobecnény Riemannuv integral

V této podkapitole se budeme zabyvat zobecnénim Riemannova integralu pro ptipady
nékterych nespojitych funkci, neomezenych funkci, ¢i neomezenych intervald.

Poznamka 3.4: Pokud je funkce f definovana na intervalu (a, b), avéak neni na
ném spojita, stale mize mit Riemanniv integral. Nejjednodussim pfipadem je situace
s jednim bodem skokové nespojitosti:

« existuje ¢ € (a, b) tak, Ze f je spojitd na (a,c) a (¢, b),
« existuji kone¢né jednostranné limity funkce f v bodé c.

Potom plati

/abf(x)dx _ /acf(x)da:Jr /be(x)d:c.
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N
TN

Obrazek 3.14: Graf funkce f(z) = |z| — x + sgn(z).

(S

1
-1

Integraly na pravé strané rovnosti jsou jiz ze spojitych funkci na uzavienych interva-
lech. Podobné 1ze postupovat, ma-li prislusna funkce konecny pocet bodu nespojitosti
tohoto typu (s kone¢nymi jednostrannymi limitami).

1
Priklad 3.14: Vypoctéte integrél/ f(z)dz, kde f(z) = || — x + sgn(x).
—1

Funkce f neni spojita v bodé 0:

lim f(zx) =1, lim f(z)=-1.

z—04 z—0_

Pro podrobnéjsi predstavu viz Obrazek 3.14. Takze

/_jf(x)dx:/i(—Qa:—l)dx—i—/olldx:—[:c2—|—x]01—|—1:1.

Riemannuv integral jsme konstruovali pro funkce omezené na omezenych uza-
vienych intervalech. Casto je vSak potfeba integrovat funkce na neomezenych
mnoZinach pfipadné integrovat neomezené funkce (napiiklad e=** na R v BI-PST).
Zavadime proto pojem zobecnéného Riemannova integralu. V nasledujicim textu
nastinime zpusob jeho konstrukce.

Definice 3.8 (Zobecnény Riemannuv integral): Necht f je funkce definovana na
intervalu (a, b) pro néjaké a € Rab € (a,+00) U {+00}, kterd ma Riemannav
integral na intervalu (a, ¢) pro kazdé ¢ € (a, b). Pokud existuje kone¢na limita

lim /Cf(:v) dr,

c—b_

pak jeji hodnotu znacime

b
/ f(z) da,
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nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem funkce f na intervalu (a, b)
a fikame, 7e integral f: f(x) dx konverguje.

Poznamka 3.5: Pokud f; | f (x)| dx konverguje, tak lze ukazat, ze i ff f(z) dx kon-
verguje. V takovém pripadé iikame, Ze f ma absolutné konvergentni zobecnény
Riemannuv integral na (a, b).

Poznamka 3.6: Analogicky definujeme predchozi pojmy pro interval (a, b) a pro
(a,b).

Uvedena definice zobecnéného Riemannova integralu tedy fesi zajimavou situaci,
kdyz b = 400, anebo kdyz funkci v bodé b nejde spojité dodefinovat.

Priklad 3.15: Napriklad

> 1 c1 1 1
/ —dxz = lim —dx = lm [——+-] =1
. x? c—too i x? c—+o0 c 1

Priklad 3.16: Napriklad

1
/\/_m—clir&c \/_:E—Clg&(Q—Q\/_)—Z

Déle se muzeme zabyvat situaci, kdy chceme dat smysl integralu f_t:o f(z)dz
Zde se omezime pouze na absolutné konvergentni pfipady pro spojité funkce.

Definice 3.9 (Absolutné konvergentni zobecnény Riemanntv integral na R): Bud
f spojita funkce definovana na R. Pokud existuje konec¢na limita

tim [ 1ol ds,

[ @i

a o f fikame, Ze ma absolutné konvergentni zobecnény Riemannuv integral
na R. Pokud ma funkce absolutné konvergentni zobecnény Riemanniiv integral na

R, pak i limita

pak tuto jeji hodnotu znacime
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existuje a znacime ji
+00

f(z)dz.

Tuto hodnotu pak nazyvame zobecnénym Riemannovym integralem f na R.

Absolutni konvergence zajistuje, ze hodnota zobecnéného Riemannova integralu
nezavisi na zpusobu, jakym meze ,posilame” do nekonecna.

Priklad 3.17: Vypoctéte
+o00 1
| e
oo 1422

Integrand je zjevné kladnou spojitou funkci. Dale plati

|
lim
cotoo J_ 1+

dr = lim [arctgz]®, = lim arctg(c) — arctg(—c)

2 c——+o00 c——+00

= lim 2arctg(c) = .
c—>+00

Funkce ﬁ ma tedy absolutné konvergentni zobecnény Riemanntv integral na R a

“+o0o 1
/ dez = 7.
oo 122

3.6 Numericka integrace

V této podkapitole si ukazeme, jak v nékterych pripadech lze pocitat Riemanntv
integral numericky. Na tomto misté je ale vhodné poznamenat, ze Riemannova kon-
strukce uvedena v predchozich ¢astech této kapitoly pfimo nabada k numerickému
vypoctu pomoci pocitace. Nejvhodnéjsi k tomuto ucelu pouzit integralnich souctu,
viz rovnici (3.1).

Téma numerické integrace zde jenom ,nakousneme®, pro zvidavé ¢tenare a Cte-
narky miize predstavovat zajimavé doplnéni hlavniho textu. Postupné si zde ukazeme
tfi metody.
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Stredové pravidlo

Bud f spojita na intervalu (a,b). Pron € Na A := % pouZijeme ekvidistantni
déleniz; :==a+1i-A,i=0,1,...,n, tedy

o= {a, a+ A a+2A,..., a4+ (n—1)A, a—i—nA:b}.
Zde «; v integralnim souctu volime jako stfedy délicich intervald, tedy

Ti—1 + T
5 )

oy =

Odtud je i patrné, pro¢ mluvime o stredovém pravidlu. Hodnotu integralu ff f(z)dx
pak aproximujeme pomoci integralniho souctu

- - Ti—1 + x;
j(U):;f(ai)A:;f(T>-A:
b—a < Ti—1 + T
- ()

Pro dané a,b € R an € N oznacme aproximaci integralu f: f(x)dx jako

b—a - Ti_1+ x;
jmidpoint = n : Zl f (T) .

Nasledujici véta nam piedem umoznuje pfi zadané piesnosti urcit potfebny pocet
délicich bodu.

Véta 3.10 (Odhad chyby ve stredovém pravidlu): Necht funkce f ma na intervalu
(a,b) druhou derivaci a existuje M € R takové, ze |f”(z)| < M pro vSechna
x € (a,b). Potom

M(b—a)?

b
/a f(x)dx - jmidpoint < 2402

Ditkaz nyni vynechavame (potfebujeme k nému Taylorovy polynomy, které jeste
nemame probrané).
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y = f(z)

To T1 €2 xs3 Ty Ts5 b= uxg x
A (6% (0% )y (871 g

a

Obréazek 3.15: Ilustrace k sttedovému pravidlu.

Lichobéznikové pravidlo

Na dil¢ich intervalech se mizeme pokusit integrovanou funkci aproximovat linearni
funkci, ktera prochazi body (z;_1, f(z;-1)) a (x;, f(x;)). ,Obsah® plochy pod grafem
funkce, resp. f;i_l f(x) dz, pak 1ze aproximovat obsahem lichobézniku

f(@izy) + f(a)

5= 2

. (l’z — xi—l)-

Bud f spojita na intervalu (a,b). Pron € Na A := Z’_T“ pouzijeme ekvidistantni
déleniz; ' =a+i-A,i=0,1,...,n, tedy

U:{a,a+A,a+2A,...,a+(n—1)A,a+nA:b}.

Hodnotu integralu f; f(z)dz aproximujeme pomoci sou¢tu obsaht lichobéznik

Z f(Iz'—l);‘ f(x) DA — b2_na ) (f(a) +22f(1’z') +f(b)> .
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f(x)

fzic1)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
Xr; T

Obrazek 3.16: Ilustrace k lichobéznikovému pravidlu.

y = f(x)

|
|
|
|
[
|
|
|
|
|
| 1
| 1
| |
| |
! 1
| 1
! I
[ |
| 1
| |
| |
| 1
| |
! I
| |
l . . l
a—=3Tyg X1 ) T3 Ty Ts ph= Tg T

Obrazek 3.17: Ilustrace k lichobéznikovému pravidlu.
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Pro dané a,b € R an € N oznaéme aproximaci integralu f: f(x)dx jako

u7trapezoid = b2_na ’ <f(CL) + 2 Z f(xz) + f(b)) :

Véta 3.11 (Odhad chyby v lichobéznikovém pravidlu): Necht funkce f ma na inter-
valu (a, b) druhou derivaci a existuje M € R takové, ze | f”(x)| < M pro vSechna
x € (a,b). Potom

b M —a)?
— d| < ——————
/a f (:L’) dx x7trapezold = 1212

Porovnejte tento vysledek s Vétou 3.10. I kdyz se z konstrukce zda, Ze jsme od
po ¢astech konstantnich funkci piesli k ,lepsim® po ¢astech linearnim funkcim, tak
odhad chyby je horsi!

Simpsonovo pravidlo

Na tomto misté zminime aspon jeden sofistikovanéjsi zptisob znamy jako Simp-
sonovo pravidlo. Jeho myslenka opét spo¢iva v konstrukcei déleni {a = zy <
ry < -+ < x, = b} intervalu (a,b). Nyni nahradime funkci f nad intervalem
(i1, x;) jeji kvadratickou interpolaci prochazejici body (w;_1, f(2;-1)), (s, f(2s))
a ((zi-14;)/2, f((x;-1+2;)/2)). Hledame proto kvadratickou funkci az® + Sz -+~
splnujici

04%2_1 + Bri1+v = f(ric1),
ax} + fri +v = f(z:),

T + 9171'—1)2 Ty + Ti—1 (xz + xi—l)

o\ ——) +hb—F—+rv=f{—F75")

(%5 73 1=

Tyto tfi linearni rovnice pro tfi neznamé «, 3, -y 1ze vyftesit (explicitni vzorecky pro
né lze nalézt v bi-ma2-m-1integrace.nb notebooku na oficialni strankach predmeé-
tu BI-MA?2). Pfispévek k integralu na intervalu (x;_1, z;) pak nahradime skute¢nym

integralem z této kvadratické funkce (viz Newtonovu formuli 3.6 dale),

/::1 ar? + Br +ydr = é(ﬂvz —Xi1) (f(ml_l) + fla) + 4f<leT+xz>>
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Tudiz podle Simpsonova pravidla je pfibliznou hodnotou integralu

/abf(x) dx

Z é(l’z — 1) (f(%l) + f2) + 4f<xlle>)’

=1

hodnota sou¢tu

kdeo ={a =29 <z <--- <z, = b} je déleni intervalu (a, ).
Pro sudy pocet dil¢ich intervali (n) lze pro odhad integralu fab f(x)dx pouzit

vyraz
n/2

Z (f(w2im2) + Af (z2i1) + f(22)).

=1

b—a
3n

k7Simpson =

Odhad chyby nyni skutecné dostaneme lepsi nez v piredchozich ptipadech.

Véta 3.12 (Odhad chyby Simpsonova pravidla): Necht funkce f ma na intervalu
{a,b) ¢tvrtou derivaci a existuje M € R takové, ze |f¥(z)| < M pro viechna
x € (a,b). Potom

M(b— a)®

b
d - impson S
/a /(@) dv = Toimp 1801

[y

Thomas Simpson byl britsky matematik zijici v osmnactém stoleti (1710 — 1761).
Presnost numerickych aproximaci lze dale vylepsovat pouzitim interpolaci pomoci
polynomu vyssich stupni. My jsme zde pouzili stupeni 0 (midpoint), 1 (trapezoid)
a 2 (Simpson).

Dale lze vyuzivat adaptivni déleni, ne jen ekvidistantni. Tj. snazit se mit vice
délicich bodt v oblasti, kde se funkce vice ,méni®.
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4 Ciselné rady

4.1 Definice ¢iselné rady

V této Casti se budeme snazit dat dobry smysl ,souétu vSech élent posloupnosti®.
Tento proces s¢itani bude pfesné reprezentovat pojem ,cCiselné fady”, korektné
zavedeny v definici 4.1. Pozdéji v textu (podkapitola 5.4) ndm fady umozni pocitat
funkéni hodnoty nékterych elementarnich funkei jako sin, ¢i cos, které doted mame
ze stfednich skol zavedené pouze pomoci geometrické konstrukce.

Definice 4.1 (Ciselna fada / number series): Formalni vyraz tvaru

o0

E ak:an0+an0+1+ano+2+"' )

k=ng
kde (a )72, je zadana ¢iselna posloupnost, nazyvame ¢iselnou fadou. Pokud je
posloupnost castecnych souctu (s,);2,, definovana predpisem

n

Sp = E ag, nE€ N07n > Mo,

k=ng

konvergentni, nazyvame pfislusnou fadu také konvergentni. V opa¢ném pripadé
o ni mluvime jako o divergentni iselné fadé. Souétem konvergentni fady ) ;% az
nazyvame hodnotu limity lim s,,.

n—o0

V tomto textu se ale bez Gjmy na obecnosti omezime na fady indexované od
ng = 0, tedy na fady tvaru

Zak:ao+a1+a2+...
k=0
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Vzdy muzeme index vhodné posunout, napft.

o0 o
E ap = E Q424 -
k=0

k=42

Konvergence i divergence rady se navic zachova, zménime-li kone¢ny pocet cle-
nu fady. Specialné konvergence fady Y .- ay je ekvivalentni konvergenci rad
: k=0 Ak ] g y
o . v 3 v v s vz v ’ vyo
Y ken, @ pro libovolné zvolené ny € N. Skutecné, posloupnosti ¢aste¢nych soucti
fady .2, ar afady Y7 a; selisi o konstantu (jakou?).

Poznamka 4.1: Je dileZité rozliSovat mezi pojmy ,posloupnost” a ,fada“. Castou
studentskou chybou je vzajemné pleteni a nepochopeni téchto pojmu. Napriklad
posloupnost (a,,),, kde a,, = n?, n € N, je dobré si pfedstavovat jako po sobé
jdouci ¢isla

1, 4,9, 16, 25, 36, ...

afadu )~ a, pro stejnou posloupnost (a, )2 ; jako po sobé jdouci ¢isla
1, 5, 14, 30, 55, 91, ...,
tedy ¢leny posloupnosti jejich castecnych soucta.

Piiklad 4.1: Rada .
>k

k=0
je divergentni.
Skutecné, pro ¢leny posloupnosti jejich ¢aste¢nych souctt plati

a trivialné tedy lim,,_,, s,, = +00. Prislusna rada je proto podle definice divergentni.
Priklad 4.2 (Geometricka fada): Pro |¢| < 1 fada

> d (4.1)

k=0
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konverguje a jeji soucet je
> -
k=0

Skutecng, ¢leny posloupnosti ¢astecnych souctti Ize pfimo secist. Vzpomenme si
opét na znamy vzorec

at Tt — pntl — (G _ b) Zanfkbk
k=0

apolozme a = 1 a b = ¢, po jednoduché upraveé pak ziskavame hledany soucet

Zq

1 _ qn+1

T (4.2)

1
Takze s vyuzitim znamé limity posloupnosti ("), dostdvame lim s, = T—o
n—oo — q

V zavislosti na ¢ proto soucet mizeme vyjadrit nasledovné

1
}: k
= — < 1.

k=0

Poznamenejme, Ze z rovnice (4.2) také plyne divergence fady (4.1) pro ¢ > 1 nebo
q < —1.Pokud g = 1, pak lze také snadno ovéfit, ze diverguje.

Poznamka 4.2: Soucet v rovnici (4.2) lze odvodit vice zpaisoby. Vedle vyse uvede-
ného postupu si mizeme uvédomit, jak se chova s,, vii¢i nasobeni kvocientem g.
Konkrétné

qSn = Sn+1 — 1= Sn+qn+1 - L

Vyjadiime-li odtud s,,, tak opét ziskavame (4.2).
Specialné z predchoziho ptikladu plyne tvrzeni

2t -

platné pro |¢| < 1 a libovolné c.
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Piiklad 4.3: Uvazujme ¢iselnou fadu )" - | a,,, kde (a,,)$2, je aritmeticka posloup-
nost s diferenci d. Snadno spocteme castecné soucty jako

. 9 —1d
sn:n-a1+a =n- @+ (n ), n € N.
2 2
Rada je tedy konvergentni, pravé kdyz a; = d = 0.
Pozorovani 4.1: Uvazujme konvergentni fady Y ax a > by se souéty S,, S, € R
k=0 k=0
ac € R. Potom
1. fada Y (ax + by) konverguje a jeji soucet je S, + Sy,
k=0
2. fada ) (c - a;) také konverguje a jeji soucet je ¢ - S,,.
k=0

Formalné za uvedenych predpokladi piseme

Z<ak+bk)zzak+zbk’ Z(C-ak):c-Zak.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Duikaz uvedeného pozorovani je jinak pfimocary. Pouzitim véty o limité souctu na
posloupnost ¢astecnych souctti dostaneme

lim Z(ak + b)) = lim (Z ay + Zbk> = lim Zak + lim Zbk
n—00 Pt n—00 prt — n—00 — n—00 —
Piiklad 4.4: Rada > (27% 4 37%) konverguje a jeji soucet je
k=0

> > 1 1 3 7
22%—’_23%: Tt r=2+-=5,
P e 1-1 1-1 2 2

nebot konverguji fady Y ;- 27" a > ;- 37" a jejich soucet umime najit, viz Pfi-
klad 4.2.

Konvergence s¢itanych fad je zasadni. Uvazte trividlni piiklad > (k + (—k)).
k=0
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o
Poznamka 4.3: Je-li ¢ # 0, pak divergence fady ) a; implikuje divergenci fady
. k=0
> (c- ag), protoze divergence posloupnosti (s,)32 , implikuje divergenci posloup-
k=0
nosti (¢ - s,)22 ;. Rozmyslete!
Poznamka 4.4 (Mathematica): K s¢itani kone¢ného poctu prvki nebo i fad slouzi
v Mathematica prikaz Sum, jehoz syntaxe je jednoducha: Sum[expr, {k, k1, k2}],
kde expr je vyraz zavisejici na s¢itacim indexu k, ktery bézi od k1 do k2. Horni mez
muze byt co a pak se Mathematica snazi nalézt soucet takovéto rady.

Napf. pro Sum[1 / k~2, {k, 1, Infinity}] dostaneme spravny vysledek 72/6.
Pro divergentni fady dostaneme chybovou hlasku, napt. Sum[1 / k, {k, 1, Infinity
ma za nasledek vypis Sum does not converge. V nékterych pripadech Mathemati-
ca pouze vrati symbolickou reprezentaci vstupu, typicky kdyz nedokaze v daném
pripadé o nicem rozhodnout.

4.2 Kritéria konvergence c¢iselnych rad

V této podkapitole rozebereme nékolik zakladnich nastroji, které nam umozni
rozhodnout o konvergenci, resp. divergenci, ¢iselnych rad.

Nutna podminka konvergence ¢iselné rady

O nékterych fadach mizeme rovnou rozhodnout, Ze diverguji, aniz bychom slozité
zkoumali jejich castecné soucty. Zamyslime-li se nad definici konvergence fady, pak
by intuitivné mélo byt jasné, ze k tomu, aby bylo mozné fadu secist, tak posloupnost
s¢itanych ¢isel musi mit nulovou limitu. Pfesnéji tuto myslenku vystihuje nasledujici
véta a jeji dusledek.
Véta 4.1 (Nutna podminka konvergence): Pokud fada ) ",- , ax konverguje, potom
pro limitu jejich sé¢itanct plati lim a; = 0.

k—o0
Diikaz. Ozna¢me S € R soucet nasi konvergentni fady a (s,,)22, posloupnost jejich
caste¢nych soucti. Pro libovolné kladné celé n plati

0 <lan| =[50 — Sn-1] = |8, =S+ 5 — 51| < |sp — S|+ [S — sn1].
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Protoze S = lim s, dostavame z véty o limité seviené posloupnosti (BI-MA1,
n— oo
Dusledek) lim a, = 0. [
n—00

Nejcastéji predchozi vétu pouzivame v nasledujicim tvaru.

Dusledek 4.1 (Vyvraceni konvergence fady): Pokud limita posloupnosti (a;)32, je
nenulové nebo neexistuje, potom fada >, , aj, neni konvergentni.

Priklad 4.5: O radach
~k+2
Z Vi Y SR
k=1 k=1
mizeme ihned diky dusledku 4.1 tvrdit, Ze diverguji, protoze (poporad¢)

k+2
lim Vk = +oo, lim (—1)" neexistuje,  lim NEe
k—+o0 k—+o0 k—o+oo k + 3

Odvodit takovéto tvrzeni pfimo z definice konvergence fady neni trivialni. Zkuste
to!

Podminka ve Vété 4.1 je pouze nutna. Pokud posloupnost s¢itanct konverguje
k nule, tak nemizeme tvrdit, ze fada konverguje. Nasledujici ptiklad ukazuje fadu
jejiz ¢cleny konverguji k nule a zaroven neni konvergentni.

Priklad 4.6: UvaZzme fadu
> 3
= Vk

tedy a, = \/LE’ pro k =1,2,... Vime jiz, Ze plati

lim a; = 0.
k—o0

Ale pro caste¢né soulty (s,)2, plati

,;ff\/ﬁ

Proto lim s, = +00. Zkoumana fada z rovnice (4.3) proto diverguje.
n—oo
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Bolzanovo-Cauchyovo kritérium pro rady

K odvozeni dalsich kritérii pro testovani konvergence fad budeme pottebovat Bolzanov«
Cauchyovo kritérium, tentokrat pro rady.

Véta 4.2 (Bolzano-Cauchy): Rada Z ay konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé

k=0
e > 0 existuje ny € R tak, ze pro kazdé ptirozené n > ny a p € N plati

|an + Gpyr + -+ apyp| < e

Diikaz. Jedna se pouze o pouziti Bolzanova—Cauchyova kritéria konvergence po-
sloupnosti na posloupnost ¢astecnych soucttr piislusné rady a preznaceni nékterych
symbola. [

Absolutni konvergence

Vsimnéte si, ze ma-li fada ) _,- ) a; nezaporné ¢leny, pak je posloupnost jejich
¢asteénych souctlt monoténni (vzpomente na vétu o limité monotonni posloupnosti).
Vime tedy, Ze tato fada bud konverguje, nebo je limita jejich ¢astecnych souctu
rovna +00. Mame-li fadu )", a; s ¢leny riznych znamének, pak je pfirozené
ptat se, v jakém vztahu je jeji konvergence vzhledem k fadé >~ , |ax|, kterd uz ma
nezaporné cleny.
Definice 4.2: Ciselnou fadu ) ;- , a) nazyvame absolutné konvergentni, pokud
Ciselna fada ) .-, |ai| konverguje.

Absolutni konvergence rfady implikuje konvergenci fady. Skutecné, plati nasle-
dujici véta.
Véta 4.3 (O vztahu absolutni konvergence a konvergence): Pokud fada absolutné
konverguje, potom tato fada konverguje.

Ditkaz. Pouzijeme Bolzanova-Cauchyova kritéria pro konvergenci fady. Bud > "/~ ax
absolutné konvergentni rada. Potom pro € > 0 existuje ny € N tak, ze pro kazdé
n>npapeE Nje

|an + ang1 + -+ apap| < an| + anr] + -+ |angy| < e

Rada >",°  a), tedy konverguje. O
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Poznamenejme, Ze fady, které jsou konvergentni, ale nejsou absolutné konver-
gentni, jsou citlivé na zménu poradi s¢itani ¢lend. Jinak feceno, u absolutné konver-
gentni fady nezalezi na poradi, v jakém cleny scitame, vysledek bude vzdy stejny.
Tak tomu ale neni u fad, které konverguji neabsolutné. BliZe se této problematice na
tomto misté vénovat nebudeme.

Poznamka 4.5 (Cerna magie): Obecné je nutné byt opatrny pii ¢isté formalnich
(a neplatnych) operacich, mohli bychom tak ziskat na prvni pohled neuvéritelné
vysledky. Uvazme tieba nasledujici fadu,

S = <_1)ka
k=0

o které vime, Ze je divergentni a nema soucet. Formalné ovsem

(-D)t=1-5

1

S=14+> (-)F=1-
k=1

ke
atedy S = 1/2.V které ¢asti ,vypoc¢tu® jsme se dopustili podvodu?

Leibnizovo kritérium

Pro fady, jejichz ¢leny stfidaji ,znaménko®, je uzite¢né nasledujici kritérium.

Véta 4.4 (Leibnizovo kritérium): Bud (ay)$2, monoténni posloupnost konvergujici
k nule. Potom je rada

oo
> (—Dfa (4.4)
k=0

konvergentni.

Diikaz. Bez tijmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze posloupnost (ay )52, je klesajici
a tedy i tvofena kladnymi ¢leny. Ozna¢me opét (s,,)2° , posloupnost ¢aste¢nych
souttl nasi fady (4.4), tj. s, = > ,_,(—1)*ay. Ukazme nejprve, Ze vybrana posloup-
nost (s2,4+1)5%, je konvergentni. Posloupnost (ax)?2, je klesajici a proto pron € N
plati nerovnosti

Sont1 = (ap —ay) + (ag —ag) + -+ + (agn — A2py1) 20+04---+0=0
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Sopt1 = ap + (a2 — a1) + (ag — az) + - -+ + (a2, — agp—1) — a2p11 <
<ag+0+0+---+0+0=a.

Jinak feceno, posloupnost (s2,11)5%  je omezena (ukazali jsme, Ze vSechny jeji cleny
lezi v intervalu (0, ag)). Tato posloupnost je ale navic i rostouci

S9n+3 = Son+1 T Q2pt2 — A2pt3 > Sopt1, 1 € N.
—_—

>0

Podle véty o limité monotonni posloupnosti proto existuje jeji kone¢na limita, oznac-
me ji jako s, = lim,,_, S2,41 € R.

Protoze ale' so,, = Sop41+0a2,41,n € N, adle jednoho z predpokladii dokazované
véty je lim,,_,o ag,+1 = 0, plati lim,, ;. 52, = S + 0 = s,.

Pfimo z definice limity posloupnosti nyni ihned plyne lim,,, s, = s. € R
a fada (4.4) je proto konvergentni. [

Poznamka 4.6: Leibnizovo kritérium tedy ma smysl aplikovat na rady tvaru
[e.9]
>_(=D'a
k=0

kde (ag):2, je rostouci posloupnost nekladnych ¢isel, nebo klesajici posloupnost
nezapornych ¢isel. O takovych fadach mluvime jako o fadach ,se stfidavymi zna-
ménky*.

Piiklad 4.7: Prikladem konvergentni rady, ktera ale neni absolutné konvergentni,

je fada
i (=1)*
P

k=1

Skutecné, tato fada konverguje podle Leibnizova kritéria, protoze posloupnost
(1/k)%2, ma kladné ¢leny a monoténné konverguje k nule. Rada z absolutnich
hodnot ¢lent je Y -, %, o které jiz z BI-MA1 vime, ze diverguje.

!Pozor, nezapomerite na extra znaménko, které je u lichého ¢lenu zaporné!
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Priklad 4.8: Predpoklad monotonie v Leibnizové kritériu je dulezity, nelze ho
vypustit. Pro ukazku uvazme radu

> (=), (45)

k

[e=]

kde ¢leny posloupnosti (a )2, jsou dany predpisem

1
agk:kz—ﬂ’
2
ang:k—H, k :0,1,2,...

Octividné jsou vsechny ¢leny posloupnosti (ay )52, kladné, limita této posloupnosti
je rovna nule, ale tato posloupnost neni monotonni. Skute¢né, pro prvnich par
Clent platiag = 1, a1 = 2aay = 1/2,tj. ap < a1 > ay (podrobnéji, as, < asgyi1
a oyl > Aoy, k=0,1,2,...).

Pojdme prozkoumat chovani posloupnosti ¢aste¢nych souctu této rady, vychazi-
me tedy pfimo Definice 4.1. Pro libovolné n € Nj plati

2n+1
Son+1 = Z(—l)kak =
k=0
n n
= (—]_)QZCLQK + Z( ].) b+ A2p41 =
=0 =0
n
= Z (a2e - CL2£+1) =
£=0 1 2
17 I+1
£=0 +1
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Podobné, pro sudé ¢leny plati

2n

Son = Z(—l)kak =
= Z(—l age + Z 1) lagy =
=0

n—1

:Z(Gw—&%ﬂ) + g =
—_————

o~
o

- 1 2

+1

7+1
B S N
a —~(+1 n+1 [ +1 n+1’

—_

n—

I
=)

pro libovolné n € Nj. Dohromady mizeme tyto dva vypocty shrnout kompaktné
v asymptotickém vyjadreni

:—Zm+0 , N — 00.

Pro limitu posloupnosti ¢aste¢nych souctu (s,)5° , uvazované rady pak plati (vyuzi-
vame znalosti limity posloupnosti harmonickych ¢isel)

lim s, = —c0+ 0= -
n—0o0

Rada (4.5) je proto divergentni.

Poznamka 4.7: Predchozi priklad nelze interpretovat tak, ze poruseni monotonie
posloupnosti (a)?2 , pfi zachovani kladnosti ¢lent a nulové limity, ma za nasledek
divergenci fady .- ,(—1)"as. Leibnizovo kritérium je pouze postacujici podminka,
implikace jednim smérem.

Jako priklad lze uvazit drobnou modifikaci predchoziho ptikladu:

1
a2k:?7
2 1
A2k+1 = ok T oh 1 k=0,1,2,...
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Takto zadana posloupnost (ay)%2, ma nulovou limitu, je tvofena kladnymi ¢leny,
ale neni monotonni (1 < 2 > 1/2 < 1 > 1/4 < 1/2 atd.) Pro posloupnost jejich
castecnych souctt plati

n

Sp = Z(—l)kak =

k=0
[n/2] [n/2]

1 1
Z ? - Z F +O(1) =
=0 £=0

1 - Ll/J L - Ll/J
1+([n/2 1+[n/2
= 12’_1 —2 12’_1 +o(1) —
2 2
1 1
2 2

Maéme zde tedy co doc¢inéni s konvergentni fadou majici soucet roven —2. Konver-
genci této fady (bez urceni souctu) by $lo i snadnéji ukazat pomoci Srovnavaciho
kritéria (Véta 4.5), které probereme v nasledujici ¢asti textu.

Srovnavaci kritérium

Nasledujici kritérium ndm umoznuje rozhodovat o konvergenci a divergenci rady

porovnanim s vhodné zvolenou fadou, o které vime, jestli konverguje ¢i diverguje.

Véta 4.5 (Srovnavaci kritérium): Budte Y oo ap a Y o bi ¢iselné fady. Potom
k=0 k=0

plati nasledujici dvé tvrzeni.

a. Necht existuje ky € N takové, ze pro kazdé k € N vétsi nez ky plati nerovnosti
0 < |ag| < by anecht fada ) _,- , by konverguje. Potom fada -, a; absolutné
konverguje.

b. Necht existuje ky € N takové, ze pro kazdé k € N vétsi nebo rovno £y plati
nerovnosti 0 < a; < by a ) - aj diverguje. Potomifada ) -, by diverguje.

Diikaz bodu a. Opét pouzijeme Bolzanova—Cauchyova kritéria. Lze postupovat shod-
né jako v diikazu véty 4.3. Tvrzeni opét plyne z nasledujiciho odhadu,

lan|+]anr1|++ - +lanipl| = lan|+lansi]+ - +lanip| < bntboiit - +buip. O
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Diikaz bodu b. Dle predpokladu vime, Ze

Zakﬁzbk

k=ko k=ko

a limita levé strany je +o00. Odtud ihned plyne (v podstaté definice limity posloup-
nosti), ze i posloupnost ¢aste¢nych soucta fady Y - by diverguje. O

D’Alembertovo kritérium

Jiz vime, ze fada ) ;- , ¢" konverguje pro |q| < 1. Tohoto faktu s vyhodou vyuzZijeme
v ditkazu nasledujici véty, ktera nese jméno po Jeanu d’Alembertovi (francouzsky
matematik, 1717 — 1783).

Véta 4.6 (d’Alembertovo kritérium): Necht a; > 0 pro kazdé k € N;. Pokud

. Qpy1
lim =2 > 1,
k—o0 ag
o
potom fada g ay, diverguje. Pokud ovsem
k=0
. Qg1
lim =2 < 1,
k—o0 ag
o
potom fada g ay konverguje.
k=0

Diikaz prvniho tvrzeni. Za uvedeného predpokladu z podilového kritéria pro po-
sloupnost (ax)?; plyne

lim ap = +o0.
k—o0

Neni tedy splnéna nutna podminka konvergence fady » .-, ax (Véta 4.1) a tato je
proto divergentni. O

Ditikaz druhého tvrzeni. Oznacéme
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Dle nasich predpokladt plati 0 < ¢ < 1. Uvazme libovolné ¢ spliujici ¢ < g < 1.
Definice limity posloupnosti (vemte dost malé okoli ¢) implikuje existenci ky € N

a
< g < 1. Odtud nahlédneme, Ze
Qg

takového, ze je-li & > ky pak plati nerovnost

pro kazdé k > kg plati

ar < ¢"*oay,.

Uz ale vime, ze fada Y, , ¢" konverguje pro |g| < 1. Podle srovnavaciho kritéria
(Véta 4.5) tedy konverguje i fada ) -, ax. []

Poznamenejme, ze d’Alembertovo kritérium zdaleka neni vSemocné. Napriklad
ofadé ) 7, % vime z BI-MA1, Ze diverguje. Ovsem pro limitu podilt plati
1

lim 5L — lim

1

=1

D’Alembertovo kritérium tedy o konvergenci, resp. divergenci, této konkrétni fady
nerozhodne. Dokonce nerozhodne ani o fadé ) ;- | k. Tato situace je podobna jako
u podilového kritéria pro posloupnosti.

Existuji dalsi kritéria pro vysetfovani konvergence ¢iselnych rad (Cauchyovo,
Gaussovo, Dirichletovo, Abelovo, aj.). V dalsi ¢asti textu odvodime jesté integralni
kritérium (Véta 4.8).

Priklad 4.9: Zkoumejme konvergenci fady

* k,lOOO

2k

k=1

Rada m4 kladné s¢itance, mizeme se proto pokusit pouzit d’Alembertovo kritérium.
Musime vypocist hodnotu nasledujici limity

(k+1)1000 1000 1000
By o 1 (k+1 1 1 1 1
) T 4. . . _ 1000 __

Protoze % < 1 a fada ma kladné ¢leny d’Alembertovo kritérium nam umoznuje

tvrdit, Zze zadana rada je (absolutné) konvergentni.

Pristupme nyni k prvni jednoduché aplikaci ¢iselnych fad. Pomoci ¢iselné ra-
dy muzeme dat pfirozeny vyznam nekonecnému desetinnému ¢iselnému rozvoji.
Ciselné fady budou hrat daleZitou roli i v nasledujici podkapitole o Eulerové &isle
(podkapitola 4.4) a i pozdéji pti vykladu o Taylorovych fadach (kapitola 5).
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Priklad 4.10 (Desetinny rozvoj): Bud (aj )2, ¢iselna posloupnost jejiz ¢leny naby-

vaji hodnot pouze z mnoziny {0, 1,...,8,9}. Potom klademe
O.ai1a9as3 - - := Z ag - 107
k=1

Rada na pravé strané defini¢ni rovnosti konverguje a jeji soucet jednoznaéné (viz vétu
0 jednoznacnosti limity) definuje jisté realné ¢islo. Konvergence fady plyne ze srov-
navaciho kritéria, zfejmeé

1 k
<ap-107F<9. (=
0<ap-107"<9 (10>

k
afada -, <1—10> konverguje protoze jde o soucet geometrické posloupnosti s kvo-

cientem %, ktery je v absolutni hodnoté mensi nez 1.

4.3 Odhadovani asymptotického chovani soucta

Vzpomenme si na piiklad fady harmonickych ¢isel, tj. na divergentni ¢iselnou radu

0o
k=1

Jeji divergenci jsme prokazali zkoumanim jeji posloupnosti caste¢nych souctt, tedy
posloupnosti (s,,)22  se ¢leny

| =

n

Sp —

e

k=1
Tento caste¢ny soucet nelze vyjadrit explicitné, nelze ho secist a zbavit se symbolu
sumy (na rozdil od geometrické ¢i aritmetické posloupnosti). Mizeme ale tento
soucet geometricky interpretovat jako jistou plochu a jeji obsah porovnat s obsahem
plochy pod jistou kfivkou, kterou umime vypocitat pomoci integralu. Konkrétné
plati nasledujici véta.
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Véta 4.7 (O odhadu posloupnosti ¢astecnych soucti): Necht f je spojita funkce na
(1,+00) an € N. Je-li f klesajici, pak plati

/f da:<Zf < f /f

Je-li f rostouci, pak plati

+/1nf(x)dx§2f<k)Sf(”)""/lnf(x)dx

Nerovnosti uvedené v predchozi vété je vhodné interpretovat geometricky. Ge-
ometricky vyznam integralu jiz zndme. Podobné soucet Y ,_, ay, lze interpretovat
jako obsah n obdélniku sitky 1 a vysky ay, viz Obrazek 4.1.

Diikaz pro klesajici funkci. Bud k € N, pak prokazdé x € (k, k+1) plati f(k+1) <
flz) < f(k).

Z véty o nerovnosti mezi integraly (Véta 3.5) dostaneme nerovnost

k+1 k+1 k+1

flk+1)= fk+1)dz < fx)dx < fk)dz = f(k).

k k k

Sectenim nerovnosti pro £ = 1,2,...,n — 1 dostaneme

/ It fo(k)

. / @ar< Yo g < j)+ [ ar m

Priklad 4.11: Pomoci odhadu z Véty 4.7, tj. aniz bychom soucet pocitali explicitné,
zjistéme rychlost ristu (vime, Ze ma za limitu 4-00) posloupnosti (s,,)%2 ; s ¢leny

n
sn:ZkQ, neN
k=1

Odtud
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12 3 4 5 z

Obrazek 4.1: Geometricka interpretace nerovnosti ve Véteé 4.7.
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Nyni f(z) = x? je rostouci na (1, +00) a proto pro kazdé n € N plati

1+/ 22dr < ZkQ < n2+/ z2dr.
1 ) 1

Tudiz

Lo 2o la o 1

-n"+-<s,<-n’+n"—-.

3 3- "3 3
Pro velka n je nejvétsim ¢lenem %n3, presnéji, z véty o limité seviené posloupnosti
plyne

s
n—00 §n3

Piiklad 4.12: Odhadnéte rychlost ristu posloupnosti (n!)°° ; bez vyuziti faktorialu.
Vyuzijme $ikovné Gpravy

Inn! = Z Ink.
k=1

Funkce f(x) = Inx je rostouci na (1, +00) a proto
0 +/ z)dz < Zln <In(n /n In(z) da.
1 1
Primitivni funkci F' k funkei f je funkce F'(z) = xIn(z) — x + C, tudiz
nln(n) —n+1<Zln ) < In(n) +nln(n) —n+ 1.

Odlogaritmovanim (monotonie €”) posledni nerovnosti pak dostavame

enln(n)—n—i-l <npnl< 6ln(n)—i—nlrl(n)—n—‘,—l

a po upravé
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Poznamka 4.8: Tento odhad uz je pro vétsinu aplikaci dostate¢ny. Lze ho vsak
jesté dale zlepsovat. Vsimnéte, ze na rozdil od predchoziho prikladu nam tento nyni
nedéava posloupnost (b,,)>° ; takovou, ze

Ziskani takovéto posloupnosti (b,)52 ; vyzaduje dalsi praci. Pro uplnost uvedme, ze
tuto vlastnost ma napftiklad (tzv. Stirlingav vzorec)

3

b, = V2mn - —
e

Nyni se vratime k piikladu, ktery jsme pfipominali na zacatku této podkapitoly.

Priklad 4.13: Jiz vime, Ze
. 1
fim 35 = hoo

Odhadnéme nyni jak rychle se Y, _, % blizi k nekonec¢nu s rostoucim n.
Podle piedchozi véty pro f(z) = - klesajici na (1, +o0) dostavame odhad

1 "1 1 "1
— —dzx < — <1 —dx.
n+/1x$_zk_+/lxx

Po integraci

1
—+In(n) < %<1—|—ln(n), neN
" k=1
Odtud
"L (), mebo 3L —0(a(m). nebo 3L =0
? n), nebo = n)), nebo = O(n).
k=1 k=1 k=1
Opét tedy mame
!
lim =A=Lk —

66



4, CiSELNE RADY ODHADOVANI ASYMPTOTICKEHO CHOVAN{ SOUCTU

Dale si povsimnéte, Ze

O posloupnosti (Zzl % — ln(n)) lze ukazat, Ze je klesajici a tudiz ma limitu.
Tato limita se oznacuje 7y a nazyva se Eulerova-Mascheroniova konstanta. Jeji

priblizna hodnota je v = 0.577218 . ..

Z téchto prikladu je zfejmé, Ze Véta 4.7 nam dava nastroj na odhadovani castec-
nych souct nékterych ¢iselnych rad a lze ji proto vyuzit k vysetfovani konvergence
¢iselnych rad.

o0

Véta 4.8 (Integralni kritérium): Bud Z a,, ¢iselna fada s kladnymi ¢leny takova,
n=1

Ze existuje spojitd a monoténni funkce definovana na (1, +00) takova, ze f(n) = a,

pro kazdé n. Potom

« Pokud (zobecnény Riemanntv) integral / f(z) dx konverguje, pak ¢iselna
1

rada Z a,, konverguje.
n=1
« Pokud integral / f(z) dz diverguje, pak ¢iselna fada Z a, diverguje.
1 n=1
Diikaz. Piimocaré pouziti véty 4.7. [

Piiklad 4.14: Rada Z k* konverguje pro o < —1 a diverguje pro o > —1.

k=1
Protoze

n na+1 1 n
/ r*dr = — ,a# =1, a / z 'z =1Inn
1 a+1l a+1 1
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plati
" 1
lim dr = ——, a< -1,
n—+oo Jq -1 -«
n
lim x%dx = 400, o> —1.
n—+o0o 1

Priklad 4.15: V predchozim textu jsme se setkali s nékolika kritérii pro vysetfovani
(absolutni) konvergence a divergence ¢iselnych rad. I kdyz je kazdé z téchto kritérii
zaméfeno na trochu jinou skupinu fad, existuje mezi nimi piekryv. Na riizné ptiklady
lze tak aplikovat hned nékolik riiznych spravnych postupi. Jako ilustraci tohoto
jevu uvazme ciselnou radu

=1
; T (4.6)

o0
Posloupnost jejich s¢itancu (\3/#%) je sice konvergentni posloupnost s limitou
k=1

0 a nutna podminka konvergence (Véta 4.1) je splnéna, ale nasledujici tfi zptsoby
argumentace ukazuji, ze jde o divergentni ¢iselnou fadu.

1. Funkce f(x) = 27'/3 je spojita a ostfe klesajici na intervalu (1, +00) a plati

/+Oox_1/3dx: lim i/?’ C—§ lim (02/3—1):§(—|—oo):+oo
1 c—+00 2/3 2 ‘

Podle Integralniho kritéria (Véta 4.8) tak fada (4.6) diverguje.

2. Pro vsechna pfirozena k plati nerovnost

>—-2>0

=F
oy
o=

a fada
oo

2

k=1

| =

je znama divergentni harmonicka fada (to vime jiz z BI-MA1 (BI-MA1, Priklad),
alternativné to nyni umime také snadno dokazat pomoci Integralniho kritéria).
Srovnavaci kritérium (Véta 4.5) nyni implikuje divergenci nasi fady (4.6).
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3. V neposledni fadé zde mizeme zcela elementarnimi prostfedky ovérit samot-
nou definici divergentni ¢iselné fady (Definice 4.1). Pro n-ty ¢astecny soucet s,
fady (4.6) hrubym odhadem? dostavame

Z Z\/_ \/_ 2/3—>+oo, pro n — oo.

Odtud plyne (dle (BI-MA1, Véta)) s,, — +00 pron — oo a nase fada (4.6) je proto
divergentni.

Kazdy z postupt vyuziva jinych nastroji. Posledni uvedeny je v jistém smyslu
nejjednodussi, protoze pouziva pouze elementarni tvrzeni. To je samoziejmé jiny
typ ,jednoduchosti®, nez jaky mivaji na mysli studenti.

4.4 Exponencialni funkce a Eulerovo cislo

V této podkapitole se budeme podrobné vénovat exponencialni funkei, ktera pred-
stavuje jednu z nejdalezitéjsich matematickych funkci. Dale zavedeme Eulerovo
¢islo (Leonhard Euler, $vycarsky matematik, 1707 — 1783). Jak uvidime, oba tyto
matematické objekty stoji na pojmu ¢iselné rady, ktery jsme zavedli v pfedchazejici
sekci.

Pro kazdé realné x uvazme ciselnou radu ’

2 3

im——l—i- +x—+x—+ (4.7)
£ k] 21 3l

Pomoci d’Alembertova kritéria se snadno presvéd¢ime o absolutni konvergenci této
fady. Pro x = 0 fada (4.7) o¢ividné absolutné konverguje. Pro = # 0 pro limitu
podili plati

karl
. )!
lim —— =

k—oo |zk
k

i 1
|z| lim —— =0 < 1.

2Kazdy ze s¢itanct v tomto souétu zmensime nahradou za nejmensi ze s¢itanctt
3Pouzivame algebraickou konvenci 0° = 1.
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Podle d’Alembertova kritéria proto rada Z [2I" konverguje, a tudiz rada (4.7)

konverguje absolutné pro libovolné = € R Vyraz (4.7) ma tedy pro kazdé z € R
jednoznacny smysl jakoZto realné ¢islo.

Po téchto pocatec¢nich uvahach mizeme piejit k formalni definici exponencialni
funkce.

Definice 4.3: Zobrazeni, které kazdému = € R pfifazuje soucet konvergentni fady
(e}
>
k!’
k=0

nazyvame exponencialni funkci. Jeji funkéni hodnotu v bodé x zna¢ime symbolem

e”. Plati tedy
ok
x
k=0

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi funkce definované vztahem (4.8). UkaZeme,
ze takovato funkce splnuje vsechny vztahy, které bychom od exponencialni funkce
ocekavali.

Véta 4.9 (Zakladni vlastnosti exponencialni funkce): Exponencialni funkce oplyva
nasledujicimi vlastnostmi:

a. e =1,
b. pro véechna z,y € R plati e” ¥ = e%e?,
€T

c. pro vSechnax € Rplatie®” > 0adalee™ = ﬁ,

d. exponenciala je ostfe rostouci funkce, pro vsechna z,y € R spliujici nerovnost
x < y plati nerovnost e” < ev.

Diikaz. a. Plyne ptimo z dosazeni* x = 0 do defini¢niho vztahu (4.8),

0"
0 E _
k=0

*Vsimnéte si, Ze ted vyuZzivame konvenci 00 =1.
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b. Uvazme x,y € R. Potom’

o0 k o0
er . eV — (Z% (Z% =

L y* 1 ¢ K\ o ks
S o (1) -
k=0 ¢=0 k=0 =0
— i (.75 “’l;'y)k — eery

c. Z predchozich, jiz dokazanych, bodu a. a b. plyne rovnost
et =e""=¢"=1 (4.9)

platna pro libovolné = € R. Tato rovnost implikuje nenulovost e” pro libovolné € R

(m0zeme argumentovat sporem: kdyby e* = 0 pro jisté x € R, pak z odvozené

rovnosti dostavame 0 = 1, coZ je spor). Z rovnosti (4.9) pak ihned dostavame
—x 1

e :Z.

Bud dale # > 0. Potom pfimo z definice exponencialy dostavame

ak
x
e’ = E i > 1.
k=0

Predpoklad = > 0 je zde podstatny, diky nému vime, Ze posloupnost ¢astecnych
sou¢tt konvergentni fady > ;- ”]”C—]T je rostouci a jeji soucet proto muzeme zdola
odhadnout prvnim ¢lenem posloupnosti ¢aste¢nych soucti, coz je ¢islo 1.
Mame-li nyni x < 0, pak z pfedchoziho odstavce a (4.9) plyne
1
e =—>0.
6—17
Celkem proto nerovnost e > 0 plati pro kazdé x € R.
d. Uvazujme z > 0. Nerovnost e* > 1 odvozena v ditkazu pfedchoziho bodu dale
implikuje, Ze pro zaporné z plati
R 1

e’ = < 1.
e—Z

Je-linyni x < y, pak e’ =€V e” > 1" = €, protozey — z > 0. []

Pozor, zde jsme se dopustili kroku, ktery by bylo vhodné podrobnéji okomentovat. Konkrétné
jsme vynasobili dvé absolutné konvergentni ¢iselné fady. Spravnost tohoto kroku nedokazujeme.
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.....

z které napr1klad plynula spojitost a vztah pro derivaci exponencialy. Tato vlastnost
je obsahem néasledujiciho lemmatu.

Lemma 4.1 (Dulezity limitni vztah pro exponencialni funkci): Plati

Dikaz. Uvazme x € (—1,1),x #0,an € N, n > 2. Potom

n zk n zk n k—1
Zk:OH_1_1:Zk:1H_1:Zx
x x k!

n k—2

no k-1
:kzxk! :xzxk! '
=2

Z téchto rovnosti plyne odhad

platny pro vsechna pfirozena n. Odtud ihned plyne nerovnost

er —

0<

1
—1' < |z|

pro kazdé z € (—1,1), x # 0. Kone¢né véta O limité seviené funkce implikuje

et —1
T

lim
x—0

~1 =0

cili

z—0 xX
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Poznamka 4.9: Limity exponencialy v +00, resp. —o0, je nyni také snadné odvodit.
Nebot pro z > 0 plati e* > 1 + 2, plyne z véty O vytlaceni do nekonecna

lim e = 400.
Tr—+00

Coz dale pouzitim véty o limité slozené funkce

lim e*= lim e = lim —=—=
T——00 x—+00 z—+o0 e¥ —+00

Pomoci exponencialni funkce mizeme prirozené definovat Eulerovo ¢islo jakozto
funkéni hodnotu exponencialni funkce v bodeé 1.

Definice 4.4 (Eulerovo ¢islo): Eulerovo ¢islo definujeme pomoci exponencialni
funkce predpisem

oo 1
1
e=¢ = kg ik (4.10)
=0

Nyni, vybaveni skute¢nou definici Eulerova ¢isla, se mizeme pustit do pro-
zkoumavani jeho vlastnosti. Odhadneme jeho hodnotu, jen velmi pfiblizné, a poté
ukazeme jeho iracionalitu.

Poznamka 4.10: V této poznamce provedeme prvni hruby odhad hodnoty Eulerova
¢isla. Oznaéme (s,,)2 ; posloupnost ¢asteénych souét fady (4.10), tedy

"1
Sn:E H, n € N.
k=0

Tato posloupnost je o¢ividné rostouci a omezena. Skutecné,

11 1 1
L=1+1+= <
§ it otogto g st te 3 s
1 1 1 1 1— L
<1414 -—4+—4+—+--- =1 2 < 3.
SI+l4otmtomt ot o +1_%

Soucet fady (4.10), tedy Eulerovo ¢islo, lezi mezi ¢isly 2.5 (soucet prvnich tfi ¢lent
fady) a 3 (horni odhad provedeny vyse).

Tvrzeni 4.1 (Iracionalita Eulerova ¢isla): Eulerovo ¢islo je iracionalni.
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Diikaz. Uvedeme dikaz sporem pripisovany Josephu Fourierovi (francouzsky mate-
matik a fyzik, 1768-1830) z roku 1815.

Predpokladejme, Ze Eulerovo ¢islo je racionalni, tj. plati rovnost e = ™ pro
néjaka prirozena m an > 1 (uz vime, ze e je kladné). Potom e - n! = m - ( —1)!je

prirozené cCislo, stejné jako
1 1 1 1
+ = T + = o +--F 1)

Rozdil téchto dvou prirozenych ¢isel je nezaporné celé ¢islo a pro jeho hodnotu (ozn.
R) s vyuzitim defini¢ni rovnosti (4.10) dostavame

m
n

k=n+1
a dale pak
- 1 - 1 1 1
R = = - <1
;( +1)(n+2)--(n+7) 321 n—|—1 n—l—ll—n—H n

Tj. R je celé &islo lezici v intervalu (0, 1). Takové &islo neexistuje, dosahli jsme
sporu. [

Prirozeny logaritmus

Pripomenme si vysledek predchozi sekce. Exponencialni funkce x +— e” je ostre
rostouci (a tedy i prosta). Z bodu c. Véty 4.9 dale vime, ze e” je kladné pro kazdé
realné z. Plati ale vic, oborem hodnot exponencialni funkce je mnozina (0, +00).

Definice 4.5: Existuje tedy inverzni funkce k exponenciile, ktera je také ostre
rostouci a zobrazuje (0, +00) na R. Tuto funkci nazyvame pfirozenym logaritmem
a znac¢ime symbolem In.

Véta 4.10 (Vlastnosti pfirozeného logaritmu): Prirozeny logaritmus In oplyva na-
sledujicimi vlastnostmi:

a. pro kazdé » € R plati Ine® = x a pro kazdé z € (0, +-00) plati e® =
b. lne=1alnl =0,
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c. prox,y € (0,+00) plati In(zy) = Inx + Iny.

Diikaz. a. Plyne pfimo z definice inverzni funkce (pfipomernte si definici inverzniho
zobrazeni).

b. Plyne piimo z definice inverzni funkce a vztahti e! = ea e’ = 1.

c. Uvazme z,y € (0, +00) aoznaéme 2’/ ‘= Inzay :=Iny,&ilie” =zae’ =y.
Dle bodu b. véty 4.9 plati 2y = ¢**¥' neboliIn(zy) = 2’ + 3 =Inz +Iny. O

Obecna mocnina

Pomoci exponencialni a logaritmické funkce zavedené v predchozi sekci nyni definu-
jeme obecnou mocninu (definice 4.6). Jinak feceno, cilem této sekce je dat korektni
vyznam symbolu a®, kde a > 0az € R.
Pripomenme, Ze pro a € R a kladné n € N definujeme
a:=a-a---q. (4.11)
—

n-krat

Pro zaporné celé n a nenulové a pak klademe

Tato definice ma smysl nebot ve jmenovateli je —n kladné a mizeme proto pouzit
vztah (4.11). Koneéné polozime® a° := 1

Symbol a" ma tedy dobry smysl pro libovolné n € Z a nenulové a € R. Ctenaf
jisté snadno nahlédne, Ze pti uvedené definici plati rovnosti

pro libovolna n,m € Nyaa € R (resp. n,m € Z a0 # a).
Nyni se zbavime pozadavku na celo¢iselnost exponentu. Klicem k uspéchu je
nasledujici definice.

Definice 4.6 (Obecna mocnina): Pro a € (0, +00) a z € R definujeme

T zlna

a ‘=e€

81 pro a = 0, pozor na toto ¢asté nedorozumnéni!
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Poznamenejme, Ze tato definice neni v kolizi s dfive zavedenou exponencialni
funkci. Pro a = e totiz mame

Na levé strané symbol e” chapeme jako obecnou mocninu a na pravé strané jako
exponencialni funkei.

Pojdme si nyni rozmyslet, jaké vlastnosti ma nami zavedena obecna mocnina
a zda-li rozsifuje celociselnou mocninu zminénou na zacatku této sekce.

Véta 4.11 (Vlastnosti obecné mocniny): Pro a,b > 0 plati
1. a®Y = a*aV,

2. (aﬂﬁ)y = a™¥,

3. (ab)* = a®b".

pro libovolna x,y € R.

Diikaz. Uvazme tedy a,b > 0 a z,y € R. Potom dle definice 4.6 plati

aery _ e(ery)lna _ 6xlna«H,/lna _ exlnaeylna — a%aY.
Podobné
(az)y — eylna”‘ — eylne“““ — eya:lna — a¥%% = q%Y.
Na konec s vyuzitim véty 4.10
(ab):p _ exln(ab) _ 6x(lna—&—lnb) _ emlnaexlnb — a%b". n

Obdobné jako u exponencialni funkce se miZeme na obecnou mocninu divat
jako na funkci x — a”. V tomto pfipadé jeji vlastnosti zavisi na konkrétni hodnoté
a.

Véta 4.12: Funkce definovana predpisem a” je:
« ostfe rostouci pokud a > 1,
« konstantni pokud a = 1,

« ostre klesajici pokud 0 < a < 1.
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Obor hodnot funkce a” je interval (0, +00) proa # 1 a {1} proa = 1.

Diikaz. Pokud je a = 1, pak a” = ethna — grlnl — o0 — 1 Uvazme a > 1. Z definice
logaritmu vime, ze Ina > 0. Je-lix < y pak zlna < ylna a rast exponencialni
funkce implikuje

a® = e:vlna < 6ylna = av.

Zbyvajici piipad 0 < a < 1 lze vysetfit analogicky. Pokud a = 1 pak je oborem hod-
not mnozina {1}. V ostatnich ptipadech ma a” stejny obor hodnot jako exponenciéla,
tedy (0, +00). O

Definice 4.7: Funkce a” je tedy pro 0 < a # 1 ryze monotonni a tudiz prosta. Jeji
inverzni funkci nazyvame logaritmem o zakladu a a zna¢ime log,,.

Poznamka 4.11: Pro kazdé a,x > 0 dostavame
I 1 e 1 I
elogaw — elogamﬁ _ e(logaz-lna)m — (alogam) Ina — e — €ﬁ,

Inz

Z prostoty exponencialni funkce tudiz dostavame log, » = {-%. Z tohoto vztahu jiz
plynou v$echny ostatni notoricky znamé vlastnosti logaritmu. Podobnym zptisobem
(viz cviceni) lze dokazat znamou rovnost

log, b* = zlog, b

platnou pro libovolné 0 < a # 1,b > 0ax € R.
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5 Taylorovy polynomy

5.1 Aproximace funkci pomoci polynomu

Tecna funkce f v bodé a predstavuje tzv. linearni aproximaci funkce f v bodé a.
V blizkosti bodu a dobfe vystihuje chovani funkce f. Ilustrativni graf funkce a jeji
teCny je uveden na obrazku 5.1.

Pokud chceme funkce aproximovat i na vétsich intervalech, zfejmé nevystacime
pouze s pfimkami, viz obrazek 5.2. Nabizi se uvazovat misto polynoma prvniho
stupné (pfimky) polynomy vyssich stupna (kvadratické, kubické, atd.). V této kapi-
tole se budeme zabyvat problémem, jak tyto aproximac¢ni polynomy zkonstruovat.
S pomoci derivaci vyssich stupiii se nau¢ime sestrojit tzv. Taylorovy polynomy,
které predstavuji v jistém smyslu nejlepsi moznou aproximaci k dané funkci.

Typickym vyuzitim Taylorovych polynomu je dloha vypocist hodnotu dané
funkce s pfedem zadanou pfesnosti pouze pomoci algebraickych operaci s¢itani
a nasobeni (déleni). Tedy napiiklad: Jak numericky ur¢it hodnotu sin(37°)?

Podle znamé geometrické definice funkce sin k odpovédi na tuto otazku pottebu-
jeme pouzit pravitko, kruzitko a uhlomér. Pfesnost ,vypoc¢tu® je pak dana presnosti
nasich nastroji. Viz obrazek 5.3.

5.2 Taylorav polynom

Nejprve si pfipomenme pojem polynomu, ktery bude v celé této kapitole hrat cent-
ralni roli.

Definice 5.1 (Polynom / polynomial): Realnou funkci realné proménné p : R — R
nazveme polynomem, pravé kdyz existuje nezaporné celé ¢islo n € Ny a realna
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TAYLORUV POLYNOM

chyba:
lze ji
kontrolovat?

Obrazek 5.1: Te¢na jakozto linearni aproximace funkce. Lze ocekavat, ze souhlas je
dobry na malém okoli bodu, kde uvazujeme te¢nu. Jak odhadnout chybu mezi funkei

a aproximaci?

Obrazek 5.2: Aproximace zadané funkce (¢
intervalu se zadanou presnosti.

tolerance chyby

erna kiivka) pomoci polynomu na zadaném
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sin(37°)

\ K

Nevhodné pro kalkulator/pocitac!

~_ |

Obrazek 5.3: Geometricka definice funkce sin pomoci jednotkové kruznice je ne-
vhodna pro vypocetni aplikace.

¢isla ay, . .., a, € R takova, Ze rovnost

plati pro vSechna realna = € R.
Pro pfipomenuti uvadime i zakladni terminologii spojenou s polynomy. Je-li
a, # 0,nazyvame ¢islo n stupném polynomu p. Jsou-li vsechny koeficienty ay, k =
0,...,n nulové, nazyvame p nulovym polynomem a jeho stupen nedefinujeme.
Podstatnou vyhodou polynomu je fakt, Ze k vyhodnoceni funk¢ni hodnoty poly-
nomu staci operace séitani (odc¢itani) a nasobeni. Navic polynom stupné n je zadan
n + 1 konstantami a Ize ho proto efektivné reprezentovat v pameéti pocitace.
Notoricky znamymi pfiklady polynomu jsou:

1. Linearni funkce f(z) = ax + b (a,b € R parametry) je polynomem nejvyse
prvniho stupné'’.

2. Kvadraticka funkce f(z) = ax® + bz + ¢ (a,b,c € R, a # 0 parametry) je
polynomem druhého stupné.

ISlovi¢ko ,linearni vyse pouzivame ke zduraznéni, ze grafem dané funkce je pfimka, linearni
objekt. Nejedna se nutné o linearni zobrazeni ve smyslu Linearni algebry.
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Pokusme se nyni podivat na te¢nu z jiného uhlu. Je-li funkce f diferencovatelna
v bodé a € R, pak rovnice jeji tecny v bodé a ma tvar

y = fla)+ f'(a)(z — a).

Je to pfimka nejvice ,pfipominajici“ funkci f v okoli bodu a. Te¢nu také mizeme
chapat jako graf linearni funkce

g9(z) = f(a) + f'(a)(z — a).
Pro funkce f a g plati

g9(a) = f(a), d'(a) = f'(a).

Tj. funkce f a jeji tecna v bodé a maji stejnou 0. a 1. derivaci v bodé a.

Pfirozené se nabizi otazka pro¢ neuvazovat polynom vyssiho stupné s podobnou
vlastnosti? Necht funkce f méa derivace v bodé a az do fadu n € N vcetné. Lze nalézt
polynom p takovy, ze p*)(a) = f*)(a) pro vsechna k = 0,1,...,n?

Odpovéd je kladna. Hledejme polynom ve tvaru

po) = > ol — a)”

Je potieba urcit konstanty ax, k = 0,1, ..., n tak, aby derivace polynomu a funkce
v bodé a az do fadu n vcetné byly shodné. Pro funkéni hodnoty derivaci polynomu
p v bodé a plati

(@) = pla) — = f()
fl@=p@=a = o=,
Pla)=pa) =20 = w=yf")

1
FB @) =p®(a) =k ay = ay= Ef<’f>(a), k=0,1,...,n

Uzavirame, ze hledany polynom p pozadovanych vlastnosti je tvaru

Shrime si toto pozorovani do nasledujici definice a véty.
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Definice 5.2 (Taylorav polynom / Taylor polynomial): Necht realna funkce realné
proménné f ma v bodé a € R kone¢nou n-tou derivaci. Polynom

nazyvame n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

Véta 5.1 (O vlastnostech Taylorova polynomu): Necht realna funkce realné pro-
meénné f ma v bodé a € R konecnou n-tou derivaci. Potom Taylortiv polynom 7;, ,
existuje a je to jediny polynom stupné nejvyse n takovy, ze

T (a) = f®(a) prokazdé k = 0,1, ..., n.

)

Diikaz. Existenci i jednoznacnost jsme dokazali v pfedchozich odstavcich. O

Piiklad 5.1: Naleznéme n-ty Taylorav polynom funkce f(z) = e* v bodé 0. Pro
libovolné k € Ny plati f¥)(z) = e® a proto f*)(0) = 1. Dostavame

1
Tno(ﬂf) = —.I'k.
’ |

— k!

Priklad 5.2: Naleznéme n-ty Taylorav polynom funkce f(x) = sin(x) v bodé 0.
Derivace funkce f se cyklicky opakuji, v zavislosti na k € Ny plati

F(2) = (<) sin(e) a (@) = (—1)* cos(a).

Proto

fEO0)=0 a [ 0) = (-1
Taylorav polynom pro n = 2/ je stejny jako Taylortiv polynom pron = 2¢ — 1
a plati

R B LNE g =
" 7=0 k—O 2k+

Specialné tedy plati 75,9 = T%,-10, n € N a jesté specialnéji treba Ty = T390.
Ukazka nékolika Taylorovych polynomu funkce sinus v bodé 0 je uvedena na obraz-
ku 5.4.
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Tio(z) =2
3

Tgp(l’) =T — %

Obrazek 5.4: Priklady Taylorovych polynomi funkce sinus v bodé 0 malych stupnd.

Poznamka 5.1 (Terminologicka): Z piedchoziho pfikladu je pékné vidét, pro¢ pou-
zivame nazev ,n-ty Taylortv polynom” misto studenty ¢asto pouzivaného a nesprav-
ného ,Tayloruv polynom stupné n“ kdyz mluvime o 7}, o: n-ty Taylortiv polynom
totiz nutné nemusi mit stuperi n! Pro funkei sin jsme v bodé 0 odvodili T o(x) = x,
tedy jeji druhy Taylortiv polynom ma stupen 1.

5.3 Chyba aproximace

V této podkapitole se budeme zabyvat chybou mezi pavodni funkci a Taylorovym
polynomem. Kdybychom tuto chybu nebyli schopni alespont odhadnout, pak by apro-
ximace byla prakticky nepouzitelna. Nebyli bychom schopni zajistit pozadovanou
presnost aproximace. Definujme si nejprve jasné chybu (zbytek), ktery zkoumame.
Definice 5.3 (Taylorav vzorec a Taylorav zbytek): Necht funkce f ma v bodé a
kone¢nou n-tou derivaci. Pro vSechna pfipustna = polozme R, ,(x) = f(z) —
T, a(x). Potom vztah
f(2) = Tho(x) + R o)

nazyvame Taylorovym vzorcem a IR, , nazyvame n-tym zbytkem v Taylorové
VZOrci.
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)
15 4(z) = cos(a) — sin(a)(z — a) — 3 cos(a)(z — a)?
T
Rﬁ/— f(z) = cos(z)
/()

Obrazek 5.5: Grafické znazornéni Taylorova vzorce, tedy vztahu mezi funkéni hod-
notou funkce f, Taylorova polynomu 7, , a zbytku R, ,, zde konkrétné pro n = 2.

Poznamka 5.2 (Znaceni): V pfipadé, ze mluvime o Taylorové polynomu v bodé
a = 0 piseme pro jednoduchost 7, misto 7;, . Podobné v ptipadé zbytku R, = R, .
Taylortiv polynom pro a = 0 se také nékdy nazyva Maclaurinav polynom.

Prvni informaci o zbytku v Taylorové vzorci nam dava nasledujici véta. Hrubé
feceno, kdyz x — a, pak zbytek v Taylorové vzorci jde k nule rychleji, nez posledni
¢len n-tého Taylorova polynomu.

Véta 5.2 (O zbytku v Taylorové vzorci): Necht funkce f ma v jistém okoli U, bodu a
spojitou n-tou derivaci. Pak pro zbytek v Taylorové vzorci plati

lim B () =

r—a (:L‘ — a)” o

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze a = 0. Z definice zbytku a vlast-
nosti Taylorova polynomu plyne

Ra(0) = R,(0) = --- = R V(0) = R (0) = 0.
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Pro vypocet limity lze pouzit 'Hospitalovo pravidlo (zdtivodnéte proc!). Potom

/ (n—1) (n)
tim 2 _ i Rn(zf i @) B )
z—0 " z—0 " z—0 nl-zx z—0 n!

Posledni rovnost plati, protoze RV = f T ) je podle predpokladu spojita
funkce na U, a Ré")(()) = 0. O

Poznamka 5.3: Za stejnych predpokladi jako v predchozi vété. Taylorav vzorec
lze vyjadrit ve tvaru

f(@) =T, a(z) + o((x — a)") proz — a,

Skutecné, staci pouzit definici o a tvrzeni pfedchozi véty.

Priklad 5.3: Vypoctéte limitu
. sinx
lim
z—0 X

Protoze sinz = x + o(x) prox — 0

sin x

lim =lim (14 0(1)) =14+0=1.

x—0 I x—0

Priklad 5.4: Pro z — 0 a a # 0 napt. plati

e =14+ azx+o(x), sin(z) = x + o(2?),
2
1
e =14ax+ %wQ + o(z?), sin(z) =z — 6%’3 + o(z*).

Hrubé feceno, n-ty Taylortv polynom je nejlepsi aproximace mezi v§emi poly-
nomy stupné n. Presny smysl tohoto vyroku je obsazen v nasledujici véte.

Véta 5.3 (O nejlepsi aproximaci): Necht funkce f ma na jistém okoli bodu a spojitou
n-tou derivaci a necht () je polynom stupné nejvyse n, rizny od Taylorova polynomu
T,, funkce f v bodé a. Potom existuje okoli U, bodu a takové, ze

|f(z) = T, (z)] < |f(z) — Q(x)| prokazdéz € U, \ {a}.

85



5. TAYLOROVY POLYNOMY CHYBA APROXIMACE

Diikaz. BUNO uvazujme a = 0. Oznaéme pro jednoduchost koeficienty polynomu

n

T.(z) = Zakxk, Qz) = Z bzt .

k=0
Polynomy jsou razné, jisté tedy existuje ¢ < n takové, ze a; # b;. Uvazujme dale
nejmensi takové i. Potom

n

f(x) = Q(x) = To(x) + Ru(w) — Q) = ) _(ax — b)a" + Ru(2) .

k=i
Potom pro # — 0 dostaneme pouzitim predchozi véty 5.2 (rozmyslete!)

' f(x) —ZQ(@")

n

(@i — b))+ > (ar — by +

k=i+1

Ry ()

It

x—0

Predchozi véta ale také implikuje (rozmyslete!)

J@) = Ta@)| —R”(.x)‘ =0 < lim
Tt z—0 i r—

lim

z—0 0

’f (z) —iQ(Z‘)

Musi tedy existovat okoli Uy takové, ze pro = € Uy \ {0} plati

f2) = Q)| _ | f(x) ~ Tu(x)
‘ x ‘ x

= [f(x) = Q)| > |f(z) = Th(x)[. [T

Vyraz | f(x) — Q(x)| pfedstavuje absolutni velikost chyby pii aproximaci funkce
f pomoci polynomu @) v bodé z. Pokud 7,1 # T, pak pro jisté okoli Uy podle
predchozi véty plati

|f(x) = T,(z)|] < |f(x) = Th_1(z)| prokazdéx € Uy~ {0}.

Tedy, kazdy dalsi Taylorav polynom aproximuje funkci f 1épe nez predchozi (pokud
neni shodny s predchozim).
Jak ale ukazuje pfiklad 5.11, mohou existovat i ,patologické® situace, kdy aproxi-
mace pomoci Taylorovych polynomi nedava dobfe pouzitelné vysledky.
Nejdulezitéjsi vétou této kapitoly je nasledujici Taylorova véta. Tato véta nam
dava zpusob jak kontrolovat zbytek v Taylorové vzorci (tj. chybu).
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Véta 5.4 (Taylorova): Necht existuje okoli U, bodu a takové, Ze funkce f v ném ma
kone¢nou (n+1)-ni derivaci. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(z) = T}, . (2)+ Ry o ()
lze pro kazdé x € U, zapsat ve tvaru

Fr(E)
(n+1)!

kde ¢islo £ zavisi na x a n a lezi uvnitf intervalu s krajnimi body z a a. Tento tvar
zbytku nazyvame Lagrangeuv.

Rn,a(‘r) = )n+1

(r—a

Y

Diikaz. Vynechavame. O]

Poznamka 5.4: Pro ¢islo € z predchozi véty tedy plati 0 < | —a| < |z —al. Interval,
o kterém se v predchozi vété mluvi nemtzeme zapsat snadno explicitné, protoze
nevime, jestli x lezi vpravo ¢i vlevo od bodu a. Proto se radéji uchylujeme k slovnimu
popisu, piipadné nerovnosti uvedené v této poznamce. Hodnota £ zdvisi na hodnoté
T aa.

Tato véta nam dava velmi dilezitou informaci o zbytku v Taylorové vzorci.
Umoznuje odhadovat chybu, které se dopustime pfi nahrazeni ptiivodni funkce f
jejim Taylorovym polynomem 7;, ,.

Piiklad 5.5: Urcete, jaké chyby se dopustime, kdyZ pro vypocet ¢isla /e = ez
pouzijeme hodnotu tfetiho Taylorova polynomu funkce e* v bodé 0 vyhodnoceného
v bodé z = %

Ty(z)=1+a+ %12 + éxg.

Dosazenim dostaneme funkéni hodnotu Taylorova polynomu v x = %:

1 1 1 /1\* 1/1\* 79 _
Til=)=1+=+=>(= ~(2) =2 =1.64583.
3(2) +2+2(2) +6(2) gy~ 104988

Toto ¢islo nam samo o sobé nic nefika. Je nutné odhadnout chybu.
Podle Taylorovy véty 5.4 plati (f(z) = e*) rovnost

or(2)n()
M50
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5. TAYLOROVY POLYNOMY MOCNINNE A TAYLOROVY RADY

Obrazek 5.6: Graf exponencialy a 3. Taylorova polynomu exponencialy v bodé 0
1
pouzitého k pribliznému vypoctu ez.

O cisle £ pouze vime, Ze lezi v intervalu (O, %) Navic umime odhadnout velikost
Cisla e, plati nerovnost e < 4 (zdivodnéte!). Celkem tedy

e 42 FINt 1 _
0<Ry(=)<—(%] =-—==0.0052083.
3(2) 41 (2) 192

Cislo +/e lezi v intervalu (1.64583, 1.6510416). Viz ilustracni obrazek 5.6. Pfiblizna
hodnota +/e s pfesnosti na 8 cifer je /e ~ 1.6487213.

5.4 Mocninné a Taylorovy rady

Jiz jsme spocetli, ze pro kazdé realné x a ptirozené n plati

Dale v tomto piipadé zname tvar zbytku R, 1ze ho vyjadrit jako

N
n(x)—(n+1)!x ’
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kde &, . lezimezi 0 a z, tudiz &, , < |z|. Z monotonie e” pak plyne odhad
0 < efre < ell,
Horni odhad ¢isla e+ tedy nezavisi na n (v tomto piipadé)!

Pro dané pevné = € R proto plati

el’

(n+1)!

0 <|R.(x)] <

’ TL’ TL—)OO\ 0

Véta o limité seviené posloupnosti potom pro kazdé realné x zarucuje

lim R,(z)=0.
n—oo
Pro libovolné realné x tedy plati
LA R
=t () = S =g

Tento fakt pro nas samoziejmé neni prekvapenim, protoZe exponencialu jsme takto
definovali! Jak za chvili uvidime, tuto vlastnost — vyjadritelnost pomoci souctu
Ciselné rady s parametrem = — maji i dalsi elementarni funkce.

Definice 5.4 (Mocninna fada / Power series): Necht je dana posloupnost (ax)2

a ¢islo ¢ € R. Ciselnou fadu
o0
>z =)', (5.1)
k=0

zavisejici na realném parametru x, nazyvame mocninnou fadou se stredem v bodé
c.

Definice 5.5 (Taylorova fada / Taylor series): Necht realna funkce realné proménné
f ma v bodé c € R koneéné derivace vsech fadi. Mocninnou fadu

1), )
;fk!( )<“’_c)

potom nazyvame Taylorovou radou funkce f v bodé c.

Poznamka 5.5: Uvazme pro jednoduchost ¢ = 0 a fadu v rovnici (5.1).
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5. TAYLOROVY POLYNOMY MOCNINNE A TAYLOROVY RADY

o0
« Je-li naptiklad x = 2, pak mame ¢iselnou radu E ap2F,
k=0
o0
T 1 , v, . g
- je-liz = 3, pak mame ¢iselnou fadu 3
k=0
Timto zpiisobem je definovana jista funkce, ktera kazdému realnému x ptiradi soucet

zadané Ciselné rady, pokud existuje. Jaky je defini¢ni obor této funkce?

Véta 5.5 (O poloméru konvergence): Pokud existuje limita®

L:= lim |2 ,
k—o0 ag
potom klademe
1
T L >0,
R:=<¢+0c0, L=0,
0, L =+o0

a tvrdime, Ze mocninna rada
oo
E ap(x — c)k
k=0

konverguje absolutné pro z € (¢ — R, ¢ + R) a diverguje pro |c — x| > R.

Ditkaz. Pro libovolné x € R razné od ¢ dostavame

a1 (z — )kt

ag(z — c)k

Af41

lim

k—o0

= lim |z —¢|- = |z —c|- L.

k—o0

Shrnujeme, ze pokud

« |x—¢|-L <1, tedy |z — ¢| < R, pak podle d’Alembertova kritéria zkoumana
fada konverguje absolutné,

e |t—c|-L > 1,tedy |z —c| > R, pak podle podilového kritéria je klim lag(z —
—00

¢)¥| = +o0. Tudiz nemtize byt splnéna nutna podminka konvergence zkou-
mané fady (tj. neplati klim ap(z — c)* = 0). O
—00

“Nutné nezaporna!
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Uvedme dale nékolik zakladnich vlastnosti tykajicich se mocninné rady

[e.o]

Z apzk. (5.2)

k=0

Ak41

Predpokladejme, ze existuje limita L = limy_, a definujme R stejné jako

v predchozi vété. Cislo R nazyvame polomérem konvergence mocninné fady (5.2).
Predchozi véta fika, Ze tato mocninna fada (5.2) konverguje pro |z| < R a diverguje
pro |z| > R. Nerika nic o konvergenci pro x = R a x = — R. Kazd4 mocninna fada
se chova timto zptisobem. Plati totiz nasledujici véta.

Véta 5.6 (Cauchy-Hadamard): Ke kazdé mocninné radé tvaru

Z akxk.

k=0
existuje R € (0, 4+00) takové, Ze tato fada absolutné konverguje pro |z| < R (z =0
pokud R = 0) a diverguje pro |z| > R.
Diikaz. Vynechavame. [

Polomér konvergence ale vzdy nemusi jit spocitat pomoci limity podilti uvede-
nych ve vété 5.5. Tato limita nemusi existovat.

Piiklad 5.6: UvaZte mocninnou fadu

Z sin(k) z*.

k=0
Limita
, sin(k + 1)
lim |————
k—+oo | sin(k)

neexistuje, ale podle srovnavaciho kritéria mocninna fada jisté konverguje pro
x € (—1,1). Skutecné,
| sin(k) 2*| < |«f*

a Y r,|z|* konverguje pro |z| < 1.
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Piiklad 5.7: Rozeberme vSechny tyto poznatky na ptikladu funkce f(z) = —
a jeji Taylorovy fady v bode 0,
S

Plati f¥)(z) = e )k+15 x # 1,k € N. Proto f*)(0) = k!. Zadani je tedy v poradku,
tato fada je skutecné Taylorovou fadou pfislusné funkce v bodé 0. Pro polomeér
konvergence R mame rovnost

lim ‘—‘ =1=—.
k—o0

Dale pro z = +1 jsou fady Y - ,(£1)* divergentni. Rada konverguje absolutné pro
x € (—1,1) a diverguje pro vSechna ostatni z. Rovnost

e.¢]
:E"L‘k

k=0

plati pro € (—1,1). Radu v tomto pfipadé umime pfimo seéist, neni potteba
vysetfovat zbytek v Taylorové vzorci.

Priklad 5.8: Vysetfete obor konvergence mocninné fady

f: ka®
k=1

Postupujme opét s pomoci véty 5.5. Pro L plati

L= limE: lim <1—|—%>:1+0:1.

k—o0 k—oo

Protoi R = % = 1 aihned vidime, Ze nase fada (se sttedem v 0) konverguje absolutné
pro z € (—1,1) a diverguje pro x € (—oo, —1) U (1, +00).

Dosazenim z = +1 dostaneme fady > -, k(£1)" z nichZ ani jedna neni kon-
vergentni, protoze nespliuje nutnou podminku konvergence. Uzavirame, Ze oborem
konvergence nasi fady je interval (—1,1).
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funkce Taylorova fadav 0  konvergence pro
o _k

e’ Z % reR
k=0

sinx i ix%ﬂ reR
prd (2k+1)!
— (EDF

cos T Z x reR
prt (2k)!
> (_1)k+1

In(1 + z) ZTxk r e (—1,1)
k=1

arctg x i (1" g2kl re(—1,1)
2k +1 ’

Tabulka 5.2: Nékteré elementarni funkce, jejich Taylorovy fady a = pro ktera tyto
rady konverguji.

Priklad 5.9: Polomér konvergence mocninné fady miize vyjit i nulovy. Rozmyslete
si to v pripadé mocninné fady

(k1)a*,

WE

B
Il
o

ktera absolutné konverguje pouze pro z = 0 (jeji soucet je pak 1) a diverguje pro
vSechna ostatni redlna x. Jeji obor konvergence je tedy jednoprvkova mnozina {0}.

Na zavér této podkapitoly uvadime v tabulce 5.2 Taylorovy rfady dalsich elemen-
tarnich funkci.

Poznamka 5.6 (Mathematica): Mathematica nam mize pomoci s poc¢itanim Tayloro-
vych polynomt piikazem Series. Jeho zakladni pouziti mé tvar Series [expr, {x, a,
kde expr je vyraz zavisejici na x a chceme spocitat n-ty Taylortiv polynom v bodé a.
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5.5 Piiklady

Tuto kapitolu uzavieme nékolika feSenymi priklady, které ukazuji mnohostranné
pouziti Taylorovy véty (Véta 5.4).
Priiklad 5.10: Naleznéte vzorec pro vypocet hodnoty funkce sin pro vsechna realna
x s presnosti 1077, Diky periodicité a tvaru® funkce f = sin sta¢i nalézt vzorec
s pozadovanou pfesnosti pro x z intervalu (0, 5).

Podle Taylorovy véty pro (2n + 2)-ty Taylorav polynom se stfedem v 0 plati

sin(z) = i (<_—1)k 2k+1 fentd) (én,w)x2n+3.

T
— (2k +1)! _(2n+3)!

-~

R2n+2($)

Indexy u symbolu &, , ndm pfipominaji, Ze tento zavisi na x a n.
Protoze derivace lichého fadu funkce sin je — az na stfidajici se znaménko -
funkce cos, miizeme zbytek pro x € (0, %) odhadnout:

(g) 2n+3

2n+3 —. ]
g (2n + 3)! in

| Ronya(z)| < (2n—+3)!’

Hodnoty a,, jsou uvedeny v tabulce 5.4. Vidime, ze pro n = 5 je a,, poprvé mensi
nez 1077, Tudiz miiZeme uzavtit, Ze se pro kazdé x € (0, g) hodnota sin(x) 1isi od
vyrazu

1.3 1’5 177 1‘9 $11

TTETE T o
nejvyse o 1077,
O uskalich implementace funkce sin vyuzivajici pravé zde uvedeny piistup se
muzete dozvédét vice v tomto clanku na MARASTu.

Nasledujici priklad ukazuje, ze situace neni vzdy zcela riizova a pokus o aproxi-
maci pomoci Taylorovych polynomua nikam nevede.

Priklad 5.11: Z piedchoziho vykladu by mohl ¢tenat ziskat dojem, Ze k zlepseni
presnosti aproximace funkce f pomoci jejiho Taylorova polynomu 7, je vzdy dosta-
¢ujici zvolit vhodneé velké n. V tomto prikladu si ukazeme priklad funkce, ktera tuto

3Staci umét pocitat funkéni hodnotu v prvnim kvadrantu.
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n 1 2 3 4 5 6
a, 80-1072 47-103 16-107* 3.6-10¢ 5.7-107% 6.7-10719

Tabulka 5.4: K prikladu 5.10 o aproximaci funkce sinus.

domnénku vyvraci. Uvazme funkci

eV, w £,
0, x = 0.
Graf této funkce je uveden na obrazku 5.7. Ctenaf si samoziejmé priibéh této funkce
muze vySetfit sam.
Pojdme vypocitat jeji n-ty Taylortv polynom v bodé a = 0. Jeji derivaci v nule
musime spocitat z definice (pokud bychom zderivovali funkéni ptedpis pro f(z) pro
nenulova z, tak dostaneme derivaci jen pro nenulova x), tedy

-1/z% _
FO0) =tim =0 gy Y i

1m
=0 x—0 y—too €Y’  y—too 2yey2

Nyni se zamysleme nad tim, jak budou vypadat derivace funkce f vyssich rada
pro nenulova x. Tvrdime, Ze pro x # 0 a k € N plati

—1/42
e 1/x

fP () = —z Fr(1/2),

kde Py (z) je polynom stupné 2k — 2. Toto tvrzeni mizeme snadno dokazat indukci.
Pro k = 1 mame
6—1/122

f'(x) = , 70,

3
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T

Obréazek 5.7: Graf funkce f z ptikladu 5.11. Tato funkce u nuly jde velmi rychle
k nule.

tj. P.(z) = 1. Necht nyni tvrzeni plati pro k € N, provedme indukéni krok
] y platip p
, 671/902 !
(@) = (f®) (2) = (ka(1/$)> -
—1/22 ac% — k-2 1 /
- ¢ s D) - g hile) | =

_ %( (% k- 2> P(1/x) — P,;(1/:c)>,

J/

-~

Py y1(1/2)

na pravé strané opravdu vidime, Ze Py, 1(z) je polynom stupné 2 + 2k — 2 = 2k.

Nyni opét matematickou indukei dokazme, ze f*)(0) = 0 pro pfirozené k. Pro
k = 1 jsme toto tvrzeni jiz ovérili. predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k£ € N. Potom
analogickym vypoctem jako vyse dostavame

e—l/ac2
f(k+1)(0) — lim f(k)(x> - f(k)(o) _ im ka(l/x) _
z—0 x—0 z—0 x
~ lim Y3 Py(y) _0
y—too 692 ’

Pro n-ty Taylorav polynom této funkce proto plati 7,,(z) = 0. At je n jaké chce, tak
stale mame nulovy polynom. Pro tuto funkeci je tedy hodnota f(z) totozna s hodnotu
R, (x) pro libovolné x. Polomér konvergence piislusné Taylorovy fady je trividlné
nekonecny.
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Taylorovy polynomy nejsou jedinym nastrojem pouzitelnym pro vypocet funké-

nich hodnot elementarnich funkci. Tuto kapitolu zakon¢ime dvémi kratkymi po-
znamkami timto smérem.
Poznamka 5.7 (CORDIC): Kapesni kalkulatory vétsinou pfimo nepouzivaji mocnin-
né rozvoje pro vypocet hodnot trigonometrickych funkei (sin, cos, tan, atd.). Casto
vyuzivaji algoritmus CORDIC. Ten k vypoctu naptiklad funkénich hodnot funkce
sin rafinované vyuziva

1. souctové vzorce pro trigonometrické funkce,

2. vzorky, tj. v programu ulozené hodnoty funkce sin predem napoctené (napiiklad
pomoci Taylorova polynomu) pro jistou mnozinu thla.

Prvni implementace tohoto algoritmu pochazi z roku 1959 a byla vyuzita v navigac-
nim pocitaci bombardéru B-58.

Poznamka 5.8 (Padého aproximace): Padého aproximace funkci misto polynomut
vyuziva racionalni lomené funkce, tj. podil dvou polynomu. Takovato funkce je stale
elementarni v tom smyslu, ze jeji funk¢ni hodnoty Ize pocitat opét pouze pomoci
algebraickych operaci s¢itani, nasobeni a déleni ¢isel. Je-li f zadana funkce tak se
Padého metoda snazi najit polynomy P(z) a () takové, aby rovnost

priblizné platila na okoli zadaného bodu.
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6 Linearnirekurentni rovnice

S rekurentné zadanymi posloupnostmi (a, )5 jste se setkali jiz ddvno na stfedni
skole (viz geometricka a aritmeticka posloupnost). Potkali jsme se s nimi ale i pti
studiu BI-MA1 pfi snaze fesit rovnice typu f(z) = 0 pomoci Newtonovy metody.
Rekurentni rovnice se dale objevuji na fadé mist. V této casti textu si ukazeme jejich
souvislost s hledanim explicitnich vzorci pro ¢leny posloupnosti ¢astecnych soucta
¢iselnych rad. Dale si ukdZeme rekurentni rovnice pfirozené vznikajici pii studiu
rekurzivnich algoritmt. Tim ovSem neni oblast aplikaci téchto rovnic vycerpana,
dalsim bohatym zdrojem rekurentnich rovnic mohou byt rizné kombinatorické
ulohy:.
Obecné lze posloupnost rekurentné zadat vztahem

an:fn(an—h an—Qa"'7a27a1)7 7122,3,...,

kde f, : R"! - R,n = 2,3, ... jsou néjaka pevné zadana zobrazeni. V této formé
je pojem piili§ obecny a podrobnéji se mu v této plné obecnosti vénovat nebudeme.’
U rekurentné zadanych posloupnosti nas typicky zajima:

« Vyjadreni n-tého ¢lenu v uzavieném tvaru (,vyfeSeni rekurence®).

+ Pokud uzavieny tvar nezname, tak alespon odvozeni asymptotickych vlastnosti
feSeni (popis téchto feseni pomoci asymptotickych symbola ~, O, 2, ©, atd.).

Obéma aspektiim se zde budeme postupné vénovat v riznych specialnich ptipadech.
Nejprve zacneme klasickym motiva¢nim prikladem Hanojskych vézi.

'Partie matematiky, ktera se obecné snazi studovat takovéto rekurence by spadala do teorie
dynamickych systému.
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Obrazek 6.1: Pocate¢ni a koncovy stav Hanojskych vézi s ¢tyfmi disky:.

A B (C
| L |
A B (C

Obrazek 6.2: Reseni Hanojskych vézi s jednim diskem je snadné. V jednom tahu ho
pfesuneme z jedné tyce na druhou.

6.1 Uvod

Nasledujici zajimavy priklad ukazuje, jak rekurentni vztah (rovnice) pfirozené vznika
pfi studiu problému, za nimz na prvni pohled zadna rekurence vidét neni.

Hanojské véze
Mame tfi tyce A, B a C, na ty¢i A je navleceno n kruhovych diskd postupné se
zmensujici velikosti (zdola nahoru). Tyto disky mame pfesunout na ty¢ B tak, Ze
pohybujeme vzdy jen jednim diskem na vrcholu véZe a nikdy nepolozime vétsi disk
na mensi. [lustrace této situace je uvedena na Obrazku 6.1.

Reseni si vyzkousime pro n = 1 disk a n = 2 disky a pak uhadneme obecny
postup:

1. Pro n = 1 vezmeme disk z tyCe A a pfemistime jej na ty¢ B. Tato situace je
prezentovana na Obrazku 6.2.

2. Pro n = 2 mame minimalné tfi kroky, jak si lze snadno rozmyslet naptiklad
s pomoci Obrazku 6.3.
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Obrazek 6.3: Reseni Hanojskych vézi v piipadé dvou diskil vyzaduje minimalné tii
taht.
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Obrazek 6.4: Symbolické znazornéni obecného postupu pfi feseni Hanojskych veézi
s n disky. Nejprve pieneseme n— 1 diskt z prvni tyce na posledni tyc. Poté pfemistime
nejveétsi disk z prvni tyce na prostiedni ty¢. Nakonec prfenesem n — 1 diski z posledni
tyCe na prostfedni ty¢.

Pojdme se nyni zamyslet nad obecnou situaci. Kazdé feseni problému Hanojskych
vézi 1ze rozdélit na tii ukony: pro n > 1 diskd nejprve (néjak) premistime vrchnich
n — 1 disku z ty¢e A na ty¢ C, potom pfesuneme nejvétsi disk z ty¢e A na ty¢ B
a na zavér premistime n — 1 diskt z tyc¢e C na ty¢ B. Tyto faze jsou ilustrovany na
Obrazku 6.4.

Ozna¢me nyni minimalni pocet kroki (pfesunt jednotlivych disk) k pfesunu
véze velikosti n z tyCe na ty¢ symbolem 7,,. Z piedchozi diskuze uz vime, ze 7j = 0,
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Ty =1, T, = 3. Obecny postup popsany vyse pak implikuje rekurentni vztah:
T,=2-T,1+1, pronecN. (6.1)

Tento vztah ndm umoznuje rekurentné urcit dalsi hodnoty 7,,:

e T=0,T1=1,T, = 3.

e I3=2-Th+1=2-34+1=T.

e Ty=2-T3+1=2-T4+1=15.

e I5=2-Ty+1=2-15+1=3L

« atd.

Zkusené oko v téchto numerickych hodnotach vidi vztah 7,, = 2" — 1,n > 0.
Je tato intuice spravna? Ano, jak se snadno presvédcite matematickou indukci,
nebo vyuzitim latky téchto prednasek (viz Priklad 6.6).

Nelinearni rekurence
Rekurence

TnZQTn_1+1

byla ,linearni” ve smyslu: vyrazy T,, a T,,_; se v ni vyskytuji pouze v souc¢tu nasobené
Ciselnymi faktory (pfesna definice ,linearity jiz zanedlouho).

Jakmile opustime ,linearitu,” tak se situace mize velmi komplikovat, vzpomerite
na tento priklad z BI-MA1:

Priklad 6.1: Posloupnost (a,,)5° , zadana rekurentné vztahem
an=4-a,1-(1—an,_1), neN, aqye(0,1),

a znama pod nazvem ,logistické zobrazeni“ se chova chaoticky.

O nelinearnich rekurentnich rovnicich je obecné vyrazné slozitéjsi néco fict, po-
drobnéji se jim zde vénovat nebudeme. Tim ov$em ani pfi nejmensim nenaznacujeme,
ze by takovéto rekurence nebyly dilezZité a zajimavé!
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6.2 Linearni rekurentni rovnice

Motivovani predchozi diskuzi a inspirovani rovnici (6.1) se nyni hloubéji ponofime
do studia linearnich rekurentnich rovnic. Pustme se nejprve do definice ustfedniho
pojmu a zavedeni uzitecné terminologie.

Definice 6.1 (Linearni rekurentni rovnice / Linear recurrence equation): Linearni
rekurentni rovnice fadu k € N (zkracené LRR) je rovnice tvaru

Tn+k + Ck—1mn " Tnt+k—1 +-- Cin * Tnt1 + Con " Tn = bna n e Z7 n Z Ny, (62)

kdeng € Za (cipn)plpn,s i = 0,1,...,k — 1, (tzv. koeficienty rovnice) a (b,);>,,
(tzv. prava strana rovnice) jsou zadané posloupnosti a posloupnost (co )52, neni
nulova posloupnost. Jestlize b,, = 0 pro kazdé n > ny, pak se pfislusna rovnice
nazyva homogenni. Pfidruzenou homogenni rovnici k rovnici (6.2) nazyvame
LRR se stejnymi koeficienty a nulovou pravou stranou (b, = 0 pro kazdé n > ny).

o0

ey Zkréacené

Jako neznamou v rovnici? (6.2) chapeme celou posloupnost ()
bychom rovnici (6.2) mohli pomoci sumacni notace zapsat ve tvaru

k—1
Ttk + E CinTnti = bn, N EZL, n>ny.
=0
Tento zapis budeme Casto pouzivat. Je explicitnéjsi a zabira méné mista.

Pozorné ¢tenafstvo si jisté vsimne mnozstvi linearné-algebraicky znéjicich poj-
mu v Definici 6.1. Zanedlouho uvidime, Ze vztah mezi feSenim soustav linearnich
rovnic a linearnich rekurentnich rovnic je hluboky.

Linearni rekurentni rovnice typicky vzejde z praktického problému a nas poté
zajima jeji feSeni. Pojdme formalné zavést i tento dilezity pojem.

Definice 6.2 (Reseni LRR): Nechf je dana line4rni rekurentni rovnice fadu k € N,

Tpyk + Cho1nTngh—1 T -+ ClpTpy1 + ConTn = by, NE€ZL, n>ng.  (6.3)

Jejim feSenim nazveme libovolnou posloupnost (z,,);2,, takovou, Ze dosazenim
jejich ¢lentr do (6.3) dostaneme pravdivé rovnosti pro kazdé celoc¢iselné n > ny.

Uvedme nyni nékolik prikladi demonstrujicich pravé zavedené pojmy. Vlast-
nostem fe$eni linearnich rekurentnich rovnic a jejich systematickému hledani se
budeme vénovat v dalsich podkapitolach.

Pfesnéji spocetné mnoha rovnicich
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Priklad 6.2 (Geometricka posloupnost): Méjme zadané g € R a uvazme homogenni
LRR prvniho fadu
Tnt1 — qTn, =0, n>0.

Tj. v Definici 6.1 mame ng = 0,k = 1,b,, = Oacp, = —¢gprokazdén € Ny. Resenim
této rovnice je libovolna posloupnost tvaru z,, = a - ¢", n € Ny, pro libovolnou
konstantu o € R. Skutec¢né, prostym dosazenim a po jednoduché upravé pro kazdé
n > 0 dostavame

aqn+1 —q- aqn S <qn—|—1 . qn—l—l) — 0.
Piiklad 6.3: UvaZme rovnici
Tpy1 — Ny, =0, n>1.

Regenim této rovnice (dosadte!) je posloupnost z,, = A-(n—1)!,n € N, pro libovolné
AcR

Pro zajimavost vypisme jednotlivé vztahy, vS§imnéte si méniciho se multiplikativ-
niho faktoru:

. n=1lxzy—1-21=0,
2. n=2:x3—2 29 =0,
3. n=3x4—3 -23=0,
4. n=4x5—4-24=0.
5. ...

Jeden z koeficientt této LRR zavisi na n, neni tzv. konstantni (viz Definici 6.4).

V pripadé geometrické posloupnosti (Priklad 6.2) vidime, Ze rekurentni vztah
udava nekonec¢né mnoho raznych posloupnosti, které ho spliuji. Skutecné, konstanta
« muaze byt libovolna. Rekurentni rovnice je proto ¢asto doplnéna tzv. pocatecnimi
podminkami, které uz urci néjaké konkrétni feseni.

Definice 6.3 (Pocate¢ni podminky / Initial conditions): Necht je dana linearni reku-
rentni rovnice fadu k € N,

Tyl + Ch1nTntk—1 + - F ClnTpt1 + ConTn = by, N EZL, n > ny.
Pocatecnimi podminkami pro tuto rovnici nazveme libovolnou soustavu rovnosti

Tng = Aoy Tng+1 = A1, ooy Tngtk—1 = Ak—1, pro zadané hodnoty Ay, ..., Ap_1 € R.
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Priklad 6.4 (Geometricka posloupnost): Pro dané ¢ € R je feSenim rovnice
Tpt1 — qTn, =0, n > 0.

posloupnost tvaru z,, = - ¢", n € Ny, kde o € R je néjaka konstanta.
Pfedepsanim pocatecni podminky pro zy hodnotu této konstanty vynutime (zde
jednoduse xy = «) a dostaneme tak uz jednu konkrétni posloupnost.

Priklad 6.5 (Posloupnost caste¢nych soucta ¢iselné rady): Méjme ciselnou fadu

0 . .r Y s v« vio 00 i v o 2 .,
> o k. Potom posloupnost jejich ¢aste¢nych souct (s,,)52, je feSenim linearni
rekurentni rovnice prvniho fadu

Tptl — Tp = Qp41, N >0

s pocatec¢ni podminkou zg = ay.

Priklad 6.6 (Fibonacciho posloupnost): Méjme zadané ny = 0 a uvazme homogenni
LRR druhého radu
Tpio — Tpi1 — T, =0, N 2> nyg.

Tj. v Definici 6.1 klademe b,, = 0 a ¢; ,, = ¢y, = —1 pro kazdé n € Ny
Reseni této rovnice vyhovujici po¢ateénim podminkdm zy = 1 az; = 1 je zndma
Fibonacciho posloupnost.

Otazka 6.1: Proc jsme nezavedli LRR nultého fadu? Je to viibec mozné?

6.3 Vlastnosti mnoziny reseni linearnich
rekurentnich rovnic

Nejprve budeme studovat obecné a dulezité vlastnosti mnoziny reseni LRR. Za¢neme
velmi pozitivnim a zakladnim pozorovanim:

Véta 6.1 (O existenci a jednoznac¢nosti feSeni LRR): Plati dvé nasledujici tvrzeni.
1. Kazda linearni rekurentni rovnice ma néjaké reseni.

2. Je-li dana linearni rekurentni rovnice fadu k£ € N s predepsanymi pocatecnimi
podminkami, pak existuje praveé jedno feseni této rovnice splnujici tyto pocatecni
podminky.
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Diikaz. Postupné dokazme obé uvedena tvrzeni.

1. Méjme LRR fadu k£ € N tvaru

k—1
Tntk + Z CinTn+i = by, M EZL, n>ny.
i=0
Zvolme Ay, ..., Ax_1 libovolné a polozme X, := Ag, ..., Xpgtk—1 = Ap_1. Poté

postupné vypoctéme X, 1, Xng+k+1---- pomoci piedpisu

k—1
Xn+k = bn - Z Ci,an+i7 nc Z7 n Z no.

i=0
Takto zkonstruovana posloupnost (X, )52, je feSenim nasi LRR.

2. Jsou-li pocate¢ni podminky Ay, ..., Ax_; pfedepsany, pak z pfedchoziho bodu vi-
dime, Ze uz jednozna¢né udavaji hodnoty feseni X, pro n > ny + k a tedy
jednoznacné udavaji i celé feSeni (jakozto posloupnost). O]

Dle druhého bodu Véty 6.1 je kazdé feseni LRR fadu £ jednoznacné zadano
pocatetnimi podminkami (kterych je k): shoduje-li se prvnich k prvka dvou feseni
jedné LRR, pak jsou tato feSeni shodna.

Kolik feseni LRR existuje? Jak velka je mnozina vSech feseni zadané LRR? Témi-
to otazkami se budeme zabyvat zanedlouho. Nejprve u¢inme dilezité pozorovani
o vztahu feSeni raznych LRR lisicich se pouze pravou stranou, které je obecné
charakteristické pro linearni systémy (rozmyslete analogické tvrzeni pro soustavy
linearnich rovnic).

Véta 6.2 (Princip superpozice / Superposition principle): Uvazme dvé LRR k-tého
fadu s ne nutné shodnymi pravymi stranami,

k-1

Tptk T Z CinTn4i = bna (64)
=0

k—1
Tptk T Z CinTn4si = bna (65)

=0
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pron € Z,n > ng.Je-li (X,,)52,, fesenirovnice (6.4) a (Y,,);2,,, feseni rovnice (6.5),
potom pro libovolnou konstantu « je posloupnost (X,, + oy, )n n, TeSenim LRR
k-1
Tntk + Z CinTnyi = b, + ana n = ng.
=0
Diikaz. Pfimocaré dosazeni. Provedte! [

Nez se pustime do popisu mnoziny feseni je vhodné pfipomenout nékolik pojmu
znamych z linearni algebry.
Poznamka 6.1 (Prostor vsech posloupnosti): Uvazme celoc¢iselné ny a mnozinu

vsech realnych posloupnosti (x,, )52, , tuto neprazdnou mnozinu ozna¢me R (za-
vislost na n( ve znaceni potlacujeme, musi byt vzdy dano pevné).

« Soucet dvou posloupnosti (z,);2,,., (yn)5e,, € R definujeme jako po-
sloupnost

(xn)n no + (yn)?zo:no = (ZEn + yn)?zo:no € ROO

« Skalarni nasobek posloupnosti (z,,);2,, € R* ¢islem a € R definujeme
jako posloupnost

Q- (‘rn)n =ng ° (Oél’n)n no S ROO

Mnozina R* vybavena témito operacemi tvofi vektorovy prostor nekonec¢né dimenze
(ovéfeni axiomt: zamysleni), mnoZina

{(5’i1n)n no | 1= ng, Ny + 1 } C R™

je LN mnozina majici nekone¢né mnoho ¢lent. Nulovym prvkem v tomto prostoru
je nulova posloupnost = (0);2,, .
Nyni se dostavame k ustfedni vété, ktera by vam meéla byt povédoma z BI-LA1
(Frobeniova véta).
Véta 6.3 (O struktufe mnoziny feSeni LRR): Méjme LRR fadu £ € N tvaru
k—1
Ttk + Z CinTnti = bp, M € L, n > Ny, (6.6)
=0
a ozna¢me mnozinu vSech jejich feSeni symbolem S a mnozinu vsech feseni pfidru-
zené homogenni rovnice symbolem Sj. Potom plati nasledujici tvrzeni:
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1. Mnozina S je vektorovy prostor dimenze k.

2. Mnozina S je tvaru S = (Z,)5°
rovnice (6.6).

+ So, kde (7,);2,,, je (partikularni) feseni

n=ng

Nez se pustime do dukazu této ustredni véty, tak vypichnéme jeji pfimocaré
dalezité duasledky:

« Pokud mame dvé feseni jedné homogenni LRR, pak i jejich soucet je feSeni té
samé homogenni LRR.

+ Pokud mame jedno feseni jedné homogenni LRR, pak i jeho konstantni nasobek
je fesenim té samé homogenni LRR.

« Pfi hledani vsech feseni zadané LRR je potfeba umét hledat vsechna feseni
pridruzené homogenni rovnice a néjaka partikularni reseni.

Diikaz bodu 1 Vety 6.3. Jiz vime, Ze mnozina Sy je neprazdna, viz Vétu 6.1.
Dokazme nyni uzavienost mnoziny Sy vuci algebraickym operacim. Uvazme dvé

feseni ()52, @ (Yn)nep, PFidruzené homogenni rovnice k rovnici (6.6), tedy dva

prvky Sp, a libovolné o € R. Potom pro prvky posloupnosti (z,, + oy ), plati

k—1

(anrk + ayn+k) + Z Ci,n(anri + aynJri) =
=0

k-1 k-1
= <$n+k + Z Ci,n$n+z’> +a (yn-i-k + Ci,nyn—‘ri) =0+a-0=0, n=>

=0 1=0

Tudiz i (z, + ay,)>

n=no

S S().
Zkonstruujme bazi Sy majici k ¢lentt. Oznaéme jako (X,({))n g8 = 0,1, k—
1, prvek Sy s pocate¢nimi podminkami Xﬁboﬂ =0;5,1,7 =0,1,...,k — 1. Téchto
vektort je tedy k.
Soubor téchto k vektort generuje Sy: je-li (z,,)5°

diky linearité jisté plati

nen, libovolné feseni z Sy, pak

E / i
n no Tng+i Xn n=ng"
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Dale je tento soubor i linearné nezavisly: dava-li linearni kombinace vyse nulovou
posloupnost, pak pro koeficienty linearni kombinace nutné plati z,,+; = 0 pro
1=0,1,...,k—1 ]

Ditkaz bodu 2 Véty 6.3. Méjme partikularni feseni (,,);2,,, LRR (6.6). Chceme uka-
zat rovnost

n=ng
Ukazeme proto dvé inkluze.
C: Uvazme (z,)%°, € S a polozme y,, := ,, — &p, n > ng. Potom plati

n=ng
(xn);o:no = <fi'n);l.o:n0 + (yn)’flo:no

k—1 k—1 k—1
Yn+k + § CinUn+i = | Tn+k + E CinTn4i | — jn—l—k + § Ci,nz’%n—i-i -
=0

1=0 1=0

=b,—0,=0.

Tudii, (yn)fzo:no S SO-
ot Je-li (xn);l,.ozn() = ('%7”)20:71,0 + (yn>;l,.o:n0 pro né.]aké (yn);l,.ozno S SO’ pak

k—1 k—1 k—1
Ttk + E CinTn4i = *%n+k + E Ci,na?nJri + | Yntik + § CinYn+i | =

=0 =0 1=0
= b, +0

aproto (z,)52, € S. O

n=ng
Demonstrujme znéni predchozi véty na pripadé geometrické posloupnosti.
Priklad 6.7 (Geometricka posloupnost): V Ptikladu 6.4 jsme ukazali, Ze pro dané
q € R je fesenim LRR prvniho radu
Tpy1 —qTn, =0, n >0.

posloupnost tvaru z,, = o - ¢", n € Ny, kde a € R je néjaka konstanta.
V tomto pripadé proto pro mnozinu vsech feseni této LRR plati

So = <(CI")§O:0>>
jde o jednodimenzionalni podprostor R*°.
Radu dalsich piikladii si ukdZeme v dalsi ¢asti této kapitoly, aZ vybudujeme
nastroje pro systematické feseni LRR s konstantnimi koeficienty.
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Poznamka ke vztahu s linearni algebrou

V této podkapitole by mél byt patrny velmi blizky kontakt s linearni algebrou.
Samotnou LRR

k—1

Ttk + Z CinTnti = bm n e Z> n = ng. (6~7)
=0

1ze formulovat pomoci tzv. matice prechodu v nasledujicim maticovém tvaru

Tp+k Tntk-1 bn
xn—&-.k—l _ An xn—i—‘k—Z O 7
Tpa1 T, 0
pro n > ng, kde
—Ck—1n —Ck—2n —Ck—3n "°° —Cin —Con
1 0 0 0 0
A, = 0 1 0 0 0
: : 0 0
0 0 e 1 0

Dalsi souvislosti mezi LRR a linearni algebrou uvidime v dalsich ¢astech této kapitoly.

Linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty

LRR zkoumané v predchozim textu jsou stale jesté prilis obecné, jejich feseni nemusi
byt snadno vyjadritelné v uzavieném tvaru. Provedeme jesté jedno omezeni tfidy
rekurentnich rovnic, které se budeme snazit vyftesit.

Definice 6.4 (LRR s konstantnimi koeficienty): Linearni rekurentni rovnice radu
k € N s konstantnimi koeficienty je linearni rekurentni rovnice radu k tvaru

Ttk + Ch—1 - Tpgh—1 + -+ C1 - Ty +Co Ty =by, NEZ, n>ng, (68)

kdeno € Zac; € R,i=0,1,...,k — 1, ¢y # 0, jsou zadané konstanty a (b,);>,,,
je zadana posloupnost.
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Kazda linearni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty (Definice 6.4) je
specialnim pripadem linearni rekurentni rovnice (Definice 6.1) a plati o ni vSe co
jsme zatim zminili v pfedchozi ¢asti této kapitoly.

Pokusme se najit feseni pfidruzené homogenni rovnice k rovnici (6.8) ve tvaru
x, = A", kde A je zatim neznamy nenulovy parametr. Po dosazeni a pokraceni
dostaneme rovnice

k—1 k-1
/\n+k + Z Ci/\n—H = 07 n Z U <~ )\k + Z CZ‘)\i = 0.
i=0 1=0

Tim jsme se zcela zbavili zavislosti na n a pokud najdeme kofeny tohoto polynomu
stupné k, pak najdeme i feSeni nasi homogenni LRR! Zavadime proto nasledujici
pojem.

Definice 6.5 (Charakteristicky polynom LRR s konstantnimi koeficienty): Charak-
teristickym polynomem rovnice (6.8) nazyvame polynom stupné k tvaru

pN) = N F o N e e

Kofeny” tohoto polynomu se nazyvaji charakteristicka (nebo vlastni) ¢isla rov-
nice (6.8).

Priklad 6.8: Nasleduje vycet ukazkovych dvojic LRR s konstantnimi koeficienty
a jejich charakteristickych polynom:

Tpyo — 2Tpyq + T2, =0, p(\) = /\ — 2+ T,
Tpys +m2x, —1 =0, p(\) =
Lot + Tpirg — 422, = n?, p(A) = A"+ /\3 42.

Vsimnéte si, ze v pfipadé LRR s nekonstantnimi koeficienty tento pfistup, tj.
hledani feseni ve tvaru \", takto jednoduse aplikovat nemazeme: koeficienty by
stale zavisely na n, neméli bychom jeden polynom pro danou LRR.

Pojdme nyni systematicky fesit LRR s konstantnimi koeficienty:.

30becné komplexni &isla!
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6.4 Reseni homogenni LRR s konstantnimi
koeficienty

Nejprve zformalizujme pozorovani uc¢inéné pred definici charakteristického polyno-
mu.

Véta 6.4 (Konstrukce feSeni homogenni LRR pomoci charakteristického ¢isla): Jestli-
ze A je charakteristickym ¢islem homogenni LRR s konstantnimi koeficienty fadu
keN

Tpgk + Ch1Tpgk—1 + -+ + C1Tpg1 + coxp =0, 1 >Ny,

pak posloupnost (A")p°, - je jejim fesenim.
Ditkaz. Cislo ) spliiuje p(\) = M + ¢, A1+ ... + ¢\ + ¢y = 0 a proto

k—1
AE LN A = X p(A) = A0 =0

=0
pro kazdé n > ny. O
Pomoci charakteristickych ¢isel mizeme zkonstruovat bazi Sy. Nejprve prozkou-

mejme jednoduchy pfipad, kdy vSechna maji nasobnost* 1, tj. kdyz jsou vsechna tzv.
jednoducha.

Véta 6.5 (Reseni homogenni LRR s konstantnimi koeficienty, jednoducha charakte-
risticka ¢isla): Uvazujme homogenni LRR s konstantnimi koeficienty fadu £ € N

Tpyk + C1Tnyk—1+ -+ AZpp1 + T =0, 1 2> ng.

Jestlize ma k vzajemné ruznych charakteristickych c¢isel \;, i € k, pak soubor
posloupnosti (A} )p2,,., @ € k, tvoii bazi Sy, tedy libovolné feseni (z,,);2,,, € So je
tvaru

Tp = 1A + -+ apAL, N> ng,
pro néjaké konstanty o, . . ., ay.

V dikazu budeme potiebovat nasledujici linearné-algebraické pomocné tvrzeni.

“JTakozto kofeny charakteristického polynomu.

111
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Lemma 6.1 (Determinant Vandermondovy matice): Méjme vzajemneé rizna ¢isla

A1, ..., Ax a oznacme (tzv. Vandermonduv determinant)
1 1 R | 1
A A A N N
AT T B S
V(A1 ..., Ag) i= det A Ay A N A ] (6.9)
(I T AR = I
Al A2 A3 Al Ak

Potom V(Ar,.... \) = [ (A —N) #0.

1<i<j<k
Diitkaz Lemmatu (Vandermonde). Postupné ucinnme nasledujici pozorovani:

« Z vlastnosti determinantu plyne, Ze funkce A — V' (A1, ..., A\x_1, A) je poly-
nom stupné k£ — 1 v proménné \ a ma kofeny Ay, ..., \;_;. Plati proto

V()\l, cey )\kfl, )\) = Oé()\ — )\1)()\ — )\2) cee ()\ - )\kfl),
kde « je zatim neznama konstanta.

« Rozvojem podle posledniho sloupce determinantu (6.9) ihned vidime, Ze koefi-
cient o u nejvyssi mocniny (tj. \*~1) spliiuje o = V( Ay, ..., \p_1).

+ Hledany determinant proto spliuje rekurenci

k—1
VM M) = VO, ) TTOw = M),
i=1
a pocatecni podminku V' (A1, Ag) = Ay — Ay
+ Odtud uz vidime platnost dokazovaného tvrzeni. [

Diikaz Véty 6.5. Z Véty 6.4 jiz vime, ze kazda z posloupnosti (A})52,, i € J:, pati
do Sp. Vsechna )\; jsou nenulova, protoze ¢y # 0. Tvori téchto £ posloupnosti LN
soubor? Pokud ano, pak bude dikaz dokoncen, protoze dimenze S je rovna k (viz

Vétu 6.3).
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Necht linearni kombinace (x,);2,,, = (21:1 aM?) je nulova posloupnost.
n=ng
Zapiseme-li rovnosti z,,, = 0, 2,11 = 0, ..., Zpy+k—1 = 0 vzhledem k neznamym
a1 A0, ..., oA, dostaneme homogenni linearni soustavu
1 1 N | 1 \no
T T e
2 2 2 2 2 242
VIR R M Y B () L
! : 5
AT A A3 AN AR . . =0,
: : : . : : "\ 1o
A2 Z\E2 k-2 \k=2 k2 1AL
1 2 3 k-1 'k A\
)\k’—l )\k—l )\k‘—l . )\k‘—l /\k:—l kA
1 2 3 k=1 "k

kde matice soustavy je regularni (Vandermondova matice, Lemma 6.1) a proto fe-
Senim této soustavy je pouze a;\° = 0, ¢ € k, a diky nenulovosti \; pak nutné
io; =0proi € k. ]

Priklad 6.9: Uvazme homogenni LRR druhého fadu s konstantnimi koeficienty
Tpao +3xp11 + 22, =0, n € N
Pro jeji charakteristicky polynom plati
pA) = A2 30 +2=(A+1)(A+2).

A ma proto dva vzajemné ruzné kofeny \; = —1 a Ay = —2, kazdy néasobnosti 1.
Mnozina Sy vSech feSeni vyse uvedené LRR ma proto tvar

S = ( (D) ((F27)3,):

Tj. kazdé feseni (z,,)22, z Sy je tvaru x,, = a(—1)" 4 5(—2)", n € Ny, kde «, 5 jsou
néjaké konstanty.

Charakteristicky polynom miiZe mit pfirozené kofeny vyssi nasobnosti, nez je
1. Jak zkonstruovat bazi S, v tomto pripadé? Dimenze prostoru Sy pro LRR radu &
bude stéle k, ale vzajemné raznych charakteristickych ¢isel budeme mit méné nez k.
Otazkou vytvoreni dalsich feSeni v této situaci se zabyva nasledujici véta.
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Véta 6.6 (Konstrukce feseni homogenni LRR pomoci charakteristického ¢isla vyssi
nasobnosti): Jestlize A je charakteristickym ¢islem homogenni LRR fadu k € N
s konstantnimi koeficienty

Tpyk + C1Tpyk—1+ -+ AZTpg1 + corp =0, 1 2> ng,

(nA");2

n=ng’> **

. (nm—l)\n)oo

a jeho nasobnost je m, pak posloupnosti (A™)5° o, Jsou

n=ng?
jejim fesenim a tvori LN soubor.

Na tomto misté diikaz v plné podrobnosti délat nebudeme. Spokojime se s ilustraci
klicové myslenky v pfipadé dvojnasobného charakteristického cisla.

Naznak diikazu pro nc’zsobnost m = 2. Méjme A dvojnasobny kofen charakteristic-
kého polynomu p(z) = z¥ + ZZ o Ciz'. Protoze co # 0,jei A # 0

Ve faktorizaci polynomu p(z) se kofenovy éinitel (z — \) vyskytuje v druhé
mocniné a proto nutné platiip’(\) = 0 (pfedstavte si derivovani sou¢inu kofenovych
Ciniteld, v kazdém séitanci zbude alespori jedna mocnina (z—\)). Proto plati p(A) = 0
aip/(\) = 0.Z drivéjsi diskuze jiz vime, Ze (A");2,,, je feSeni. Nyni ovéime to
samé pro (nA\")2 . Dosazenim do levé strany rekurence a vyuzitim nenulovosti A

n=ng
dostavame
k-1
(n + k)A™F 4 g ciln + )N =
=0

k-1

A(n—l—k )\’”k 1—1-20@ n 4 4) A" 1) —
1=0

ZA-<Z”-p(2)>/

Zbyva rozmyslet linearni nezavislost. Plati-li aA” + nA" = 0, n > ng a A # 0 pak
nutné (napiste si prvni dvé rovnice) a = 5 = 0. []

=0.
z=A

Poznamenejme, Ze pro vyssi nasobnosti bude potfeba vyuzit vyssich derivaci
charakteristického polynomu. Diikaz linearni nezavislosti obecné vede na podobné
uvahy jako v pfipadé Vandermondova determinantu.

V obecném piipadé miazeme konstrukei feSeni homogenni LRR shrnout v nasle-
dujici véte.
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Véta 6.7 (Konstrukce prostoru vsech feseni homogenni LRR): Uvazujme homogenni
LRR fadu k£ € N s konstantnimi koeficienty

Tpgk + Cho1Tpyk—1 + -+ + C1Tpq1 + CoTy, =0, 1 > ny.

Jestlize ma K vzajemné riiznych charakteristickych ¢isel \;, i € K, kazdé s nasob-
nosti m; € k, pak soubor posloupnosti

(D (XD s (A
SOV S RN GV Sl
tvori bazi Sj.
Diikaz. Vyuzivame dfivéjsich tvrzeni. Formalni ovéfeni LN vynechavame. [

Priklad 6.10: Uvazme homogenni LRR tfetiho fadu s konstantnimi koeficienty
Tpts +2Tp40 — 4241 — 82, =0, n € Np.

Reseni. Pro jeji charakteristicky polynom plati
p(A) = N2+ 227 —4) -8 = (A —2)(\ +2)%

A ma proto dva vzajemné razné kofeny \; = —2 (dvojnasobny) a Ay = 2 (jednodu-
chy). Mnozina S vSech feSeni vyse uvedené LRR ma proto tvar

So = <(2n)$zo:07 ((=2)"),Z; (”(_2>n)20:0>'

Tj. kazdé feseni (z,)5%, z S je tvaru x,, = a2" + B(—2)" + yn(—2)", n € Ny, kde
a, B3, jsou néjaké konstanty.

Priklad 6.11: Naleznéte vSechna feseni homogenni LRR druhého fadu s konstant-
nimi koeficienty
Tpyo +2, =0, n>0.

Reseni. Charakteristickym polynomem je v tomto pfipadé

p(\) = A +1,
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a ma dva Cisté imaginarni (komplexni) kofeny Ay = +i. Diive zminéna tvrzeni stale
plati (komplexnost kofent nehraje roli). Libovolné feseni této LRR je tvaru

n=a-1"+3-(=i)", n>0.

To ale neni pékné! Zacneme-li s reaAlnymi pocatecnimi podminkami, tak ptivodni
srealny” problém bude mit jisté realné reseni! Nutnost vyjadfovat pomoci vyraz
s imaginarnimi jednotkami bychom se tedy méli byt schopni zbavit.

A to skutecné jde, vzpomeneme-li si na Moivreovu vétu

(£0)" = (cos T 4 isin E) = cos ¥ 4 jsin
2 2 2 2

a vyjadiime-li feseni ve tvaru

™m . ™
T, = (a—f—ﬁ)cos?—i-z(a—ﬁ)sm?, n > 0.
Misto posloupnosti (i")2° , a (( ) _, proto v této situaci pouzijeme linearni

kombinaci ( sin 7) a ( cos ﬂ) k vyjadreni obecného feseni ve tvaru
n=0 2

n >0,

. m™m -~ . T
xn:a0057—|—65m7, >

kde & a /3 jsou né&jaké konstanty.
Lze postup v predchozim prikladu zobecnit? Ano! Postup lze shrnout do nasle-
dujicich bodut.

« Méjme LRR s konstantnimi koeficienty a bud p()\) jeji charakteristicky poly-
nom (majici realné koeficienty, viz definice LRR).

« Je-li A charakteristické ¢&islo, které je komplexni a neni redlné, pak i A (¢islo
komplexné sdruzené k \) je charakteristické ¢islo nasi LRR.

+ Vyjadreme toto A v polarnim tvaru jako
A=r-(cosp+isiny),

kde r > 0a ¢ € (0,27). Potom A = 7 - (cos i — i sin ().
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« Pouzijeme-li opét Moivreovu vétu, pak vidime, ze pii konstrukci Sy mtzeme

misto posloupnosti (A")22, “a (A")°2, pouzit dvojici posloupnosti

oo

a (r” cos gpn)

(r” sin (pn) ZO

=ng n=ng’

« V pripadé vyssich nasobnosti sta¢i vSe navic jesté vynasobit prislusnymi
mocninami 7.

Shrnuti konstrukce mnoziny vSech reseni homogenni LRR

Uvazme LRR k-tého fadu s konstantnimi koeficienty a nulovou pravou stranou. Bazi
B podprostoru Sy konstruujeme v nasledujicich krocich:

1. Sestavme charakteristicky polynom p(\) a naleznéme jeho kofeny.

2. Za kazdé realné charakteristické ¢islo \ pfiddme do B posloupnost (A")%°

n=ng"

3. Zakazdé realné charakteristické ¢islo A nasobnosti m > 1 ptiddme do 3 posloup-
nosti (nA")2° 5 (i)

n=ng?> ** n=ng"

4. Zakazda dvé komplexné sdruzena charakteristicka ¢isla A = r(cos p=i sin ¢), kte-
ra nejsou realna, pfiddme do souboru B dvé realné posloupnosti (7" cos ng)S°

n=ng
a (r"sinng)s’,, .

5. Za kazda dvé komplexné sdruzena charakteristicka ¢isla A = r(cos ¢ £ i sin ),
ktera nejsou realnd a maji nasobnost m > 1, pfidame do souboru B realné

posloupnosti (nr" cosng)e>,, ..., (N 11" cosngp)2 | adale (nr" sinng)
—1 .
e (NP sinnep),
Priklady

Piiklad 6.12 (Fibonacciho posloupnost): Uvazme homogenni LRR druhého fadu
s konstantnimi koeficienty

Tny2 = Tpyl — Tp = 07 ne NO;

s pocatecnimi podminkami zy = x; = 1. Tj. Fibonacciho posloupnost. Naleznéme
explicitni vyjadfeni jejtho n-tého ¢lenu.
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Reseni. Charakteristickym polynomem této LRR je polynom p()\) = A2 — X\ — 1, ktery
ma dva vzajemné ruzné realné koreny Ay = %5 Libovolné feseni nasi homogenni
LRR je tedy tvaru

Ty, = ap Ay +Fa ', neN,.

Vhodnou volbou konstant ay nyni splnime pocatecni podminky. Soustava dvou
rovnic o dvou neznamych oy

xozour—i—oz_;l a x1:a+/\+—|—a_)\_;1

At
ma pravé jedno feseni oy = \/5 ao. = —“=

5
Zavér: Pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti plati

- (57 (5D nem

Poznamka 6.2: K feseni predchoziho ptikladu, explicitnimu vyjadfeni n-tého ¢lenu
Fibonacciho posloupnosti, uvedme nékolik komentai.

« Pro hodnoty A plati

Ar~ 1,618033988749 895,
A~ —0,618033 988 749 895.

Hodnota A\, je také znama jako tzv. zlaty fez a oznacuje se casto symbolem ¢.

+ Povedlo se nam od rekurentni definice Fibonacciho posloupnosti pfejit k jejimu
vyjadieni v uzavieném tvaru. Vedle toho mame i presnou informaci o jejim
asymptotickém chovani, konkrétné

1
Ty ~ —" ™ nebo  x, = O(p" ron — oo.
ik (¥") p

Tato informace neni na prvni pohled na defini¢ni rekurenci viibec patrna!
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6.5 Partikularni reseni LRR s konstantnimi
koeficienty

Pripomenme si znéni Véty 6.3. Mame-li LRR (s konstantnimi koeficienty), pak vsech-

na jeji fedeni jsou prvky mnoziny (Z, )5, + So, kde

+ Sy je mnozina vSech feSeni pridruzené homogenni soustavy (umime konstru-
ovat; viz Podkapitola 6.4),

~ Voo i il R VI .
o (Zn)5,, je néjaké partikularni feseni rovnice s pravou stranou.

Partikularni feseni jiz nelze hledat tak systematicky jako v pfipadé konstrukce
Sp. Typicky toto feseni uhodneme pomoci nékolika sikovnych pozorovani, jednomu
z nich se budeme vénovat v této podkapitole. Vzhledem k vyse uvedenému nam ale
opravdu stac¢i néjaké uhodnout! Pfipadné pfi tomto hadani muzeme vyuzit principu
superpozice!

Pri hledani partikularniho feseni se fidime tvarem pravé strany LRR. My si
ukazeme, jak konstruovat feseni pro LRR s tzv. kvazipolynomialni pravou stranou.
Nejprve definujme pfislusny pojem.

Definice 6.6 (Kvazipolynom / Quasipolynomial): Rekneme, Ze posloupnost (bn ),
je kvazipolynom, jestlize existuje A € R a polynom P(z) takovy, ze b, = P(n)\"
pro vSechna pfirozena n > ny.

Priklad 6.13: Kvazipolynomy jsou napriklad:
(2n —3)3", (n®+1) <\/§>n dn+2, 42", n>n

Nasledujici véta ukazuje, jak pro kvazipolynomialni pravou stranu hledat feseni.

Véta 6.8 (Partikularni feseni LRR s kvazipolynomialni pravou stranou): Uvazuj-
me nehomogenni LRR fadu £ € N s konstantnimi koeficienty

Tpak + Ck—1Tptk—1 + -+ + C1Tpy1 + CoTp = by, 1 > Ny,

anecht (b,);2,,, je kvazipolynom, tj. b, = P(n)A", n > ng, pro néjaky polynom
P(z) acislo A € R. Definujme m € Ny nasledujicim zptisobem:

« pokud je A charakteristické ¢islo uvazované LRR, pak necht m je jeho nasob-
nost,
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b, Tpto — 92, Tpto — 3Tp1 + 22, Tpao — 4Tpe1 + 44
A=-3,3 A=1,2 A=2,2
n-2" (An + B)2" n(An + B)2" n?(An + B)2"
n?(—=1)" (An?’+ Bn+C)(—1)" (An?+ Bn+C)(—1)" (An®>+ Bn+ C)(—
2n —5 An+ B n(An + B) An+ B
(=3)" n-A(=3)" A(=3)" A(=3)"

Tabulka 6.2: Ukazka tvaru partikularniho feseni dle Véty 6.8. Tabulka obsahuje pravé
strany (prvni sloupec), ,levé strany® (druhy az ¢tvrty sloupec), kofeny charakteris-
tického polynomu (druhy radek) a tvar pfislusnych partikularnich feseni.

« jinak necht m je nula.

Potom existuje polynom ()(x) stupné stejného jako P(x) takovy, Ze posloupnost

(an (n) )\”> Zozno

je fesenim uvazované LRR.

Ditkaz. Dukaz vynechavame. Véta samotna zarucuje existenci polynomu (), ale nic
netika o jeho koeficientech. V konkrétnim pfipadé vzdy tento polynom musime
explicitné najit a tvrzeni véty tak vlastné v kazdém konkrétnim prikladé znovu
oveérit. [l

Tabulka 6.2 ukazuje razné LRR, pravé strany a tvar hledanych partikularnich
feSeni.
Priklad 6.14: Uvazme LRR prvniho fadu s konstantnimi koeficienty

Tpi1 —Tp = (n+1)% n>1

s po¢ate¢ni podminkou x; = 1. Alternativné, hledame soucet z,, = >, (*.

Reseni. Charakteristickym polynomem této rovnice je polynom prvniho stupné
p(A) = —1,
ktery ma pravé jeden realny kofen A\; = 1 (tj. s nasobnosti 1).
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Libovolné feseni homogenni rovnice je proto tvaru z,, = o - 1™ = « pro néjakou
konstantu a.

Prava strana je kvazipolynom tvaru (n + 1)? - 1". Partikularni feseni proto
hledame ve tvaru 7,, = n' - (An? + Bn+C)- 1", n > 1. Dosazenim tohoto ,odhadu®
dostaneme rovnici

(n+1)(A(n+1)*+B(n+1)+C) —n(An*+ Bn+C) = (n+1)*, n>1,

- ~~
jn-kl Tn

a po roznasobeni a upraveni dostaneme rovnici
(BA—1)n*+ (BA+2B—-2n+A+B+C—1=0,

ktera ma byt platna pro vSechna n > 1.
To je mozné pouze pokud plati (na levé strané mame nulovy polynom)

34=1, 3A+2B=2 A+B+C=1.

Resenim této soustavy je A = % B = % alC = %.
Libovolné feseni nasi pivodni rekurence ma proto tvar

2n? + 3 1
6
Konec¢né pocatecni podminka x4 =1 implikuje @ = 0. Dostavame tak finalni

vysledek

—~ , nn+1)2n+1)
;z = ; :

6.6 Priklady

Priklad 6.15: Naleznéte feSeni rekurence a,, = 2a,,—1 + 3-2" pron > 1 s pocatecni
podminkou ay = 13.

Po prepsani do naseho tvaru pomoci substituce a,, = x,; vidime, Ze fesime
LRR prvniho radu s konstantnimi koeficienty a nenulovou pravou stranu

Tpy1 — 20, =3-2" pron > 1, (6.10)

s pocate¢ni podminkou z; = 13.
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6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE PrixrLaDY

Reseni. Koten charakteristického polynomu p(\) = A — 2 je pravé jeden, A =
2. Reseni homogenni rovnice je proto tvaru (a2")°,, kde « je zatim neurcena
konstanta.

Kvazipolynom na pravé strané je tvaru 3 - 2" a proto hledame partikularni feseni
ve tvaru &, = n' - A- 2", n > 1. Po dosazeni do rovnice (6.10) dostavame

An+1)2"1 —2. An2" =3.2" n>1,
coz po jednoduchych apravach je ekvivalentni podmince
2A =3,

kterou snadno splnime volbou A = %
Zbyva vyuzit volnosti ve volbé o ke splnéni pocate¢ni podminky. Obecné feseni
nasi LRR je tvaru
T, = a2" 4+ 3n2""t, > 1.

A proto je pozadavek x; = 13 ekvivalentni pozadavku v = 5. MiZeme proto fesSeni
prikladu uzavftit s vysledkem

:cn:(5+37n>'2n, n>1

resp.
ap = Tpy1 = (134+3n)-2", n>0.

Piiklad 6.16: Pro® g # 0, 1 sectéte

i kq",
k=1

tedy vyreste LRR
Tpi1 — T = (n+1)g" ™, n>1,

s pocatecni podminkou z; = gq.

Piipady ¢ = 0, 1 jsou trivialni.

122



6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE PrixrLaDY

Reseni. Charakteristicky polynom p(\) = A — 1 ma pravé jeden koten A\ = 1. Regeni
homogenni LRR je tedy tvaru (a - 1")%°, = ()5, pro libovolnou konstantu «.
Kvazipolynom na pravé strané je tvaru P(n) - ¢", kde g neni kofenem charakte-
ristického polynomu a polynom P ma stupen 1. Partikularni feSeni proto hledame
ve tvaru
Zp=n"-(An+ B) - ¢"

Dosazenim tohoto tvaru do rekurence dostaneme podminku
(An+1)+ B)¢""" — (An+ B)¢" = (n + 1)¢"™, n>1.
Po jednoduchych upravach dostavame ekvivalentni podminku
(Ag—A—gn+(A+B)g—B—-—q=0, n>1.

Tuto podminku splnime vynulovanim koeficientt polynomu (v proménné n), tedy
vyfeSenim soustavy

(¢—1)A=q a Aq+(¢—-1)B=q,
pro neznamé A a B. Tato soustava ma feseni

q q
A=-—1_ a4 B=——1
q—1 (¢—1)

Obecné feseni nasi nehomogenni LRR proto je tvaru

1 qn+1

Pocate¢ni podminku z; = ¢ splni® o = ﬁ. Reseni piikladu proto uzavirame
shrnutim vysledku.

1 q
kq* = n— — .
Zq q—l) ( q—l)q—l

Po chvilce poéitam...
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6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE PrixrLaDY

Priklad 6.17: Vratme se k pfipadu Hanojskych vézi z podkapitoly 6.1. Z analyzy
problému jsme se dostali k linearni rekurentni rovnici prvniho fadu (7,, = z,41,
n e No)

Tpi1 — 20, =1, mneN,

s pocatecni podminkou x; = Tj, = 0. Naleznéme feseni této ilohy pomoci masinerie
popsané v této kapitole.

Reseni. Charakteristicky polynom
p(A) =A—2

ma jediny jednoduchy kofen A\; = 2. Obecnym fesenim nasi homogenni LRR proto
je
r,=0a2", mnéeN.

Prava strana je kvazipolynomialni tvaru 1 - 1". Partikularni feseni proto hledame ve

tvaru
T,=n"-A-1" = A.

Po jeho dosazeni do rekurentni rovnice s pravou stranou dostaneme rovnost
—A=1
A tedy A = —1. Obecné feSeni nasi rekurence ma proto tvar
r,=—14+a2", neN.

Konstantu o uré¢ime podle pocate¢ni podminky. Rovnost 1 = 0 je ekvivalentni
podmince 2cv = 1 a tedy o = 1/2. Ziskavame proto o¢ekavané feseni

1
Tp=Tpp1 = —1+ 52"+1 =2" 1.

Priklad 6.18: V tomto ptikladé ukazeme, jak vyuzit principu superpozice (Véta 6.2)
ke konstrukci partikularniho feseni. Hledejme partikularni feseni rovnice
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6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE AsYMPTOTICKE CHOVANI RESENT LRR

Reseni. Podle principu superpozice (Véta 6.2) sta¢i nalézt partikularni feseni pro
pravou stranu (1)2° |, pravou stranu (3")%° ; a pak je sedist.
Charakteristickym polynomem této rovnice je

p(AN) =A—3

a ma jeden jednoduchy kofen \; = 3.
Hledejme partikularni feSeni pro pravou stranu 1 = 1 - 1". O¢ekavame ho ve
tvarun’ - A - 1" = A, jehoZ dosazenim do rekurence s pravou stranou 1 dostaneme

podminku pro A:

A-3A=1 <& A:—%.

Hledejme partikularni feseni pro pravou stranu 3" = 1 - 3. Ocekavame ho ve
tvaru n' - B - 3", jehoz dosazenim do rekurence s pravou stranou 3" dostaneme
podminku pro B:

(n+1)B3""! —3nB3"=3" & 3B=1 & B=

+ W=

n3" 1, neN.

[N

Hledané partikularni feseni zadané LRR je proto tvaru z,, = —

6.7 Asymptotické chovani reseni LRR

Motivaci pro obsah této sekce je nasledujici situace: mame rekurzivni algoritmus,
ktery pii feSeni déli problém ,velikosti“ n na a ,éasti“ ,velikosti® 7 ajejich ,zkombi-
novani“ do celkového feseni stoji f(n).

Takovouto situaci popiSeme rekurzivnim vztahem

T(n) =aT (%) + f(n),

kde T'(n) vyjadfuje slozitost (operaéni/pamétovou) vyfeseni problému velikosti n.
Nyni z praktickych dvodt misto posloupnosti pouzivame funkce 7" a f, typicky
s kladnymi funkénimi hodnotami a definované alespon na (1, +00), resp. N. Pokud
velikost vstupu nema velikost n = bV, pak musime jesté fesit piipadné zaokrouhlo-
vani n/b pomoci horni nebo dolni celé ¢asti. Za ,pocateéni podminku® povazujeme
T(1).
Priklady rekurenci a algoritmu (viz BI-AG1 a jinde):
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6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE ITERACNI METODA

« FFT: T(n) = 27T (%) + ©(n),
« MergeSort: T'(n) = 271 (%) + ©(n),
- Karatsuba (rekurzivni nasobeni &isel): T'(n) = 3T (%) + O(n),

Nasim cilem nyni neni nalézt feSeni v uzavieném tvaru, ale odhalit néjaké jeho
asymptotické vlastnosti. Naptiklad nalézt jeho asymptotickou tésnou mez O.
K tomuto ucelu budeme postupné probirat

« Iteracni metodu (podkapitola 6.8),
« Mistrovskou metodu (podkapitola 6.9),

« Substitu¢ni metodu (podkapitola 6.10).

6.8 Iterac¢ni metoda

Pod itera¢ni metodou chapeme opakované rozepsani rekurence a nasledné reseni
asymptotického chovani vysledné sumy. Nejprve si ukazeme konkrétni priklad a poté
se pustime do obecného rozboru, ktery vyusti v Mistrovskou metodu (Véta 6.9).

Priklad 6.19: Méjme rekurentni vztah

T(n) = 3T (%) +n.

Piedpokladejme T'(1) = ©(1). Bez snahy o hledani explicitniho feseni naleznéte
asymptotickou tésnou mez pro T'(n).

Reseni. Postupné iterujme (dosazujme; telescoping), po prvnich tiech krocich dosta-
neme

T(n) =n+37 (%) =

no s n
—n+30 43 -T(4—2>:

1
B noon 4 n
—n+ 3548543 T(E>
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6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE ITERACNI METODA

Obecné po k iteracich dostaneme

n 2” k1 n k n
T(n)=n+37+85 +---+3 4k_1+3-T<4—k).

Iterovani skonéi pfi dosazeni rovnosti 4° = n, tj. k = log, n. Bereme-li 7'(1) = (1),
pak dostavame vztah

4) e
=0 y B(n)
A(n)

Nyni se zaméfme na vyrazy A(n) a B(n) jednotlivé.

« Ve vyrazu pro A(n) se vyskytuje soucet konvergentni ¢iselné fady (geomet-
ricka s kladnym kvocientem mensim nez 1) a proto A(n) =n - ©(1) = O(n).

« Pro druhy ¢len plati B(n) = n'*&1® . (1) = © (n°&®).

Celkové dostavame 7'(n) = O(n), protoze log,(3) < 1.
Pokud aplikujeme itera¢ni metodu na rekurenci tvaru

n
T(n)=aT (5) + f(n),
pak je obecné potieba:

« urcit pocet iteraci nutnych k dosazeni poc¢atecnich podminek,

« selist fadu nebo odhadnout jeji soucet, pripadné rozhodnout o jeji konver-
genci/divergenci, nebo nalézt asymptotické chovani posloupnosti ¢astecnych
souctd divergentni ¢iselné rady,

« nasledné ur¢it, ktery z ¢lentt A(n) a B(n) kontroluje vysledné chovani.

Tento postup obecné vice rozebirat nebudeme, vzdy ho 1ze aplikovat v konkrétnim
prikladé (viz cviceni k predmétu BI-MA2 na MARASTu). V nasledujici podkapitole
predstavime metodu, kter4 je na tomto postupu zalozena a postihuje nékteré casté

pripady.
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6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE MISTROVSKA METODA

6.9 Mistrovska metoda
Aplikujme opét itera¢ni metodu na ,obecnou® rekurenci
n
T(n)=a-T (3) + f(n).

Prvnich nékolik iteraci dava
5)

T(n) = f(n) +a-T

b
st (31 ()
st () o () 7 (3)

Po k iteracich pak dostavame

n

n _ n
T(n):f(n)—ka-f(g) ot ad T f (F) +ak~T<b—k>
k—1 n .
_ j k
=20t ()~ 7 ()
7=0
Urc¢ime ukoncovaci podminku. Iteraci zastavime pokud ;z =

1
log, n iteracich (piipadné ,<* misto ,=“). Pak klademe 7'(1) = ©(1).
Celkem se tedy dostavame ke vztahu

log;, (n)—1
o n
T(n) = Z af <b_]> 40 (nlogb(a)) )
= B(n)
A(n)

Abychom vystihli chovani 7'(n), tak je potfeba rozhodnout, ktery z uzavorkova-
nych vyrazit A(n) a B(n) je asymptoticky vyznamnéjsi. To mizeme vzdy zkoumat
v konkrétnim ptipadé (pro konkrétni volbu a, b a f — to pfesné déla iteracni metoda),
nebo se mizeme omezit na nékolik kvalitativné odlisnych situaci, coz pfesné ¢ini
nasledujici véta.

Véta 6.9 (Mistrovska metoda / Master theorem): Necht a > 1a b > 1 jsou realné
konstanty, f kladna funkce jedné proménné. Uvazujme rekurentni rovnici

T(n)=a-T (3)+f(n).
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6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE MISTROVSKA METODA

n O : n n
kde % v argumentu miize znamenat i [ 3| nebo |7 |.

Potom (vSechny vztahy mysleny pro n — 00):
1. Pokud f(n) = O(n'°&(~¢) pro néjaké € > 0, potom T'(n) = O(n'°8(®)),
2. Pokud f(n) = ©(n'&(@), pak T'(n) = O (n'&(@ - In(n)).

3. Pokud f(n) = Q(n'°%(9)+) pro néjaké ¢ > 0 a pokud existuje d € (0,1)ang € N

takové, Ze

n
af (Z) <d- f(n), prokazdén > no,

pak T'(n) = ©(f(n)).

Kompletni diikaz na tomto misté podavat (zatim) nebudeme. Omezime se jen na
jeho nacrt v jednom pripadé. Nejprve ale pro jistotu ctenare upozornéme:
Varovani 6.1: Jednotlivé body Mistrovské metody nepokryvaji vSsechny situace,

které mohou nastat. V takovém piipadé je mozné se uchylit k itera¢ni metodé.

Mistrovskd metoda: nacrt ditkazu pro bod 2. Pokud f(n) = ©(n'°%(®), pak existuji
dvé konstanty ¢y, ¢ a ng takové, ze

crnos(@) < f (n) < com!o8 (@) pro vSechna n > ny.

Protoze

n .
i > o == J < logy(n/no) = logy(n) —logy(no),

rozdélim sumu v A(n) nasledovné

log, (n)—1 n log; (n/ng)—1 n log, (n)—1 n
_ J i J - J il
Aln) = af(w)‘ 2 “f(w>+, 2 “f<w>
7=0 R 7=0 | j=log,(n/no) y
S(n) c‘(;)

Suma C(n) obsahuje log,(ng) s¢itancti, navic 1 < 77 < ng, proto

log, (n) logy (no)—1
0<C(n) < k) - I — Dqlog (™) i — @ (plesla)
< (n)_(iréa%( (k)) | Z a a Z a (n )
~——  j=log,(n/no) j=0
D
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6. LINEARNI REKURENTNI ROVNICE MISTROVSKA METODA

Celkem C(n) = O (n'&(®),
Odhad S(n) shora:

logy,(n/m0) log, (a log,,(n/n0)
i (" logy(a) _
S(n) < e Z:; “ (%) Z n'®®

= Cin"gb(“)(logb(n) — log,(no)) = nl"gb(“) In(n) - ©(1).

Analogicky provedeme i spodni odhad, tj. celkem S(n) = ©(n'&(® In(n)).
Protoze B(n) = ©(n'&()) celkem dostavame

T(n)=S(n)+ B(n)+C(n) =
=0 (nlogb(a) ln(n)) e ( logb(a)) +0O (nlogb(a)) —
e (nlogb(a) ln(n)) ‘

Tim je dtikaz dokoncen. O

Pojdme se nyni podivat na konkrétni priklad. Vice prikladii 1ze nalézt ve vyse
zminéné cvicebnici na MARASTu.

Priklad 6.20: Aplikujte Mistrovskou metodu na rekurenci
T(n)=6T (%) +n.

Reseni. Mame a = 6 a b = 4, tudiz

'8 (@) = ploes®  piicemy log,(6) > 1.
Proto jisté existuje kladné e (numericky t¥eba 1/10) takové, ze

f(n) =n=n'=O(nle®=)
V Mistrovské metodé jsme proto v prvni situaci a dostavame vysledek
T(n) = O(n'es®),

Priklad 6.21: Aplikujte Mistrovskou metodu na rekurenci
T(n) = 2T (g) +n.
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Reseni. Mame a = 2 a b = 2, tudiz

nlogs(a) — plogy(2) _ 1

f(n) =n=n'=06(n").
V Mistrovské metodé jsme proto v druhé situaci a dostavame vysledek
T(n) = ©(n*® In(n)) = O(nln(n)).

Priklad 6.22: Aplikujte Mistrovskou metodu na rekurenci
n

T(n) = 3T (4

)

Reseni. Mame a = 3 ab = 4, tudiz
'8 (@) = ploes® " piigemz 0 < log,(3) < 1.
Proto existuje kladné ¢ takové, ze
F(n) = n = nt = Qnla®+e),
Dale

n n 3
—_ — —_ = - <
af (b) 3p=gnsdn

kde za d € (0, 1) volime napiiklad %. V Mistrovské metodé jsme proto v tfeti situaci
a dostavame vysledek

T(n) = 0O(n).
Priklad 6.23: Aplikujte Mistrovskou metodu na rekurenci

T(n) = 3T (g) +n?.
Reseni. Mame a = 3 a b = 4, tudiz
nlo8(@ — ploea®  piicemz 0 < log,(3) < 1.

Proto existuje kladné ¢ takové, ze

f(n) _ n2 _ Q(nlog4(3)+€).
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Daéle

ot () =5 (3) = e <

kde za d € (0, 1) volime napiiklad 4%. V Mistrovské metodé jsme proto v tieti situaci
a dostavame vysledek

6.10 Substitu¢ni metoda

Méjme opét rekurenci (pfipadné i jinou rekurenci)

n
T(n) = aT (5> + f(n).
Substituéni ,metoda“ spoé¢iva v néasledujicich dvou krocich:
1. Uhodnéte/odhadnéte asymptotické chovani 7'(n), vyjadfené pomoci ©, O, €, ...
2. Dokazte jeho platnost pomoci matematické indukce.

Z divodu zpétné kompatibility s BI-ZDM o tomto pfistupu stale mluvime jako
0 ,substituéni metodé®. Ale skute¢né nejde o nic jiného, nez o dikaz platnosti jistého
vztahu pomoci matematické indukce. Demonstrujme vyse popsané myslenky na
konkrétnich prikladech.

Priklad 6.24: Méjme rekurentni rovnici

T(n) = 2T (g) +n.

Pomoci itera¢ni metody po k krocich dostaneme

n
T(n) = kn + 2T (27> .
Pokud n = 2%, tj. k = log,(n), pak dostavame
T(n) = nlog,(n) + nT'(1).

Pomoci matematické indukce dokazte vztah T'(n) = O(nlnn), pro n — oc.
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Reseni. Mame dokazat nasledujici tvrzeni: splituje-li 7'(n) rekurentni rovnici 7'(n) =
2T (g) + n, pak

existujing € Nac > 0tak,ze 0 < T(n) < cnln(n) pro kazdé n > ny.

Indukéni krok: Piedpokladejme, Ze pro n plati 7'(5) < c§ In 5. Potom s vyuzitim
rekurentniho vztahu dostavame

n ip n. n
== by < — — =
T(n) 2T<2> +n <2 <021n2) +n
=cnln(n) —cnln2+n =cnln(n) + n(l1 — cln2).

Pro c > ﬁ je posledni vyraz zaporny a proto plati 7'(n) < cnln(n). Omezeni na n
jsme zadna neméli.

Zakladni krok matematické indukce: dokazeme nalézt néjaké ny € N takové,
aby nerovnost T'(ng) < cngIn(ng) platila pro néjaké ¢ > 1/1n2? Ano, miizeme vzit
libovolné ng > 1, pro které ma T'(ng) smysl a pak nerovnost splnit volbou dostate¢né
velkého c.

Poznamka: Naprosto analogickym zptisobem bychom dokéazali vztah T'(n) =
Q(nln(n)), pro n — oo a dohromady tedy i 7'(n) = ©(nln(n)), n — .

Priklad 6.25: Méjme rekurenci

T(n) = 2T (g) 41

Pomoci matematické indukce dokazte, ze T'(n) = O(n).

Reseni. V tomto piipadé se dostaneme do problémil. Chceme ukazat, e nerovnost
0<T(n)<cn (6.11)

plati pro néjaké ¢ > 0 a vSechna dost velka n.
Indukéni krok: Predpokladejme platnost vztahu 7' (g) < c¢3. Potom

n 1P n
T(n):2T<§> +1<2ccHl=cen+tl
Pravou stranu ovsem nikdy neudélame mensi nez pozadované cn.
Pokud ov§em chceme dokazat, ze T'(n) = O(n), pak diky tranzitivité na pravé

strané (6.11) sta¢i mit libovolny O(n) vyraz.
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Druhy pokus: V piedchozim pokusu jsme ,pietekli’, zkusme tento problém
vyfresit zpiisnénim ptvodniho pozadavku, pokusme se ukazat nerovnost

T(n)<en—>o

pro néjaké konstanty ¢, b > 0 a vSechna dost velka n.

Indukéni krok: Predpokladejme platnost vztahu 7' (%) < c¢g — b. Potom

T(n):2T<g>+1I£2-(cg—b)+1=cn+1—2b.

Pozadujeme 1 — 2b < —b, coz je ekvivalentni b > 1.

6.11 Priklad

Necht je dan vstup {z1, zo, ..., 2z, }.

Vyber ndhodné prvek ze seznamu (nazyvany pivot).

« Prvky ze seznamu mensi neZ pivot dej do jednoho podseznamu a prvky vétsi
do druhého podseznamu.

« Dva kratsi seznamy usporadej podle velikosti.

Vezmi usporadany prvni seznam, za néj dej pivota a pripoj usporadany druhy
seznam.

Algoritmus probiha rekurentné. Usporadani dvouprvkového seznamu je jedno-
duché.

Oznacme 7T, primérny pocet porovnani pro usporadani seznamu délky n.
Pokud je pivot r-tym prvkem seznamu (co do velikosti), pak dostavame rekurenci’

T,=n—1+1T,_1+7T,_,, kdeklademeTy="T; =0.
Sectenim téchto vztahtipror =1, 2, ..., n:

n n n n—1
YT, =) n-1D)+> (T+Ty) = nl,=nn—-1+2) T,.
r=1 r=1

r=1 r=1

"Pomérné jiného typu, nez dfive.
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Posledni rovnost vyjadiime pro £ — 1 misto k a oba vztahy odectéme (zbavime se
tim souctu vpravo), tj.:

kT%:Mk—D+2§fﬂ, (k= DTy = (k= 1)(k—2)+2) T,
r=1 r=1
a po odecteni:
kT, — (k=111 =k(k—1)— (k—1)(k — 2) + 2T}_.
Odvodili jsme tedy vztah (LRR s nekonstantnimi koeficienty!)
KTy — (k+ 1)Tj—1 = 2k — 2.
Vydélenim ¢islem k(k + 1) dostavame

T T 2k — 2

k+1 k  k(k+1)

Konec¢né, sectenim téchto rovnostiprok =1, 2,....n

:Zl

= k

(0]

3

I/\
IN

wIH
| =

Il
—

| /\

2(1 + In(n)).

RI»—‘
v
||

Uzavirame

T, = O(n In(n)).
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7 Funkce vice proménnych

Doposud jsme se v pfedmétech BI-MA1 i BI-MA2 zabyvali pouze realnymi funkcemi
jedné realné proménné. Pri feSeni praktickych probléma ovsem budeme narazet
na objekty zavisejici na mnoha parametrech a tak je pfirozené i potfeba pracovat
s funkcemi vice proménnych (tj., vice nez jedné).

Toto rozdéleni latky je v kurzech matematické analyzy, resp. diferencialniho
a integralniho poctu, pomérné casté. Zavedeni a osvojeni si zakladnich pojmi jako
jsou limita ¢i derivace v ,jednoduchém” piipadé jedné proménné by mélo studentstvu
usnadnit pochopeni obecnéjsich pojmu. Jak zanedlouho uvidime, pfechod k vice
proménnym bude opét vyuzivat zakladni principy, na kterych stoji definice limit ¢i
derivace, a navic budeme vyuzivat aparat Linearni algebry.

Nasledujici kapitoly si nekladou za cil byt vycerpavajici, v nékterych ¢astech
Lnepujdeme pfili§ do hloubky". Snazime se ¢tenaiky a ¢tenare seznamit se zakladnimi
pojmy a ukazat jim i zajimavé aplikace. Konkrétné napiiklad spadovou metodu
(Podkapitola 9.5) nebo regrese pomoci metody nejmensich ¢tvercti (Podkapitola 9.4).

V této kapitole nejprve zobecnime okoli bodt do prostort: vyssich dimenzi. Zave-
deme vektorové posloupnosti a (vektorové) funkce vice proménnych. Dale budeme
studovat limity takovychto funkci a posloupnosti, a spojitost (vektorovych) funkci.
V neposledni radé zavedeme zakladni objekty diferencialniho poc¢tu funkei vice pro-
ménnych (derivace, gradient, Hesseova matice). Nejprve ale oprasime a pfipomeneme
zéklady.

7.1 Uvodni poznamky

V predmétu BI-MA1 jsme studovali

« posloupnosti (a,)5° , redlnych ¢isel a jejich limity,
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« realné funkce jedné realné proménné f : A — R, () # A C R, a jejich limity,
spojitost a derivaci.

Nyni se budeme zabyvat jejich ,vicerozmérnymi“ analogy. Pfechod bude ¢asto
pfimocary, nékdy komplikovanéjsi. Budeme intenzivné vyuzivat aparat Linearni
algebry, proto je pripadné dobré si oprasit znalosti z pfedmétu BI-LA1.

Nasim hlavnim cilem v této kapitole jsou kritéria pro hledani extrému funkci vice
proménnych, konkrétné podkapitoly 9.2 a 9.3. Nejprve ale musime zavést zakladni
koncepty tykajici se funkci vice proménnych.

Pripomenuti

Neni prekvapivé, Ze pii praci v prostorech vyssich dimenzi budeme intenzivné vyu-
zivat latku BI-LA1. Proto na nasledujicich nékolika odstavcich pro pohodli ¢tenarek
a Ctenarl nejprve strucné shrneme zakladni poznatky, znaceni a terminologii.

Budeme pracovat ve vektorovém prostoru R" n-tic realnych ¢isel vybavenych
standardnimi operacemi s¢itani a nasobenim realnym skalarem (po slozkach). Prvky
R"™ - vektory — budeme znacit tuénymi malymi pismeny, napt. X, y, z,... Slozky
vektort jakozto skalary tu¢né neznacime, viz napft. rovnici (7.1) niZe. Vektory z R"
chapeme jako sloupcové vektory, tj. ztotoznujeme R s R™!, napiiklad

T

o)
X = (21, 29,...,2,)" = : e R™ (7.1)

Tn

Zde horni index 7" oznacuje transpozici. Nulovy vektor prostoru R" zna¢ime pomoci
feckého pismena 6 = (0,0,...,0)T € R™.

Prostor viech matic s m fadky a k sloupci s realnymi prvky zna¢ime R™*. Matice
znacime také tuénymi velkymi pismeny jako A, B, C, ¢i M. Prvek A; ; pak najdeme
v i-tém radku a j-tém sloupci matice A.

Dale pouzivame praktické, ale ne prilis rozsifené, znaceni mnozin ptirozenych
¢isel mensich nebo rovno jisté prirozené ¢islo zavedené v BI-LA1. Konkrétné pro
ptirozené n € N symbolem 7 ozna¢ujeme mnozinu {1,2, ..., n}. Tj. napiiklad plati
3 ={1,2,3}. Mnozina 7 je kone¢na mnozina pro kazdé n € N.
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Pro j € n vektor e, pfedstavuje j-ty vektor standardni baze R™. Tedy (e;)r = d,
pro j, k € n, kde pro Kroneckerovo 9 plati

1, j=k .
i =21 "4 ken.
" {o, itk 7

Napiiklad v prostoru R? pro vektory standardni baze (ey, ey, e3) tohoto prostoru
plati

€ = (17070)T7
€ = (07 170)T7
€3 = (0,0, 1)T

Vizualizace

Realnou funkci jedné realné proménné f : Dy — R, D; C R, Ize snadno vizualizovat
pomoci jejiho grafu, ktery je podmnoZinou roviny R2. Tento zptisob vizualizace jisté
davérné znate. Oznacime-li jako x nezavisle proménnou a y jako zavisle proménnou,
pak na vodorovné ose vynasime x a na svislé y (i kdyz to evidentné neni jedina
mozna volba).

Vizualizace funkci vice proménnych je jiz komplikovanéjsi. ,Rozumné” to Ize
provést vice méné jen pro realné funkce dvou proménnych f : Dy — R, D; C
R?, jejichz graf je podmnoZinou trojrozmérného prostoru R®. Nezavisle proménné
oznacujeme typicky  a y a zavisle proménnou pak z. Defini¢ni obor nasi funkce lezi
v roviné obsahujici osy x a y. Funkéni hodnotu f(z, y) pak vynasime kolmo k této
roviné na osu z. Chova-li se takovato funkce f ,pékné” (napf. je spojita), pak takto
vznikly graf pfipomina krajinu (,3D mapu®), viz leva ¢ast Obrazku 7.1. Napiiklad
v Mathematica muzete pouzit funkci Plot3D.

Postup uvedeny v predchozim odstavci vede k pomérné atraktivnimu vysledku,
s kterym ale nemusi byt jednoduché pracovat a ktery ¢asto ani nemusi byt piehledny.
Alternativné lze pro uvazovanou funkci vytvofit tzv. contour plot, tedy vyskovy
profil, kde pomoci ,vrstevnic” (tedy kiivek konstantni hodnoty funkce) a pfipadné
barev znazornime oblasti se stejnou ¢i podobnou funkéni hodnotou. Viz pravou ¢ast
Obrazku 7.1. Napriklad v Mathematica mizete pouzit funkci ContourPlot.
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= o 00

[\

Obrazek 7.1: Vizualizace funkce vice proménnych f(x,y) = 2z* + zy — y* pomoci
jejiho grafu (leva ¢ast) a pomoci znazornéni kfivek konstantni hodnoty této funkce
(prava cast). Vsimnéte si, Ze na obrazku vpravo vidime numerické nepfesnosti vy-
kreslovaciho algoritmu (napfiklad kiivky odpovidajici nulové hodnoté jsou v tomto
pripadé skutecné primky!).
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7.2 Okoli bodu v R"

Vzpomente si, jak v BI-MA1 cela fada pojmt vychazela z pojmu okoli bodu na
realné ose. Nasim prvnim krokem proto bude rozsifeni pojmu okoli i do vektorového
prostoru R". Na prvky R" se budeme divat také jako na body, jejich vektorovost
pro nase uvahy casto neni podstatna. Tj. o x podle kontextu mluvime bud jako
o ,vektoru® nebo ,bodu®.

Délky a vzdalenosti

Nejprve v nasem prostoru R" musime umét mérit vzdalenost dvou bodu. Toho
docilime vyuzitim vektorové struktury tohoto prostoru a moznosti mérit délku
vektoru.

Definice 7.1 (Euklidovska norma a vzdalenost): Euklidovskou normu vektoru
x € R" definujeme predpisem

Povsimnéte si, Ze Euklidovska norma je tzv. indukovana standardnim skalar-
nim soucinem'

(x|y) ijyj = x'y, (7.2)

tj. [|x]| = +/(x|x). Prostor R" od tohoto okamziku povazujeme za vybaveny Eu-
klidovskou normou ||x|| a vzdalenosti d(x,y). Jiné normy a vzdalenosti nebudeme
zatim pfimo uvazovat (i kdyz bychom mohli, ale nic bychom v nasem konec¢nédi-
menzionalnim ptipadé neziskali?). Grafické znazornéni situace v roviné R? uvadime
na Obrazku 7.2.

Ve znaceni jsme kompatibilni s BI-LA2.
2Umyslné krypticka poznamka.
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Obrazek 7.2: Znazornéni Euklidovské délky vektoru a Euklidovské vzdalenosti dvou
bodt v roviné.

Euklidovska norma a standardni skalarni sou¢in maji fadu uzite¢nych vlastnos-
ti, které je distojné formalné vyslovit a dokazat. Nasledujici tvrzeni také nekdy
naleznete pod jménem Cauchyho-Schwarzova nerovnost.

Tvrzeni 7.1 (Schwarzova nerovnost): Pro kazdé x,y € R" plati nerovnost
[(x [y) < (x| - [lyll- (7.3)
Navic rovnost nastava pravé tehdy, kdyz jeden z vektora je nasobkem druhého.
Diikaz. Skutecné, pro kazdé o € R ax,y € R" plati (rozepiste!)
0< [x+ayl]® = (x+ay | x+ay) = [[x[|* + 2a(x | y) + o*|ly["
A pro diskriminant D tohoto kvadratického polynomu (v a) pak nutné plati
0> D= (2(x|y)" ~ 4x|*ly|*

Coz po jednoduchych upravach dava presné nerovnost (7.3).

Koneéné pak také vidime, Ze rovnost v (7.3) nastava pravé tehdy, kdyz D = 0,
¢ili kdyz uvedeny polynom ma dvojnasobny kofen « a tedy ||x + ay|| = 0, neboli
X+ ay = 0. O

Tvrzeni 7.2 (Trojuhelnikova nerovnost): Pro kazdé x,y € R" plati

[+ vl < [lx] + [yl
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Diikaz. Tvrzeni pomérné pfimocare plyne ze Schwarzovy nerovnosti:

2
e+ ylI* = llx]l* + 20 [ y) + llyll* < [lll* + 2(x[llyll + Iyl = (=l + [lyll)"

Nyni staci odmocnit. [

Okoli bodu a € R"

Vybaveni konceptem vzdalenosti dvou boda v prostoru R” nam nyni nic nebrani
zadefinovat okoli bodu v R":

Definice 7.2 (Okoli bodu a € R"): Méjme bod a € R" a polomér € > 0. Potom
okolim bodu a o poloméru ¢ nazyvame mnozinu vSech boda x € R", jejichz
vzdalenost od bodu a je mensi nez ¢ a zna¢ime ho U, (¢). Tj. podrobné rozepsano

Ua(e) = {x e R"|d(x,a) <} C R™

Podobné jako dfive v BI-MA1 budeme obcas specifikaci poloméru € vynechavat,
pokud jeho konkrétni hodnota nema pro danou argumentaci vyznam. Tedy symbol
U, predstavuje néjaké okoli bodu a € R". Dale ve veskerém vykladu pfirozené
ztotoznujeme R a R

Vizualizace nékolika okoli v prostorech malych dimenzi uvadime na Obrazku 7.3.
V piipadé n = 1, tedy v R!, jsme neziskali nic nového (vzpomerite na vztah v/22 =
|z|). Okoli jsou stale znamé oteviené intervaly. V roviné R? (resp. prostoru R?) jsou
okoli predstavovana kruhy (resp. koulemi), vzdy bez ,hranice” (kruznice, resp. sféry).

Vybaveni pojmem okoli mizeme ihned rozsirit dtlezity (viz BI-MA1 a definici
limity funkce) pojem hromadného bodu i na mnoziny M C R". V dalsi podkapitole
se vratime k pojmim z BI-MA1 (posloupnosti, limity, derivace,...) a zavedeme jejich
vicerozmérné analogy a ,hromadnost® jistych bodl nebo ,otevienost® jistych mnozin
bude hrat dulezitou roli.

Definice 7.3 (Hromadny bod mnoziny M C R"): Bod a € R" nazyvame hro-
madnym bodem mnoziny M C R", pravé kdyz v kazdém okoli bodu a lezi bod
mnoziny M razny od a.

Obrazek 7.4 se snazi tento koncept vizualizovat v jednoduchém pripadé, kdy
n = 2, tedy v roviné.

Priklad 7.1: Rozmysleme si nasledujici jednoduché situace:
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a R!

X2

Obrazek 7.3: Okoli bodu, postupné v R, R? a R3. Dostavame otevieny interval, kruh
bez kruznice a kouli bez sféry.

+ 0 je hromadnym bodem mnoziny {1 (cos(t), sin(t)) | ¢ > 0}.
« Podmnozina R" s kone¢nym poctem prvka nema zadny hromadny bod.

« Je-li a hromadny bod mnoziny M, pak v kazdém jeho okoli lezi nekonecné
mnoho bodd mnoziny M raznych od a.

V BI-MA1 hraly dilezZitou roli oteviené intervaly. V pfipadé vicerozmérnych
prostoru tuto roli budou hrat oteviené mnoziny.

Definice 7.4 (Vnitifni bod mnoziny / Inner point of a set): O bodua € M C R”
fekneme, Ze je vnitinim bodem mnoziny M, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a
takové, ze U, C M.

Definice 7.5 (Oteviena mnozina / Open set): O mnoziné M C R" fekneme, Ze je

otevrena, praveé kdyz pro kazdy bod a € M existuje okoli U, bodu a takové, ze
U C M.
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D .

Obrazek 7.4: Tlustrace k definici hromadného bodu (Definice 7.3). Pfedstavme si
nasledujici M, tvofenou modrymi body, modrou kfivkou a plochou vyplnénou bledé
modrou barvou. Diskutujte hromadnost uvedenych ¢ervené zvyraznénych bodu.

Poznamka 7.1: Mnozina M je oteviena, pravé kdyz kazdy jeji prvek je vnitinim
bodem mnoziny M. Oteviené intervaly (a,b) C R jsou oteviené mnoziny.

Priklad 7.2: MnozZina
M =(0,1) x (1,2),

tedy ¢tverec s vrcholy (0, 1), (0,2), (1,1) a (1,2) bez stran je oteviena mnozina.
Kazdy bod mnoziny M ma jistou nenulovou minimalni vzdalenost od stran tohoto
¢tverce. Okoli, jehoz polomér je naptiklad polovina této minimalni vzdalenosti, nutné
celé lezi v M.

Naproti tomu tfeba disk D se sttedem v bodé (0, 0) a polomérem 2 v¢etné prislus-
né kruznice uz oteviena mnozina neni. Nelze nalézt okoli libovolného bodu leziciho
na kruznici se sttedem v bodé (0, 0) a polomérem 2 tak, aby celé patftilo do D. Vzdy
cast tohoto okoli bude uvnitf a ¢ast vné mnoziny D.

K ilustraci téchto dvou pfipadi poslouzi Obrazek 7.5.

Nasledujici pojem je také uziteny a intuitivné pochopitelny. Pravdépodobné ho

prednasejici uz neformalné pouzil pfi diskuzi pfedchozich situaci.
Definice 7.6 (Hrani¢ni bod mnoziny / boundary point of a set): Bod a € R" nazveme
hrani¢cnim bodem mnoziny M, pravé kdyz v kazdém okoli U, bodu a existuji
x,y € U, takové, ze x € M ay ¢ M. Hranici mnoziny M nazyvame mnozinu
vsech jejich hrani¢nich bodu.
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Obrazek 7.5: Dvé mnoziny z Prikladu 7.2.

Obrazek 7.6: Tlustrace k pojmu hrani¢niho bodu (Definice 7.6).
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Vedle vnitiniho bodu mnoziny, resp. oteviené mnoziny, hromadného bodu mno-
ziny a hrani¢niho bodu mnoziny lze pomoci pojmu okoli jesté zavést vnéjsi bod
mnoziny (bod majici okoli disjunktni s danou mnozinou), uzavér mnoziny (sjed-
noceni mnoziny s jeji hranici) a uzavienou mnozinu (mnozina, ktera je shodna
se svym uzavérem). Témito pojmy a axiomatizaci pojmu okoli se zabyva partie
matematiky nazyvana Topologie. V nasem vykladu do téchto partii prilis zabihat
nebudeme, ale zakladni pojmy jako oteviena mnozina a hromadny bod budeme
vyuzivat.

7.3 Limita vektorové posloupnosti

Nyni budeme uvaZzovat posloupnosti vektord, tj. zobrazeni N — R", které stale
znalime (x;)72 , ovéem x;, € R”, k € N. Dejte si pozor na vyznam spodniho indexu.
I z kontextu je patrné, zda-li mluvime o ¢lenu posloupnosti, nebo jeho slozkach:
napiiklad (x;);, kde k € Na j € i, predstavuje j-tou slozku vektoru xy, tedy k-tého
¢lenu zminéné posloupnosti.

S vektorovymi posloupnostmi se setkame naptiklad v riznych numerickych
metodach, které konstruuji posloupnosti aproximaci feseni jisté tlohy:

« numerické feSeni soustav linearnich rovnic (v BI-MA2 neprobirame).

« numerické hledani lokalnich extrému funkci vice proménnych (uvidime jiz
brzy).

Pojdme nejprve definovat ustfedni pojem limity posloupnosti.

Definice 7.7 (Limita vektorové posloupnosti): Rekneme, ze posloupnost (x)72,
vektort x;, € R" ma limitu (pfipadné konverguje k) a € R", pravé kdyz pro kazdé
okoli U, bodu a existuje N € N takové, ze pro kazdé prirozené k > N plati x;, € U,.

Tento fakt zna¢ime lim x; = a.
k—o0

Vektorovou posloupnost majici limitu, ktera je dle definice nutné prvkem R",
nazyvame konvergentni. Vsechny ostatni posloupnosti nazyvame divergentni.

Mezi konvergenci téchto vektorovych posloupnosti a konvergenci ¢iselnych
posloupnosti (zname z BI-MA1) je velmi tzky vztah, ktery odhaluji dvé nésledujici
vety.
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Véta 7.1 (Konvergence a vzdalenost): Pro vektorovou posloupnost (x;)52; plati

klim X, = a, pravé kdyz klim |x; — a|| = 0 (tato druha limita je oby¢ejna limita
—00 — 00
2z BLMA1).

Diikaz. Primocary (provedte!). Staci si vzpomenout na definici limity ¢iselné po-
sloupnosti z BI-MA1 a na definic okoli bodu v R", zejména jakou v ni hraje roli
norma. [

Véta 7.2 (Konvergence po slozkach): Uvazme posloupnost (x;)7° ;. Potom plati

nasledujici ekvivalence: lim x; = a, pravé kdyz pro kazdé j € n plati lim (x;); =
k—o0 k—o0

a;.

Diikaz. <=:Necht e > 0.Potom pro kazdé j € 7 existuji NV; > 0 takova, Ze pro vSech-

na piirozend k > N; plati |(x;); — a;| < £/+/n. Zvolime-li N := max{Ny,..., N,},
pak pro prirozené k£ > N plati

. 2 " g2
Iex —all = | > (), — ;)" < — —e.

- — N
Jj=1 J=1

=>: Staci vzit do uvahy nerovnost

n

0 < |(xr); — g < (| D ((xk); — 2;)" = [[xi — al|.

j=1
Tim je dtikaz dokoncen. []
Predchozi dvé véty (Véta 7.1 a 7.2) v podstaté fikaji nasledujici:

« Posloupnost vektori (x;)72; konverguje k a, pravé kdyz vzdalenost x;, od a
konverguje k nule.

+ Konvergence vektorové posloupnosti je ekvivalentni konvergenci ve vsech
slozkach (vice ,obycejnych” ¢iselnych posloupnosti).

Diky témto dvéma pozorovanim bychom tak méli mit pomérné silnou intuici ohledné
chovani vektorovych posloupnosti — podivej se na chovani jejich slozek.

Vyuzijeme-li nyni naSe znalosti vlastnosti ¢iselnych limit (BI-MA1) a pfedchozi
ekvivalenci, pak ihned dostavame dalsi uzitecné tvrzeni.

147



7. FUNKCE VICE PROMENNYCH LIMITA VEKTOROVE POSLOUPNOSTI

Véta 7.3 (Limita souctu a skalarniho nasobku posloupnosti): Méjme dvé vektorové
posloupnosti (x;)72; a (yx)52; spliujici klim X;=aa klim yr = b aa € R. Potom
—00 —00
li = b
] Lrglo (Xk + Yk) at+b,

]}Lr{)lo (axk) = aa.

Diitkaz. Okamzité plyne z Véty 7.2 a Véty o limité souctu a soucinu pro ¢iselné
posloupnosti z BI-MAL. O

Priklad 7.3: Méjme posloupnost (xx)5>; danou predpisem

cosk sink\”
— k .
X ( k 3 k’ ) ) S N

Urcete jeji limitu.

Reseni. Slozky této vektorové posloupnosti jsou

k in k
(xk)1 = 22 a (Xk)2 = o , kel
k k
Protoze plati (obyc¢ejné BI-MA1 limity posloupnosti)
: . cosk , . sink
dpbah =g 5o =0 fmbek = g 5 =0

dostavame vysledek
lim x;, = (0,0)" = 6.

k—o0

Vizualizace vektorovych posloupnosti pomoci ,grafu® neni prakticka. Vhod-
néjsi je zpravidla pravé pohled na jeji ¢leny pomoci bod v daném prostoru, viz
Obrazek 7.7.

Predchozi véty davaji i nastroj k vyvraceni existence limity vektorové posloup-
nosti. Jednoduse staci ukazat, zZe limita nékteré ze slozek neexistuje.

Priklad 7.4: Ukazte, ze neexistuje limita

fim (0 )

Uvedena posloupnost je proto prikladem divergentni posloupnosti.
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X2

. 9 . T

Obrazek 7.7: Vizualizace vektorové posloupnosti x;, = (cos(k/2), sin(k/2))/k, k €

N a jeji limity 6.

X2

B 1

1

Obrazek 7.8: Vizualizace vektorové posloupnosti z Prikladu 7.4.

Reseni. Druha slozka sice konverguje k nule, ale limita prvni, ozn. uy = (—1)% +

k € N, neexistuje:

1
kg&qu + % +0 ,
1
li =—1 =—-1+0.
i, 2kt NGRS +

Grafické znazornéni této posloupnosti je uvedeno na Obrazku 7.8.
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7.4 Limita (vektorovych) funkci

V této a nasledujicich kapitolach budeme pracovat s dvéma typy zobrazeni:
1. funkece (vice proménnych): zobrazeni néjaké neprazdné A C R" do R.

2. vektorové funkce (vice proménnych): zobrazeni néjaké neprazdné A C R" do
R™.

Pro m = 1 je prvni pfipad v tomto vyctu specialnim pripadem druhého, zto-
toznujeme piirozené R a R!. Tvrzeni uvedena niZe a formulovana pro ,vektorové
funkce” tak piirozené plati i pro ,funkce®

K zmenSeni poctu zavorek zavadime uzite¢né znaceni f(z1,...,x,) = f(x).
Bez néj bychom museli strikiné psét vyrazy jako f((z,y)").

Vektorovou funkei F': A — R™, A C R", lze opét popsat pomoci jejich ,slozek",
tj. m funkci F; : A — R, j € 1, spliujicich

T
F(x) = (Fl(x)7F2(x), e Fm(x)) ., x€e A
Napiiklad linearni zobrazeni F' : R® — R3 zapsané po slozkach
F(X) = F(ZIZ’l, $2,$3) = (3513'1 + X9, X3 — X1, 233'1)T

ma tfi slozky

Fi(x) = 321 + 9,
():1' - 1,
F3(x) = 214

Vzpomeiite si na definici limity v BI-MA1! Jeji struktura se vyrazné odrazi i v na-
sledujici definici.
Definice 7.8 (Limita (vektorové) funkce vice proménnych): Méjme funkcin realnych
proménnych F': Dy — R™, Dp C R", a hromadny bod a mnoziny Dp.

Potom funkce ' ma v bodé a limitu b € R™, pravé kdyz pro kazdé okoli Uy,
bodu b existuje okoli U, bodu a takové, ze kdykoliv x € (U, N Dp) \ {a} pak plati

F (X) € Up.
Symbolicky tuto situaci zapisujeme opét jako
lim F(x) = b.
X—a
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Pokud m = 1, pak jesté pro o € {400, —00} klademe lim F'(x) = « kdykoliv

(VU,)(3U,)(Vx € R")(x € (U, N Dp) N {a} = F(x) € U,).

Podobné jako dfive v BI-MA1 pfimo z definice dostavame nasledujici uzitecné
tvrzeni:

Véta 7.4 (Limita zaZeni): Méjme vektorovou funkci F' : Dy — R™, Dp C R”
a hromadny bod a defini¢niho oboru funkce F' v némz existuje limita

lim F(x) =b € R™.

X—a
Potom i pro F'|j; zGZeni funkce F' na mnozinu M, kterd ma a jako hromadny bod,

plati
lim(F|y)(x) =b € R™.

x—a

V tomto tvrzeni je obsaZzena i jedna polovina Heineho véty. Konkrétné, je-li
(x1)52, posloupnost bodt z Dy riiznych od a, ale s limitou rovnou a, pak

lim F(x;) =b.

k—o00
Skute¢né, mnozina M = {x; | k € N} spliuje pfedpoklady predchozi véty.
V podstaté stejné jako u posloupnosti mizeme dokazat nasledujici tvrzeni uka-
zujici vztah limity (vektorové) funkce, vzdalenosti a limit slozek.
Véta 7.5 (Limita vektorové funkce a limity jejich slozek): Méjme (vektorovou) funkei
F:Dp — R™ Dp C R, hromadny bod a € R” mnoziny Dr abodb € R™. Potom
plati
« lim F(x) = b, pravé kdyz lim || F/(x) — b|| = 0.
X—a

x—a

« Oznacme slozky F jako
F(x) = (Fi(x),-- . Fu(x)). x € Dp.

Pak lim F'(x) = b, pravé kdyz lim F};(x) = b; pro kazdé j € m.
Xx—a X—a
Dilkaz. Pro diikaz prvniho bodu si sta¢i pouze uvédomit, ze podminka F'(x) € Uy(¢)
je ekvivalentni podmince || F'(x) — b|| < ¢ a dale si rozepsat definice zminénych
limit.
V druhém bodé staci postupovat jako v dikazu Véty 7.2, strucné:
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« Je-li || F(x) — b|| < ¢, pak jisté |F;(x) —b;| < ||F(x) —b|| < e.

« Druhym smérem musime malinko vice pracovat: méjme ¢ > 0 a dale dle
ptredpokladu méjme 0y, ..., d,, > 0 pro néz |F;(x) — b;| < £/y/m kdykoliv
x € Uy(95), j € m. Potom pro ¢ := min{dy, ..., 0, } plati

m

IF(x) =bll = | > [F;(x) =b,[2 < Zaze
j=1 i=1

kdykoliv x € U,(9). O

Spousta znamych vlastnosti limit zstava zachovana. Napftiklad plati nasledujici
dualezité analogie z BI-MA1 divérné znamych tvrzeni.
Véta 7.6 (O limité souctu, nasobku): Méjme dvé vektorové funkce F': Dp — R™,
Dr CR",G: Dg — R™, Dg C R", bod a € R", ktery je hromadnym bodem
mnoziny Dr N D a @ € R. Potom pokud existuji limity lim F'(x) = b € R™
X—a
a lim G(x) = ¢ € R™, potom plati

X—a

lim (F(x) +G(x)) =b+c¢ a limaF(x)=ab.

X—a X—a
Véta 7.7 (O limité soucinu a podilu): Méjme dvé funkce f : Dy —+ R, Dy C R",
g: Dy, — R, D, C R", bod a € R", ktery je hromadnym bodem mnoziny D; N D,.
Potom pokud existuji limity lim f(x) = b € R a lim g(x) = ¢ € R, potom plati
X—a X—a
b
lim f(x)-g(x)=0b-c a limm = —, pokud ¢ # 0.
c

xX—a x—a g(X)

Diikaz tvrzeni o limité souctu. Méjme dvé vektorové funkce F': Dp — R™, Dp C
R", G : Dg — R™, Dg C R”, bod a € R", ktery je hromadnym bodem mnozZiny
Dr N Dgaa € R. Necht dale existuji limity liin F(x)=beR™a h_r}n G(x)=cE€
Rm. X a X a

Bud Up.(¢) okoli bodu b + ¢. Dle piedpokladt existuji okoli U,(d1) a U,(d2)
bodu a takova, Ze

Vx € (U,(01) N D) ~{a} : F(x) € Up(e/2),
Vx € (U,(02) N Dg) ~ {a} : G(x) € Uc(e/2).
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Polozme § := min{d;, d>}. Potom pro libovolné x € (U,(6) N Dpi) ~ {a} plati
(trojahelnikova nerovnost!)

[(F+ @) = b+ o) = [[(F(x) = b) + (Gx) — <)
< ||F(X) - b|| +|IG(x) — ¢ < % i %
Ty, (F + G)(x) € Uptale): .

7.5 Spojitost (vektorovych) funkci

Spojitost opét vyjadfuje vztah mezi funkéni hodnotou a limitou funkce v jistém

bodé.

Definice 7.9 (Spojitost (vektorové) funkce): Méjme (vektorovou) funkei ' : A —
R™, A C R",abod a € Dp, ktery je hromadnym bodem mnoziny Dp.
Funkce F' je spojita v bodé a, pravée kdyz

lim F(x) = F(a).

X—a
Funkci F' nazveme spojitou (resp. spojitou na mnoziné M), pravé kdy?z je spojita
v kazdém bodé svého defini¢niho oboru (resp. v kazdém bodé mnoziny M).

Defini¢ni obory spojitych funkci, na které narazime, budou vétsinou néjaké
otevfené mnoziny. Budou tedy definovany dokonce na celém okoli bodu a.

Nasledujici tfi véty nam velmi pomohou pii rozhodovani o spojitosti ruznych
funkei.

Véta 7.8 (Spojitost souctu, nasobku, soucinu a podilu): Méjme dvé vektorové funkce
F:Dp - R"Dp CR",G: Dg - R", Dg C R", bod a € R", ktery je
hromadnym bodem mnoziny Dr N Dg a o € R. Predpokladejme, ze F' i G jsou
spojité v bodé a. Potom

« '+ G je spojitav a,
« aF' je spojita v a.
Pokud je m = 1, pak

« F-Gjespojita v a,
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« & je spojita v a v piipadé kdy G(a) # 0.

Diikaz. Snatek definice spojitosti a véty o limité souctu, nasobku, sou¢inu a podilu.
O

Casto budeme mit (vektorovou) funkci zadanou pomoci spojitych elementarnich
funkci jedné proménné znamych z BI-MA1. Tento pfipad fesi nasledujici véta:
Véta7.9: Budte f : Dy — R, Dy C R, realna funkce jedné realné proménné, n € N
a k € n. Definujme funkci (D¢ v k-tém faktoru)

g(x) = f(zg), prox € Dy =R x -+ XxRxDy xRx---xR.

k—1 n—k
Je-li f spojita, paki g je spojita.

Diikaz. Méjme a € Dy, potom a;, € Dy je hromadnym bodem Dy a tudiZ i bod a je
pak hromadnym bodem D,. Dale je f spojita v aj a proto plati lim,,_,,, f(z) = f(ax).
Tudiz: pro libovolné okoli Uy (,,)(€) existuje U,, (9) takové, ze kdykoliv z €
U, (5) N Df, pak f(ZE) S Uf(ak)-
Vezmeme-li x € U, () se stejnym ¢ jako vyse, pak |z, —ai| < ||x —al| < 0
a proto

l9(x) = g(a)l = [f(zx) — flar)| <e.
Tedy lim,_,, g(x) = g(a). =

Véta 7.10 (O spojitosti slozené (vektorové) funkce): Méjme (vektorové) funkce
g: Dy, —-R", D, CR"af:Dy— Rk, D; c R™. Dale predpokladejme, Ze g je
spojita va € D, a f je spojita a definovana na okoli g(a). Potom je f o g spojita
v bodé a.

Diikaz. Ozna¢me b := f(g(a)) a uvazme libovolné okoli bodu b, které oznacime
Ub (8)

Protoze limy_,4a) f(x) = b, existuje okoli Uy, (61) bodu g(a) takové, ze f(x) €
Up(e), kdykoliv x € Uy (61) N {g(a)}.

Protoze limy ., g(x) = g(a), existuje okoli U,(d3) bodu a takové, ze g(x) €
Ug(a)(61), kdykoliv x € (U,(62) N Dy) \ {a}.

Celkem tedy pokud vezmeme x € (U,(d2) N Dy) \ {a}, pak g(x) € Uya)(61) ™
{g9(a)} atedyi f(g(x)) € Up(e), coz jsme méli dokazat. O
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Predchozi véta nam ihned dava naptiklad nasledujici vysledky:
Priklad 7.5: Nasledujici funkce jsou spojité na svych defini¢nich oborech:

 f(z,y) = sin(x) + cos(y), Dy = R

e f(z,y) =1In(zy), Dy = {(z,y) € R? | 2y > 0}. (Slozen4 funkce!)

e glzy) =% +2+y% Dy = (R~ {0}) xR

Meéli bychom byt tedy nyni schopni rozeznat spojité funkce zadané timto zpuso-
bem.

Dale bychom mohli formulovat napfiklad vétu o limité slozené funkce a vétu
o spojitosti slozené funkce...

7.6 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Pro analyzu funkci jedné proménné byl zasadni pojem derivace. Podobné tomu
bude i pro funkce vice proménnych. Situace nyni ovsem nebude tak pfimocara jako
v predchozich kapitolach.

Parcialni derivace funkce

Nejprve se soustifedme na chovani pouze vzhledem k jedné zvolené proménné.

Definice 7.10 (Parcialni derivace (v bodé)): Méjme realnou funkci n realnych pro-
ménnych f : Dy — R, Dy C R", definovanou na okolibodua € Dy a j € n.

Existuje-li limita
L flathe) -~ f(a)

h—0 h ’ (7.4)

pak jeji hodnotu nazyvame parcialni derivaci funkce f v bodé a podle j-té
proménné a znacime ji ;)Tfj(a), piipadné d,, f(a).

Ozna¢me M jako mnozZinu v$ech vnitfnich bodi a mnoziny Dy, v kterych
existuje limita (7.4). Potom funkci pfifazujici hodnotu g—f(a) kazdémua € M C R"

Zj

nazyvame parcialni derivaci funkce f podle j-té proménné a znacime ji

g—jj, piipadné 0, f.
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flz,y) =3 —a® —2y?

==
77
77

/””III -,
(7777777
177777/
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Obrazek 7.9: llustrace k definici parcidlnich derivaci g—ﬁ(a) a g—i(a) funkce dvou

proménnych f v jistém bodé¢ a.

Predchozi definice je napadné podobna definici derivace realné funkce realné
proménné. Ma-li funkce f : Dy — R, Dy C R", parcialni derivaci v bodé a € Dy
podle j-té proménné, pak pokud definujeme

g(x) = fla+zey),

pak je g je realna funkce jedné realné proménné definovana na okoli bodu 0 a pro
jeji derivaci v bodé 0 plati
_9f

gﬂn—ag@)

Odtud okamzité plyne geometricka interpretace parcialni derivace: ¢iselna hod-
nota parcialni derivace funkce f v bodé a udava miru rastu/poklesu funkénich
hodnot funkce f v bodé a ve sméru j-té soufadné osy. Definice 7.10 je koncipovana
tak, ze se ,,diva“ na chovani funkce f v daném bodé pouze v daném sméru.

Toto pozorovani ma i dilezity pocetni disledek. Pfi parcialnim derivovani podle
x; se na ostatni proménné divime jako na konstanty a miZeme pouzivat znama
pravidla pro derivovani (soucet, soucin, podil, slozena funkce,...).
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Parcialni derivace funkce f podle j-té proménné je obecné funkce a ma proto
smysl uvazovat o jeji parcialni derivaci podle k-té proménné. K zjednoduseni znaceni
pouzivame nasledujici zapis (pozor na poradi)

9
or o (ory . 2(3)
Orpdx;  Oxy, \Ox; ) Oxp,

Dale ptipadné opakované derivace podle stejné proménné zkracujeme takto

*f _ *f

Podobné pro vyssi derivace. Napiiklad pod vyrazem

Bf
——(1.2
8:618333( 2,3)

mame na mysli parcialni derivaci podle z; druhé parcialni derivace funkce f podle
x5 vypodétenou v bodé (1,2, 3)T.

Z vyse uvedeného je patrné, ze pti vypoctu parcialni derivace uplatnime znalosti
z BI-MA1. Derivujeme podle zadané proménné a na ostatni se divame jako na
konstanty.

Priklad 7.6: Rozmyslete si nasledujici vysledky.

« Pro f(z,y) = v + 2y + y plati

of
%(:E,y)—l—i—l-y—f—()—l—l—y,
g—‘;j(x,y):Oqu-l—l—l:qul.

e Prog(z,y,2) = ¢e¥ - sin(z + y) + 2y plati

%(m, y,z) =€ -sin(x +y) + e’ - cos(z +y) + z,
Y
d*g
=1.
920y D92
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Gradient funkce

Pomoci parcialnich derivaci, existuji-li, mtzeme definovat tzv. gradient funkce. Jeho
pravy vyznam odhalime v dalsi ¢asti textu.

Definice 7.11 (Gradient / Gradient): Méjme realnou funkeci n realnych proménnych
f Dy — R, Dy C R" majici véechny parcialni derivace v bodé a € Dy. Potom

radkovy vektor
af . 9f of 1n
(89&1 (a), (9x2( Yyenns 8xn(a)) eR

nazyvame gradientem funkce f v bodé a a pouzivame pro néj znaceni
Vf(a) nebo gradf(a).

Podobné jako u parcialni derivace se na V f divame jako na zobrazeni (vektorovou
funkci), které bodu prirazuje hodnotu gradientu f v tomto bodé.

Priklad 7.7: Hned se zamysleme nad jednoduchymi ptiklady:
« Pro f(z,y) = m mame V f(z,y) = (0,0).
» Pro f(z,y) =z — y mame V f(z,y) = (1, -1).

Piiklad 7.8: Mé&jme funkei f(z1,x2) = 23 4+ 2129, Dy = R?. Potom gradient této
funkce existuje v kazdém bodé jejiho defini¢niho oboru a plati

Vf(xy,m2) = (355% + T2, 961)-

Piiklad 7.9: Méjme funkci f(z,y, z) = sin(x) cos(y+2), D; = R*. Potom gradient
této funkce existuje v kazdém bodé jejiho defini¢niho oboru a plati

Vf(z,y,z) = (cos(z)cos(y + z), — sin(z) sin(y + z), — sin(z) sin(y + 2)).

Derivace funkce

Parcialni derivace zkoumala chovani funkce jenom vzhledem k jedné proménné.
Motivace k zobecnéni derivace, bez piivlastku ,parcialni®, pro funkce vice pro-
meénnych vychazi z role prvni derivace pfi linearni aproximaci funkce. V BI-MA1
jsme ukazali, Ze pro dostatecné diferencovatelnou funkci f v bodé a predstavuje jeji
prvni Taylorav polynom 7T'(z) = f(a) 4+ f'(a)(x — a) nejlepsi moznou aproximaci
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této funkce v tomto bodé (na jistém okoli). Graf tohoto polynomu prvniho stupné
pak navic pfedstavuje te¢nu funkce f v bodé a. Derivace f’(a), jedno ¢islo, v tomto
vzorci hraje roli smérnice te¢ny, udava linearni ¢len. To nas motivuje k nasledujici
definici.

Definice 7.12 (Derivace (vektorové) funkce): Méjme zobrazeni F' : Drp — R™,
Dr C R", definované na okoli bodu a.
Derivaci zobrazeni F' v bodé a nazyvame matici DF'(a) € R™" spliujici

lim [£(x) — F(ﬂﬂ;iﬁ(a) (x-a) _

Tj. vagné F(x) ~ F'(a) + DF(a) - (x — a) pro x blizko u a, lokalni chyba této
aproximace je mensi nez linearni (dle definice). Podminka v Definici 7.12 nemusi
pusobit intuitivné, od definice derivace funkce jedné proménné v bodé (BI-MA1,
Definice) se na prvni pohled lisi. Nasledujici poznamka ukazuje souvislost mezi
témito definicemi.

Poznamka 7.2 (Souvislost s derivaci funkce jedné proménné): Béhem drivéjsiho
studia jsme se jiz s pojmem derivace setkali, konkrétné s derivaci realné funkce
jedné realné proménné (BI-MA1, Definice). Derivaci takovéto funkce f : Dy — R,
D; C R, definované na okoli bodu a, v bodé¢ @ jsme nazyvali limitu

o) — tim F@) = @)

Tr—a r— Qa

Pokud je f'(a) € R, tj. f je diferencovatelna v bodé a, pak je tato podminka ekviva-
lentni podmince

0= tim [f@ =@ _ | @) = fla) = f(@)(x — a)

T toa Tr—a T—=a |(L’—CL| 7

v které jiz jisté vidime podminku z Definice 7.12. V tomto ptipadé diferencovatelné
realné funkce jedné realné proménné je tak vlastné D f(a) rovna 1 X 1 matici (f'(a)).

Okamzité se nabizi otazka, jak tato derivace souvisi s dfive zavedenymi parcial-
nimi derivacemi (Definice 7.10). Odpovéd nam dava nasledujici véta.

Véta 7.11 (Slozky matice DF'(a) a jeji jednozna¢nost): Pokud méa zobrazeni F' :
Dy — R™, Dy C R", definované na okoli bodu a, derivaci DF(a) € R™" v bodé a,
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potom
T@ @ e gl
PR | #M® @ - 5l
(@) Gp@ o 5

Odtud ihned také plyne, Ze je tato matice dana jednoznacné, existuje-li.

Diikaz. Uréime prvek matice DF'(a) v i-tém fadku a j-tém sloupci. Z predpokladu
a jiz jednou pouzité obecné nerovnosti |z;| < ||z||, i € v a z € R™, dostavame

i ‘E(X) — Fi(a) — (DF(a) S(x— a))i|

x—a [x —al

=0.

Nyni pouzijeme vétu o ztzeni a budeme k a pfistupovat po pfimce x = a + he;, kde
h — 0. Odtud s pomoci jednoduchych uprav plyne

|Fi(a+ he;) — Fy(a) — DF(a); ;|

0= lim ] =
.| Fi(a+ hej) — Fi(a)
= }Lli}I’(l) h — DF(a)i,j .

V tomto vyrazu jiz vidime parcialni derivaci funkce F; podle j-té proménné v bodé
a, ktera ma nutné hodnotu DF'(a); ;. O

Na funkci n proménnych f : Dy — R, Dy C R", Ize nahliZet jako na zobrazeni
f: Dy — R! a proto pokud mé4 v bodé a € D, derivaci Df(a) € R"", pak podle
predchozi véty pro ni plati

o= (L@ @ @) = vr

a neni tedy nic¢im jinym, nez gradientem funkce f v bodé a!

Také je z tohoto pozorovani patrné, pro¢ jsme gradient striktné definovali jako
radkovy vektor.
Poznamka 7.3 (TeCna rovina): Vratime-li se zpét k motivaci, pak vidime, ze mame-li
funkci f : Dy — R, Dy C R™ majici derivaci v bodé a € Dy, pak te¢na rovina ke
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grafu funkce f v bodé a (oznacime-li osu, kam vynasime zavisle proménnou jako z,
tj. zminény graf je plocha z = f(x)) je dana rovnici

z= f(a)+ DF(a)- (x —a).
Specialné v pripadé dvou proménnych dostavame rovnici

2= f(a) + Vi) ((z,y)" —a),
resp. zcela explicitné

of of
2= fl) + @) - a) + 5 @)y o)

K pfedchozimu pozorovani, resp. vztahu mezi derivaci a parcialnimi derivacemi,
ucinme dvé poznamky:.

« Pokud ma f vbodé a derivaci D f(a), pak ma v tomto bodé i viechny parcialni
derivace (ukazali jsme).

« Toto tvrzeni nelze obratit, tj. samotna existenci parcialnich derivaci nestaci
k existenci derivace. K existenci derivace D f(a) uz ale stali napf. spojitost
v$ech prvnich parcialnich derivaci na okoli bodu a (nedokazujeme).

Vice do této problematiky zabihat nebudeme.

Hesseova matice

Pri analyze vlastnosti funkci jedné proménné jsme vedle prvni derivace vyuzivali
i druhou derivaci. Ta souvisela s konvexnosti a konkavnosti, vyuzivali jsme ji pfi
hledani extrémi. Jak je to s druhou derivaci funkce vice proménnych?

Definice 7.13 (Hesseova matice): Na derivaci, resp. gradient, funkce f : Dy — R,
Dy C R",1ze nahlizet jako na zobrazeni D f : A — R", A C Dy, jeho derivaci vbodé
a € A je pak matice typu R™", kterou nazyvame Hesseovou matici a znacime
V2 f(a). Pokud existuje, pak plati

52 92 52
@é(a) 89022(‘;;1 <a) T 890an961 (a)
2f 9%f o°f

V2f(a) _ | 9z10a2 (a) B_IS(a) T 9rn02 (a>
; : B : ... . :

8&318fmn (a) 33?2(9fmn (a) o ﬁ(a)
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Hesseova matice (nékdy nespravné zkracené Hessian) je pojmenovana po Ludwi-
govi Ottovi Hesseovi, némeckém matematikovi, jenz zil v letech 1811 - 1874.

Poradi derivovani ve smiSenych derivacich nelze obecné zaménit (viz Pfiklad 7.10
nize). Pokud ale napfiklad jsou vSechny druhé parcialni derivace spojité na okoli
bodu a, pak bude Hesseova matice symetricka (typicky nas pfipad). Toto pozitivni
tvrzeni je znamo pod jménem Schwarzova—Clairautova véta.

Piiklad 7.10 (SmiSené derivace nelze obecné zaménit): Uvazme funkci definovanou
predpisem
222
‘Ty$2+z27 (1;7 y)T 7& ‘97
flz,y) = T
0, (z,y)" = 0.

Tato funkce je definovana na R? a je spojita v nule (netrivialni cvic¢eni, které neni
cilem tohoto prikladu). Ukazte, ze v bodé € existuji obé jeji smiSené derivace a nejsou
si rovny, tj.

(7.5)

0*f 0*f
&xay(e) 7 Oyox

Graf této funkce je uveden na Obrazku 7.10.

(9).

Reseni. Ukazeme si vypocet jedné z parcilnich derivaci. U druhé pouze prozradime
vysledek a vypocet nechame k dopocitani zvidavému ¢tenafstvu. Pfimo z defini-
ce (7.5) a s vyuzitim znalosti derivace soucinu a podilu plyne vztah

of

4 422_4
U (4,y) =y Y
ox

(22 + 22

Zdtraznéme jeho platnost vsude mimo bod 6. K vypoctu parcialni derivace funkce

f v bodé 6 podle x musime vyuzit pfimo definici, do pfedchoziho vztahu nulu jen

tak nedosadime. To ale neni tézké, opét s vyuzitim definice (7.5) rovnou dostavame
af f(h,0) — f(0,0) 0

PRIt R A L T

, (zmy)t #0.

A konec¢né potom s vyuzitim jiz napocteného (N.B.: pfi vypoctu limity A — 0 nas ve
vyrazu 0, f (0, h) situace s h = 0 nezajima)

8y8x(9) = s h B
T N Y et A
= 02 +h22
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Obrazek 7.10: Graf funkce z Prikladu 7.10. Na prvni pohled byste do ni nefekli, ze
v bodé € nema zaménné druhé smiSené parcialni derivace.

Naprosto analogickym zptsobem lze vypocitat

o2
drdy (6) =1

Dalsi vlastnosti derivaci

Na zavér této podkapitoly shrneme jesté nékolik uzitecnych vlastnosti derivaci, které
budeme v dalsim vykladu potfebovat.

Véta 7.12 (Derivace slozené funkce): Méjme zobrazeni I’ : Dy — R, D C R™
aG:Dg— R™ Dg C R"abod a € Dg takové, ze existuji DG(a) a DF(G(a)).

Potom existuje i derivace sloZzeného zobrazeni F' o G v bodé a a plati
D(F o G)(a) = DF(G(a)) - DG(a).

Docente kompaktni zapis pomoci matic a jejich nasobeni! Rozepsan explicitné
pro F = (Fy,...,Fx)T aG = (Gy,...,G,)7T tento vztah po slozkach tiké (tzv.
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retézové pravidlo)

IFoG), | ~=O0F oG
oy (a) = - ox (Gla oxy

Diikaz. Dukaz vynechavame. O

Véta 7.13 (Derivace ve sméru): Necht f : Dy — R, Dy C R" ma derivaci v bodé
a € Dy. Bud v vektor délky 1.
Potom existuje limita (tzv. derivace funkce f ve sméru v v bodé a)

a—f(a) =0y f(a) :== lim flathv) = f(a)

ov h—0 h

ajerovna (Vf(a)T | v).
Dilkaz. Pouzijte vétu o derivaci slozené funkce na g(h) = f(a + hv). O

Dusledek 7.1 (Gradient jakoZto smér nejvétsiho ristu): Necht f: Dy — R, Dy C
R™ mé nenulovou derivaci v bodé a € Dy. Bud v vektor délky 1.
Potom 0, f(a) nabyvé nejvétsi hodnoty pro v =V f(a)T/||V f(a)]|.

Diikaz. Platinerovnost |(V f(a)T | v)| < ||V f(a)|| a soucasné platirovnost (V f(a)”
£V f(a)h) = £|Vf(a)l*. O

Na Obréazku 7.11 se pokusime graficky znazornit funkei f(z,y) = 22% + y* (levy
graf) a jejiho gradient V f(z,y) = (4, 2y) vizualizovany pomoci vektorového pole
(pravy graf). Zdlraznéme, Ze graf funkce dvou proménnych je mnoZina bodt v R?,
ale gradient takovéto funkce ma pouze dvé slozky! Vagné feceno ,zije* v roviné, kde
lezi defini¢ni obor.

Je také zajimavé zpétné reflektovat situaci realné funkce jedné realné proménné,
jak si zde predstavit gradient? V piipadé diferencovatelné funkce f : R — R
abodu a € Dy je gradient fadkovy vektor V f(a) = (f'(a)) € R, jeho ilustraci
uvadime na Obrazku 7.12. Opét si vsimnéte, Ze lezi na ose x!

Otazka 7.1: Je-li funkce f : R — R diferencovatelna v bodé a € R, jaky je smérovy
a normalovy vektor jeji teny v bodé a?
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f(z,y) =222 +¢*

;ST
P
e
VN T T
SV N SN
TV N N

Obrazek 7.11: Vizualizace funkce a jejitho gradientu, jakozto vektorového pole.

y = f(x)

/7
Vf(-1.2)

VF(—=0.1) V(0.

U

V£(1.2)

Obrazek 7.12: Gradient realné funkce jedné realné proménné.
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8 Kvadratické formy

Nasim cilem v dalsi ¢asti pfednasky bude hledani extrému funkeci vice proménnych.
Pripomenme si nékolik znalosti z pfedchoziho studia.

Méjme funkei f : R — R majici spojitou tfeti derivaci na celém R a bod a € R.
Potom dle Taylorovy véty plati

B / f"(a) 2 2

f(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + T(m —a)’+0((z—a)?), proz — a.
V tomto vyrazu bychom nyni méli vidét dalsi dvod pro z BI-MA1 znamé kritérium
(pro maximum podobné): Pokud f'(a) = 0 a f”(a) > 0, potom f ma v bodé a ostré
lokalni minimum.

Mizeme podobnou tvahu ucinit i pro funkce vice proménnych? Co je v tomto
pripadé analogem linearniho a kvadratického ¢lenu?

Definice 8.1 (Kvadraticka forma / Quadratic form): Funkci g: R™ — R nazyvame
kvadratickou formou, pravé kdyz existuje symetricka matice M € R™" splnujici

q(x) = Z M, z;7g, prokazdéx = (ry,...,7,)" € R™ (8.1)
k=1
Ihned uc¢inme nékolik relativné jednoduchych pozorovani:

« V jedné dimenzi je situace velmi jednoducha. Pokud n = 1, pak mame ¢(x) =
ax? pro néjaké o € R.

« Pro jistotu pifipomenme definici symetrické matice. Matice M je symetricka,
pravé kdyz M7 = M.
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« Pomoci standardniho skalarniho soucinu a nasobeni matic mtizeme vyraz (8.1)
vyjadrit alternativné i takto

q(x) = (x| Mx) = x Mx.
« Predpoklad symetri¢nosti matice M neni omezujici. Pro kazdou matici A €

R™" a vektor x € R” plati x’Ax = x” 1(A + AT) x, kde (A + A7) je
symetricka matice.

« Kazda kvadraticka forma je nulova v bodé 6, tj. ¢(6) = 0.
Priklad 8.1: Napriklad funkce
q(z,y) = 2* — 3wy + 2y

je kvadraticka forma, nebot ji lze vyjadrit jako

q(z,y) = (z,y)M <x) ,

Y

M= (—?1/2 _?5/2> ‘

Kvadraticka forma pfedstavuje zobecnéni pouze kvadratického ¢lenu ax? pro
funkce vice proménnych. Zobecnénim znamych kvadratickych funkci f(z) = ax? +
Bx 4+, f: R — R, jsou kvadriky. Presnéji funkce tvaru ) : R” — R splnujici

Q(x) = x'Mx +b'x + 7,

kde M € R™" je symetricka matice,b € R" je vektor ay € R. Témi se zde podrobnéji
zabyvat nebudeme.

Priklad 8.2: Konkrétné pro
Qz,y) =2* — 22y +2y* — 22 + 3y + 4

bychom méli
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Obrazek 8.1: Kvadratické formy v 1D. Situace je tragicky nezajimava.

8.1 Definitnost kvadratickych forem

Z predchozi motivace je zfejmé, Ze nas bude zajimat znaménko hodnot kvadratické
formy. Nabyva kvadraticka forma pouze nezapornych hodnot? Nabyva kladnych
i zapornych hodnot? Atd.

V piipadé n = 1 je situace jednoduch4, pro ¢(x) = ax? plati nasledujici implika-
ce:

« o= 0= ¢(x) = 0 pro vSechna x € R",
« > 0= ¢(x) > 0 pro vSechna nenulova x € R",
« o < 0= ¢(x) < 0 pro vSechna nenulova x € R".

Pro grafickou ilustraci viz Obrazek 8.1.

Vse se ale komplikuje uz i v ptipadé n = 2. Napiiklad pro q(x) = 22 — 22 plati
q(e;) = 1 a soucasné g(ey) = —1. Tato situace s ménicim se znaménkem v jedné
dimenzi nastat nemuze.

Vsechny mozné situace souvisejici se znaménkem kvadratické formy vystihuji
ruzné typy definitnosti kvadratickych forem:

Definice 8.2 (Typy definitnosti kvadratickych forem): Kvadratickou formugq : R™ —
R nazveme

« pozitivné definitni (PD), pravé kdyz ¢(x) > 0 pro kazdé nenulové x € R™.
+ pozitivné semidefinitni (PSD), pravé kdyz ¢(x) > 0 pro kazdé x € R".

« indefinitni (ID), pravé kdyz existuji vektory x,y € R" spliujici ¢(x) > 0
aq(y) <0.

« negativné semidefinitni (NSD), pravé kdyz ¢(x) < 0 pro kazdé x € R".
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« negativné definitni (ND), pravé kdyz ¢(x) < 0 pro kazdé nenulové x € R".

Stejnou terminologii budeme pouzivat i pro symetrické matice M: symetricka matice
M je typu T, pravé kdyz forma x” Mx je typu 7.

Pozor! Terminologie napfi¢ riznymi zdroji (literatura, web) neni zcela ustalena,
existuji dva pristupy. V tomto kurzu se striktné drzime pfedchozi Definice 8.2, v které
kazda PD kvadraticka forma je i PSD (analogicky pro ND a NSD).

Alternativni terminologie u PSD forem vyzaduje existenci nenulového vektoru
s nulovou hodnotou. V takovém pfipadé (ne v nasem!) jsou mnoziny PSD a PD forem
disjunktni.

Uzite¢nost nami pouzité konvence bude patrna v pristi pfednasce pii studiu
nutnych a postacujicich podminek pro existenci lokalnich extrému funkci vice
proménnych, pfipadné ve vztahu mezi typy definitnosti a vlastnimi ¢isly matice M.

Grafické znazornéni nékolika kvadratickych forem uvadime na Obrazku 8.2.
Vztah mezi riznymi typy definitnosti je dale znazornén pomoci Vennova diagramu
na Obrazku 8.3.

Priklad 8.3 (Pripad jedné proménné, n = 1): Pro kvadratické formy v jedné pro-
ménné je situace velmi jednoducha.

« Pokud a > 0, pak q(x) = ax? je PD (i PSD).
« Pokud o < 0, pak g(z) = az? je ND (i NSD).
« Pokud o = 0, pak ¢(z) = 0 je PSD i NSD soucasné.
« Indefinitni kvadratické formy v jedné dimenzi neexistuji!
Priklad 8.4 (Ptipad dvou proménnych, n = 2): Nejprve jednoduché priklady:

e q(z,y) = % + y* je PD (a tedy i PSD): pro kazdy vektor (z,y) € R? plati
q(z,y) > 0, rovnost nule nastava pravé kdyz oba kvadraty jsou nulové, tj.
pravé kdyz (x,y) = 6.

e q(z,y) = —2* je NSD, ale neni ND: pro kazdy vektor (z,y) € R? plati
q(z,y) § nulovou hodnotu dostaneme i pro nenulovy vektor (0,1) # 6:
q(0,1) =

(

« ¢(x,y) = xy je ID: mame napiiklad ¢(1,1) = 1 a soucasné ¢(1, —1) = —1.
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Rozeznat znaménko hodnot kvadratickych forem ale nemusi byt ihned ocividné.
Uvazte napriklad

e q(x,y) = % + 2zy + 2y? je PD,
e q(z,y) = 2% + dzy + y* je ID.

Jak jsme se k tomuto vysledku dostali? Ve zbytku textu se timto problémem budeme
zabyvat.

8.2 Urcovani definitnosti forem

Zacnéme nejprve jednoduchymi kritérii pro indefinitnost (sta¢i nalézt dva vektory,
pro které dostaneme hodnoty riznych znamének).
Pokud mame kvadratickou formu

¢(x) = x' Mx,
pak dosazenim j-tého standardniho bazického e; vektoru dostaneme j-ty prvek na
diagonale matice M: ¢(e;) = M;;. Tudiz jsme dokazali:
Tvrzeni 8.1: Pokud ma symetricka matice M na diagonale prvky s riznym zna-

ménkem (jedno kladné, jedno zaporné), potom je kvadraticka forma ¢(x) = x’ Mx
indefinitni.

Poznamka 8.1: Toto pozorovani dava pouze postacujici podminku pro indefinitnost.

Kvadraticka forma ¢(x) = (z1, x2) (; ?) (?) = 22 + 4179 + 73 je indefinitni
2

(ukazeme pozdéji) i kdyZ méa na diagonale pouze kladna ¢isla!

Bez diikazu uvedeme nasledujici klicové tvrzeni z Linearni algebry (studenti
z BI-LA2 znaji, pro ostatni staci bez diikazu jako fakt).

Véta 8.1 (Diagonalizace symetrické realné matice): Symetricka realna matice je
diagonalizovatelna a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou realna. Vlastni vektory prislusejici
ruznym vlastnim ¢islim jsou vzajemné ortogonalni.

Pripomenme explicitnéji smysl pfedchoziho tvrzeni: mame-li symetrickou real-
nou matici M € R™", pak existuje diagonalni matice D € R™" a regularni matice
P € R™" spliujici

D =P 'MP, resp. M =PDP '
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PD & PSD: f(z,y) = 22% + 32

PSD: f(z,y) = 22

ID: f(w,y) = wy

171 PSD & NSD: f(z,) = 0
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Obréazek 8.3: Znazornéni vztaht mezi riznymi typy definitnosti pomoci Vennova
diagramu. Jedina forma, ktera je souc¢asné NSD a PSD, je nulova kvadraticka forma
(znazornéna puntikem).

O matici D dale vime, Ze ma na diagonale (nutné realna) vlastni ¢isla matice M
a v matici P jsou ve sloupcich vlastni vektory pfislusejici vlastnim ¢islim v poradi
na diagonale D. Matici P Ize volit tak, aby P! =p7T,

Vztah mezi vlastnimi ¢isly matice M a definitnosti piislusné kvadratické formy
je velmi uzky a nazorny:
Duisledek 8.1 (Vztah definitnosti a vlastnich &isel): Kvadraticka forma ¢(x) = x” Mx
je

PD, pravé kdyz vSechna vlastni ¢isla matice M jsou kladna.

« PSD, praveé kdyz vsechna vlastni ¢isla matice M jsou nezaporna.

ID, pravé kdyz ma matice M kladné i zaporné vlastni cislo.

NSD, praveé kdyz vsechna vlastni ¢isla matice M jsou nekladna.
« ND, pravé kdyz vsechna vlastni ¢isla matice M jsou zaporna.

Diikaz. Dle predchozi Véty 8.1 pro realnou symetrickou matici M € R™" existuje
diagonalni matice D = diag(\y, ..., \,) a ortogonalni’ matice P € R™" spliujici

ITj. regularni spliiujici P~ = P7.
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M = PDP”. Potom pro nasi formu plati
q(x) = x'Mx = x' PDP'x = (PTX) D (PTX) = Z Aj (PTX)JQ,. (8.2)
j=1
Nyni si postupné rozmyslime rizné situace.

PSD: Pokud \; > 0 pro kazdé j € n, pak z (8.2) plyne ¢(x) > 0 pro kazdy x € R".
Naopak, pokud ¢(x) > 0 pro kazdy x € R", pak pro j € 7 zvolme x = Pe; (vlastni
vektor pfislusejici \;) a dostaneme \; = ¢(x) > 0.

PD: Vzhledem k pfedchozimu bodu sta¢i ukazat ekvivalenci: ¢(x) = 0 pouze pro
x = 0, pravé kdyz \; > 0 pro kazdé j € n. =: Opét pro j € n zvolme x = Pe; # 0,
pak 0 < ¢(x) = \;. <=: Z q(x) = 0 a (8.2) v tomto piipadé plyne P'x = 6§ a tedy
ix=40.

NSD a ND: analogicky.

ID: Disledek jiz dokazaného. [l

Uprava na ctverce

Méjme kvadratickou formu ¢(x) = x? Mx a postupné provadéjme nasledujici alge-
braické operace (pokud je to mozné, viz nize):

1. Ve vyrazu ¢(x) zvolme proménnou zy, kterd se v ném vyskytuje v kvadratu.
2. Vezméme vSechny ¢leny obsahujici proménnou zy, tj. vyraz tvaru
axi + Az, j# k) - xp,

kde vyraz A := A(z;, j # k) obsahuje uz pouze konstantni nasobky proménnych
ruznych od xy.

3. Tento vyraz dopliime na ¢tverec pomoci standardni tpravy

AN A2
24 A gy = =) —=.
axy + T =oa | x, + %0 1o

4. Celkem pak dostavame rovnost

A 2
q(x) =« (xk + %) +G(T1, e T, Thg 1y e e Ty

kde nova forma ¢ uz nezavisi na k-té proménné xy.
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5. Opakujme tento postup s q.

Pokud tento proces tspésné probéhne, tak na konci ziskame ¢(x) ve tvaru souétu
konstantnich nasobkil nejvyse n ¢tvercu.

Véta 8.2 (Typy definitnosti a iprava na ¢tverce): Predpokladejme, ze pfedchozi

postup Uspésné probéhl a mame tedy ¢(x), x € R", vyjadfeno ve tvaru

k

q(x) = Zag‘((PX)j)2a

=1

kdel <k <n,Pe€ R*" m4 hodnost k (plyne z postupné eliminace proménnych)
ao; #0,7 €k.
Potom plati:

« Pokud £ = naa; > 0 pro vSechna j € k, potom je ¢g PD.

« Pokud £k =naa; < 0provsechna j € k, potom je ¢ ND.

« Pokud £ <naa; > 0provsechna j € k, potom je ¢ PSD (ale ne PD).
« Pokud £ <naa; <0provsechna j € k, potom je ¢ NSD (ale ne ND).
« Pokud existuji 5,/ € k: takova, ze a; > 0aa, <0, potom je ¢ ID.

Diikaz. Diikaz v podstaté kopiruje dukaz Dusledku 8.1. V ném jsme vlastni ¢isla
a diagonalizaci vyuzili k provedeni upravy na ¢tverce, viz rovnici (8.2). Koeficienty
u ¢tverct byla pravé vlastni ¢isla. [

Problém v predchozim postupu nastane v pripadé, kdy se jistd proménna ve
vyrazu nevyskytuje v kvadratu, ale pouze ve smiSenych ¢lenech. Napriklad xy.
V takovém konkrétnim pripadé dvou proménnych mtzeme pouzit ipravu

1 o 1 2
ry = (T + — =T —
y=q@+y) - @—y),
resp. provést substituci x = u + v ay = u — v. V obecném pripadé vétsiho poctu
smisenych ¢lent (nejhtife matice M s nulovou diagonalou) se postup vice komplikuje,
ale vyse uvedena substituce pomiize.
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Upravu na étverec ale neni nutné provadét, pokud lze snadno rozhodnout o ID. Napf
q(z,y, z,u) = (v +y)* +yz — 2zu

je ID: vynulujeme kvadrat (xr = —y) a zbyvajici volnost vyuZijeme k vytvofeni
hodnot s riznymi znaménky: ¢(—1,1,1,1) = —1laq(—1,1,—1,1) = 1. Tada!

Rozhodnéme nyni o definitnosti dvou kvadratickych forem, které jsme zminili
dfive v textu (Pfiklad 8.4).

Priklad 8.5: Kvadraticka forma ¢(z,y) = z* + 2zy + 2y je PD, protoze

q(z,y) = (x+y)> +y°

Dvé proménné a dva kladné ¢tverce.
Priklad 8.6: Kvadraticka forma q(x,y) = x* + 4xy + y? je ID, protoZze
q(z,y) = (v +2y)* = 3y”.

Jeden ¢tverec kladny, jeden zaporny. Odtud také hned vidime: ¢(2, —1) = —3 (nuluje
prvni ¢tverec), ¢(1,0) = 1 (nuluje druhy ¢tverec).

Sylvesterovo kritérium

Pro matici M € R™" definujme My, jakoZto ¢tvercovou matici My = (Mlj)f i1 (.
»k X k podmatici v levém hornim rohu®).

K urceni pozitivni nebo negativni definitnosti mame k dispozici nasledujici
kritérium:
Véta 8.3 (Sylvesterovo kritérium): Kvadraticka forma ¢(x) = x” Mx, kde M € R™"
je symetricka matice, je

« PD, prave kdyz pro kazdé k € n plati det M, > 0.
« ND, pravé kdyz pro kazdé k € 7 plati (—1)* det My, > 0.

Dtkaz staci provést pro pripad PD, existuje nékolik dukazt, my zde volime jeden
z ptistupt z ¢lanku [3]. Ano, M je ND, pravé kdyz —M je PD a to je ekvivalentni
podminkam 0 < det(—M;) = (—1)* det My, k € 7.
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PD = det My, > 0 pro kazdé k € n. Nejprve si vSimnéme, ze kvadraticka forma defi-
nované matici My, je PD pro libovolné k € 7. Skute¢né, je-li y € R* nenulovy vektor,
pak vektor x := (y1, ..., Yk, 0,...0) € R" je také nenulovy a dle predpokladu plati
(vyuzijte nul!)

y' M,y = x’Mx > 0.

Nyni si sta¢i uvédomit, Ze determinant libovolné symetrické realné PD matice je roven
soucinu jejich vlastnich ¢isel, ktera jsou vsechna kladna a proto je sam kladny. [

Lemma 8.1 (Pomocné tvrzeni): Méjme symetrickou matici A € R™" takovou,

v . , , v A, . . , , .
ze A,,_; je regularni a oznacme A = ( e Z) Potom existuje regularni matice

P € R™" spliujici PTAP = <Agf ! g) Pokud navic detA,,_; > 0 adetA > 0,
potom /3 > 0.

Diikaz. Diky regularité matice A,_; ma soustava A,,_;x = a pravé jedno feseni,

1

T _ En—l 0 An—l a En—l —b _

PTAP = (—bT 1) ( al a) ( or 1 )
An_q a E, 1 -b o An_q _An—lb +a=10
—bTA,_; +aT =07 —bTa+a 7 1)\ "  —blata=7

Dodatek plyne z rovnosti (det P)®det A = detA,,_; - 3. O

ozn.hob = A ' a. Polozme P = (Eg; ! 4’). Takovato matice je jisté regularni

a plati

Nyni mtizeme dokoncit diikaz Sylvesterova kritéria.

det My, > 0 pro kazdé k € n = PD. Tvrzeni je pravdivé pro n = 1 (det(ay1) = ay).
Méjme n > 2 a predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1. Z predchoziho Lemma
aplikovaného na M plyne existence regularni matice P takové, Ze

(Px)"M(Px) = x,,_1M,,_1x,,_; + pz2,
kde x,,_; = (21,...,7,_1)T. Matice M,,_; je PD a 3 je kladna, takze i M je PD. []
Nasledujici priklad vyvraci casty mytus, ktery se nékdy objevuje i v literature:

pokud plati det M, > 0 pro kazdé k € n, tak pfislusna kvadraticka forma neni nutné
PSD (analogicky pro NSD).
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Priklad 8.7: UvaZme

— O N

10
0 0
2 0
0 a det

PotomdetM; =1 > 0,detMy; =0 >
indefinitni, protoze (Uprava na ctverce)

a det 0. Ale prislusna forma je

qv(x) = X' Mx = 27 4 42123 + 23 = (21 + 223)* — 323

aproto gu(2,0,—1) = =3 < 0agu(1,0,0) =1 > 0.

8.3 Dodatek

Sylvesterovo kritérium lze zobecnit i na prfipad PSD a NSD forem, ale ne pouhym
prepsanim ostrych nerovnosti na neostré. Pro zajemce zde toto kritérium bez dikazu
alespon zformulujme.

Pro matici M € R™" a mnozinu I C n, I # n, ozna¢me jako M; matici, ktera
vznikne z matice M smazanim radka a sloupct s indexy patficimi do /.

Priklad 8.8: Je-li

1 2 3
M=1[2 1 -4
3 —4 -1
potom napriklad
1 3
My = 3 _1) )
M = (1),

Vzdy plati My = M.
Véta 8.4 (Obecné Sylvestrovo kritérium): Necht M € R™" je symetrick4 matice.
Potom

1. MjePD,pravé kdyzdet M1, ny > 0 prokazdé pfirozené k spliujici 0 < £ < n,
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2. M je ND, pravé kdyz (—1)* det My11,.. 3 > 0 pro kazdé pfirozené k spliujici
0<k<n,

3. M je PSD, pravé kdyz det M; > 0 pro vSechna I C 7.
4. M je NSD, pravé kdyz (—1)"*/ detM; > 0 pro vSechna I C 7.

5. M je ID, pravé kdyz det M; < 0 pro néjaké I C n, kde n — #I je sudé, nebo
detM; < 0 adetM; > 0 pro néjaké I, J C n,kden — #I an — #J jsou licha.

Toto tvrzeni ma dva uzitecné dusledky.

Dusledek 8.2: Necht M € R™" je symetricka matice. Pokud existuje sudé k takové,
ze det M}, < 0, nebo pokud existuji licha k, ¢ takova, ze det M, < 0 a detM, > 0,
pak je matice M ID.

Dusledek 8.3: Necht M € R™" je symetricka matice. Pokud M neni PD ani ND
a pro kazdé k € n je det My, # 0, pak je matice M ID.
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9 Extrémy funkci vice
proménnych

Co maji nasledujici alohy spole¢ného?
« Jak rovnomérné rozmistit objekty na tiskovou podlozku 3D tiskarny?
« Jak ,naucit” neuronovou sit vykonavat jisty ukol?
« Jak z nékolika potravin s riznym slozenim vytvorit optimalni jidelnicek spl-
nujici zadana dietologicka kritéria?

« Jak na desku optimalné rozmistit elektronické soucastky pti splnéni zejména
prostorovych omezeni a nakladnosti vyroby?

« Jak nalézt co nejkratsi (nebo nejlevnéjsi) trasu mezi zadanymi misty?

Pod kazdou z téchto dloh ve skutecnosti lezi optimalizac¢ni dloha, tedy dloha
nalézt minimum/maximum jisté funkce (potencialné opravdu mnoha proménnych)
za jistych omezujicich podminek.

V maximalni obecnosti by matematicka formulace ,,obecné optimaliza¢ni dlohy®
mohla znit nasledovné:

Poznamka 9.1 (Obecna optimalizacni tloha): Naleznéte maximum, resp. minimum,
(existuje-li; alespon lokalni) funkce f : Dy — R, kde Dy C R", na mnoziné

M={xeD;|gx)=0,iel, hjx)<0,jeJ}

tj. maxy, f, resp. miny; f, kde I a J jsou nezaporna cela ¢isla a g; a h; funkce
s defini¢nimi obory lezicimi v R", ¢ € I, j € J, pfipoustime i / nebo J nulové a pak
odpovidajici podminky nemame (0 = ().

179



9. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH DEFINICE POJMU

Podle raznych situaci rozlisujeme celé ZOO raznych typua této optimalizacni
ulohy (pouze linearni funkce, pouze kvadratické funkce, konvexni funkce, funkce
definované na Z" nebo dokonce jenom {0, 1}",...). Napt. pod dlohou ,linearniho
programovani” se vétsinou mysli optimaliza¢ni uloha s linearni objektivni funkci
a linearnimi rovnostnimi nebo nerovnostnimi omezenimi.

V BI-MA2 se budeme vénovat pouze tvodu do problematiky a uloham bez
rovnostnich i bez nerovnostnich omezeni a s realnymi proménnymi. Tj. tloze nalézt
(lokalni) minima/maxima realné funkce vice realnych proménnych.

Koncepty, které zde zavedeme, hraji ale dulezitou roli i v pfipadé uloh s omezeni-
mi, nebo v pfipadé implementace numerickych algoritmu snazicich se tyto ulohy
fesit. Ulohy s omezenimi potkate v magisterském povinném predmétu NI-MPI nebo
ve specializovanych predmétech NI-LOM, NI-NON, nebo NI-KOP, ale i jinde.

9.1 Definice pojmu

Nasledujici definice riznych typt extrému jako by z oka vypadla té z BI-MA1. Opét
s uspéchem pouzijeme diive zobecnény koncept okoli.

Definice 9.1 (Extrémy funkci vice proménnych): Méjme funkci f : Dy — R,
D; C R",abod a € Dy. Funkce f méa v bodé a

+ ostré lokalni minimum, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a takové, Ze pro
vechna x € U, N Dy ruzna od a plati f(x) > f(a).

+ ostré lokalni maximum, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a takové, ze pro
vechna x € U, N Dy razna od a plati f(x) < f(a).

+ lokalni minimum, pravé kdy?z existuje okoli U, bodu a takové, Ze pro vsechna

x € U, N Dy plati f(x) > f(a).

+ lokalni maximum, pravé kdyz existuje okoli U, bodu a takové, Ze pro vsech-
nax € U, N Dy plati f(x) < f(a).

Hodnota tohoto extrému je ve vech piipadech rovna f(a). Souhrnné budeme mluvit
o (ostrém) lokalnim extrému.

Nejprve se budeme soustfedit na analytické hledani lokéalnich extrémua. Odvo-
dime nutné i postacujici podminky pro jejich existenci. K tomu vyuzijeme pojmy
diferencialniho poctu a typy definitnosti probrané v drivéjsi casti textu.
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9. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH NUTNE PODMINKY

Poznamka 9.2: Nutnou i postacujici podminku pro existenci lokalniho extrému
uvadi sama Definice 9.1. Nezapominejte na ni. Pokud analytickd metoda hledani
selze, vzdy se muzete pomoci definice pokusit existenci extrému vyvratit, nebo
prokazat.

V pozdéjsi ¢asti prednasky si ukdZeme i jeden z moznych numerickych pfistupt
k feSeni tohoto problému spocivajici v tzv. ,spadové” metodé.

Je dobré si uvédomit, Ze struktura mnoziny bodi, kde je nabyvan extrém, mutze
byt pomérné komplikovana. Zamyslete se co lze fici o extrémech funkci uvedenych
na Obrazku 9.1.

9.2 Nutné podminky existence lokalniho extrému

V této podkapitole odvodime nutné podminky existence lokalniho extrému. Ty nam
umoznuji podstatné zuzit body, kde extrém miiZe nastavat. Postacujici podminkou
se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

Nutni podminka prvniho radu

Vzpomente si na znamé tvrzeni z BI-MA1: pokud ma realna funkce realné proménné
lokalni extrém v bodé a, pak jeji derivace v bodé a bud neexistuje, nebo je rovna
nule. Vzhledem k 0zké souvislosti mezi parcialni derivaci a ,oby¢ejnou® derivaci,
popsané v podkapitole 7.6, dostavame nasledujici analogické tvrzeni.

Véta 9.1 (Nutna podminka existence lokalniho extrému I: parcialni derivace): Méjme
funkei f : Dy — R, Dy C R", majici v bod¢ a lokalni extrém (klidné ostry) a j € n.
Potom parcialni derivace funkce f v bodé a podle j-té proménné je rovna nule nebo
neexistuje.

Diikaz. Stadi pouzit vySe zminéné tvrzeni z BI-MA1 na funkci g(z) = f(a + ze;):
tato funkce ma dle predpokladu jisté (ostry) lokalni extrém v bodé x = 0, tudiz ¢'(0)
je bud nula nebo neexistuje. Ale ¢'(0) je identicka s 0; f(a). O

Dusledek 9.1 (Nutna podminka existence lokalniho extrému I: gradient): Méjme
funkci f : Dy — R, Dy C R", majici v bodé a (ostry) lokalni extrém a majici
parcialni derivace v bodé a podle vsech proménnych. Potom V f(a) = 6.
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10 —10 Y

f(z,y) = sin(x) cos(y)

10_10 4

Obréazek 9.1: Vizualizace dvou funkci dvou proménnych. Co dokazete fict o jejich
extrémech Cisté na zakladé vizualizace a znalosti Definice 9.1?
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Obrazek 9.2: Extrém v bodé s neexistujici derivaci, grafem funkce f(x,y) =

V2 + y? je kuzel.

Ukéazkou extrému (ostrého lokalniho minima; snadno ukaZeme z definice) v bodé
s neexistujicim gradientem je napiiklad funkce f(x,y) = /22 + y? v bodé 0. Jeji
graf predstavuje kuzel, viz Obrazek 9.2. Existence ostrého lokalniho minima plyne
jednoduse piimo z Definice 9.1. Pro viechna nenulova (z,y)T € R? jisté plati
flzy) =/2* +y° > 0= f(6).
Varovani 9.1: Opét upozornéme, ze Véta 9.1, resp. Dusledek 9.1, predstavuje pouze
nutnou podminku! To znamena, Ze z nulovosti gradientu neplyne existence extrému.
Napiiklad, pro funkci f(z,y) = x? — y? sice plati V f(0,0) = 6, ale v (0, 0) o¢ividné
extrém nenastava!

Pro¢ v tomto bodé tato funkce extrém nema? Protoze pro kazdé nenulové realné
t plati f(0,t) = —t* < 0 = f(A) a f(t,0) = ¢* > 0 = f(A), coZ je v rozporu se
vSemi podminkami v Definici 9.1. Jinak feCeno, lze nalézt dva riizné sméry, jak se
k bodu 6 blizit tak, Ze odpovidajici funkéni hodnoty jsou jednou nad a jednou pod
hodnotou f(#).

Bod, kde je gradient nulovy, je tedy potencialnim bodem lokalniho extrému.
Te¢na rovina (viz Poznamku 7.3) v tomto bodé je kolma na osu z (zavisle proménna).
Zavadime pro néj proto nasledujici terminologii.

Definice 9.2 (Stacionarni bod / Stationary point): Mé&jme funkci f : Dy — R,
Dy C R". Bod a € Dy splijici Vf(a) = 0 nazyvame stacionarnim bodem.
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f(x,y)::vQ—y2

S
QR .

NN
SRR

O

Obrazek 9.3: Funkce f(z,y) = 2? — y? ma v bodé 0 sice nulovy gradient, ale nema
v tomto bodé lokalni extrém. Ilustrace k Varovani 9.1.

Kritickym bodem nazyvame bod, kde neexistuje gradient nebo je stacionarni.

Nutna podminka druhého radu

V pripadé funkce jedné proménné jsme Casto pii hledani extrému hledali nulové
body prvni derivace a poté zkoumali znaménko prvni derivace na okoli takovéhoto
bodu. U funkci vice proménnych tento pfistup pouzitelny neni. Musime se podivat
na analog druhé derivace, tedy Hessovu matici a jeji definitnost.

Véta 9.2 (Nutna podminka existence lokalniho extrému II): Necht funkce f : Dy —
R, D; C R", ma spojité vSechny druhé parcialni derivace na okoli bodu a a necht
ma v tomto bodé lokalni minimum (resp. maximum), potom je Hesseova matice
V2 f(a) PSD (resp. NSD).

Diikaz. BUNO a = 6. Bud Uy okoli bodu 6 kde ma funkce f spojité viechny parcialni

derivace az do druhého fadu (véetné) a plati f(x) > f(0) pro kazdé x € Uy. Viz
Obrazek 9.4.
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hx

Obrazek 9.4: Tlustrace k dikazu Véty 9.2.

Méjme x € Uj libovolné nenulové a uvazme funkci g(h) = f(hx) definovanou
urcité na néjakém okoli Uy C R obsahujicim 1 (x € Up).

Tato funkce ma v bodé 0 lokalni minimum (g(h) > f(#)) a pro jeji derivace podle
pravidla o derivaci slozené funkce (Véta 7.12) plati

g(h) = ‘ a—xj(hx) Tj,
7=1
" ~ &f
g (h> - ‘ axkax] (hX) ' x]l'k
7,k=1

Funkce g ma proto spojitou druhou derivaci a navic dle pfedpokladu plati ¢’(0) = 0.
Podle Taylorovy véty (Véta 5.4) pro h € Uy plati

0.< g(h) — 9(0) = 30"(€)I, 0.1)

kde &, lezi mezi 0 a h (a tedy &, — 0 kdyz h — 0).
Dale podle predchoziho textu plati

g"(&) =x" -V’ f(&x) - x.
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Dosazenim tohoto vztahu do (9.1), podélenim nerovnosti /? a provedenim limity
h — 0 ziskavame nerovnost

x' - V2f(0) -x >0,

kde x bylo libovolné z Uy.

Libovolné x # 0 ale snadno pfenasobenim vhodnou kladnou konstantou lze
prevést do Uy, kde nerovnost plati a poté opét vytknout skalovaci faktor.

Tim je dukaz dokoncen. [

Ihned na tomto misté upozornéme, ze semi/definitnost ndm nepomuze rozlisit
ne/ostrost extrému. To je smysl nasledujicich dvou prikladi. Hesseova matice zkratka
,vidi“ pouze kvadratické chovani funkce.

Priklad 9.1: Funkce f(z,y) = 2% + y* ma jediny stacionarni bod 6 a jeji Hesseova
matice v tomto bodé je PD, tedy

Vf(0,0) =0,
V2£(0,0) = <(2) g)

V bodé 0 také ma ostré lokalni minimum (to vidime naprosto o¢ividné pomoci
definice extrému (Definice 9.1): ano, skute¢né pro kazdé nenulové (z,y)” € R? plati
f(x,y) = 2% +y* > f(0)). Graf této funkce je na Obrazku 9.5.

Priklad 9.2: Funkce f(z,y) = 2* + y* ma jediny stacionarni bod 6 a jeji Hesseova
matice v tomto bodé je PSD (ale i NSD), ale neni PD (ani ND). Tedy plati

V(0,0) =6,
V2£(0,0) = (8 8) .

V bodé 6 také ma ostré lokalni minimum (to vidime naprosto oc¢ividné pomoci
definice extrému (Definice 9.1): ano, skuteéné pro kazdé nenulové (z,y)” € R? plati
f(x,y) = z* +y* > f(0)). Graf této funkce je na Obrazku 9.6.

Varovani 9.2: Opét upozornéme, ze jde pouze o nutnou podminku! Z nulovosti
gradientu a PSD (resp. NSD) Hessovy matice v daném stacionarnim bodé neplyne
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flay) =a® +y°

Obrazek 9.5: llustrace funkce z Prikladu 9.1.

fla,y) =a* 4y

Obrézek 9.6: Ilustrace funkce z Prikladu 9.2.
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flz,y) =2 —y*

Obrazek 9.7: Ilustace k Varovani 9.2. Funkce majici ve stacionarnim bodé 6§ PSD
Hessovu matici a nemajici v tomto bodé lokalni extrém.

existence lokalniho extrému. Naptiklad pro funkci f(z,y) = z* — y* sice plati
V f(0,0) = 6 a Hesseova matice

V2£(0,0) = ((2) 8)

je PSD, ale v (0, 0) o¢ividné extrém nenastava! Skute¢né, pro kazdé nenulové ¢ plati
f(t,0) =2 > 0= f(0)af(0,t) = —t* < 0 = f(f), coz je v rozporu se vemi
podminkami v Definici 9.1. Viz Obrazek 9.7.

9.3 Postacujici podminka existence lokalniho
extrému
Po studiu nutnych podminek konecné ptistupme k postacujici podmince. Staci zpiis-

nit podminku definitnosti (ze semidefinitnosti na definitnost). Navic dale ukazeme,
ze ID existenci extrému vylucuje (tzv. sedlovy bod).
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Véta 9.3 (Postacujici podminka existence lokalniho extrému): Méjme funkci f :
D; — R, Dy C R", majici spojité vSechny treti parcialni derivace na okoli bodu a
a necht jsou splnény nasledujici dvé podminky

1. Vf(a) =6,
2. V2f(a) je PD (resp. ND).

Potom ma funkce f v bodé a ostré lokalni minimum (resp. maximum).
Pokud plati prvni podminka a Hesseova matice V2 f(a) je ID, pak tato funkce
v bodé a lokalni extrém nema.

Nez se pustime do dikazu, tak opét upozornime na zaludnosti predchozi véty.
Studenti maji tendenci v predchozi vétu rozsifovat i na pfipad PSD (resp. NSD)
a z toho pak vyvozovat existenci neostrého lokalniho extrému. Nasledujici priklad
ukazuje, Ze nic takového neplati.

Piiklad 9.3: Funkce f(z,y) = 2 + y> ma v bodé # nulovy gradient, skute¢né:
Vi(z,y) = (22, 3y") = Vf(0)=0.

V2 f(z,y) = (ﬁ 6(2)

aproto V2f(0) = (23). Odpovidajici kvadraticka forma je rovna (w1, z9) — 2%
a je PSD.

Funkce f v bodé 0 extrém nema: f(0,y) = y* je kladna pro y > 0 a zaporna pro
y <0, f(f#) = 0. Tedy jsme ve sporu se viemi podminkami v Definici 9.1. Graf této
funkce je znazornén na Obrazku 9.8.

Pro Hessovu matici plati

Klicem k diikazu je v podstaté Taylorova véta pro funkce vice proménnych,

kterou zde zformulujeme jenom v jednodussi verzi vyuzivajici pouze kvadratické
leny.
Lemma 9.1 (Taylorova véta do kvadratickych ¢lentt s odhadem chyby): Méjme
funkei f : Dy — R, Dy C R", majici spojité vSechny parcialni derivace do tfetiho
fadu vcetné na okoli U, bodu a € Dy. Potom existuje konstanta M > 0 takova, Ze
pro kazdé x € U, plati

Fx) = Fla) + V(@) - (x—a) + 5(x ) V3f(a) - (x — ) + Rafx),

189



9. EXTREMY FUNKC{ VICE PROMENNYCH Postacujict PoDMINKA

Obrazek 9.8: Graf funkce z Prikladu 9.3.

kde | Ry(x)| < M||x — a|®.

Nacrt ditkazu Lemmatu. Uvazme x € U, a funkci g(t) := f(a+ (x — a)t), defino-

vanou pro vSechna pfipustna ¢ (zcela jisté pro néjaky otevieny interval obsahujici

interval (0, 1)). Funkce g mé na tomto intervalu spojité derivace do fadu 3 v¢etné.
Podle Taylorovy véty (Véta 5.4) pro funkci g a ¢ € (0, 1) plati

1 1
g(t) = g(0) 4+ ¢'(0)t + 5g”(o)t2 + 5g”’(g)lt?’, kde ¢ € (0, 1).
Pouzitim véty o derivaci sloZené funkce opét zjistime, ze

J0)=Vf(a) (x—a) a ¢"(0)=(x—a)" Vf(a)- (x—a).

Kone¢né, pro ¢ plati
g"(t) = z": ﬁ(a + (x —a)t)(x — a);(x —a);(x — a)
L P01 "

Diky spojitosti parcialnich derivaci a uzavfenosti intervalu (0, 1) mazeme v absolutni

hodnoté tento vyraz odhadnout vyrazem tvaru C - (37, |(x — a);])*. Lze ukézat,
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7e tento vyraz je dale mensi nez M ||x — a||® a konstanta M nezavisi na x. Nyni sta¢i
polozit t = 1. O
Nyni pristupme k dikazu Véty 9.3. Nejprve oSetiime pripad PD a poté ostatni
pripady.
Diikaz pripadu PD.. Méjme okoli U := U, bodu a, na kterém ma funkce f spoji-
té vSechny tieti parcialni derivace a necht plati uvedené podminky: V f(a) = 6
a V2f(a) je PD.
Uvazme libovolny bod x € U, rizny od a. Podle pfedchoziho Lemmatu 9.1
existuje konstanta M > 0 nezavisla na x takova, ze

f(x)— f(a) =0+ %(x— a)’ - V?f(a) - (x —a) + Ry(x),

kde |Ro(x)| < M||x — a||®.
Z PD kvadratické formy ¢(y) = y? V?f(a)y plyne existence ortogonalni regu-
larni matice P splnujici

q(y) = (Py)"diag(A1, ..., A)Py = Y X;(Py)? > A (Py)? = AJly|l%,
= =

kde )\, je nejmensi z kladnych vlastnich &isel V2 f(a).
Je-linynix € U,(e) C U, kde Me < ’\4—*, pak

As As As
PO (@) 2 % Ic-all = Mlx-al > [x-al? (5 = Mz ) > % fx-alP. O

Zbyvajici pripady. Ptipad ND ihned plyne z PD (jaky je vztah mezi typem extrému
funkce f a — f, definitnosti formy g a —q?)
Pripad ID se osetfi analogicky, vyuzijeme existence x a y takovych, zZe

(x—a)'V’f(a)(x—a) >0,
(y —a)"V?f(a)(y —a) <0,

k tomu, abychom v odpovidajicim sméru od a nalezli vhodnym skalovanim (dost
blizko k a) kladna h a ¢ splnujici

fla+hx)> f(a) a fla+ty)< f(a).

Tim je nacrt dikazu dokoncen. [
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Opét poznamenejme, ze Véta 9.3 dava pouze postacujici podminky pro existenci
lokalnich extrému. Pokud Hesseova matice ve stacionarnim bodé vyjde PSD, nebo
NSD, pak z této véty nic neplyne. V takovém pripadé nam nezbyva nic jiného, nez
se obratit zpét na Definici 9.1 a zkoumat chovani funkce v okoli stacionarniho bodu.
To jsme jiz nékolikrat ukazali v pfikladech napfic touto kapitolou.

9.4 Priklady

V této sekci projdeme nékolik prikladi a ukazeme pouziti pravé vybudované teorie.
Volime relativné jednoduché priklady, které 1ze i hezky vizualizovat.

Priklad 9.4: Naleznéte extrémy a sedlové body funkce
fla,y) =at +y* —a? — 20y — o2

Podrobnéji: naleznéte vSechny stacionarni body a rozhodnéte, zda-li je v nich naby-
van extrém a urcete jeho typ. Pfipadné existenci extrému ve stacionarnim bodu vy-
vratte.

Reseni. Defini¢nim oborem této funkce je D; = R?. Funkce je polynom, ktery ma
spojité vSechny své parcialni derivace. Pro gradient plati

Vi(z,y) = (42° — 22 — 2y,4¢y° — 22 — 2y), (z,y)" € R%
Jeho nulovost je ekvivalentni podminkam
20 =x+y A2 =x+y,

které nutné vyzaduji 23 = y3, tj. x = y. Dosazenim do ptivodnich rovnic dostaneme
podminku 23 — x = x(2% — 1) = 0. Stacionarni body existuji proto celkem 3:

a=(—-1,-1)" b=(0,07" c=(1,1)".
Pro Hessovu matici funkce f dale plati

) (1222 =2 =2 o
Vf(m,:lﬁ( ) 12y2_2 ) (l‘,y) SIS

Ve stacionarnich bodech pak mame

vra = (1) ) = v v = (5 5).
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flz,y) =2 +y* —2® = 22y — y°

Obrézek 9.9: Vizualizace funkce z Pfikladu 9.4.

Prvni matice je PD podle Sylvesterova kritéria (Véta 8.3): 10 > 0 a 100 — 4 =
96 > 0.V bodech a a ¢ ma nase funkce proto ostra lokalni minima.

Druh4 matice je NSD, staéi provést jednoduchou tpravu na étverec: —2z% —
4zy — 2y* = —2(x + y)* Nase kritéria proto ohledné ne/existence extrému v bodé
b nic neimplikuji. Musime provést podrobnéjsi inspekci.

Pro nasi funkci plati f(z,y) = 2% + y* — 2% — 22y — y* = 2 + y* — (v + y)%
Pokusme se vhodné vyuzit tohoto rozkladu na soucet kladné a zaporné ¢asti. Vyuzitim
u b = 0 podstatnéjsiho (ale vynulovatelného) zaporného ¢lenu se zkusme k bodu
blizit nasledujicimi dvéma zpusoby:

ft,—t) =2t* >0, prot # 0,
ft,0) =t - =1*(t* - 1) <0, prot € (—1,1) ~ {0}.

V bodé b proto extrém nenastava. Vzhledem k vyse popsanému chovani bychom ho
také mohli oznacit za sedlovy bod. Na Obrazku 9.9 pro ukazku uvadime graf této
funkce.
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Regrese pomoci metody nejmensich ¢tverca

Tuto podkapitolu lze povazovat také za samostatny piiklad, ale vétsiho a dulezitéjsiho
rozsahu. UkaZeme jednu z moznych metod jak tzv. ,prolozit data kiivkou®, tedy jak
provést tzv. ,regresi‘.

Piedpokladejme, Ze mame k dispozici sadu dat {(x;,y;)}"; a chceme nalézt
linearni kombinaci danych funkei f1, fo, ..., fm, tj. funkci

fc = Zcifia
=1

tak, aby funkéni hodnoty funkce f v bodech z; co nejlépe odpovidaly hodnotam y;
pro kazdé ¢ € n. Alternativné: snazime se dobfe vystihnout hypotetickou zavislost
y~ f(x).

Ukolem je urcit neznamé koeficienty linearni kombinace: ¢y, ca, . . ., Cpy.

Predpokladejme, Ze m < n. To neni na zavadu, nebot typicky je mnozstvi dat n
mnohem vétsi nez pocet funkei m.

Funkce f; mohou byt napt. voleny tak, 7e f;(z) = x'. V tomto piipadé prokla-
dame data polynomialni kiivkou. Funkce f1, fo, ..., f,, nelze volit aplné libovolneé,
jedna podminka svazujici funkce fi, fo, ..., f,, adata x;, 29, ..., 2, ndm vypadne
z vypoctu dale.

Metoda nejmensich ¢tverct spociva v myslence minimalizovat kvadrat celkové
chyby mezi y; a f(x;). Pfesnéji, hleddme hodnoty ¢y, co, . . ., ¢, tak, aby hodnota

n n

Z fc 'r’L = Z (yl - (Ac)l)2 = Hy - ACH;

i=1 i=1
byla co nejmensi. Zde jsme oznadili

m

(Ac) =Y filzi)e;.

i=1

Matice A € R™™ je dana hodnotami jednotlivych funkeci fi, fo, ..., f,, v bodech
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L1, ...,Tp:

) falz) o flz)
fi(ze) fawe) fo(wa) -+ fi(w2)
) ) fa(zs) oo fulxs) | (9.2)

Metodu nejmensich ¢tverct tedy mizeme shrnout takto
minimalizyj ||y — Ac||3,
vicic = (c1,¢2,...,cm)7 €R™, (9.3)

kde y= (y17y27 s ayn)T e R" aAij = fy(ﬂfl) jsou dél’ly

Aplikujme analyticky postup pro hledani extréma funkci vice proménnych. Pred-
pokladejme navic, Ze matice A ma plnou hodnost, tzn. h(A) = m (pfedpokladame
m < n).

Nejprve hledejme gradient funkce F'. Pro jeji parcialni derivaci plati

(O, F)(€) = =23 (y: = (Ac))Ay = =2 (AT)jiyi +23_(A");i(Ac): =

i=1 i=1
= —2(A"y); + 2(ATAc); .
Pro jeji gradient proto plati
(VeF)(e)T = —2ATy 4 2AT Ac, (9.4)

kde spodni index u symbolu V. nam pfipomina, vici kterym proménnym derivujeme.
Hledame bod ¢, kde V .F'(c) = 0. Protoze A ma dle predpokladu plnou hodnost,
je matice ATA € R™™ regularni. Z rovnosti (9.4) potom dostavame feseni

c=(ATA)'Aly,

resp. umime vzdy vyfesit pfislusnou nehomogenni linearni soustavu.
Hessovou matici funkce F je shodou okolnosti pravé matice AT A (az na mul-
tiplikativni ¢iselny faktor). Skute¢né, pro prvek Hessovy matice funkce F' plati

0z, F(c) = 2(ATA)j; .
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Matice AT A je pozitivné definitni, nebot pro x € R™ je
z"(ATA)x = (Ax)"(Ax) = ||Ax|]* >0

a rovnost nastava pouze pro x = 0, protoze je AT A regularni.
Shrnuti: prakticky tedy staci sestavit prislusnou matici a vyfesit uvedenou sou-
stavu linearnich rovnic.

Priklad 9.5: Predstavme si jednoduchou situaci, v které mame za kol data
xlzlu .1'2:2, :C3:47 x4:57y1207 y2:17 3/3:27 y4:2

prolozit primkou.

Reseni. V predchozim obecné popisu tedy mame n = 4, hodnoty z a y jsou uvedeny
vySe a zavislost se snazime vystihnout linearni kombinaci funkei f;(z) = 1a fo(x) =
x, tj. m = 2. Pro matici A definovanou v (9.2) v tomto pfipadé plati

A=

Ol = DN~

1
1
1
1
Hledané koeficienty linearni kombinace jsou feSenim linearni soustavy s matici

4 12
TA
AA—(12 46)

. (9
Ay—(20 )

Tuto soustavu snadno vyfesime a dostaneme vektor

= (1),

Hledanou linearni funkci proto je

a pravou stranou

11
=——4 -z
Yy=71773

Vizualizaci tohoto vysledku uvadime na Obrazku 9.10.
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Obrazek 9.10: Ilustrace k Prikladu 9.5: datové body (modfe) a vysledna pfimka
(Cerveneé).

9.5 Spadové metody

V této sekci si ukdzeme obecny postup pii numerickém hledani lokalnich minim'
funkci f : R — R bez omezujicich podminek na proménné z;, ¢ = 1,2,... n.
Resime tedy ulohu
minimalizuj f(x),
kde
« f:R" = R az probih4 vSechny mozné hodnoty x € Dy,
+ defini¢ni obor Dy je oteviena mnozina,

« funkce f je minimalné dvakrat spojité diferencovatelna?®.

Reseni hledime iterativné pomoci tzv. spAdové metody (descent method), jejiz prin-
cip je velmi jednoduchy: v kazdé iteraci se snazime snizit hodnotu minimalizované
funkce f.

Necht je dina prvni aproximace x) € D; (ndhodné vybrany vektor, nebo
vektor vybrany na zakladé néjakého heuristického postupu). Sestavime posloupnost

To neni z4dné omezeni, maxima f jsou minima — f.
*Tj. vsechny jeji parcialni derivace az do druhého radu véetné jsou spojité na Dj.
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X + tAx

x + tAx
Ax

X

Obrézek 9.11: Ilustrace k volbé kroku.

vektori (x(k))zozl, podle rekurentniho predpisu
xFHD = x(B) 4 ) Ax(R)

kde ,Ax®“ je vhodné zvoleny vektor (smér poklesu) a t*) délka tzv. kroku. Nasle-
dujici ¢len vzdy musi byt zvolen tak, aby f(x**1) < f(x*)), samozfejmé vyjma
piipadu, kdy x(* je jiz optimalni (je bodem lokalniho minima).

Jak ale zvolit smér Ax®) a krok ¢t*)? Tim se budeme zabyvat v dalsi ¢asti této
podkapitoly.

Jeden krok

Jeden krok typické spadové metody lze tedy popsat nasledovné (odpustime si horni
indexy, budeme mluvit o jednom kroku): Necht je dano x € Dy.

1. Uréi smér Ax.
2. Zvol velikost kroku ¢ > 0.
3. Napocti x + tAx a uloz ho do x.

Pro grafickou ilustraci viz Obrazek 9.11.

Tento postup opakuj dokud neni splnéno kritérium pro zastaveni iteracni smycky.
Praktické kritérium pro zastaveni miize byt napriklad dostate¢na nulovost gradientu.
Je také vhodné kontrolovat maximalni povoleny pocet iteraci.
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Konkrétni volbé sméru Ax se budeme vénovat podrobnéji nize. V tento oka-
mzik pouze uvedme, ze pro ¢ blizk4 nule pfiblizné plati (viz Taylorova véta, resp.
Lemma 9.1)

f(x+tAx) ~ f(x) +tVf(x) - Ax.

Pokud chceme byt schopni i malym krokem funkéni hodnotu vZdy zmensit, musime
smér kroku, tj. Ax, vzdy volit tak, aby

Vix) Ax < 0.

Také ve zbytku popisu algoritmu piedpokladame, ze v kazdém kroku V f(x) # 0.
Pokud by gradient byl nulovy, pak béh algoritmu jiz skonc¢il a dostavame kandidata
na extrém.

Zpétné krokovani

Necht mame bod x a jiz jsme zvolili smér Ax. Idealné bychom chtéli ¢t > 0 zvolit
tak, aby v tomto bodé ¢ bylo nabyto minimum funkce jedné proménné s > 0,

s — f(x + sAx)

Analytické feseni tohoto problému nemusi byt obecné jednoduché, stejné bychom
se museli uchylit k numerickym metodam (ovSem s jednou proménnou!). V praxi se
Casto pouziva tzv. zpétné krokovani (backtracking), které popiseme v nasledujicim
odstavci.

Algoritmus zpétného krokovani probiha nasledovneé:

« Jsou dany f, smér Ax, bod x € Dy a parametry a € (0,1/2), 5 € (0,1).
« Polozt := 1. Dokud f(x + tAx) > f(x) + atV f(x) - Ax zmén ¢ na [t.
* Vrat t.

Parametr a kontroluje, jaky pokles jsme ochotni akceptovat. Parametr 3 pak
udava, jak rychle zmensujeme prvotni ¢ (proto zpétné krokovani). Viz Obrazek 9.12.
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2(t) = f(x + tAx)

N S

t

Obrazek 9.12: Na obrazku je znazornén fez grafu funkce nad pfimkou x + tAx
(Cerné), tetna f(x) + tV f(x) - Ax a pFipustna mez poklesu f(x) + atV f(x) - Ax.
Bod t; by nebyl akceptovan (i kdyz k poklesu doslo). Bod ¢, by jiz akceptovan byl
(i kdyz nedava nejmensi moznou hodnotu).

Volby sméru

Predpokladejme, Ze jsme v bodé x a vydame se malym krokem smérem v. Potom
linearni aproximace zmény funkéni hodnoty je

fx+v)= f(x) +V[fx)-v.

Sméry, ve kterych dojde k poklesu funkéni hodnoty, spliuji V f(x) - v < 0.
Zvolme normu || - || na R™. Smér nejprudsiho poklesu je pak dan fesenim tlohy

Ax = argmin{Vf(x)-v | ||v] < 1}.

Pro realnou symetrickou pozitivné definitni matici P € R™" mtzeme definovat
normu (pro Euklidovskou mame P = E)

[vllp := V¥V'Pv, veR".
Smér nejvétsiho poklesu vzhledem k této normé je pak dan vektorem
Ax = P 'V f(x)".
Uvazme tedy obecné tlohu minimalizovat linearni readlnou funkci
g(v)=¢c"v, D,=R"
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kde ¢ € R" je zadany vektor, za podminky

T

Iv|?=vv=1.

Vzpomenme si, ze ze Schwarzovy nerovnosti plyne nerovnost |g(v)| < ||¢||||v]],
coz za uvedené podminky na vektory v implikuje |g(v)| < ||c||. Této maximalni
meze ale snadno dosdhneme pravé volbami

c c
Vi=—— a V_=———.
T lel el

Prvni vektor dava maximalni hodnotu a druhy minimalni hodnotu funkce g za
uvedenych podminek. To jsme pfesné ocekavali: v kontextu piedchazejicich uvah je
c gradient.

Ditkaz pro pripad Euklidovské normy. Uvazme funkci g(v) = ¢’v,v € D, = R",
pro zadany vektor ¢ € R". Hledame feseni tlohy

minimalizuj g(v) = ¢’v,
za podminky vIPv =1,
veR™.

kde P je (realna) symetricka pozitivné definitni matice.
Matice P ma vSechna vlastni ¢isla kladna a je diagonalizovatelna, tj.

P = Udiag (\;,..., \,)U7,

kde A\; > 0,7 € n, jsou vlastni ¢isla matice P a matice U je (realna) a ortogonalni.
Definujme matici P'/? ptedpisem

P2 .= Udiag (A}/Q, . ,A}/Q) U’

Tato matice spliiuje P'/2P'/? = P, je (realna) symetricka a regularni. O

Diikaz pro obecny pripad: nacrt. Nasi minimaliza¢ni tlohu proto mizeme prepsat
do nasledujiciho tvaru,

minimalizuj  ¢g(v) = ((P1/2)’1C)TP1/QV,
za podminky  (PY/?v)T(P'/2v) =1, ve R".
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Pokud provedeme zménu soufadnic z := P!'/2y, tak dostaneme minimaliza¢ni ulohu

tvaru
T

minimalizuj ~ §(z) = (P'/*)7'¢) z,
zapodminky z'z=12z¢cR".

O té z predchoziho pfipadu vime, Ze nabyva maxima a minima v

(1)1/2)—1c (131/2>—1c
Z+ = ——— a 7 — ———— .
I(P1/2)~ e I(P1/2)~ e
V ptvodnich proménnych pak v
Plc Plc B
Vi=7—©>—— a V_=———————.
TP I(P1/2)~ ]|

9.6 Gradientova metoda / Gradientni sestup

Oc¢ividnym kandidatem pro volbu sméru kroku pfi minimalizaci je krok ve sméru
zaporné vzatého gradientu (je-li nenulovy), tj. volime P = E,

Ax = =V f(x).

Potom skutecné

Vix) Ax=—||Ax|?> <0
Uvedme nékolik obecnych komentari k této volbeé:
« Smér (pouhy gradient) je relativné snadno spocitatelny.
« Vysledny smér nemusi byt ovsem ,nejvhodné;jsi.
« Nevyuzivame zadnym zpuisobem informaci obsazenou ve vyssich derivacich.

Na Obrazku 9.13 je ukazka pro funkei f(z,y) = %x2 +y*2. Vidime, Ze v tomto piipadé
trajektorie nejde k jedinému globalnimu minimu zrovna pfimocafre.
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9. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH NEWTONOVA METODA

Obrazek 9.13: Ilustrace gradientniho sestupu na funkei f(z,y) = %xQ + y?, ktera je
zde znazornéna pomoci svych kontur.

9.7 Newtonova metoda

Newtonova metoda voli smér v bodé x vzhledem k Hessové matici P = V2 f(x),
tedy dle vypocta vyse
Plc
I(P1/2)~ e’

kde ¢ = V f(x). Tj. bez pro nas nepodstatného normaliza¢niho faktoru dostavame

V_ =

Ax = —(V2f(x) " - V)"

Opét ucinme na tomto misté pouze nékolik obecnych poznamek:

vevs

soustavu linearnich rovnic. Opravdu neni potfeba pocitat maticovou inverzi,
smér Ax je feSenim nehomogenni linearni soustavy

Vif(x) - (—Ax) = Vf(x)".

« Pokud to lze, tak to ale vétsinou stoji za to. Lze ocekavat podstatné lepsi miru
konvergence nez u obycejné gradientové metody. Existuji rizné upravené
verze této metody, které nepocitaji celou Hessovu matici a pfislusnou soustavu,
ale snazi se ji napriklad iterativné aproximovat.
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9. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH NEWTONOVA METODA

Y
_ | (D
\~\K(z)
(5) x(2)
x\° l(’/
(@/k‘/x(@ \
2 4 (6)

Obrazek 9.14: Ilustrace k Newtonové metodé pro funkci f(z,y) = s2* 4 y°, ktera je
zde znazornéna pomoci svych kontur.

« Pro kvadratickou funkci uvedenou nize neprekvapivé dostavame smér pfimo

k.

« Neplette tuto metodu s Newtonovou metodou v BI-MA1.

Na Obrazku 9.14 opét uvadime opét ukézku pro funkei f(x,y) = $22+y?. Protoze jde
ale o kvadratickou funkci, neni prekvapivé, ze Newtonova metoda piesné vystihne
smér k bodu 6.

Pojdme chovani Newtonovy metody podrobnéji prozkoumat na funkcich tvaru
f(z,y) = ax™ + By, kde a,, B > 0 a m, n jsou kladna suda pfirozena &isla. V tako-
vémto pripadé ma funkce f praveé jedno lokalni (i globalni) ostré minimum v bodé 6.
Pro jeji gradient plati

Viay) = (ama™ ", Bny"™"),  (z.y)" € R?
a pro Hesseovu matici pak

am(m — 1)z™ 2 0

V2f(x,y) = ( 0 Bn(n — 1)y”2) . (z,y)T e R

V bodé (z,y)T # 0 tak Newtonova metoda voli smér
_(V2f(95 y))*l.vf(x )T = — W 0 (amxm—l) - (
; ) 0 W By _
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9. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH NEWTONOVA METODA

Obrazek 9.15: llustrace k Newtonové metodé pro funkei f(z,y) = x? + y?, ktera je
zde znazornéna pomoci svych kontur.

Pokud plati rovnost m = n, pak Newtonova metoda vZdy voli pfimy smér k extré-
mu! Chovani znazornéné na Obrazku 9.14 tak bude totozné naptiklad i pro funkci
fla,y) = g2 +y*.

V pfipadé m # n (stale obé kladna suda) se jiz nevydame zcela nejpfiméjsim
smérem k minimum. Toto chovani ilustruje Obrazek 9.15 na funkci f(z,y) = z* + 3>
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10 Vicerozmeérna integrace

Tato kapitola uzavira studium funkci vice proménnych stru¢nym popisem jejich
integrace. Naznacime si Riemannovu konstrukeci integralu funkce vice proménnych.
Probereme zakladni vlastnosti Riemannova integralu a jeho interpretaci. Dulezitym
vypocetnim nastrojem pro nas bude Fubiniho véta a vicenasobny integral.

Tato kapitola je vice ,pocetné” zamétrena. Do dikazu se pfilis nepoustime. Pro
vicerozmérnou teorii integrace by bylo daleko vyhodnéjsi vyuzit Lebesgueovy
konstrukce integralu, kterou se na tomto misté zabyvat nebudeme.

10.1 Riemannova konstrukce integralu

Na zacatku semestru (Kapitola 3) jsme v tomto pfedmétu zkonstruovali Riemanniv
integral realné funkce jedné realné proménné na intervalu (a, b).

Analogem intervalu v R? je obdélnik, tedy kartézsky souéin dvou intervall
{ai,b1) X (ag,by). Analogem intervalu v R? je kvadr, tedy kartézsky souéin tii
intervall (ay,b1) X {(as, by) X (as, bs). Obecné, v R™ se nejprve zabyvame integraci
funkci na mnozinach tvaru

X?:l <a’j7 bj>7
tedy pfes tzv. hyperkvadr (hypercuboid).

Pro jednoduchost a snazsi predstavitelnost se pfi stru¢ném popisu Riemannovy
konstrukce integralu omezime na dvé proménné. V nasledujicich bodech shrne-
me modifikace Riemannovy konstrukce (Kapitola 3) do svéta funkci vice (dvou)
proménnych.

1. Méjme funkci dvou proménnych f definovanou a omezenou na obdélniku D :=

(ay,b1) X (ag, by).
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10. VICEROZMERNA INTEGRACE RIEMANNOVA KONSTRUKCE INTEGRALU

2. Prodéleni o, = {zp = a1 < 11 < -+ < z,, = by} intervalu (a;,b1) a 0, =
{yo=as < y1 <+ < Y = by} intervalu (ay, by) definujme

my ;= inf{f(z,y) | (x,y) € (wi—1,zi) X (Yj—1,¥j) }»
M; ;= sup{f(z,y) | (v,y) € (i1, z:) X (yj—1,¥5)}, @ €N, jEm.

Mnozinu o = 0, X 0, nazveme délenim obdélniku D.

3. Dale definujme dolni a horni soucty funkce f na obdélniku D pri déleni o
predpisy

= Z Z mi (T — 1) (Y5 — Yj-1),

i=1 j—l

= ZZMw — i) (Y — Yj-1)-

i=1 j=1

4. Nyni pro funkci f a obdélnik D definujeme horni a dolni integral funkce f
na obdélniku D nasledujicim predpisem

/ f(z,y) dady := inf{S(f, o) | o déleni obdélniku D},
D

/f(:c, y) dxdy := sup{s(f, o) | o déleni obdélniku D}.
D

5. Omezenou funkci f nazveme Riemannovsky integrabilni na obdélniku D,
prave kdyz

Zf(x, y) dedy = A f(z,y) dudy.

Tuto spolec¢nou realnou hodnotu potom nazyvame Riemannovym integralem
funkce f na obdélniku D a znacime ji

/D f(z,y)dzdy nebo /D f.
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10. VICEROZMERNA INTEGRACE RIEMANNOVA KONSTRUKCE INTEGRALU

Pokud bychom méli funkci f definovanou na hyperkvadru K C R", pak prislus-
ny Riemannuv integral znacime

/f(xl,xg,...,xn)dxldx2~~-dxn nebo /f
K K

Jeho konstrukce probiha analogicky:.
Nékdy se vicerozmérnost integralu zdiraziuje pouzitim vice symbola [, tj.
napfiklad integral pies obdélnik D C R? nebo kvadr K C R? bychom ozna¢ili

//D f(z,y) dzdy, ///K f(z,y, ) dedydz.

Pro vétsi pocet rozmérii nez tii to neni moc praktické.

Poznamenejme, 7e Riemannova konstrukce opét dava navod, jak pripadnou
hodnotu Riemannova integralu hledat numericky. Velmi podobnym zptisobem jako
v pfipadé jedné proménné. Vice se touto problematikou na tomto misté zabirat
nebudeme.

Nez se pustime do diskuze vlastnosti Riemannova integralu, tak musime zvétsit
mnozinu mnozin, pfes které ma smysl integrovat. S integraci pfes hyperkvadry
bychom si nevystacili.

Integrace pres obecnéjs$i mnoziny

Omezime se opét na dvourozmérny piipad D C R? a zavedeme dva typy mnoZin.

Definice 10.1 (MnozZiny typu 1 a 2): O mnoziné D C R? fekneme, 7e

« je typu 1, pravé kdyz existuje interval J = (a, b) a dvé spojité funkce ¢ a
definované na J a spliujici ¢ (z) < pa(x) pro véechna x € J tak, ze

D={(z,y) eR* |z € J A pi(z) <y < po()}.

« je typu 2, pravé kdyz existuje interval J = (a, b) a dvé spojité funkce 1)1 a 1,
definované na J a spliwujici 11 (y) < ¥2(y) pro vSechna y € J tak, ze

D={(z,y) eR*|yeJ A i(y) <z <o(y)}.
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10. VICEROZMERNA INTEGRACE VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRALU

Yy y = pa(z)
D
\ /\ y=¢1(x)
/
A\ A o
Yy
v = 1(y) D

Obrazek 10.1: Mnoziny typu 1 a typu 2.

Grafickou ilustraci uvadime na Obrazku 10.1.

Mame-li nyni mnozinu D C R? typu 1 nebo 2, pak Riemanntv integral definuje-
me takto: mnozinu D vnofime do vhodného obdélniku K, tj. D C K, a funkci vné
D dodefinujeme/predefinujeme nulou.

Na obdélniku K D D definujme funkci

~J f(=zy), (z,y) €D,
g9(z,y) = {0’ (.4) & D.
A klademe
[ #a)dsdy = [ gto.y) oy
D K

kde integral na pravé strané je definovan na zacatku této podkapitoly.

10.2 Vlastnosti Riemannova integralu

Nyni se zaméfme na nejzakladnéjsi vlasnosti Riemannova integralu pro funkce vice
proménnych.
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K

| t—
e

~——"

Obrazek 10.2: K definici Riemannova integralu pfes mnozinu, ktera neni obdélnikem
(hyperkvadrem).

Véta 10.1 (Postacujici podminka existence vicerozmérného integralu): Necht D je
hyperkvadr nebo mnozina typu 1 nebo 2 a f spojita funkce na D. Potom je funkce f
Riemannovsky integrabilni na mnoziné D.

Diikaz. Dtukaz vynechavame. Podstatné je, ze funkce f je pékna (tj. spojita) a inte-
grujeme ji na pékné mnoziné (,uzaviena®). Il

Necht D C R? je mnoZina typu 1 nebo 2 (obsahuje piipad obdélniku) a funkce f
a g jsou spojité na D. Potom plati:

« Linearita: pro konstantu c plati

[tre=[r+cfs

« Nerovnosti: pokud f(x,y) < g(z,y) pro kazdé (z,y)’ € D, pak

[r<fs

« Obsah mnoziny D, ozn. Voly(D), Ize spocitat jako Voly(D) = [, 1.

« Chovani v ,mezich®: je-li C' dal$i mnozina typu 1 nebo 2 majici s mnozinou D
v praniku pouze ¢ast ,hranice,” pak

Jont = L0
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10. VICEROZMERNA INTEGRACE FUBINIHO VETA

Analogicka tvrzeni plati i pro hyperkvadry K C R" a funkce spojité na K.
Na vicerozmeérnou integraci narazime v fadé riznorodych situaci:

« Popisuje-li p(x, y) hustotu desky (zobecnéni do vice rozmért je piirozené) D,

v vy

1 1
M = / p(z,y)dzdy, X = —/ zp(z,y)dzdy, YV = —/ yp(x,y) drdy.
D M D M D

Hustota pravdépodobnosti f(z, y) na mnoziné D je funkce spliiujici

/ f(z,y)daxdy = 1.
D

Je-li f(x,y) > 0pro (z,y) € D, pak

/D F(z,y) dudy

vyjadfuje objem télesa ohrani¢eného mnozinou D a grafem funkce f.

Obsah plochy z = f(z,y), kde (z,y) € D, se vypocte dle vzorce

[+ @t ) + @t ety

« Fyzika...

10.3 Fubiniho véta

Pro analytické pocitani je klicova Fubiniho véta, ktera ndm umoznuje vicerozmérny
integral pocitat pomoci nékolika ,jednorozmérnych® integralu.

Integrace pres hyperkvadry

Prvni verze této véty mluvi o integraci pres obdélnik, zobecnénim o kvadrech a hy-
perkvadrech.
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10. VICEROZMERNA INTEGRACE FUBINIHO VETA

Véta 10.2 (Fubini pro hyperkvadr): Bud f Riemannovsky integrabilni na obdélniku
D = (ay,b1) X (as, by). Pokud existuje jeden z integrala

b1 ba b2 b1
/ < f(z,y) dy) dz nebo / ( f(z,y) dx) dy (10.1)

potom je roven Riemannoveé integralu

/Df(x, y) dzdy.

Poznamka 10.1: Poradné si rozmyslete, co se v rovnici (10.1) déje. Vyhnete se pak
hloupym chybam pfi pocitani prikladd. Napf. vnitini integral v prvnim vyrazu,

b
fla,y)dy
az
jiz predstavuje funkci pouze proménné z. Pres y se jiz integrovalo.

Kvypoctu vicerozmérného integralu tedy lze pouzit opakovanou integraci funkce
jedné proménné probiranou na zacatku semestru. Pro tyto Gcely mame celou fadu
nastroji (substituce, per partes, Newtonova formule..., viz Kapitoly 2 a 3).

Analogickou vétu 1ze zformulovat i pro vice nez dvé proménné a hyperkrychli.
Napftiklad pro kvadr K = (ay,b1) X (ag, by) X {(as, b3) bychom méli

by ba bs
dxdydz = dz | dy | dx.
/Kf(:v,yw) rdydz /a1 (/a2 <a3 f(z,y,2) Z) y) T

Vsimneéte si také, Ze poradi integrace 1ze zaménit, jen je potfeba hlidat poradi intervali
a proménnych.

Dusledkem pfedchozi véty je nasledujici uzite¢né tvrzeni:
Dusledek 10.1 (Integrace funkci se separovanymi proménnymi): Pokud integruje-
me spojitou funkeci tvaru f(x,y) = g(x) - h(y) na obdélniku D = (ay,b1) X (as, bs),

ak
p [ sy = | " gl ds / " hiy)ay.

al az

Diikaz. Stadiv podstaté ,dosadit” do Véty 10.2 a dvakrat vytknout konstantu vaci
prislusné integrac¢ni proménné. [
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10. VICEROZMERNA INTEGRACE FUBINIHO VETA

Priklad 10.1: Vypoctéte integral

/ ( + 2y) dedy
D

kde D = (—1,1) x (0,1).

Reseni. K vypoétu miizeme pouzit dvou postupti, které Ize i geometricky interpretovat.
Prvni vypocet (viz Obrazek 10.3),

/D(fv+2y)dwdy = /_11 (/01(x+2y)dy) dz =

1 1
:/ [Q;y—kyﬂz:édx:/ (x+1)dx:2.

1 -1

Druhy vypocet (viz Obrazek 10.3),

1 1
/ (x 4 2y) dzdy = / (/ (x + 2y)dx) dy =
D 0 -1
1,2 z=1 1
:/ [—+2xy] dy:/ dydy = 2.
0 2 r=—1 0

Pokud naSe mnozina neni obdélnik, pak se situace malinko komplikuje, ale
princip zustava stejny. Pro mnoziny typu 1 nebo 2 mame néasledujici verzi Fubiniho
véty, viz také Obrazek 10.4.

Véta 10.3 (Fubini pro mnoziny typu 1 nebo 2): Bud f spojita na mnoziné D typu 1
nebo 2. Potom

p2(z)

b
1. pro mnozinu D typu 1 plati/ f(z,y)dady = / </ f(z,y) dy) dz,
D a p1(z)

b2 (y)

b
2. pro mnozinu D typu 2 plati/ f(z,y)dedy = / </ f(z,y) d$> dy.
D a Y1(y)

Zakladni pouziti této véty ilustruje nasledujici priklad. Dalsi priklady pak lze
najit v Cvicebnici na MARASTu, ptipadné dalsi podkapitole.
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—1 1 T

Obrazek 10.3: Ilustrace k Prikladu 10.1. Dva mozné zpusoby jak integrovat pres
obdélnik.

Priklad 10.2: Vypoctéte integral

/ xy dxdy,
D

kde D C R? je trojuhelnik s vrcholy (0,0), (—1,1) a (2, 1). Viz Obrazek 10.5.

Reseni. Tento trojihelnik miiZeme nejlépe popsat jako mnozinu typu 2 (alternativné
bychom ji mohli brat jako sjednodceni dvou mnozin typu 1, ale takovy vypocet by
nebyl nejptimocarejsi). Proto

1 2y
/xydxdy :/ (/ xydx) dy
D 0 —y
L2 19=%
A
0 T=—y
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&
I
“§
QQ
//
\p)

x = Pa(y)

| o

Obrazek 10.4: Integrace pres mnoziny typu 1 a 2, graficka interpretace vzorci ve
Vété 10.3.

y=—z 1 y=x/2

/
\p)

1 9 T
Obrézek 10.5: llustrace k Ptikladu 10.2.
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10. VICEROZMERNA INTEGRACE PrixrLaDY

10.4 Piiklady

Tuto kapitolu uzavieme nékolika dalsimi feSenymi priklady.
Priklad 10.3: Méjme parametry a, b, c > 0. Vypoctéte objem elipsoidu s poloosami
a, b, c, presnéji mnoziny
2 2 2
%+&+i§%
a

b2 2

E = {(:c,y,z) e R3

Poznamka 10.2: Dusledkem pfedchoziho prikladu je znamy vzorec pro objem
koule S, o poloméru r > 0 (tj.mame elipsoidsa =b=c=r)

4
VOlg(Sr) = 571'7’3.

Reseni. Provedeme-li fez elipsoidu rovinou z = « € (—c¢, ¢), pak dostaneme elipsu

E(a) , ,
x )

a?(1 —a?/c?) * b2(1 — a?/c?)

=1,

jejiz obsah jiz zname z Piikladu 3.11: Voly(E(«)) = mab (1 - Cg“—j) Tudiz:

c c 2
Vol3(E) = / 1dxdydz = / (/ 1 dxdy) dz = W&b/ (1 - 2—2) dz =
E —c E(z) —c ¢

3

¢ 4
= rmab -2 {z — %10 = 2mab (c — g) = gﬁabc.
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11 Prehled pouzitého znaceni

Nize uvedené znaceni je kompatibilni s pfednaskami a cvicenimi BI-MA1 a BI-MA2.

Symbol Vyznam Definice

= definitoricka rovnost, symbol na
levé strané je definovan vyrazem
na strané pravé

priblizné vyjadreni v jistém smys-

Q

lu
A logicka konjunkce BI-DML
\% logicka disjunkce BI-DML
= logicka implikace BI-DML
& logicka ekvivalence BI-DML
v velky (obecny) kvantifikator BI-DML
= existen¢ni kvantifikator BI-DML
{a,b,c} mnozina obsahujici prvky a,bac BI-DML
{re M| Px)} mnozina vsech x z M spliujici BI-DML
P(z)
re€M,x¢ M prvek x patfi/nepatfi do mnoziny BI-DML
M
ACB A je podmnozinou B (plati A C BI-DML
A)
0 prazdna mnozina BI-DML
AUB sjednoceni mnozin A a B BI-DML
ANB prunik mnozin A a B BI-DML
AN B rozdil mnozin A a B BI-DML
Ax B kartézsky souc¢in mnoziny Aa B BI-DML
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11. PREHLED POUZITEHO ZNACENT{

Symbol Vyznam Definice
P(A) mnozina vSech podmnozin mno- BI-DML
ziny A
N={1,23...} mnozina pfirozenych ¢isel bez nu-
ly
No={0,1,2,...} mnozina piirozenych ¢isel s nulou
A mnozina celych ¢isel
Q mnozina racionalnich ¢isel
R mnozina realnych cisel
R roz$ifena mnozina realnych ¢isel BI-MA1
Ry nezdpornad redlna ¢isla, tj.

(0, +00)

R* kladna reélna ¢isla, tj. (0, +00)
R> prostor vsech realnych posloup-

nosti
n mnozina {1,2,...,n} pron € N
C mnozina komplexnich ¢isel
n! faktorial cisla n € Nj BI-PKM
) kombinaéni ¢islo n nad k BI-PKM
|z ] dolni cela ¢ast realného x BI-PKM
[x] horni cela ¢ast realného x BI-PKM
(a,b) otevieny interval nebo usporada- BI-PKM

na dvojice

{a,b) uzavieny interval BI-PKM

U, (), resp. U,(e) e-okoli bodu a, resp. a € R™. BI-MA1 a Definice 7.2

Uf(e), resp. U; (g) pravé, resp. levé e-okoli bodua ~ BI-MA1

Utoo(@), resp. U_ ()  a-okoli bodu +00, resp. —oo BI-MAL1

|a]| Euklidovska norma vektoru a € Definice 7.1
RTL

(a|b) standardni skalarni soucin vekto- rovnice (7.2)
ria,b e R"”

f:A—B zobrazeni mnoziny A do mnoziny BI-DML
B

Dy defini¢ni obor zobrazeni f BI-DML

Hy obor hodnot zobrazeni f BI-DML
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11. PREHLED POUZITEHO ZNACENT{

Symbol Vyznam Definice

f ‘ v zUZeni zobrazeni f na mnozinu M BI-DML

f(M) obraz mnoziny M pfi zobrazeni f BI-DML, nepouzivame

FHUM), f-1 (M) vzor mnoziny M pii zobrazeni f BI-DML

fog sloZzené zobrazeni BI-DML

idy4 identické zobrazeni na mnoziné¢ A BI-DML

f! inverzni zobrazeni BI-DML

(@)1, (an)nen realna ¢iselna posloupnost BI-MA1

lim a, limita posloupnosti BI-MA1

n—oo

Z Uk D e W ¢iselna rada Definice 4.1

k=0

lim f(x) limita funkce f v bodé a BI-MAL1

r—a

lim f(z) limita funkce f v bodé a zprava  BI-MA1

T—a4

lim f(z) limita funkce f v bodé a zleva BI-MA1

Tr—a—

f'(a) derivace funkce f v bodé a BI-MA1

Th.a n-ty Tayloriv polynom se stfe- Definice 5.2
dem v bodé a

R, zbytek po n-tém Taylorové poly- Definice 5.3
nomu v bodé a

[ f [ f(z)dz neurcity integral funkce f Definice 2.2

fab f(z)dx Riemannuv urdity integral funkce Definice 3.5
f na intervalu (a, b)

fab f(z)dz horni integral funkce f na inter- Definice 3.4
valu (a, b)

ff f(z)dx dolni integral funkce f na inter- Definice 3.4

o valu (a, b)

S(o, f) horni soucet funkce f pfi déleni Definice 3.3
o

s(a, f) dolni soucet funkce f pfidélenic Definice 3.3

Z(o, f) integralni soucet funkce f pfiroz- Definice 3.7
déleni o

ay ~ by, asymptoticky ekvivalentni po- BI-MA1

sloupnosti, pro n — oo.
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11. PREHLED POUZITEHO ZNACENT{

Symbol Vyznam Definice
O(ay) posloupnost s horni asymptotic- BI-MA1
kou mezi a,,, pro n — oc.
Qay,) posloupnost s dolni asymptotic- BI-MA1
kou mezi a,,, pro n — oo.
O(an) posloupnost s asymptickou tés- BI-MA1
nou mezi a,, pro n — oo.
a—f parcialni derivace funkce f podle Definice 7.10
Oz, j-té proménné
DF(a) derivace (vektorové) funkce F'  Definice 7.12
v bodé a
Vf(a) gradient funkce f v bodé a Definice 7.11
V2f(a) Hessova matice funkce f v bodé Definice 7.13
a
of : 3 :
v (a) derivace funkce f ve sméruvvbo- Definice 7.13

/ f(x,y) dedy
D

/D f(z,y) dudy

/D f(x,y) dzdy

Vol,,(M)

dé a
Riemannav integral funkce f

dvou proménnych x a y na mno-
ziné D

horni integral funkce f na obdél-
niku D

dolni integral funkce f na obdél-
niku D
objem mnoziny M C R".

Podkapitola 10.1

Podkapitola 10.1

Podkapitola 10.1
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Odpovédi na nékteré otazky

21 FFaH.

2.2 Primitivni funkci je funkce = - In(x) — z + C.

2.3 Pokud o # 1, pak/f(x)g(x) der = hz) +C.

11—«

3.1 Zména by méla zasadni vliv. Napriklad libovolna spojita nekonstantni funkce
by nahle neméla integral, v hornich i dolnich souctech vzdy do pokryti skutecné
plochy pod grafem takovéto funkce bude chybét ¢i prebyvat a infima ani suprema
v uvedené definici nikdy zadnym rozdélenim nedosdhneme. Integral v tomto smyslu
by mély napriklad jen po ¢astech konstantni funkce.

6.1 V definici LRR lze polozit £ = 0, ale vyslednou rovnici nelze povazovat za
rekurentni. Dostali bychom explicitni pfedpis x,, = b,, n > ny. V tomto piipadé

neni co resit.

7.1 Normaélovym vektorem je naptiklad (— f’(a), 1) a smérovym vektorem je napfi-

Klad (1, f'(a)).
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Kroneckerovo, 138

algoritmus
CORDIC, 97

antiderivace, 2

aproximace
Padého, 97

bod
hrani¢ni, 144
hromadny, 142
kriticky, 183
stacionarni, 183
vnitini, 143
vnéjsi, 146

derivace

parcialni, 155

sloZzené funkce, 163

ve sméru, 164
determinant

Vandermonduv, 112
diagonalizace

symetrické matice, 170
déleni

ekvidistantni, 21

intervalu, 20
norma, 21

forma
kvadraticka, 166
formule
Newtonova, 30
funkce, 150
Dirichletova, 27
exponencialni, 70
gradient, 158
integrovana, 4
kvadraticka, 80
limita, 150
linearni, 80
primitivni, 2
spojita, 153
spojita na mnozing, 153
spojita v bodé, 153
vice proménnych, 150

gradient, 158

hranice, 144
hyperkvadr, 206

integrace
per partes, 9, 32



ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

INDEX

substituce, 11, 13, 33
zékladni pravidla, 7
integrand, 4
integral
absolutné konvergentni, 40

absolutné konvergentni Rieman-

ntv zobecnény, 40

aditivita, 29

aditivita v mezich, 29

dolni, 22

horni, 22

multiplikativita, 29

nerovnosti, 29

neurcity, 4

Riemannuv, 24

zobecnény Riemanniiv, 40, 41
interval

délici body, 20

castecny, 20

konstanta
Eulerova-Mascheroniova, 67
integracni, 4

konvergence, 146

kritérium
d’Alembertovo, 60
integralni, 67
obecné Sylvestrovo, 177
Sylvestrovo, 175

krokovani
zpétné, 199

kvadraticka forma
indefinitni, 168
negativné definitni, 169
negativné semidefinitni, 168
pozitivné definitni, 168
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pozitivné semidefinitni, 168
kvadrika, 167
kvazipolynom, 119

linearita

neurcitého integralu, 7
logaritmus

prirozeny, 74

matice

Hesseova, 161

prechodu, 109

symetricka, 166
maximum

lokalni, 180

ostré lokalni, 180
metoda

Gaussova eliminaéni, 17

iteracni, 126

Mistrovska, 128

spadova, 197

substituéni, 132
minimum

lokélni, 180

ostré lokalni, 180
mnozina

oteviena, 143

typu 1, 208

typu 2, 208

uzaviena, 146

uzaveér, 146
mocnina

obecna, 75

nerovnost
Schwarzova, 141
trojuhelnikova, 141



ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

INDEX

norma
Euklidovska, 140

okoli
bodu, 142

podminky

pocatecni, 103
polomeér

konvergence, 91
polynom, 78

charakteristicky, LRR, 110

Maclaurinuv, 84

nulovy, 80

stupen, 80

Taylortv, 82
posloupnost

divergentni, 146

Fibonacciho, 104

konvergentni, 146

limita, 146

normalni, 24

soucet, 106

castecnych souctn, 48
pravidlo

Simpsonovo, 45

fetézové, 163, 164
princip

superpozice, 105
proménna

integracni, 4
prostor

v$ech posloupnosti, 106

rovina
tecna, 160
rovnice

homogenni, 102

koeficienty, 102

linearni rekurentni s konstantnimi

koeficienty, 109

linearni rekurentni fadu &, 102

prava strana, 102

pridruzena homogenni, 102
rozvoj

desetinny, 62

soucet
dolni, 21
dolni pfi déleni, 22
horni, 21
horni pfi déleni, 22
integralni pfi déleni, 25
soucin
standardni skal4rni, 140

uzaveér, 146

vzdalenost
Euklidovska, 140
vzorec
Stirlingtv, 66
Tayloruv, 83
véta
Fubiniho pro hyperkvadr, 212
Fubiniho pro mnoziny typu 1 nebo
2,213
O jednoznacnosti primitivni funk-
ce, 3
Postacujici podminka pro existen-
ci Riemannova integralu, 24
Taylorova, vice proménné, 189
véze
Hanojské, 99
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ODPOVEDI NA NEKTERE OTAZKY

INDEX

zbytek

Lagrangetv, 87
Peanuv tvar, 85
v Taylorové vzorci, 83

zlomky

parcialni, 16

¢isla

charakteristicka, LRR, 110

¢islo

Eulerovo, 69, 73

fada

v

rez

absolutni konvergence, 54
absolutné konvergentni, 54
Bolzano-Cauchy, 54
divergence, 48
geometricka, 49
konvergence, 48
Leibnizovo kritérium, 55
mocninna, 89

nutna podminka konvergence, 52

soucet, 48

srovnavaci kritérium, 59
Taylorova, 89

Ciselna, 48

zlaty, 118

reSeni

linearné rekurentni rovnice, 102
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